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TWO COORDINATION PRINCIPLES AND THEIR 
APPLICATION IN LARGE SCALE SYSTEMS 

CONTROL 

M.D. Mesarovic, D. Macko, Y. Takahara 
Systems Research Center - Case Western Reserve University 

Cleveland, Ohio USA 

Two principles of coordination are formulated in order to provide guidance 
in selecting a structure for multi-level (hierarchical) control systems. One 
principle is based on interaction prediction and the other on interaction bal­
ance. Both are given within the general systems theoretic framework t~ em­
phasize their wide range of applicability. Sufficient conditions for the suc­
cessful application of the principles are given for two-level systems defined 
on normed linear spaces. Some examples of two-level systems are given to ill­
ustrate the required conditions. 

Introduction 
Multi-level (hierarchical) systems are of increasing importance in the 

application of automatic control and automation. Indeed, the notion of a 
system with multi-level structure has become almost synonymous with the notion 
of a large scale system. A multi-level structure for a large scale system 
appears rather naturally in practice. It results from efforts toward the 
most efficient utilization of the available resources or inherent limitations 
of the elements out of which the system is being built. 

Multi-level systems are being built in practice without any theoretical 
support on either a conceptual level in terms of the preferred structure or a 
detailed level in terms o~ synthesis and computational methods. To alleviate 
this situation a general theory of multi-level systems is being developed at 
the Systems Research Center of Case Western Reserve University. The result of 
th i s research is reported comprehensively in a forthcoming book. Presented 
here are some results on the synthesis of multi-level systems. 

Consistency and Coordination 
A multi-level control system consists of a class of control subsystems 

(units) arranged in a hierarchical fashion such that some of them have only 
indirect access to the controlled process. These control units receive infor­
ma t ion and manipulate or control other control units in the hierarchy. A two­
level system with a single control unit on the second level is of special im­
portance in t he famil y of multi- level systems. It is the simplest system in 
the mul t i-l evel family and provides a convenient framewor k for the study of 
problems, such as the relationship be tween levels, wh i ch are characteristic of 
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multi-level systems. In a two-level system the second level control unit is 
referred to as 6uptem~ while the first level control units are called ~6~~­
The infimals are the only units which have direct access to the controlled 
process. More complex systems with many levels can be built from two-level 
systems by modular construction. 

There is associated with each control unit in the system a so-called con­
trol problem; the control unit derives the appropriate control by solving its 
control problem. (In the optimal control approach the problem is one of opti­
mization; namely, the control unit qeriy~~ a control that gives optimal per­
formance over a class of controls.) The control problem of an infimal unit is 
referred to as an ~6~~ ptoblem and that of the supremal unit is termed a 
coo~n ptoblem. The infimal problems in the subsequent sections are 
assumed to be optimal control problems. However, there is at present no need 
to so specify the nature of the infimal problems. 

In addition to the infimal problems and the coordination problem there 
is a control problem for the entire system. This control problem is termed an 
ov~ ptoblem. It is the control problem of the system taken as a whole, in­
tegrated unit or the entire control hierarchy viewed as a single control unit. 
Its solutions ought to specify the set of all controls, i.e., the controls of 
the entire system ought to represent the solutions of the overall problem. 

The overall problem can be used to evaluate the functioning of the control 
hierarchy and in particular the supremal unit. Assume the overall problem and 
the family of ·all infimal problems are ·given. The supremal unit then has the 
task of coordinating the infimal units so that the overall control objective 
as given by the overall problem is achieved. 

A relationship among the three types of problems associated with a two­
level system is now given formally. The relationship precisely states how co­
ordination can be accomplished under favorable conditions. It also provides a 
guideline for the synthesis of the supremal unit. 

First, the concept of a coordination object for an arbitrary family of 
control problems is introduced and the law of consistency is stated. Then, the 
law of consistency is used to express the desired relationship between the three 
types of control problems associated with a two-level system. 

Let P = {n1, ... ,nn} be a family of control problems ni. An n-tuple 
x = (x1, ... ,xn) is a 6otution o6 P if each x1 is a solution of the correspon­
ding control problem n1. Let n denote another control problem. The M.e.u.tioM 

o6 P y..i.eld MtutioM o6 n undeJL a bta.M 6o./IJnll.t.i.on -r, expressed as 

(6ol P) -+- (6ol n) (1) 
T 

if r takes every solution of P into a solution of n. If , is identity then 
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(1 ) means that a solution of Pis a solution of n. 

Let C be an arbitrary (non-empty} set. The set C is a coo~n object 

o6 P if each A £ C uniquely specifies a family PA = {n1A, ... ,nnA} of control 
problems and for some A £ C, PA= P. Let C be a coordination object for P and 
for each i = l, ... ,n let P; = {niA : A£ 'c}. Then t;h~!, 6am.i.Uu P1, . •• ,Pn all~!, 

eoo~bte ~~veto n und~ T i f there exists a A* r C such that 

(~ol PA*) ~ (~ol n). (2) 
T 

To aid in the selection of A* a problem n
0 

is formulated. And to provide 
a guide in formulating n

0 
the relationship 

[(~ol PA) ~ (~ol n
0

)] imptiu [(~ol PA) ~ (~ol n)], (3) 
TO T 

ea 11 ed the .taw o 6 eo.M.iA.te.nc.y, is offered. 
Consider now how the law of consistency can be used for the synthesis of 

the supremal (coordination) problem. 
Let n1 be the i-th infimal control problem and let n be the overall con­

trol problem. It should be expected that (1) does not hold in general. The 
i nfimal problems are local problems and neglect interactions. Moreover, there 
is usually a conflict between the infimal and overall objectives. The trans­
formation , appearing in (1) is usually prespecified. Hence the parameters 
A £ Care i ntroduced and used to modify the original infimal problems n1. The 
i -th infimal unit then has a family P; = {niA : A £ Cl of control problems 
rather than the single problem n1• 

Let n
0 

be the supremal problem. The supremal problem is the coordination 
problem which is to find A* £ C and hence appropriate modifications of the 

i nfimal control problems so that (2) holds. The law of· consistency specifies 
logical requirements which the supremal, infimal, and overall problems must 
satisfy for given mappings 'o and T . If for the given T

0 
and T and each A E C 

the law of consistency holds, then the supremal unit need only to concentrate 
on finding a solution to its problem n

0
• The solution of n

0 
then produces a 

coordination parameter A* that coordinates the infimal control problems relative 
to the overall control problem n, i .e . , (2) holds ,. 

The law of consistency is trivially obeyed for all A £ C if n
0 

= n. But 
then the rational of a multi-level structure is lost, for the supremal unit is 
required to solve 'the entire overall problem. The infimal units are then only 
transmi tters or implementers of the control. The art in structuring a two­
level system might very we1 1 be considered as the selection of the supremal 
problem n

0 
_o that it is considerably simpler (in an appropriate sens~) than 

the over~ll problem n and, yet, the law of consistency is obeyed. 
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Coordination Principles 

Suppose a two-level system (as indicated in Figure 1), an overall problem 
rr , and a family {rr1 , ... , rr n} of infimal problems are given. How should one de­
fine the supremal control problem rr

0
, the coordination problem, so that the 

law of consistency (Eq. 3) holds? 
The problem confronted here is conceptually very difficult. So far there 

is no indication how one should proceed. However, in order to attack the pro­
blem an approach is postulated that provides a basis for detailed mathematical 
investigation. The approach consists of two steps: (i) postulating coordina­
tion principles that specify the supremal unit's strategy and (ii) investi­
gating the applicability of the coordination principles. 

The coordination principles are introduced within the framework of general 
systems theory, i.e., using set-theoretic notions, in order to present the 
concepts in a general yet precise form. 

Consider a two-level system given as follows: 

I . The Overall Problem. Assume there are given two mappings: a process 
P : M + V and a performance G : M x V~ V with M the set of controls, V the 
set of outputs, and V the set of performance values. The sets M and V are 
arbitrary and V is assumed linearly ordered. Define an ov~ co~t 6unction 
g : M ~ V such that for all m £ M 

g(m) = G(m,P(m)). (4). 

The overall problem IT is then to 6~ m £ M which ~Ze6 g on M. 

11. The Infimal Problems. The infimal problems are defined in terms of 
subprocesses obtained from P by decomposition and performance functions defined 
on the subprocess variables. Let M= M1x • . • Mn and V= v1x ••• Vn. Decomposition 
of P, as shown in Figure 2, yields the subprocesses P; : M1 x U; ~ v1 and 
their interconnections K; :M x V~ u1. The P; are used to define subprocess 
models for the infimal problems. The infimal or local performance functions 
G; : M1 x U; x Vi ~ V are assumed to be given, and at the outset are assumed 
to have no specific relationship with G. Define the in6~al co~t 6un~n 

gi : Mi x U; ~ V such that for all m1 £ M; and u1 £ U; 

gi (m; ,ui) = G; (m; ,ui'P i (m; ,u1)). (5) 

Two cases arise as to how a means of coordination might be provided. 

Case A: Model Coordina t ion. Let A= u1x ••• Un. Each a = (a1 , ... ,an) £ A 
is a prediction of the interface inputs and gives fori= l, ... ,n the subpro­
cess model Pi a (m1) = P;(m1,a1). Let C =A, then for each a E A the infimal 
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problem nia is to ~d m; E M; ~uch that 

g;(m;,a;l = ~~n g;(m;,a;l· 
1 

Minimization is only over the set M; of local controls. 

(6) 

Case B: Goal Coordination. Let B be a given set such that each B c B 
specifies for each i = 1 , •.. ,n a map GiB : M; x u1 x Y; +V which is a modifi­
cation of the original G1. Let the mappings giB : M; x u1 +V be the infimal 
cost functions defined in terms of P; and GiB as in (5). Let C = B, then for 
each B c B the infimal problem niB is to &ind (m1,u1) cM; x U; ~uch that 

gi B (m; ,u;) = min g; 6 (mi'ui) (7) 
M; xU; 

Minimization is over·both sets M; and u1. The interface inputs are treated as 
free variables. 

A coordination principle is postulated for each of the two above cases. 
Let the infimal problems be given as in Case A. For each a c A let 

m,(a), .•. ,mn( a) be locally optimal, as defined by (6), and let m(a) = 
(m1(a), .. . ,mn(a)). If m(a) is implemented (applied to the process P) the 
actual interface input to Pi would be ui(a) = Ki(m(a),P(m(a))). Hence the 
following principle is proposed: 

I n:tVtt:le.tion PILed.i.c.Uon PILi.ncU.pl.e 

Le-t a = (a1 , .•. ,an) be the .in:telt.6a.c.e btpu..U pi!ULLct:ed and u1 (a), •.. ,un(a) 
the a.ct:ua.t ht.teJt6a.c.e i.npU.U oc.c.uJtiLi.ng when the .f..oc.a1..l..Jj opt.ima..t c.on:tJto.U 

m1 (a) , ... ,mn (a) a.Jte a.pp.Ued. The oveJt.aU. optimum .U. a.c.h.i.eved wheneveJt 

a; = ui (a) 6oiL a.U. i = 1, .•• ,n 

Le., the pl!.ed.i.ct:ed ht.teJt6a.c.e i.npu.t6 a.Jte c.oiLI!.ect:. 

(8) 

Application of this principle is diagrammed in Figure 3. The supremal 
unit makes a prediction a of. the interface inputs, observes the error c be­
tween a and the actual interface inputs u(a), and then corrects or updates its 
original prediction a to obtain a new prediction a'. 

For simplicity the interaction prediction principle is referred to as the 
INPRE principle. If the INPRE principle applies it yields immediately the 
supremal problem n

0 
: &ind & = (~ 1 ••..• ~n) c A ~uch that ci= &1 - ui( &) = 0 

6oJt ea.clt. i = 1 , • • • :n. 
A lterna ti ve ly if E i cannot be made zero .one can define an appropriate 

function f of the errors c1 , • .. ,En and the supremal problem as minimization of 
that function , i.e., find a c A such that f( E1, ..• ,En) attains a minimum. 
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Cons ider ~he Case B. Each of the i nfimal units is optimizing with res­
pect to both local control and interface inputs . For each ~ ~: 8 and i = 

1 , . . . ,n let (m. (s ),u
1
. (a)) be optimal, as defi~ed in (7). Only the control 

1 . 

m( s ) = (m1( s ), ... ,mn( s )) can be applied to the process . Therefore if m( s) is 
appl ied the interface input ui(e) = Ki(m(e),P(m(e)) appears at Pi. 

I n.teJutcti.on Sa.eanc.e PJLi.nc<.p.te 

Le.t s E 8 be g.i.ven, .t.d u, (e) •..• ,un (e) be the .i.n.tVt.6a.c.e .i.npu..U a.6 lle­

qu-<Jted by the .i.n6.(.mal un.U4 tD a.ch.i..eve .l.ocal opt.i.nwn, a.nd id u1 (e), •• ; ,un{s) 
be the .<.n.t:Vt.0a.c.e .i.npu-t4 tha.:t oc.CWL .i.6 the c.ont:Jw.t m( e) " (m1 (e) •••. ,mn (e) ) iA 

a.ctu.ai.J.Jj a.pp.Ued. The ovWU. op.tim.un iA a.ch.i..eved whenevVt. 

(9) 

.i.. e., the a.c..tu.a..t .i.n.tVt.6a.c.e .i.npu..U a.11.e piLec.iA e.ty thoH ~~.e.qu.Uted by .l.ocal op.t.i.­

miza.:Uon. 

Th i s principle is referred to as the INBAL principle. If INBAL ,appl i es , 
the problem of the supremal unit is to ft.i.nd s ~: 8 ~uc.h tha.:t ~:i = ui(s) - ui( e) 
= 0 6011. e.a.ch i = 1, . . • ,n. Or, alternatively, f(~: 1 , •.• ,en) is minimized, where 
f is a suitable function of the errors. 

Application of INBAL is diagra11111ed in Figure 4. The supremal unit chooses 
a coordination parameter e c 8, observes the error ~: between the demanded in­
terface inputs u( s ) and the 'interface inputs u(s) that actually occur, and 
then corrects or updates its original selection s to obtain a new coordination 
parameter s ' . 

The next question to consider is the application of the principles . Two 
concepts are used in this context . 

INPRE or INBAL i s a.pp.Uc.a.b.te ifthe overall optimum is achieved whenever 
condition (8) or (9), respectively, is satisfied. There is no requirement 
here that there actually exist an a ~: A satisfying (8) or a e ~: 8 satisfying 
(9), i.e., it is not necessary that the condition making the required error 
function zero actually exist. However, if the error function vanishes then 
the overall optimum must result. 

The system is c.ooll.d.i.na.b.te v.i.a. INPRE or INBAL if the principle is appli­
cable and the conditions that yield the vanishing of the required error func­
ti on exist. That is, in the case of INPRE,·the principle must be applicable 
and there must exist an ~ ~: A satisfying (8); and, in the case of INBAL, the 
principle muSt · be applicable and there must eXiSt a .e E 8 Satisfying (9). 

Application of the Coordination Principles 
Assume that the sets M, U, and Y are subsets of normed linear spaces 

while V is the set R of reals, i.e. , V= R. This allows the use of methods of 
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functi ona l analysis. Moreover , it provides sufficient mathema ·.ical structure 
so t hat real istic specificati ons can be taken into account in suff icient detail. 
The results, however , remai n fairly general. Many of them apply to both dy­
namic and stat ic process and, furthermore, to non-lin'"ar as well as linear pro­
cesses. In an attempt to highlight the pr~ctical implications of the results 
the following format is followed: a statement of the thEorem and then a simple 
example are given. The theorem statements and following examples contain su i t ­
able informat ion for application. Proofs of the theorems are given i n the 
appendix for the sake of verification. 

Due to the space limitation only the application of the IN BAL principle 
is considered. Analogous results for the application of the INPRE principle 
can be found elsewhere1. 

The relationship between the infimal processes P1 , ... ,Pn and the overall 
process P is determined si nce the fo rmer are obtained from the latter by de­
composition . However, no relat ionship between the infi ma l and overall perfor­
ma nce functions has been so far ass umed, except tha t they are defi ned on the 
same set of vari ables (controls and outputs) . Cond i tions for appl icability 
and coordi nabili ty of the coordination principles are therefore given essen­
t iall y in terms of the properties of t ne performance functions on different 
levels and t heir interrelati onships. 

Theorem I . La 111 be. a ma.pp.(.ng w Rn + R !>u.c.h .thaJ.: {J011. aU. s e: B a.nd aU. 

m = (m1 , ... ,mn) M 

(10) 

wh~e. ui Ki( m,P(m) ) no~ e.a.ch i = l , ... ,n . IfJ 111 ~ o~e.r. ~e.ll~V~ ~n e.a.ch 

o6 U6 ar..gume.nJ'...o, the.Jt INBAL ~ a.pplicab!e.. 

Examo le The simplest example of 1jJ oei ng order preserving in each of 
its arguments i s 

v (r1, .. . ,rn ) = c: 1r1+ .. . +anrn; ai ~ 0. 

If the ; are restricted to being non-negative, other examples of w are poly­
nom i al s in (r1, . . . , rn ) with non-negative coeff icients, i.e., 

2 • (r1,r2,r3) = a1r1 + a2r1r2 + a3r3; a; ~ 0. 

The overa l l cos t g is ad~ve. if for al l m= (m1 . . .. ,mn) c M 

For each 

g(m ) = >: g.(m .,K.(m ,P(m))). (11) 
i 1 1 1 

1 . . .. ,n let f i be the mao ping fi : B x ~1; 

g18(mi, ui) = gi(m;,u. ) + f i( e,mi,u ) 

x U. + V such that 
1 

(12) 
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on B x M; x U;. Infimal modification is ~ve z~o-~um if 

l: f;( a,m.,K.(m,P(m))) = 0 
; 1 1 

(13) 

for all m= (m1, ... ,mn) £ M and s c B. 

Theorem I I. Suppo~e .the oveJLaU co~t .U:. adcU.t<.ve ttnd -&t6-Unai. mocU.6-{.C!ll­

t.<.on .U. adcU.t<.ve z~o-~um mocU.fJ.ication. Then INBAL .U:. a.pp.Uc.abte. 

Example II. Let n=2 and let M;, U;, and Y; be the set R of reals. Let 
the interconnections be u1 = y2 and u2 = y1, i.e., the maps K; are projection 
mappings. Define G such that 

G(m1 ,m2,y1 ,y2) = G1(m1 ,u1 ,y1) + G2(m2,u2,y2) 

where u1 = y2 and u2 = y1. This gives additive overall cost: 

g(m1,m2) = g1 (m1,u1) + g2(mz,u2l 

whenever (u2,u1) = (y1 ,y2) = P(m1,m2) . Let B = R x Rand for each 
s = (s1. a2) c B define 

and 

This 

G2 (m2,u2,y2) = G2(m2,u2,y2) + s2u~ - s,y~ 
is additive zero-sum infimal modification, i.e., the fi in (12) are: 

and 

2 2 f1(s ,m1,u1) a1u1 a2(P1(m1,u1)) 

2 2 f2(a,m2,u2) a2u2 a1(P2(m2,u2)) . 

Theorem II states that the INBAL principle is applicable to this system. 
In the following theorems we make use of the mapping v : B x M x U + V, 

where U = u1x ••• Un, defined by the equation: 

v(a,m ,u) = ~ gi 8(mi,ui) (14) 
1 

for each s c B, m= (m1, ... ,mn) cM, and u = (u1, ... ,un) c· u. 
. / 

Theorem Ill. SuppoH .the 6o.U.ow<.ng ho.ed: 

( i) the oveJLaU co~t g .U. adcU.t<.ve a.nd hM a. m.in.imum on M; 

( i i ) .in6-i.ma.e. mocU.6-iCJlt.<.on .U. adcU.t<.ve z~o-~um mocU.fJ~n; 

( i i i ) .th~e .U:, a. non-empty .6ub.6et 8° ~ B .6uch .tha;t nOJt a.U S c 8° each 

i n6.imai. c0.6t g; 
8 

a.dm.<...t.6 a. unique m.in.imum on M; x U;; 

(iv ) 6o~ .6ome 8 c so, inf v(a,m,n) = inf g(m) . 
MxU M 

The.l't .the. .two - t e.vel. ,:, y~tem .U. cooJr.d..i.na.bl.e. v.ia. ... INBAL. 
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Examp 1 e I I I. In Example 11 define ' 

y1 = P1(m1,u1) = 2m1 + u1 

Y2 = P2(m2,u2) = 2m2 - u2. 

Define Gi(mi,ui,yi) = m~+ (yi-1)2 fori = l ,2. Hence fore= (e1,e2) ER x R, 
the modified i nfimal costs are 

2 2 2 2 91 6(ml'ul) = m1 + (2m1 + u1-l) + e1u1 - e2(2m1 + u1) 

and 2 2 2 2 
92a(m2,u2) = m2 + (2m2- u2-l) + e2u2- s,(2~- u2) . 

Define B0~ 8 such that 8° contains all e = (e1 ,e ) E B for which e1 ; 
(S e2 + 1)(4s2 + 1)-l and e2 ; (S s1 + l)(4s1 + 1)-~. Then, for all s £8° each 
infima l cost 9 .

8
, i ·= 1,2, admits a unique minimum on M. x U.. Furthermore, 

A 1 0 1 1 
for 8 = ( 0, - 1 /2) E B , 

min [91e(m1,u1) + 926(m2,u2)J = ~ = min g(m1 ,m2) . 
MxU M 

The cond i tions of Theorem Ill are satisfied and, therefore, the system de­
scribed is coordinable via INBAL. In fact, for 8 = (0, - l/2) we have 
(m,( e) ,u, (e)) = (0,2/3) and (m2(8),u2( 6)) = (2/3,2/3) and , moreover, m( 8) = 
(0 , 2/3) minimizes g(m1,m2) on M1 x M2. 

Let t he mapping K : M x U ~ U be such that for all m= (m1, . • . ,mn) EM 
and u = ( u 1 , ... , un) E U 

K(m,u) = (K
1

(m,y), ... ,Kn(m,y)) (15) 

where y = (P1 (m1 ,u1), ... ,P~(mn,un)). Infimal modification is .Une.all cU66vr.enc.e. 
mocU6~~on if 8 is the conjugate space of U and for all 8 E B, m = 
(m1, .. . ,mn) E M, and u = (u1, ... ,un) E U 

1: f . (s ,m . ,u.) = s(u - K(m,u)). 
i 1 1 1 

Theorem IV. Suppo.6 e. .the. 6o.U014Uig ho.e.d: 

( i) .the. ovvr.a.U. c0.6.t g ~ a.dcU.t.(.ve. a.nd Juu, a ~um on M; 

(ii) ~n6~a1. mocUM~on ~ Une.all cU66vr.e.nce. mocU6~n; 
( i i i) e.ach gi 

8 
.i..~> ~>tJUc.ti.y convex a.nd towvr. .t>e.m~-continuoUl> on 

M; x Ui a.nd e.a.c.h ~>e..t M; x u1 ~ we.a.kty compac.t a.nd convex; 
(iv) 6o~ ~> ome. 8 E B, sup inf v(s ,m,u) = inf v(8,m,u). 

B MxU MxU 
The.n .the. .tv.Jo -.te.vet MJ.6tem ~ coo.ltcii.M.b.te. v~ ·INBAL . 

(16) 

Example IV. Let n=2, let Yi be the set R of reals, and let M; and Ui be 

subsets of R: 
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and 
U;- { U;~R jui j< r }, = 1,2 

10 where r is gi ven such that 1 < r < ~ • Define 

y1 = P1 (m1 ,u1) : (m1 - 1 )2 + uf 
and 

and le t the equation u1 = m2 and u2 = m1 define the interconnections, i .e., 
the Ki are projection mapp.ings. Define 

and 

2 G1 (m1 , u1 ,y1) = y1 + m1 
2 2 

G2(m2,u2,y2) = Y2 + l0m2 

G(ml ,m2,yl ,y2) = Gl (ml ,u, ,yl) + g2(m2,u2,y2) 

The infimal costs are then 

(m - 1)2 + u2 + m2 
1 1 1 

and 
2 2 2 u2(m2 + 2) + 10m2. 

Moreover they are strictly convex and bounded on the sets M; x Ui respectively. 
The over a 11 cost 

2 2 2 2 2 g(m1 ,m2) = m1 + (m1 - 1) + m1(m2 + 2) +11m2 

is additive and strictly convex on M1 x M2 and therefore has a minimum on 
M1 x M2. Let the f; in (12) be such that 

and 
f1(e,m1,u1) 

f 2(s ,m2,u2) 

whe re 3 = (a1 , s2) s R x R. Hence, for B = R x R, i nfimal lilodif jcation is lin­
ear difference mod i fication and for 'all 6 E Beach modified infima l cost gi B 
is strictly convex on i~ i x Ui. With some effort one can find a 6 ~ B such that 
condi t ion (iv) of Theorem IV is satisfied . Therefore according to Theorem IV 
t he system described in coordinable via INBAL. In fact e satisfies condition 
(9). 

Theorem V. Suppo~> e .the. 6o.Uow.Ulg ho.ed: 

( i ) .the ove.tta.U. co~>.t g .U. a.dd.Ui..ve. and hM a nli..n.inwn on f1; 

( i i) -in6hnal. mod..i..6-(.c.a.t.<.on .iA e.-UtW!. d..i..66eJtence mod..i..6.i.c.a..ti.on; 

( i i i) each gi 
8 

i..J., bounded, .&t!U.c.-te.y convex , and loweJL ~>e.m-i.-co tt.t<.nuotlfl on 
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M; x u1 and the. ~e.to !"1. and u1 Me. cf.o~e.d, bowtde.d a.nd c.onvex; 

(iv ) 0 c lnt (E) wh~e. E ; {e = u - K(m ,u ): m ~M a.Hd u t Ul . 
The.n the. two-t e.vu ~y~;t.em .U. c.oolt.CUna.b£.e. v.<.a. INBAL. 

Example V. Consider the standard linear dynamic system with quadratic 
cost problem. Fori = 1 , . .• ,n let E· and E. be Euclidean spaces and suppose 1m 1y 
the subprocesses P; are defined fort " [0,1] by the linear vector-matrix 
equations 

yi(t) = Aiyi(t) + Birni(t) + ui(t); i=l, ... ,n (l i) 

where y
1
.(t) and u1.(t) £ E. and m1. (t) c E· . The ~trices A. and B. are of 1y 1m 1 1 

appropriate dimension and may be time vary1ng but continuous on [0,1]. Let M1 
be the set of m1 c ~(0,1) such that m1(t) < n1 a compact convex subset of Eim " 
Define E1. to be the set of e. ".r.2(0,l) such that e.(t) c E. and y 1 1 1y 
l! e1(t) ! ! ~"for a given" > 0. 

Suppose the equations 

ui (t) = ~ A;jYj(t) ; A;; : O;i=l, .•. ,n 

define the interconnections. Let y; ( 0) " E;y be given for each 
Define Y as the set of solutions y = (y1, •.. ,yn) of 

(18) 

1, ... ,n. 

y1(t) = A;Y;(t) + B;rn;(t) + ~ijyj(t)+e;(t); i=l, ... ,n (19) 

for m; 
let u1 

E M1 and ei c E;y· Y is bounded and convex. Therefore, for i=l , ... ,n 
be a closed, bounded, and convex set such that 

~ Aijyj ~ U; 

where Yj is the j-th coordinate of Y. The sets U; then contain all possible 
interface inputs. 

Define· the infimal performance functions 

G;(m1,u1 ,yi) : f~ c1(m1(t),y1(t))dt; i = l, . .. ,n 

where the ci are positive definite quadratic forms. Let the overall performance 
function G be given as the sum of the Gi. When the subprocesses, given by (17), 
are interconnected via (18) the overall cost has a minimum. 

Let B = u;x ... xU~ where each Ui is the conjugate space of Ui. For each 
s = (s1 , .. . ,sn) let the modifi ed infimal performance function be 

Gi S(mi ,ui'yi) : Gi (mi'ui ,yi) + Si (ui)- ~ Sj(Ajiyi) . 

lnfimal modification is then linear difference modification. 
All the conditions of 1 eorem V are satisfied by the system described. In 

particular, since M. and U. are bounded it follows from (19 ) and the continuity 
1 1 
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of ci that condition (iv) holds . Therefore the system is coordinable via 
INBAL. 

Concluding Remarks 
The prime reason for the formulation of the coordination principles is 

the solution of the structural problem in the synthesis of multi-level systems. 
The framework of optimal control is used only as a convenience to show mathe­
matically that the principles indeed do apply to a broad class of situations. 
However, the importance of the principles lies beyond the limited framework of 
optimal control. Indeed, the coordination principles define the supremal 
problem as a prediction and regulation problem. Using the INPRE principle, 
the supremal has to predict the interface inputs, compare them with the actual 
interface inputs, and update the prediction whenever the error is evaluated 
as being outside acceptable bounds. Similar interpretation can be given to 
the INBAL principle. Using the INBAL principle the supremal has to modify 
the infimal performance functions, compare the interface inputs demanded by 
the infimal units and those that actually occur, and provide a new modifica­
tion of the infimal performance functions whenever the error is found to be 
outside acceptable bounds. In such a way the principles can be used to syn­
thesize practical supervisory control algorithms that can be applied on-line 
to control the systems in the presence of disturbances . For example , if the 
INPRE principle is applicable, all that is needed to decentralize the control 
action is an acceptably accurate prediction of interface inputs. This method 
can therefore be used in the large scale multi-variable control situations 
where the problem of dimensionality is overwhelming. 
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Appendix A 
Proof of Theorem I 

Suppose ~ is order preserving in each of its arguments. Let e E B be 
given and for each i = 1, . . . ,n suppose (mi( B),ui( B)) is optimal as defined by 
(7) and ui( B) = Ki(m( B),P(m( s))), where m( B) = (ml( B), . .. ,mn{ B)). To prove 
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applicability of INBAL it is shown that m( ~ ) minimizes g over M. 
Let m~ (m1 , . .. ,~f· .: M be . arbitr~ry a~d for ea~h i = ·; , •. • ,n let 

ui = K1(m,P(m)) . Then gi ~ (n\( ~ ).ui( ~ )) ~ gill(mi,ui) for each i = l, ... ,n. 
Therefore, since ~ satisfies (10) and is order preserving in each of its ar­
guments, 

g(m( a)) = ~ (g 1 a<m1 <~>.u 1 (a)), ••• ,gna<mn(s),un<alll 

~ ~ (g 1 ~(m1 ,u 1 ), • .• ,gns<mn,un)) = g{m). 

Hence m(ll) minimizes g over M. This completes the proof. 

Proof of Theorem II. 
·rf g is additive and the infimal modification is additive zero-sum modi­

fication then (11), (12), and (13) are always satisfied. Hence for all ll.: B 
and m = (m1 , .•. ,mn) ·.: M 

r gill(mi ,Ki(m,P(m))) = i g1(m1,K1(m,P(m))) = g(m) . 

Therefore, by Theorem 1, INBAL is applicable. This completes the proof. 

Proof of Theorem Ill. 
Because of (i) and (ii) it follows from Theorem 11 that INBAL is appli­

cable. It remains to be shown that for some ~ .: B condition (9) is satisfied. 
It is then shown that ll = e in (iv) is such a a. Because of (i) and (iii), 
condition (iv) hold for minima as well as infima . . Let (mi(a),u1(a)), for 
i = 1, ... ,n, be optimal, as defined by (7), and let m= (m,, ••. ,mn) minimize 
g over M. Then from (iv) and since g is additive, 

~ 9;a<m1(s),ui(s)) = g(m) = ~ gi 6(m1,K1(m,P(m))). 
1 1 . 

Hence, for each i = l, ... ,n 
gi 6 (m1 <~>.ui(a)) = gi 6(mi,Ki(m,P(m)). 

Therefore, from (i ii), m;(B) =m; and ui(~) = Ki(m,P(m)) for each i 1, ... ,n. 
This completes the proof. 

Proof of Theorem IV. 
It suffices to show that conditions III-(ii), 111-( i ii) and 111-(iv) 

hold . 
It follows from (15) and (16) that linear difference infimal modification 

is also additive zero-sum ,nfimal modification . Hence condition 111-(ii). 
Each gi ll is strictly convex and lower semi-continuous on M; x Ui and 

M; x u1 ·is weakly compact and convex. Hence gi ll h~ a unique mi nimum on 
M1 x u1. Hence condition I I-(i i i) . 

Condition 111-(iv) is now shown to hold. For any m .: M and B .: B, because 
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of (i) and III-(ii), i.e., equations (12 ) and (13), v(S,m, K(m,P (m)) ) g(m) 
and hence 

sup v(S,m,K(m,P(m))) = g(m). 
8 

Let m = (m1, ... ,mn) E M and u = (u1, ... ,un) E U. Then from (12), (13 }, (14), 
and ( 16), 

sup v(e ,m,n) = E g.(m.,u.) +sup e(u- K(m,u)). 
8 i 1 1 1 8 

From the Hahn-Banach theorem, sup e(u - K(m,u)) =~if u 1 K(m,u). 
for all m £ M and u E U, 8 

Hence 

sup v(e ,m,u) 
8 { 

g(m) if u = K(m,P(m)), 

~ otherwise 

inf sup v(e,m,u) = inf g(m) 
MxU 8 M 

Therefore, 

(A-1) 

As a result of condition (ii) and (iii), " is weakly lower semi-continuous and 
convex on M x U for each e E 8 and, moreover, " is concave on 8 for each 
m £ M and u £ U. Therefore, 

sup inf v(e ,m,u) = inf sup v(e ,m,u). (A-2 ) 
8 MxU MxU 8 

Due to (iv) there exists B £ B such that 

sup inf v(e,m,u) = inf v( a ,m,n) . (A-3 ) 
B MxU MxU 

Therefore , from (A-1}, (A-2), and (A-3), inf v(s ,m,u) 
dition III-(iv). This completes the proo~~ U. 

inf g(m) which is con­
M 

Proof of Theorem V. 
It suffices to show that IV-(iii) and IV-(iv) hold. 
Note that in a reflexive Banach space a closed bounded and convex set i s 

weakly compact. Therefore condition IV-(iii) holds. 
For each e £ 8 since the gi e have minima let v*( e) = inf v(e ,m ,u). If v* 

has a maximum on a then conditi9n IV-(iv) is satisfied. MxU According. to 
Appendix B it is sufficient to show that v* is continuous and concave on B and 
v*( S) ... - ~as llell ... ~. 

To show concavity let e ,e ' £ B. Then because of linearity in s, condi­
tion ( i i ) , 

v!' Q + (l • >- )S' ,m,u) =. '-v (S,rn,u) + (l - -. )v(S' ,rn,u) 

for all m <: M, u £ , 1nd any real number L Therefore, for 
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0 ~ A ~ 1 , one has 

v*(Aa + (1 ~ A)S' ) ~ Av*( S) + (1 ~ l )v*(s '), 

i.e., v* is concave. 
Continuity follows from the face that a convex functional f on a near 

topological space X is continuous on YS: X if and only if there is a non-
e~ty _open set 0 ~ Y such that f(x) is majored by some nurrber a for any x e: 0. 

Let a e: 8, m e: M, and u e: U. Since the U is bounded, K is also bounded since 
its range is included in U and ls(u- K(m,u)) I ~a I la I I for 0 < a < ~. There­
fore from (12), (13), (14), and (16) 

v(a,m,u) ~ ~ g1 (m1 ,~<i) -a llsll , 
1 

where m= (m1, •.• ,m
0

) and u = (u1, •.• ,un); a~d hence 

v*(s) ~ v*(O) - a llsll, 

i.e.,- v*(a) is majored in any bounded open set of 8. Therefore v* is con­
tinuous on 8. 

To show v*(e) +- =as I la I I +~it is proven that there is an r > 0 such 
that v*(a) < v*(O) for every s e: 8 with norm r. 

First ~ssume. there is an r > 0 such that v*(a) < v*(O) for every a e: B 
with norm r, and show that this implies that v*( s ) +- = as I la I I + ~. Let 
s , s' e: B and s" = AB + (1 - A)B'. For 0 < A < 1 one has from concavity 

v*(a") > ;l.v*(a' +-Ha· - 8 ' )) + (1 - ;~. ) v*(a') - A 

by using a= a'+ f<a"- a ') . For JJ = 1/ ;~. ~ 1, 

JJ [v*( B" )- v*(a' )] + v*(S') ~ v* (S' + JJ(a"- a')) . 

Let lla "ll =rand B = JJa" and s' = 0. Then for IJJI = l lsll /r ~ 1, 

l.lill [v*(a")- v*(O)] + v*(O) > v*(a). r -

Since lla "l l= r, v*( a") < v*( O) . Therefore v*( S) + - = as llall +=. 
Now exhibit an r > 0 such that v*(a ) < v*(O) for every B e: B with norm r. 

From (iii) each g. is bounded on M. x u. , hence there exist finite numbers 
1 1 1 

b1 and b2 such that for all m e: M and u e: U, b1 ~ v(O,m,u) ~ b2. Observe 
that v(O,m,u) = E g.(m.,u . ) where m= (m1, ... ,mn) and u = (u1, . .. ,un) . Let 

. 1 . 1 1 
a e: B be arbitraty . Since for each m e: M and u e: U, 

v(s ,m,u) = v(O,m,u) + s(u- K(m,u)), 

one has 
v*(a) ~ bz + inf s (u - K(m,u)). 

MxU 
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From condition (iv) it follows that there exists an E > 0 such that 

inf s(u - K(m,u)) = inf ae ~ inf ae 
MxU E 11 e 11 =e: 

where E = {e = u - K(m,u) I m e: M and u e: U}. On the other hand 
l lall sup lael = sup ae = - inf ae . Therefore 

ll e ll = 1 ll el l= l ll ell=l 

i nf ae =- I lal 1. Let r = b2 - b1 + 1. Then for any a E B with norm f , 
11 e 11 =1 

v*( a) ~ b2 + inf a(u- K(m,u)) ~ b2 - e: lla ll 
MxU 

= b1 - 1 < b1 ~ inf v(O,m,u) = v*(O) . 
MxU 

Hence, for e:l Is I I = b2 - b1 + 1, v*( a) < v*(O) . This completes t he proof . 

Appendi x B 
Let X be a reflexive Banach space and suppose f is a lower semi -continuous 

convex functional on X such that f(x) ~m as I lxl I ~m. Then f has a minimum 
on X. 

Proof. Since the functional f is lower semi-continuous and con vex it is 
weaKly lower senn-continuous. Let inf f(x) = a < m, then t he re exis ts a se­
quence {xn } in X such that f(xn) ~a as n ~ m. Then there exists r > 0 and 
N such that for n > N, I lxnl I < r. If not, there is a subsequence {xu' } of 
(Xn) such that I lxn' I I ~ m. Then f(xn,) ~ m as n' ~ m . But this is a con­
tradiction of f(xn) ~a <m as n ~m . Let y = {X e: XI I lxl I ~ r ). Then y 

is closed, bounded, and convex, that is, weaKly compact. Hence there is a 
subsequence {Xn" } of {Xn } that converges weaKly to x

0 
e: Y. Hence 

a > lim i nf f(x .. ) > f(x ) > a by weaK semi-continuity. This complet es the - n - o -
proof . 
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Ftgure 3. Interaction Balance Principle 
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DECENTRALIZED OPTIMALIZATION 
OF LARGE-SCALE, DYNAMIC SYSTEMS 

RoDIBII. Kulikowski 

Instytut Aut?matyki PAN, Warszawa,Poland 

1. Introduction 

In recent years a number of methods have been developed 
which attempt to simplify the optimalization of large scale 
systems. The main approach used in these methods is based on 
the concept of decentralization or decomposition, which at­
tempts to break down the large-scale problem into a number of 
si:mpler sub-problems. As a result the complex system can be 

controlled by several controllers, which ·are arranged in the 
form of a two-level structure and which are coordinated by a 
process oi ex~hange of information 1-5, . 10 . · 

The majority of papers written on de~omposition deals with 
complex problems of linear and nonlinear programming.Kuch less 
results have been obtained,so far,in the decomposition of dy­
namic problems. 

In the present paper an extension of a decomposition meth­
od for the dynamic case is given. 

A concrete application will also be discussed. 

2. Statement of Problem 

L~ t 2m concave and diffrenetiable functional& F1(~) and 
Hi(xi) and m concave,ditferentiable operators G1(x1), where 
xi E xi, Gi(xi) E zi, i = 1, 2, ••• , m, be given. xi, zi . are 
assumed to be, in general, real Ban~ch spaces. 

The local ontimalization problem consists in finding such 
elements 'xi = xi E xi I that the functional& Fi(xi) attain 
their conditional maximum subject to the inequality con­
straints Gi(x1) ~ 0, i.e. 
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Fi(ii) = max Fi(xi) 
Gi(xi) > O, i = 1 1 ••• ,m. (1) 

The global optimalization problem consists in finding such 
elements xi = ii e Xi' that the functional 

m 

F(x1 , x2 , ••• , xm) = ~ F1(xi) 
i=1 

(2) 

attains its conditional m~imum subject to the inequality con­
straints 

G1(x.) "" 0 1 i = 1, ••• , m , 
. l. 

ll 

L Hi(xi) ~ h ' 
i=1 

where h is a given real number. 

(3) 

(4) 

The relation (4) represents the (functional) interactions 
among the m individual subsystems specified by Fi and Gi. 

It is assumed that the solutions for local and global opti­
malization problems exist and that it is such easier to derive 
the local, rather the global, optimum solution. We assume also 
that there exists, and that is possible,to derive the .solution 
of m auxiliary problems: find the solution ~ = ii of 

subject to 
Gi(xi)~O, 

Hi(xi) = yi' i = 1 1 ••• , m, 

(5) 

(6) 

(?) 

where yi - given real numbers. 
These problems shall be called the I-level optimalization 

problems. 
In the 

tion of yi 
functions 

case where it is possible to derive xi as a func­
' 1. e. ii(yi) it is also possible to derive the 

fi(yi) = F~i(~i~ , i = 1, ••• , m 
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By II-level optimalization problem we shall call the prob­
l em of finding values yi = y1 , i = 1, ••• , m, maximizing the 
function 

(8) 

subject to the constraint 

(9) 

That is a typical nonlinear. (statical) optimalization prob­
lem. 

There exist many known computational techniques such as the 
gradient projection method 9 which enable the numerical com­
putation of yi and then ii = xi(yi)' i = 1, ••• ,m. 

In many practical problems,however, it is difficult tosolve 
the dynamic I-level problems and to derive the explicit form 
of fi(yi). 

The main idea of the present paper is to show that the solu­
t ion y1 can be computed without the knowledge of fi(y1). We 
shall show that it is possible to derive the numerical va:ues 
of gradient fi(Yi) , i = 1, ••• , m , for the specified values 
of yi and use the gradient technique. In the case of nonlin­
ear differentiable functions such a method has already been 
used succesfully 10• The present paper shows that a sj.milar 
approach can be used also in the case of nonlinear differen­
tiable functionals. 

3. Effective Solution of II-level Optimalization Problems 

In order to solve the problem (5), (6), (7) we should in­

vestigate the generalized lagrangean: 

where ).. i - linear functionals in the space z* (ad joint to 
Z ) , Pi- Lagrange multipliers. 
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Denote Hi (xi) by yi and Fi (xi) by fi • Assuming that 
these functionals are continuous, strongly different~able x) 

and jj grad Hi (xi) 1\ I. O, i = 1, ••• , m ,we shall prove that 

i = 1, ••• , m • 

Indeed, we have 

11m Fi <xi + 1hi), -yi = 

r-o 
11m Hi <xi + 1 h1 ) 

~-o 

(11) 

where hi are arbitrary elements of x1 , and 1 is a number. 
Then 

oi. ...L 
jhi) J ~ = llim Fi (xi+ = 

dj dJ 1-o 

= lim _1_ 
llim Fi[xi + ( 1 + ~, )~] + 

.1r-o .11 ,_o 

lim Fi[xi+ 1hd}= lim ~1 {Fi[xi+ ~~ ·hi] + 
1-o .1o-o 1 

- Fi[xi]}= dFi[xi, hi] , 

where dF i [x1 , h1] 
the point xi E Xi 

We have also 

is the strong differential of Fi[x,h] at 
with respect to the variation hi E Xi • 

x) The functional F(x) is called strongly differentiable 

at x when the limit 

lim _1_ [ F( ..:r + 1 h) - F(x)] = dF(x, h), h E X 

1 -o 1 

exists and dF(x, h) is continuous at x 11 • 

The strong differential dF(x, h) can be written in the 

form of a linear functional, i. e. (f'(:J:), h), where f(x) is 

called strong gradient of F(x) , i.e. f(x) = grad F(x) 11 
• 
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dH1(i1 , hi) • That can be written: 

dj 

1 - dHi (ii, hi) eyi = 0 • 

(12) 

(13) 

Multiplying (13) by Pi and summing up with (12) we get 

dii [ -
<!Yi = d.Pi(:z:i, hi) - Pi dHi(xi, 

d; 
hi)] -:- + fli , 

dyi 
i = 1, ... ' m 

It is well known 11 that when i 1 is optimum such numbers 
( p.1) exist that 

Hence, for arbitrary hiE X , we get also 

Then we obtain 

oii 
dY = fi ' i = 1, ···~ m 

i . 

what completes the proof of (11). 
It should be observed that the knowledge of pi' i=1, ••• , m 

m 

al~ows to construct the gradient of · 1:: fi(yi) which enters 
i=1 

into the problem of (8), (9). 
Then the new admissible values of yi for the problem (8), 
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m 
(9) can be de termined,which yield greater value of L fi (;yi). 

1 
These val ues of yi can be used for the next solution of (5), 
(6), (7) . Then t he following iterational procedure follows (see 
also Fig . 1): 

( i ) Starting with an arbitrary admissible value y~0), ~ = 
~ 

= 1, ••• , m, the I-level controllers o1 , ••• , Cm, solve t he 

local problems (5), (6), (7) which yield pf0) , i = 1, ••• ,m. 

(ii ) The values pf0), i = 1, ••• , m,are being sent to the 
II-leve l control~er C which, by a ~adient method, computes 

the next approximation y£1), i = 1, ••• , m, for yi These 
values are being sent to the I-level controllers 01 , ••• , Cm. 

Then t he pr ocess can be repeated yielding an iterational 
algoritbm .Wnen t he above formulated iterational process is be­
i ng der ived there is usually such a stage during which the 
constrai nt (9) is beinb violated. When the gradient projection 
al gorithm i s bei ng used the new admissible direction should be 

dete r mined by projection of the gradient on the constraint 
edges. 

The conver gence of such a method has all the known proper­
t i es of gradient methods. For a concrete problem the conver­
gence can be usually investigated 1n a more complete manner. 

The advantage of the described method lies in the fact that 
the knowledge of the explicit form of f 1 (y1), i = 1, ••• ,m, 
is not necesaary. 

4 . Extensi on 

In a s imilar way a problem can be solved 
of ( 6) one gets several local constraints 
= 1 , ... , n , i = 1, ••• , m, and in the global 

m 

in which instead 

Gij(xi) ;;;?; 0 1 j = 
problem one gets 

L Hij(x1 ) ~hj' j = 1, ••• , p, 
i=1 

(14) 

where hj - given real numbers. 
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In a special case when 
j = 1, ••• , p, and 0(, ij 

Hij(xi) = 
are real 

~ijH1(x1), i = 1, ••• , m, 
numbers we get(instead of 

(9)): 

j=1, ••• ,p. (15) 

The problem of maximizing (8) , with the constraints (15) 
can be also solved by gradient technique. 

One should observe that the constraints (14),(15) belong 
to the class of the operator-interactions. There exists also a 
class of integral constraints such as 

m t ?: ~ ki(t- T )xi(' )de ;;. c(t), t E [o,T], (16) 

~=1 0 

where c(t) , ki ( T) - given functions. 
Introducing a discrete version of (16) one gets the · system 

of inequalities 
m 

L: 
i=1 

t kd(j- v') _ ~TJxi("ll • .1T) .1T;;. c(j• .1T), j = 
'\1:1 

1' .•• ,p 

where p = T/. .1T 1 ~T - a small enough interval. The present 
form of interaction belongs to the class (15). 

Obviously, the described method can be also used for the 
solution of problems win which it is necessary to maximize 

m 

L Fi(xi) 
i=1 

subject to 

where 
It 

G1(xi) ~ o, i = 1, ••• , m , 
m 

L Hi(xi).,. h ' 
i=1 

Fi,Gi,Hi' i = 1, ••• , 
i s also possible to 

m, are convex and differentiable. 
solve prcblems in which the con-
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strains (6),(14) contain equality constraints or when x
1 

are 
multi - variabl e e. g. vectors in ~. However, before that 
method i s used, the problem should be reduced to a standard 
form of (2) - (4). In certain cases that req~s the intro­
duction of auxiliary variables. 

It should be also noted that there exist nonlinear trans­
formations which can be · used for transformation of the opti­
malized functionals to the required separable, additive form 
(2), (4). If for example 

m 

<I> Cx1' ... , xm) = f1 [4\Cxi)r'i . 
i=1 

where <P i (xi) and oc i are nonnega ti ve, introducing the 
functions 

we get 

F1(xi) = ln <Picx1), i = 1, ... , m 

F(x1 , ... , xm) = ln 4> (x1, ... , :i)n) 

m 

F(x1 , ... , ~) = L ociFi (xi) 
1=1 

as required by (2). 

5. Optimalization of a Thermal-hydro-power System 

A typical example of the complex system where the proposed 
method can be used is an i ntegrated power system, including 
hydro and t hermal power stations, 

· Assume that the instantaneous cost of generation of elec­
tric power Pc in the theraml station F(Pc)' where the ·rune­
tion F(P

0
) is positive, increas~ and strongly convex, 

F'(O) > 0 • The cost of power generation in the interval [o,T] 
i s equal V 

T 

C = s F[Pc(t)J dt 
0 

(1?) 
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It is assumed also that 

(18) 

where !min' Pmax are given positive quantities. 
The hydro-station is characterized ·ay the function PH [ q] , 

where PH is the power generated by the station and q is 
the rate of water-flow through the hydro- turbine . It is assum­
ed that PH [q ] is positive, increasing and convex, P~(O) > o. 

Denote by r(t) the rate of water inflow and by v(t ) the 
instantaneous water inventory in the reservoir. One gets an 
obvious relation 

t 

v(t) :: Y0 - vmin + ~ r( , ) dT 

0 

( 19) 

where: Y0 - amount of water at t :: 0, Vmin - minimum admissi­
ble water amount in t he reservoir. 

Consider a power system which consists of hydro and a t her­
mal stations that should generate P(t) units of power for 
common l oad where P(t) is a given function. It is necessary 
to f ind the best s trategy of power P :: P and water distri-c c 
bution q(t) :: q(t) which minimize ( 17) sub ject to the con-
straint (18) and 

PH [q(t)J + Pc(t) :: P(t) 1 

0 ,:;; q(t) ~ Q 1 

t 

~ q(' )de ,:;; v(t) , 
0 

where ~ is a gi ven positive-- umber. 

(20) 

( 21) 

(22 ) 

The above foruulated problem i:J.a s been investigated by many 
aut ors 8 , using variational calculas, maximum principle and 
dynamic programming. In one paper a method based on the so 
called Lagrange functionals has been applied and an explicit 
solution of t he optimalization problems has been given 

6
• Fur-.., 

ther extensions of that method are included in the paper 
I n the case of an inte6 rated power sys-tem 1 which consists 

of thermal - and m hydro- stations wi th one reservoir the 
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global cost functional becomes 
D. 

c =I: 
i=1 

T 

~ F i [P ci (t)] dt , 
0 

(23) 

where Fi [Pci] - given cost functions. 
I t i s required to find such strategies Pci(t) = Pci(t), 

i = 1, ••• , n, and water distribution q1 (t) = ~(t), i = 1, 
••• , m, of hydro-stations, characterizad by function PH1 [qi] ' 
which minimize (24) subject to the constraints 

m n 

L ~Hi [~ (t)J + L · Pci (t) = P(t) ' 
i=1 i=1 

0 ~ qi(t) ~ ~~ 1 = 1, 2, ••• , m 

m t 

L ~ Clj_(T)d-r.,;; v(t), 
1=1 0 

where Pi min' Pi max' Qi - given quantities. 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

It can be observed that (27) represents the operator-inter­
action introduced by the common reservoir . One gets a similar 
type of interaction in the case of several reservoirs when 
the hydro-stations are situated in t andem connection e. g. on 
the same river, with distances s mall enough, so the water de­
lays can be neglected. 

In order to solve the optimalization probl em by the method 
of section 3, it is necessary to change it ~to a discrete 
version. Dividing [o, T] into p sub-intervals [o, ~Tj ••• 
• • • [CP - 1) ~T, p • AT], p = T/ 6T, we get instead of (23)­
(27) the problem of minimalization of 

n P 
c*- = L [: Fi[Pci ( -v • AT)] AT 

i=1 "'V:1 

subject to the constraints: 
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m n 

L [PHi qi ( "V • .1T)] + [ pci( -v • .1T) = P( "'' • .1T) 
i=1 i=1 

Pi min ~ Pci( -v • .1T) ~Pi max 

0 ~ ~ ( ~ • .1 T) ~ %_, i = 1 , ••• , m 

m -J 

L L qi(j • .1T) .1T ~ v( --J • 1\T) 

i=1 j=1 
-.J = 1' 2, • • • t :p • 

In the :process of computation, according to the two-level 
algorithm of section .3, it is e:x::pe.dient to use the dynamic 
sub-problem solutions (derived , for instance, in :papers 6 •7) . 
When .1 T is small enough 

1 
the error due to discretization can 

be neglected. 
It should be observed that the two-level o:ptimalization 

algorithm is very usefull in the case when a decentralized 
system of energy dispatching centers is being used. 
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ПРИНЦИП дЕЦЕНТРАЛИЗАЦИИ ПРИ ОПТИМИЗАЦИИ СЛОЖНЫХ СИСТЕМ 

Первозванский А.А. 

профессор, Политехнический институт 

Ленинград, СССР 

Работа сшстоит из двух частей. В первой из них анализи­

рую тс я возможности разложения задачи оnтимального планирова­

ния для си стемы достаточно обще й структуры на ряд экстремаль­

ных задач для отдельных элементов. Выясняются особенности 

влияния в заимных поставок на эффективность работы каждого 

эле ме нта и предлагается простейmая локальная аппроксимация 

для таких зависимостей. На этой основе во второй части анали­

зируется влияние неравномерности поставок внутри планового 

периода на среднюю эффективность работы элемента с учётом 

воз!южност и оптимизации политики резервирования, что приво­

дит к рекомендациям о необходимости коррекции постановки за­

дачи планирования для систе мы в целом. 

I . Рассматривается задача nланирования работы системы, 
со с тоящей из ~ в заимоде Иствую щих элементов. Структура вза­

иь:оде ,;ст вия может быть определена nутём задания иатрицы ин­

циде нций графа связе й , т. е. для каждого ·~" можно определить 

множество индексов j :входов 'J, (i. } или же множество ин­

дексов ~ зыходо:в J, (~) . В:ведём: также элемент Е...,.., (:вер­

ш~ну графа ) , из которого не выходит ни одного ребра . 
Функционирозание каждого элемента ~, определяется 

:в ыпуском .Р;. . ~ .~ 1 • .2, •• ""'n., распределяеМШ! по связанным с ним 
элементам 

' '· .P~:LPLj 
jti d }") . 

(I.I) 

причём уровень :выnуска может изменяться в пределах, допусти-

мых ограничениями 

t и.,, Р", r:J } Е: R.~. , (1 . 2) 

где ~ - - ве ктор , характеризующий интенс ивность процессов 

в c aмorJ элементе , Р.~ , S .:. J, с 1..) , - вектора , характеризу-JО­
:r;ие потребляе~ую им до зnо выпус i{а других элемент ов , R. ~ -
не кото рые заикну тые област и . 
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Отметим , что иногда удобно разделять ограничения -на две 

груnпы: системные ограничения, в которые входят уровни nотреб­

лен.;m продукции других элементов, и собственные (иестные), 

характеризующие возможности только данн-ого элемента. 

Предполагается, что функционирование системы в целом подчи­

нено экстре мальному nринциnу, выраженному в аддитивной форме 

.F -- ' F- ( р" ) L- • >,n.•t -мах 
i. Ei.1,,ТIH} 

(I.3) 

и условиям баланса на связях 

р~ -:: р. ·~ 
"J ".J 

(I.4) 
Решение сформулированной экстремальвой задачи и будет 

именоваться решением задачи оптимального nланирования для си­

стемы в детерминированной постановке. По своей формулировке 

она является задачей математического программировавия и струк­

турно обобщает классические схемы ].В.Канторовича и д.Гейла, 

используемые в эконометрике. Она моzет быть тра.К'fована как 

проблема выбора уровней производства и распределения продук­

ции в системе• состоящей из ряда частично связанных меаду со­

бо й nроизводственных: единиц (цехов, предприятий, объединений 

и ·r . п. ) • Хот я фактор времени явно ве учавтвует в формирова­
нии r.юдели, однако можно считать, что заданные ограничения, 

а следовательно, и производимый выбор должны определять по­

ведениа каждого элемента системы на пекотором конечном отрез­

ке времени (плановом периоде), возможно, не идентичном для 

различных элеме·нтов (nоследнее обстоятельство позволяет вве- · 
сти в рамки схемы и т.н.детерминированные модели nерсnектив­

ного nланированиЯ, хотя nри этом физически одну и ту ze про­
изводствеm1ую единицу приходится изобража~ различнЬIIIи эле­

ыентаuи схе мы , соответствующими ее состоянию на последователь~ 

ных подnериодах nланирования). 
После формирования проблемы nланирования она может, по 

край не й мере , в принциле решаться любым иэвестнЬIII методом 

мат е1.1атического программирования. Одна_ко особенности модели 

как большой системы , налагают существе.нНЪiе ограничения на 
выбор метода. Эти ограничения двух тиnов: а) информационные, 

связанные с трудностями сбора и хранения всех данных, с по­

иощью которых осуществляется конкретное оnисание всех элемен-
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тов системы, в одноu месте (центре); б) вычислительные, вы­
званные nрактической неспособиостью современной вычислитель­

ной техники оnерировать с задачами большого объема. 

Поэтому в данной раб'оте ввимание уделяется только l!ето­
даы, в которых используется nринциn децентрализации . Под 

этим nринципом nонимается следующее: основная задача должна 

быть расчленена на n. экстреыальных nодзадач, независимых 

в том смысле, что для их взаимного согласования не требуетс я 

прямой информации о характере ограничеюiti для каждого из эле­

ментов системы. 

При более жесткой трактовке этого принципа выдвигается 

дополнительное требование о том, что согласование подзадач 

может производиться не в единственном центре , а в нескольк ~~. 

каждый из которых обладает лишь частичной информацие1i . 

Математическая трактовка идеи деце нтрализации (хотя и в 

ограниченной форме) возниЮiа на базе раб от Эрроу , Гурвица, 

Удзавы по градиентным схемам поиска экст ремума t i , 2 ) , да­

лее nолучила новый тол~ок при создании метода де композиции 

Данцига-Вулфа t 3) , и в настоящее время широко обсуждаетс я, 

главНЬiм образок, в связи с различными схемами т. н. "блочного'' 

программирования L 4 -t 8J и др . • . 
Можно наметить (опуская ряд существенных математических 

деталей) два различных подхода к формированию подзадач. 
Первый из них носит общий характер и основан на использо­

вании основной теоремы Куна и Таккера об эквмrnалентности (при 

известных ограничениях) исходной задачи и nроблемы разыскания 
седловой точки функции Лагранжа. 

, :L ( " /) lO-:~ r.(p' ) +~ .}. . Р . -р . 
1 L-... r;. "·"'"' ~ . "J •J "J 

i. е. J,< .... l) • ~ 

при условиях (I,I -t I.2) • . 
Тогда очев t-Iдно 

f \, = 1'fl.Ct ... ( j:' ; 

распадение на n. подзадач для элемент ов 

< Р::",..) + .'L . :х ·~ P;.J - 2- )..~ '- ~ ~ ) ' 
4 & ~~(•) dt J ,ti.) 

f'~-= L Р.~- ' -\. ц. , , Р •. Р.~3 G.. R i. 
J Е: ,J,<-i.) 

(1 .5 ) 

I . б) 

r:p:11: реu:ении кo'.ropux "цеrш" .л~ рассматриваются каi< пара-

•rр :~ , :.1 одr:у :. ада чу для "центра " , являrощуюся задаче й опти-
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мального согласования "цен" 

'f .. ·-= m.i..,. l ~-= f_ t• (_).i.~ -.~eJ , , .. J ;jE J~(i.)] ·~ (1.7) 

Эта схема может условно именоваrься схемой "куnли-nродажи" 

промеRуточной nродукции, причём подзадачи трактуются как за­

дачи максимиэации прибыли для каждого элемента в ценах на 

проыежуточную продукцию, согласуемых "центром 11
• 

Второй подход nредnолагает, что каждый из элементов си­

стемы участвует в формировании конечной nродукции, т.е.мно­

!Сество '} , (""-"' ~) в кточает все i. = i, ~, . • • , "- • 

Тогда, рассматривая в качестве параметров уровни рас-

пределяемой продукции, nриходим к ~ nодзадачам вида 

CS .. ,. mc.--. ( F;. (Р.':,.. .. ~)/2._ Р"~'~ Р .. ; {u. •• P .. ,P .. ;)E-R.\(1.8) 
~ь;tр.) 

и одной задаче для "центра", являющейся задачей оптиыально­

го балансирования nромежуточной nродукции: 

F ...... а-. { 3-" .. f <f;. [ Р.~ ,~& d·'")·.P.{' • ~е: d,.c .. )]J~ (1.9) 
1 11 

f\j -=- Р,~ ~ ... ~ 2 -\ ;._, ••• • "" . 

Такая схема может быть условно названа схеиой расnределения 

ре сурсов или схе J.!О Й "оптш~ального баланса". При этом внутри 

каждого элемента производится оптимизация no выnуску конеч­
ной пр одукции nри предnисанных "центром" уровнях взаимных 

ПОСТ 8.130К . 

Оnисанные раэьиения являются чисто " ор:.; альньши. Дей­

ствительно, не существует другого способа указать "цены" 

объективно обус ловленные оценки, ао термин логии Л.В.Кан­

торовича) или уровни проz.~ежуточной продукции , при которых 

осуществляется оnтима.i'IЪНое согласование подзадач nоыимо 

построения решения задачи в целом. Однако воз•южность ис­

пользования ите ративF!:!Х процедур , т . е. процедур постепен­

ного с огласования, де лае!r этот подход достаточно эффектив­

Н!:Ш. 

Почти EGe извест :::ые пр це д;:'РЫ я-вляются вариантаыи об­

обще:шого гр-:дие нт.1юго спуска или метода :зaзtiO iitRЫX направ­

л-ан~ й , пр. _.; еняы~:Jго У. зг;;.аче центра . 0\::rовная идея тrр "tt.е ­

ш.·rелыю к (I . ry с во;-щтс;: 1' следующему : 1 ' ц~н·rр оt 11 выбира­

ете. некоторtJ}; произ:вол- J:IЬIЙ нг6ор 11 Це Е 11 .J..-•. 1 'в ре.з..iiЬ-
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ных задач~ этот выбор, естественно, диктуется априорнсiми 

практическими соображениями), этот выбор сообщается. каждому 

элементу, внутри которого производится решение задачи типа 

(I.б), приводящее к оптимальным nри заданных л~ значе­

ниях уровня nроиэводства -u. ;. , nоставок Р~: ~ J е: J 2 t~), 
и внешнего (для данного элемента) потребления Р.; , А е d-. с~) . • 
Кроме того, выявляется тенденция изменения функции цели 

nри малых отклонениях "цен" .А. •.i от уровня :t".~ , иначе 
говоря, строится локальная аnnроксимация 5~. с~~~) в веко­

торой малой окрестности ~:j . 
Именно эта локальная аnпроксимация сообщается в "центр", 

где тем самым выявляется тенденция изменения функции ~ в 

целом, что nозволяет найти наnравление иэме.нения системы 

"цен", на котором значение этой функции быстрейшим образом 

уменьшается. 

После осуществления шага по выбранному наnравлению, nри-
.. , ,~1) 

водящего к нахождению новых значений -"i.~ о.: ""'~.i , процеду-
ра, естественно, может быть повторена. 

Выбор способа локальной аnпроксимации и величины шага 

по направлению убывания является специфическим в каждом из 

существующих методов. 

Отметим лишь некоторые общие особенности, возникающие 
в том случае, когда исходная задача, а следовательно - и 

подзадачи формализуются в виде задач линейного программиро­

вания. 

Здесь локальная аппрокси.мс:щия поведения функций t~. 

точно совпадающая с и~тинныы поведением в векоторой конеч­

ной окрестности X'.j имеет вид 

:? i. = 5 i.j (. ~"._~ ) + m~n.o { .~ ~ ~ -~ Pi.;,s~ L ~·).•j Puj.~!> ) (I. IO) 
s-E. s~ .1"'-(J:f•) .16:d,<~) • 

где s~ - множество оптимальных базисов задачи (I.7) при 
:A i..i = -А :<~ , а .Р"~ ·'" , Р.,:... - соответствующих этим 

базисам опт имальных значений пере менных .Р.:.; , Р:~ . Отсю-
да,;? частност и , ясно, что функции 5• с)..,~) , вообще гово-

ря, недифференцируемы. Если же при ~ ... ~ = J.."i.~ решение 
(I . 7) единс'l'nенно , то град иент ;t;. <.:>..;.~) в этой точке суще­
ствует и нахощ1тся сразу, как только известно это оп1ималь­

ное решею~е . 
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Вычис ле ние же градие нта функции 1f в целом, если все задачи 

тиnа (1 .7 ) имеют единственное решение, сводится к nодсчёту не­
балансов на с вязах: 

c;yt.Q..d 1.1( 1 ·= Р.:,с. - Р.~ ... (1. II) 
.).."d А ~j-: )..: .\ 

Указанное обстоятельство существенно облегчает организа­

цию градиентного спуска. Более того, отсюда вытекает принци­

пиалъно важное обстоятельство: оnределение направления изые­

нения "цен" может вестись без участия единого центра, а лишь 

путем согласования результатов планирования непосредственно 

связанных· элементов. Вместе с тем очевидно, что условие одно­

значности выnолняется не всегда и заведомо нарушается в точ­

ке экатремума функции ~ , следствием чего является, в 

частности, отсутствие строгой сходимости rрадиентноrо спуска 

nри постоянных коэффициентах пропорциона.:пьнасти {. I 1 • Одна­
ко ряд nриемов, наnример, уменьшение коэффициентов с ростом 

номера итерации t 9 J , nозволяет избеаать указанных непри­
ятностей . Более того, nри решении nрактических задач требова­

~ие точной сходимости не столь существенно, скорее важно по­

вышение быстроты двиЕения , что может быrь обеспечено, нanpи­

rJep , использованием конечно-шаговых схем с прикенением упро­
щенных способов локальной аппроксиыации [ IO] 

ОтметюА далее, что все сказанное в поr~ой мере относит­

ся и к второму способу применения принцила децентрализации. 

Зде сь также примениuы для решения задачи "центра" схемы обоб­

ще nного градиентного спуска, но уже в nространстве переuенных 

Р,;· , Р~... • Функции CJ;. также являются кусочно-линейньwи 
фующиами, если исходная задача является задачей линейного 

прогрэJJмирования. Их локальные апnроксимации могут быть по­

строены с помощью оптимальных базисных решений задач, двой­

ственных к (1.8). Если таковые решения единственны, т.е. за­

дачи (1.8 ) при заданных значениях параметров невырожденны, 

то возмоАно определение градиентов функций CS;. с помощью 
опт 1 1 альных двой ственных переменных (объективно обусловлен­

ных оценок) . В- окрестности оптимума доnустима лишь кусочио­

л не ~ная лекально-точная аппроксимация вида 
Л 1 _:, l 1 /1 IJ' 

'J ~ -= CS;. [P.c) . <>rt ; P .. .i·""t.1 .. e':i.~ t ~). ~j.e ·~ P,j- f.>.'ci'.e.P,~ J.,(I.12) 
J 
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где 
D •. ~J - множество, оптимальных базисов двойственной за-

. / .. 
дачи, а ..>.. "j .~ ).. •J . ~ - соответствующие значения двой-

ственных переменных. Проведение итеративных процедур осуще­

ствимо почти аналогично вышеописанному для первого способа 

разбиения, однако оно производится при точном соблюдении 

условий баланса на связях в каждой итерации, что хотя и осло­

жняется ее реализацию, но повышает ценность построенных при­

ближений, каждое из которых: предстаJ3ЛЯет собой субоптимальный 

план задачи в целом. 

Отметим, что результатом установления плана (програwды) 

обычно считается задание для каждого элемента системы уровня 

конечной продукции и взаимных поставок интегрально на плано­

вом периоде. Однако в силу неизбежной флюктуативности условий 

точная реализация плана оказывается невоэможной, поэтому при 

осуществлении управления, т.е. реализации плана, естественно 

возникает вопрос о компенсации отклонений от программы. При 

этом,ввиду множественноотк покавателей плана, существенным 

является вопрос о соиэмерении важности отклонений по различ­

ным покаэателлы, т.е. степени влияния этих отклонений на эф­

фективность работы системы. В ирактике управления это соизме­

рение производится субъективно. Вместе с тем осуществление 

планирования по пр~нципу децентрализации, и в этом его глав­

ное достоинство, позволяет при построении плана не только 

найти оптимальные покаэатеЛи, но и произвести объективное со­
измерение эффективности малых отклонений от них, поскольку в 

ходе построения плана строится и локальная аnпроксимация за­

висимостей местных целевых функций от внешних параиетров. 

Существенно, что такая апnроксимация даже в малой окрестно­

сти оптимаЛьного плана является нелине йной, а это Пl-~-:! опре­
деляет невозможность ис пользования таких "лине йных" показате­

лей , как суммарная с:rоимость отклонений , вычисленная в це нах, 

не зависящих от уровня или направления отклонений. 

2. Пе ре йдем дал ее к анализу влияния некоторых флюктуа­

тивных фанторов на эффективность реализации программы в ходе 

·ее осуще ствления и обратного влияния этих фаЕторов на схему 

построения с шюго плана. 

Очевидно , чт о задание программы в заимных пост авок ин­

тегрально за плановый пер иод не обусловJiив ает распределения 
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этих поставок в течение этого периода . 

Этот недетерминизм, присущий самому сnособу nланирования, 

может приводить (и практически nриводит) к возникновению не­

равномерности в уровне поставок. 

Выделим некоторый элемент системы и изучим изменение 

его конечной nродукции nри отклонениях уровня поставок этому 

элементу от остальных от равномерного. 

Разобьем плановый период на подnериоды, nеренумеровав 

их и.вдексоu "', ~ -= :1,~, . • · ~ 'З< . • Предnоложим, что собствен-

вые ресурсы этого элемента остаются неизменными в течение 

всего периода и что его функционирование nодчинено сформули­

рованному выше локальному экстремальному принциnу, согласо­

ванному (на оnтиi1альном в целом за период nлане взаимных nо­
ставок) с экстремальным принцилом для системы в целом. Тогда 
за каждый подпериод изменение эффективности по выпуску конеч­

ной проду1щии при выполнении требований по поставкам из дан­

ного элемента при малых отклонениях поставок в него от задан­

ного уровня оnределяется формулой, аналогичной (I.I2). Эта 
кусочно-линейн~ зависимость lЮдет быть эффективно пр!•ближена 

с поLющью системы коэффициентов (маргинальных значений зада­

чи no (П 1 ) , характеризующих изменение функции -:r~. nри 

возрастании или убывании кашдой из комnонент поставляемой 

продукции от оптимальной программы по отдельностИ. ' 
Опуская индексы, характеризующие номер 8Jiемента и его 

поставщиков, эту локально аппроксимирующую зависимость мож­

но записать в виде LIOJ : 

ёТ cr ) ' · ('"' р · )...-АР )-'I +[Ar:z;(2.I} .:S~:. Jк ( P-)cp-t -t '- )1'\\.h." ""'"t.· A ~~ 11:. • 't ~~--- ..... c,.-t 2 """~~--~ 
'l 

где .л~ , )... -'(. - соответственно nравые и левые частные nро­
изводные целевой функции по ~ -му ресурсу. Можно nоказать, 

что <J ~ i 
Преимуществом аппроксимащш (2. I) является возможность рассма­
тривать влияние изменеюrJ по к аЕдо · коиm оне нте отдел]?но, раз:.. 

личие между компонентами проявляется лишь в различии марги­

нальных значений. 

Поэто~у :в дальне !Jmе и буде}.~ опускат ь и индекс комnонен­

ты ре сурса Р-..."' н со ответст:вJ!О ':е г о ему извенения А.~ ........ 
функции цели и примем обозначени~: 
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- СТ' - - { ~v ... \J",.~o . (2 2) .c.p-. ... =V,. ·, ,ь.::s~ ... =l.f'cv,.)- ;..-v,., . -u-.. ~o. . 

Оrметиu также, что всегда )..- ~ ~ ~ о 
Величины 'U',. • "'· 1.~ • . .. • ~~характеризуют отклонение потребляе­

маrо данным элементом системы количества рассматриваемой ком­

. поненты ресурса от планового задания, представляющей собой 

~ часть плановых поставок за период в целоu. 
Можно также ввести величины ?.. , харакrеризующие 

отклонения реальных поставок за подпериод к от указанного 

планового уровня. Если поставки не могут накапливаться, то 

1..1·,..,-= ? .... Если же :возможно накопление излишков ресурсов, то 

выбор величины 1.!". ограничен наличием на складе к началу 

подпериода 

. (2.3) 

причем 

·~о<.+ 1 = :а .. + ? .. - 1S" ... .> "' = i. > :t > ••• ;. •j< . (2.4) 

Таким образом, общая проблема _ учета неравномерности поставок 

сведена к классической одномерной задаче управления запасами, 

частный случай которой - управление запасами :воды :в :водохра­

нилище при совместной работе тепловых и гидроэлектрических _ 
станций был рассмотрен ещё Карлиным и Скарфом :в ti2] • Про­
:веденный общесистемный анализ и использование упрощенной ло­

кальной аппроксимации (2.1) придают этой проблеме достаточно 
общий характер. 

Опишем конкретные результаты анализа при условии исполь­

зования оптимальной иногошаговой политики на :всем периоде и 

простейшей политики ·~~·· ~ ?... • При этом предположим, что 
?... равной вероятностью отклоняется от нуля (планового 

уровня) на величину 1:.. а. · , будучи :в среднем равной нулю. 

Тогда, если обозначить через s~c~> :величину средних потерь, 

вызваннь~ неравномерностью за ~ подпериодов до конца пла­

нового периода, при начальном запасе ~ и оптимальной по­

литике расходования, то 

S-t с~)_. rn ~'/\.. [- Ч" <v) + j S~_1 ('а+ ?-'U') 'WC?) ~'?] = 
'1:~ 'j 

·- \"t\i."- ( -~.Y<..v)+ t Sc- t <'а -;-a..-1r).,. ~ s'C .. i''!-a.-1i~ (2. 5) 
"r-s) 
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f
_),,~ '<!~0 

~~ '"') :а ·,- • 
~~ - ... 'А. ~~о 

Можно nоказать, что оптимальной является политика: 

-{О, "'а~о · . . _ ,_, . 'tr ='Ч 
'U"t- ~·'ci~o.-t-:~. •.... "' · ' ~о · 

Тогда 
J i S...-. <'3 ~Q.) • 1- <;;;-1 С~- а.) ' ~~о. 

5 ( )":) 
t. "<\ t ->:'d ~ t 5-t-l са.) ... ~ s~-· c-Q.) ·, '8 'fO 

~\ (-ц) -: .r -~ 'J ·, ~)>о 
<3 l-),."a ·. ~~о . 

При использовании простеtшей цоnитикr 

S1:C'4)-= -4-С~)+ t( ~-1 (Q.)+ ~'t-: (-a)j~ 
~- ).. .. -

= -"t'C"\:j) о\ (-t:.-1) --:z-0.. 

Графики функций S-t с~) при i. = 1, ~ • . ·. ,Е> ~ 
рис.!. 

(2. 6) 

(2.?) 

(2.8) 

приведевн на 

Из этого расскотрения мОжно сделать еведующие выводы: 

1. Флюктуации поставок, равиые ну;пю в среднем , при­
водят к возникновению средних потерь, вообще говоря, отлич­

НЪIХ ОТ нуля. 

2. Потери при простейmей политике и отсутствии началь-

иоrо резерва равны 

)..--).. .. . 
(1( - \ ) -2- а.. • 

т.е. растут пропорционавьно числу подпериодов. 

3. При валичии резерва и оптимальном использовании на­

коплений можно добиться снижения средних nотерь. Даже при 

отсутствии резерва средние потери при }( = б снижаются при­
близительно вдвое по сравнению с результаток простейmей по­

литики. 

Можно также показать, что вероятность полного отсутст­

вия потерь резко зависит от величины начального резерва ~u 

и равна 2. w- ж • если N -= "~а. ~ :s:. 
Описанный эффект влияния перавнемерности поставок на эффек­

тивность системы является существенным, но отражает лишь 

одну сторону дела. Де йствительно, в ходе диализа нами не­

явно предполагалось, что задача оптимизации для выделенного 



элемента системы разрешима не только при nлановом уровне по­

с тавок, но и при их флюктуациях. Иначе говоря, что и при 

флЮктуациях удается выполнять ограничения по плановым уров­

ням nоставок из выделенного элемента. Вообще же говоря, это 

не имеет место: nри отклонениях nоставок часто оказывается 

невозможным выполнить требования по внутрисистемным заказам, 

а следовательно - при децентрализованном текущем планированю . 

возникает необходимость оптимально соизмерить отклонения от 

т ре буемых уровней. 

Исполъзование · местных функцианалов в форме (I.I2) не 
дает решения этого вопроса, так как сами функции ~i(P) 

естественно определены только на области существования реше­

ний. 

Особенно острой является эта проблема для структуры ти­

па технологической цепи t7, I3] , где элементы объединюотся 

последовательно и так, что лишь последний элемент цеnи выда­

ет конечную про;цукцию с известными оценками коJ,mонент. 

Вместе с тем, для анализа такой структуры может быть при­

менена схема децентрализации, построенная на базе динамическо­

го програкмирования. 

При этом,во'обще говоря, необходимо лишь nостроение зави­

симости эффективности каждого элемента от расnолагаемых ре.сур­

с ов при малом изменении их от оnтимального планового уровня. 

В работе l_I31 было показано, что лакально-точная аппроксима­

ция функции цели для каждого элемента с номером р техноло­

гической цепи, согласованная с известными оценками конечной 

продукции, может быть представлена в виде кусачно-лине йной 

функции 

"' "' r t ... мi.>'l. ..... "\1" 
::Jp(V)"' ::Jp , oi>~ te:e n , • (2.9) ,. 

где -u- - матрица-столбец отклонений от оnтимума уровня 

ре с урсов, поставляемых эле1.1енту · р от предшествующего по 

технологической цепи. Аналогичный характер имеют и з аконо­

мерности для зависимосте-й от "U" каждого из видов продук­

ции , выпускаемой данным элементом. При переходе к упрощен­

ной аппроксимации типа (2.1), получим, что зависимос ть от­
клонения от оптимального плана любой компоненты nродукции 

элемента р от малых отюrонений любой коrшоненты потребляе­

мо го из ?- ~ ресурса представима функцией типа Ч'<vJ ( см. 
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2.2 )) . 

Это обстоятельство приводит к эффекту Наi{оnления влияния 

флюктуаций ~ вызванных неравномерностью взаимных пuстаЕ к, 

вдоль технологической цепи, если в ней не nредусмотрено нали­

чия необходимого уровня начального резерва (задела) для каж­

дого элемента. Действительно, флюктуации пост~ок на первый 

элемент цепи, даже если они в среднем соответствуют плановым , 

приводят к невозuожности выдержать средний уровень пост авок 

от первого элемента ко второму и т.д. Е силу этого, действи­

тельные средние уровни поставок для последующих элементов мо­

гут оказщъся столь далекими от nлановых, что сами оценки эф­

фективности отклонеНИЙ, справедливые лишь в окрестности nлана , 

станут неверными; Поэтому само оптим~ьное планирование иоает 

быть эффективным только, если оно учитывает наличие и необхо­

димость затрат на формирование резервов, позволяющих локали­

зовать влияние неравномерности. 

Естественно, что создание и сохранение резервов nредстав­

ляется неэкономичRЫК с точки зрения достижения цели системы, 

однако т акже оно необходимо и имеет тот же смысл, что введе­

ние и збыточности в технические системы, составленные из не 

вnолне надежных элементов. Следует подчеркнуть, что здесь идет 

ре чъ не об эффекте флюктуаций внешних условий ,nо отношению к 

котороиу необходимость резервиров ания общепринята, а об эффек­

те в нутрисистемных флюктуаЦИЙ, стимулируемых неполным детерми­

низмом общесистемного планирования. 
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ON THE SYNTHESIS OF MULTI LEVEL LARGE 
SCALE CONTROL SYSTEMS 

by 

Andrzej Straszak 

Instytut .A.utomat;yri P.A.N, Warszawa, Poland 

1. Introduction 

The dimensional! t;y of modern control problems has been in­
creasing very rapidly in the recent years, and large-scale 
control systems are gaining ever growing importance in the 
control theory as well as in the applications. The multi-level 
approach to the design of large scale control systems has been 
generally accepted 4 ' 5, 8 , however, . the synthesis of. multi­
-level control systems is still at an early stage of develop -
ment. Multi-level control systems have been considered using 
the general systems machinery a, 10' 12 , and many of the par­
ticular multi-level control · problems have been solved by mod­
ifying the exis~iDg optimization methods 5, 9, 11 , but such 
basic structural problems in the synthesis of multi-level con­
trol system as the determination of the number of control lev­
els and the allocation of various control algorithms to the 
particular levels needs further studies. 

In the present paper some solutions of these problems are 
presented. 

2. Statement of the Problem 

Let us consider a multi-level control system (Fig. 1). Such 
a system consists of: 

(1) a given dynamic process 
•1 1 x = f(x , 

where: x1 - state vector of the process, u1 - a first level 
control vector, and a given performance index 
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t1 

I= S ~(x1 , u1)dt 
to 

( 2) a f irst -level controll er 

2 where u - a second-level control vector , which 
t he index of performance sub ject t o a boundary 
s ubject to (control vector u1 or state vector 
constraints 

or/and 
R(u 1) ~ Ro 

1 W(x ) ~ w0 

if such constraints exist , 
( ~) a second-level controller 

2 2 · 2 3 u = C ( x , u , t ) 

must minimize 
condition and 
x1) process 

wher e : x2 - an output vector from the f ir£t-level control sys­
t em, u3 _ a third-level control vector, the goal f or t he s ec­
ond-level controller is not given,neither are given the dimen-

2 .3 2 sions of vectors u ! u ! x , 
( 4) a t hird-level controller 

where: x-' - an output vector from the second-level control 
system, u4 - a four-l evel control vector, t he goal for the 
Dhird-level controller and the dimensions of the vectors u-', 
u 4 , .z? are not given, 

(5) a four-level controller and so on up to a top level con-
troller 

where xk - an output 
the goal for the top 

k k the vectors n , x 

k k k 
u = C (x , t) 

vector from the (k - 1) level control 
level controller and the dimensions of 
are not given. 
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It is easy to show that if such a first-level optimal con­
troller exists 

1 1 1 2 Uo = c0 (x , u , t) 

where ~ # 0, which minimizes a performance index I,then the 
first level optimal controller also exists 

where u~ = 0 , which minimizes the performance index I, and 

It follows therefrom that if no additional constraints are 
given, the first level control system is optimal and no high­
er levels of control are needed. However, if we consider not 
only process constraints but also controller constraints, for 
example due to a given bounded date processing ability, then 
a multi-level control system becomes a necessity. 

Let us introduce a complexity measure o~ a control algo­
rithm 4• 11 ' 12 ' 14• Each control algorithm needs a list of 
data processing operations: m ex operations ex , m~ operations 
j3 , m (l' operations 7! , etc. , hence the complexity measure of 
a given control algorithm may be introduced in the following 

f orm: 

where: kcx- complexity of the operation ex , kp..- complexity 
of t he operation ~ , k;r - · complexity of the operation 71 e.tc. 

In general, for a large scale control system it is neces­
·sary to assume that the overall list of available data pro-
cessing operations is limited, hence the overall 
of the control algorithms must be limited too. 

Since 

complexity 

where: Zg - the overall complexity of control algorithms in 
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the multi-level system, z1 - the complexity of a control algo­
rithm in the first-level control, z2 - the complexity of a con­
trol algorithm in the second-level control, Zk -the complexit y 
of a control alforithm in the top-level control, z

0 
- the giv­

en complexity of the available data processing operations, and 
since the complexities of each control algorithm depends on 
the dimension of control and the type of the control algo­
rithm 11 • 12 • 14 therefore the synthesis problem for a multi -
-level_ control system may be formulate~_ ~s follows: 

Given a -set of all the known control algorithms for the 
first-level and higher-level (supervisory) controls,given the 
overall available data processing ope~ations, we find an op­
timal allocation of control algorithm (including determination 
of the number of control levels,dimensions of the control vec­
tor in each control level and types of control) and adjoin the 
data processing operations such that the optimization of para­
meters (by adjusting the parameters to given control algo­
rithms) can guide to the most desirable value of the perfor­
mance index I, and render the overall complexity of control 
admissible. 

3. Control Algorithms in Multi-level Control Systems 
and their Complexities 

In multi-level control systems we have two different clas­
ses of control problems. One which is connected with the di­

rect control of the multi-variable process controlled or set 
of processes controlled by a set of direct controllers, and 
the other one which is connectea with the supervisory control 
(adjustment) of the set of control systems by supervisory con­
trollers. All direct controllers belong to the first-level 
control and all supervisory controllers belong to the second­
and higher-level of cont rol. 

Let us first consider a direct control problem.Since a full 
description of the process as well as the performance index 
and all the process constraints are given, we may use in many 
cases the existing optimal control theory methods 1 •3 and try 
to find the general f orm of the solution (without determining 
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the values of all parameters precisely) 

u2 = c6cx 1, t) 

For example, if 

where F, G are (n 1 x n 1) constant matrices, and 

then 

+ ( u 1 ) TR111] dt 

c1x1 
0 

where c6 is a (n 1 x n 1) constant matrix, if 

then 

t 

I =·S dt 
0 

and 

where h(x6) - a nonlinear function. 
In spite of the optimal solutions in the control system 

practice and literature, many sub-optimal solutions are known 
which require a less complex list of data processing ·opera­
tions, for example, more linear operations instead of nonline­
ar ones. 

If general forms o:f solutions are found, we can determine 
lists of dat a processing operations for each optimal and all 
sub-optimal control algorithms. 

For example, :for linear · mufti-variable direct control algo­
rithms we require: 

(n1) 2 operations of multiplication by a constant, and 
• 1 

n operations of summation 
therefore Z = (n1 )~ + (n1 )k~ , where n1 -dimension of the 
control problem; for a non-linear multi-variable direct con­
t rol algorithm 

· r1 12 13 J Z = Z Ln , (n ) , (n ) , ••• 
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Since in multi-level control systems we have a set of di­
rect controllers instead of one, we have to decompose the di­
rect control problem into a set of direct control problems. 

By decomposition of the overall direct control problem we 
obtain the following sub-problems: 

Given 
·1 1 1 

%1 = fi(xi' ui' ; i, t) 

1 1 
R(~) ~ q i <Ro• uj)' 

W(x{) ~ wi(Wo, x]), ~i = <l>i(x1, 

1 1 1 
% = (xi' xj) 

find 
1 1 1 

ui=Ci(xi' Si' ~i' w i' t) 

then find the list of data processing operations, and 

~it 

1 1 where ~ = dim u1 • 
Some solutions of this type of control problems are givenn 

in the literature, for example in 5, 6, 9, 13 • 
Let us consider now a supervisory control problem.In gener­

al, the supervisory control goal may be formulated as follows: 
Given a set of supervisory control systems controllable by 

the auxifiary vector u2 find x2 
and u2 = c2(x2 ,t) which 

will minimize the overall performance index I. 
If 

where ~ 
0

, 9 
0

, w 
0 

- optimal interaction vector· obtained 
from the optimal solution of the overall direct control prob­
lem, then the two-level control system will be optimal too if 
and only if a direct control (first level) is optimal. 

Since the dimension of each direct optimal controller, due 
to decomposition, is not large, the complexity of these optim­
al controllers may be acceptable. However, the complexity of 
the optimal supervisory controller may be too high, therefore 
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more often we must use sub-optimal solutions for supervi sory 
control. Usually the supervisory controller allocates the re­
sources or interactions to the particular direct control sys­
tems, hence the supervisory control problem can be transformed 
to linear or nonlinear pror.ammi ng problems for which solu­
tion algorithms are known ' 13 • However, since we use sub­
-optimization, it is usefull to find a few different general 
forms of sub-optimal control algorithms. 

After having found the supervisory control algorithms, we 
can find the lists of data processing operations which are 
needed, and define 

Z(C2) = Z(n2), where n2 = dim u 

Of course, the second-level supervisory control problem may 
be decomposed into a set of second-level supervisory control 
problem, and the third-level supervisory control problem has 
to be introduced. 

4. Structure Synthesis 

Let us assume that for a given multi-level control probl~m 
we have: 

a set of direct control algorithms 1 1 c .. E A t l.,J 
j = 0, 1, 2, ••• , a complexity function adjoint with 
with each C~ . , l.,J 

a set of second-level 
2 2 where Ci,j E A , and a 

and so on up to a set 
rithms Ak , where C~ . 

. k J.,J 
tions Z(Ci,j). 

supervisory control algorithm A2 , 
2 set of complexity function Z(Ci ,j) , 

of k-level supervisory control algo­
e Ak with adjoint complexity func-

These sets of control algorithms can be ordered according 
to the values of the complexity functions Z for a given di -
mension of control, such that 

r · r <c .. , Z(C. -)> J.,J l.tJ 

where 
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and 

where: cf,o- optimal control algorithm, ~,;J' . ;j = 1,2, ••• , -
sub-optimal control algorithms. 

Each of the complexity functions Z is a function of the 
dimension of a given control problem, therefore 

~ = zcct,j' nk) 

zk-1 = z(c~:], ~-1) + 

. k-1 . k-1 
+ Z(Ci,j' ni ) + 

z(c~:], ~-1 ) + ••• + 

. k-1 k-1 
••• + Z(Cp,j' ~ ) 

where n! - - dimension of the control vector for the control 
l.,J 1 

algorithm ci,j • 
Since in the general case we can have several possible con-

trol algorithms for each control level, there exists a set of 
Z function models of the multi-level control system. From this 
set we must choose the admissible Z function models of the 
multi-level system and then choose the control structure which 
can give the most desirable value of the performance index. 

The problem of control structure synthesis can be solved by 
using the following minimization procedures: 

By solving the following minimization problem: 

minimize 

n2 = dim u2 
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we can find if an admissible Z function model of the multi­
-level control structure exists . 

An approximate solution of this 
tailled by assumillg that nk, nk- 1 , 

problem can 
k • •• , n are 

be easily ob­
no integers 

from 

(
ozg min azg miD 

grad zg mill = - - ,. -- , 
. an2 an3 

... , 

and then by choosi'ng the best integer approximati on of the so-
lution . 

If miD zg min > zo ' the admissible s t ructure does not ex-
Di 

1st in t he given set of multi-l evel s tructures , and it is nee-
essary to find and to include i n this set new more simple sub­
-optimal control algorithms , of course if such control algo­
rithms exist. 

If min Zg miD = Z
0 

, only one admissibl e multi-level con­
ni 

trol structure exists, and the structure synthesis problem is 
solved. 

If min Zg min < Z
0 

, in general, several admissible multi-
ni 

-level struc~s exist, and it is neces sary to choose such a 
structure which gives after parameter optimization the mos t 
desirable val ue of the performance i ndex I .Since the sets of 
control algorithms are ordered, the sol ut i on of the following 
minimizati on pr obl em: 

mi nimize zg max = max ~ + 

· n 2 = dim u2 CkEAk 

max ~-1+ . • .+ 
ck-1E. Ak-1 

gi ves the answer, i f the multi-level oontrol structure with 
optimal control algorithms is admissible or not. 

If min Zg max ~ Z0 , the solution of this minimization 
ni 
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problem gives us the 
however in general it 
control structure. 

optimal multi-level control structure, 
is not necessary~ the unique optimal 

If' min Zg max > Z0 
Di 

several admissible multi-level structures, however, all these 
structures guide to some per:f'ormacce index I losses. To mini­
mize these losses we are looking :f'or the most complicated sub­
-optimal algorithms :f'or which 

min zg ~ zo 
ni 

Example. Let us consider a very simple exa.mple.We :f'irst as­
sume that we have :f'ound one direct optimal control algorithm 
cci with a complexity :f'unction z(cci) = k1[(n1) 2;n2], one op­
t imal supervisory control algorith~ :f'or the second level of' 
control C~ with a complexity :f'unction z(c~) \ = ~[(n2)3;n3J 
and one sub-optimal supervisory control algorithm :f'or the sec­
ond level of' control C~ with a complexity f'unction Z ( C~) = 
= k3 [ (n2) 2;n3] , one optimal ~upervisory control algorithm :f'or 
the third level of' control c0 with a complexity :f'unction 
Z ( c6 ) = k4 ( n3) 3 1 one sub-optimal supervisory control algorithm 
f or the third level of' control C~ with a complexitY function 
z(c~) = k5(n3) 2 • 

Then we assume 
2 3 : 40, D 1 D > 1, 

1 that n = 8, 
acd formulate 

82 
miD z2 + miD Z3 = --

02 E A2 c3 E J!; n2 

z = 0 

and find min zg min = 28, where n2 = 4, n3 = 2 (Fig. 2a). 
2 D3 n t 

Since min Zg min < Z0 , we f ormulate 
Di 
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and find min Zg max = 40, where n2 = 2, n3 = 0 (Fig. 2b). 
n2,n3 

~nus we have accepted the multi-level structure of Fig. 2b, 
however, if z

0 
< 40, the acceptable multi-level structureis 

the one presented in Fig. 2a. 

References 

1. Chang A.: An optimal regulator problem. J. Soc. Ind. Appl. 
Mathem. Ser. A: Control 1964 No. 2 pp. 220-233. 

2. Dantzig C.B.: Linear programming and extension. Princeton 
1963. 

3. Feldbaum A.A.: Theory of the optimal control systems. 
Moscow 1963, in Russian. 

4. Golubiew-Nowozilow J.S.: Multicomputers complex systems. 
Moscow 196?, in Russian. 

5. Kulikowski R.: Optimum control of aggregated multi-level 
system. Proc. III IFAC Congr. London 1966. 

6. Kulikowski R.: Optimum control od dynamic interacting sys­
tems. Arch. Automat. i Telemechan. 1966 No. 2. 

?. Lariczew O.I.: Time optimum control of systems connected 
by limitation. Pap. III IFAC Congr. London 1966. 

8. Mesarovic M.D., Lefkowitz I., Pearson J.: Advances in mul­
ti-level control. IFAC Tokyo Symp. on System Engineering 
•rokyo 1965. 

9. Mesarovic M.D. et all.: On the synthesis of dynamic multi-
-level systems. Pap. III IFAC Congr. L~ndon 1966. . 

10. Mesarovic M.D., Macko D., Takahare Y.: Structuring on mul­
ti-level systems. Preprints IFAC Symp. on Multi-variable 
Control Systems DHsseldorf 1968. 

11. Pearson J.D.: Multilevel control systems. IFAC Symp. on 
Adaptive Control Teddington 1965. 

12. Straszak A.: On the structure synthesis problem in multi­
-level control systems. Proc. Tokyo Symp. IFAC on System 
Engineering for Control System Design Tokyo 1965. 

13. Straszak A.: Sub-optimal supervisory control. In: Func­
tional Analysis and Optimization. New York 1966. 

14. Straszak A.: Optimal and sub-optimal multivariable control 
systems with controller cost constraint. 'Proc. III IFAC 
Congr. London 1966. 





60 

О ТЕОРИИ УПРАВЛЕНИЯ . СЛОЖНЫМИ СИСТЕМАМИ 
А.И.Кухтенко 

Институт кибернетики АН УССР 

Киев 

СССР 

В ряде nубликаций1-4 уже было nоказано, что изучение 
~ложных систем no необходииости приходится nроизводить nри ис­
пользовании различных уровней абстрактного описания. В зависи­

мости от назначения систеuы может быть исnользована, наnример, 

либо теоретико-информационная трактовка задачи, либо лоrико­

vатеwатическая, динамическая или, наконец, эвристическая. В 

действительности же чаще всего nриходится исnользовать одновре 

менно несколько различных уровней абстрактного описания. 

Не останавливаясь здесь повторно на характеристике тер­

иина "сложная система уnраБления", nриведеиной в рsботе3 ,отые­
тиы только то обстоятельство, что необходимость оnисания слож­

ной систеыы управ.ения одновреиенно на несколЬких абстрактных 

уровнях заставляет искать математические средства, позволяющие 

зто делать. Однако попытки nриыенения для этой цели хорошо из­

вестных методов теории автоматического регулирования или,вооб­

ще, теории динамических систеu, теории конечных автоматов,шен­

ноновский теории инфорuации и т.д. показывают явную nесостоя -
тельнос ть каждого из них для этой цели. По uенъшей uepe, это 

uожно утверждать относительно ныне существующего положения дел. 

Каждая из ветвей всего научного наnравления, связанного с проб 

леuой управления, развивалась саuостоятельно и только в cauoe 
nоследнее вреuя наuечаются контакты uежду ниuи. Оnисанию из -
веот:юrо :в этоы наnравлении и обсуждению неко·торых возыожных 

nутей исследованив оложных · с истеи уnравления и nосвящено насто­

яцее сообщение , нвляющееся реферативным изложениеУ час ти более 

nолной работы, подготовленной авторои для nечати по данноиу 

воuросу 

§ I. О единой концеnции :в т еории конечных а::!iтоиатов 
· и динаыичесной теории уnравления 

Вполп~ естест:венно, что nрежде, чеu будет создана "Общая 

теория упра :влен1я ! ' , н о 'I орая поэ:воли т всесторонне иЗучать nове­

дение сло~но~ с ис теuы уnравления, различные исследователи nы­

таются решить более простую задачу, стреuятся создать wетод, 
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охватывающий одновременно хотя бы только две из числа возмож­

ных абстрактных трактовок задач. Например, Е работах?,б авторы 
их nрилагают усилия в направлении объединения методоЕ динами­

ческой теории и теории информации. С этой точки зрения Еесьuа 

интересны взгляды, изложенные Е работе7 ,аЕтор которой nоказал, 
что если использовать некоторые идеи абстрактвой алгебры, то 

uогут быть вскрыты глубокие аналогии, существующие uеиду тео­

рией конечных аЕтоuатоЕ и дивамической теорией упраЕпения. Ес­

ли конечный автомат Мили предстаЕить, как это обычно и делает-

ся8, пятеркой величин: r -1 
М= tX~l. 5~,fiJsJ, 

где Х и l -. соответстЕенво, подвой и :выходной алфавиты 
aETOIIaтa; 

~~- мноzестЕо величин, определяющих состояние ав-
томата; . 

l~= fl(S~,:x-~- характеристическая функция, на осноЕании ко­
торой определяются ЕЫХодиые Ееличивы автоuата, 

если известны входные величины и его состоя -
вие; 

~-i+1=Js(5~ х~)- характеристическая функция , на основании кото-
' рой оnределяется состояние автомата в v+f такт, 

если известны входвые величины и состояние 

автомата в v такт, 
то, как nоказано Е7 , для дискретной шкалы вреuени T=to,i,2,-.}, 
nри предположен~и, что )( , ~ , ~ nредставимы абелевыuи 
(коuиутативныuи) групnаыи, система (т .е . автомат М ) будет 
вnолне аддитивна в тоu и только в тоu случае , когда существуют 

т акие гоыоuорфизuы9 
А: S_,..S; B:X_.Sj C:5-+-Z j 'r) : Х-+-2; 

что для всех ~~~ & , :r € Х ииеют иесто соотношения 

Зv+i == f:> (~~' х.,) =А 5., + В х.; , 
l ~ =Ji! (&~ J\,)== C~~ +'JJ .x},, 

' которые uожно записать в более развернvтоы виде 

5~·н = i (~.; ~~ .. . J :X,. ~==-A'Y~v+ f. А~--~ ~, J~ 1 1 '"" ' . 

z., =- r,. ( s.l х. ... х .. )= CA"-~ ., +i. Сд..,.··'в х"_ ,.,+f)х,. 
' J~ "' о ) .1 ,.,.:f 
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Если теперь ввести обозначения 

ф(n)= СА n-i 

~(rn)= l ?дwнВ при УУ' =0 

при m.,.o 
.1 

то :выражение для L-2 vожно будет записать :в следующе11 J, /11-f 

2\)=f~(6!>, х)1> . . . 
1 
х")= ф(n) S-v+ ~ ... о hCm) х"_,..., 

:виде: 

Эа11еняя, наконец, дискретное :вреvя непреры:вныu и переходя от 

гоwоvоf.Физwа групп к гоvоuоf.Физwу :векторного пространства, nо­

следнеvу :выражению wожно придать вид, хорошо известный :в линей 

ной теории динамических систеv упра:вленияi0 : 

2(-t):::фlt--to) x(to)+J: ~(t-J)u.tj)dJ) 
где 2- (t:) - Р-vерный :вектор/ характеризующий :выход систе11ы; 

:х:. (i.)- h. -мерный :вектор, характеризующий состояние с и­
стеvн :в uоuент :вреuени to ; 

u.(t) - !-vерннй :вектор, характеризующий :вход систеиы; 
ф(i)-(Pxl\) - vатрица, L -й столбец которой представляет с о­

бой реакцию систеwн в uо11ент :вреvени t ; 
h.(t)- иvпул:ьсная переходпая функция систе11н. 

В :возuожноmи такого рода переходов от соотношений теории 

конечных а:втоuато:в к соотвошенияv линейвой динаиической теории 

и nроявляется та глубокая связь, которая поЗJоляет говорить о 

единой концеnции для этих двух ранее неза:висиuо раз:ви:ва:вm1хся 

:ветвей научных знаний. Предста:вr-яется, однако, необходииыи 

сделать еще один шаг :вперед по пути объединения логич еской и 

динаwической трактовок задач теории управления сложныии с ист е­

uаuи, обсуждению :возuожвости чего и nосвящен .следующий параграф 

§ 2. О иогико~динаvических систеwах 

Не трудно осознать, что кроuе деыонстрации саиого факта 

сущес·т:во:вания глубокой связи, обнаружи:ваеиой ыежду теори ей ко­

нечных а:втоuато:в и теорией линейных динаиических систеи , для 

фактического изучения сложных систеw уnравления, состоящих 

одно:вреиенно из логических и динаwических з:венье:в, ииианентно 

объединенных :в одно целое, требуется построение совершенно но­

вой теории, а для этого требуется также новые wатеиатические 

средства. Основное затруднение, :возникающее при и зучении логи­

ко-динаиических с истеu (как ради краткости будеv их и11ено:вать), 
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заключается в том, что необходимо найти такой гибкий язык,ко­

торый позволил бы оnерировать одинаково удобныu образом как с 

о6ычныии nереы енныыи иатеvатического анализа, так и с логичес­

киии переиенныии. При создании о.rакого рода языка, по-видимому, 

можно идти различинии nутяuи. С этой точки зрения заслуживает 

внииания: язык R-функций11 , оnераторвое исчисление для буле­
вых функций12 , язык неnрерывной логики13 и др. Б частности , 
для этих же целей в ра6оте14вводитсw nонятие гибридной функции 

G (Х-4, · · ·, Х.2) , nредставляющей собой nроизведение обыч-
но й функции действительного перемениого- ;F(x;.., ... 

1 
х.,) и 

функции логических переuенных fCxj, ... , Х..") , т.е. 

G(.x., . .. , Хе)= ~(х,) ... , x").f(xj> ... ,x ..... J 

Логическая функция f( Xj, ... 
1 

Xm) может быть предикатом , 
фо рuулой или квантором, но она можео.r принимать только два зна­

чения: I (истина) и О (ложь), однако моменты, когда это будет 

происходить, зависят сложным образом oo.r значения переменных 
разл1чдой природы. Они могут быть: 

I) предикатаии, зависящиuи от функций действительного пе­
реllенного, 

2) частично действительНШiи переменныuи, а частично - ло­

гическими nереuенНЬПIИ, 

3) только логическиии nереuенныuи, не зависящими от дейст-

вительных переиенных. . 
Все это создает разнообразны8 возuоzности при описании логико­

динаuических сист еы. К сожалению, cau фако.r введения гибридной 

функции еще не означает, что уже имеется необходимый наu язык. 

НуЕны дальнейшие исследования, связанные с разработкой правил, 

при поuощи которых иожно был_о бы производить необходиuые дей -
ствия с гибри дныuи функцикuи (дифференцировать их, интегриро -
вать и т. д .), nоэтоыу вопрос о создании uатематического anna­
рата, пригодного для изучения логико-динаuичеоких оистеu,оста­

ется еще открытыи . Уже иuеются работы, в которых развивается 

аппарат , основанный на понятии гибридной функции15 , но иuеюо.r­
ся и критические работы16 , в которых o.raкoro рода возuоиности 
отрицаютс я . Сейчас uожно только отметить, что известное nред­

сказание Д:;r . фон-Нейwана о необходиuости о•ияния методов не -
прерывной и кон ечной !Jатеы атики (т. е. слияния методов uатеuа­

т ичес:кого анализа, опирающихся на факт неnрерывности nepeueн-
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ных, и · методов математической логики, оnерирующих с дискретны­

ми логическимИ переuенвыми) сбы»аетая и нужды nостроения тео -
рии логико-динамических систем, nо-видиu0му, будут nобуждать 

uногих исследо»ателей скорее идти к этой цели. 

Коаво такие отметить, что не меньшие трудности возникают 

и при изучении систем, требующих одно»ременного исnользования 

д»ух пюбых других абстрактных уро»ней оnисания сложных систем, 

например, логического и э»ристического. Еще большие труДНости 
»озникают, если используется одво»реuенно не Д»а, а три уровня 

абстрактного оnисани.я систем, наприuер, информационный, логи -
ческий, э»ристический. Создание математических средств, позво­

ляющих вести исследо»ания » ~аких и еще более сложных случаях, 
и является гла»ноl целью общей теории уnра»ления сложныии сис­

темами. 

f 3. О nроблеuе многомерности » теории сложных систеu 
Отмеченные »ыше трудности не я»Ляются единственныии, с 

которыми nриходится »стречатъся nри исследо»ании подобного ро­

да систем. Сущест»енные затруднения возникают и при исполъэо -
»ании одного какого-либо уро»ня абстрактного описания, если 

система состоит из uногих взаимосвязанных друг с другои элеиен 

тов или nодсистем. 

При этоu "цроклятие uногоllерности" (по обраэно~1у выраже­

нию P.БeлJIIIaнai7 ) :в одинаковой uepe трудно преодолевается при 
исnользовании любого из уровней абстрактного описания. Так,на­

nриuер, :в теории . конечных автоматов задачи легко и изящно ре­

шаются nри uалой раэuерности систем, и трудности существенно 

:возрастают как только размерность иэучаеuой сиотеиы воэраатает. 

Поэтоuу вnолне естественным путеu ~озникает желание найти такие 

пути преодоления трудностей, связанных с uногоыерностью систе­

мы, которые, наnриuер, былИ бы одновременно пригодны для изу -
чения иногомерных динаuичесnих и логических систеu большой 

размерности. Как нам nредставляется, бороться с ыного ~.:ерностью 

и иногос»язанностью сложных систеu можно не только путем изыс­

кания новых математических uетодов (чем, · в основном, только и 

ограничи:вались), но и путем использования физических и инженер 

ных сведений о изучаемых системах. Так, иожно использовать тот 

факт, что систеuа (будь она технического, эконоыического, био­

ло~ического или социального характера) состоит из больших групп 

однотипных элеиентов. Если это так, то становится возиожным 
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испрльзовать vатеыатический апnарат, разработанный для описа -
ния иногофазных жидкостей, как это предлагали делать при изу -
чении такого родасисте~ И.М.Гельфанд и М.Л.Uейтлинi8 • Второй 
возможный путь преодоления тру~остей, связанных с uногоuер -
ностью задачи, рассиотренный в , также базируется на физических 
представлениях. А иыенно: когда система в тоu или иноu смысле 

сииuетрична, представляютоя возможности существенно упростить 

исследование сложной системы большой размерности как при ди -
наиической, так и логической трактовке задач. В этих случаях 

иожно воспользоваться ыетодаvи теории группi9 , а точнее- тео­
рии представления rpynn20 , столь широко применяеvыuи в кванто­
вой физике~ квантовой хиuии и в современной теории элеuент.ар -
ных частиц~1-23 • · 

Не следует nри этоv полагать, что речь идет непременно о 

сиыиетрии чисто геоиетрического характера. Отнюдь нет. Наиболее 

важныии, для интересующей нас проблемы исследования систеv боль­

шой размерности, являются более глубоко скрытые свойства симмет 

рии. Так, для многих и весьма разнообразных динамических сие -
теи свойство сиииетрии . проявляется в том, что для них лагран­

жиан (или гаиильтониан) остается инвариантным относительно ли-
• нейных преобразований координат. Если ж теu или иныu способом 

установлен факт наличия сииuетрии (наприuер , это . uожет быть не­
посредственно обнаружено при использовании матричной формы за­

пис и уравнений), то форУальвый аппарат теории nредставления 
групп позволяет исходную задачу большой разиериости заменить 

нес колькиии однотипными эадачаии значительно ыеньшей размер -
ности (наприыер , в IO или в IOO раз иеньшей раэыерности). Суть 

дела при этои заключается в тоы, что соответствующая исходная 

матрица большой разиериости ыожет быть по вnолне определенной 

рецептуре, обусловленной видом ииеющейся симuетрии, сведена к 

блочно-диагональнону виду 
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где каждая из субuатриц, стояЩих на глаЕной диагонали,уже яЕ­

ляется неnриводиuой, т.е. не может быть еще один раз представ­

лена через матрицы еще меньшей разыерности. Теория представле­

ния групn nозЕоляет отЕетить на вопросы о тои, какова ыожет 

быть разыериость субыатриц г~j (Р) , каково их число, сколь­
кими различными способами ыожно производить такого рода пред­

стаЕленив матрицы большой разиериости с поиощью JJа триц иалой 

разuерности , Б частиости, дает критерии для суждения о тоы , 
возuожно или нет дальнейшее разложение субиатриц ~~J(P) на ыат­
рицы еще меньшей разыериости и т.д. При краткои изложении нель 

эя описать все те процедуры, которые приходится при это и прак­

тически Еыполнять: разбить элементы групп на классы, · найти ха­

рактер для каждого класса, т.е. след субuатрицы $pl\ ГLjlP)II 
определить канонический базис для исходного uногоыерноrо век -
торного пространстЕа данной задачи и т.д. Со Есеи и необходимы­

ии понятияии и теоремами (экЕивалентностъ и rоиоыо рфизы групп, 

леuыы Шура, теореuы Лагранжа и Вигнера и т.д.) и ыетодикой 

пользоЕания иuи ыожно ознакоuитъся по укаэанныы выше книrаи , 
посвященНЬПI изложению теории групп и теории представления 

группiВ-23 . Поскольку исследователю часто представляется воз-• 
ыожность cawouy форuироЕать структуру изучаемой сложной с исте-
ыы (наприuер, при управлении эконоыическими сист е}JЮIИ и произ­

водстЕенныыи объектаыи), то, выбрав структуру с имиетричной 

ииеется Еозuожность Боспользоваться идеяыи теории представле -
ния групп, Б сЕязи с чем последняя nриобретает весьма большое 

практическое значение. 

Для пояснения сути дела рассиотриы элеиентарно простой 

прииер - колебания неиоторой ыеханической систеиы (сы. деталъ-
нее4). . . 

Пусть ураЕнения, записанные в uатричной форые, будут 

иuетъ Еид: .. 
МХ+КХ =0) 

где М- диагональная иатрица uacc , 
к- uатрица жесткостей , 

х- вектор-столбец переиенНЬ/Х 
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~ к2. о о -q к2. 1 к2. х 

о i к2. -к, !5! t<c. 
2 2 ~ 

\<= о -к, J3~+Кг О о 
-8 КL о J3K

4
-tK2 о Х= ~~ 

1 2: к, 2 

\ ~к, ~~ о о .ДК, +Кг 

1 ' 

:12. 
2 

У~ 

m4 о о о о 

о ",4 о о о 

М= о orn о о 

о о о mo 

о о о о in 

Таки~ образоы, необходиыо исследовать колебания систеыы, имею­

щей vатрицы разыериостью 5 • Задача заУлючается в тоu, чтобы, 
пользуясь свойствоv сииыетрии, выесто исходной задачи vожно бы­

ло бы решить задачу иеньшей разиерности. Пользуясь известной 

иетодикой теории представления групп18-23 и теы фактоv, что 
исследуеиая колебательная систеыа сшшетрична (что nроявляет­

ся в сииыетрии иатриц), иогут быть найденц новые переыенные 

hн h,2 h h h.. , которые связаны со старыии переыенны-
' 1 ll) ~-.. ·~ 

и и а:, у, ';1., ';/z., :f 3 такиии соотно !!!енияии, что задача раз-

иерности 5х5 расnадается на две о-динаковые задачи разиериости 

2х2 и одну задачу разиериости Ixi. Не излагая эдесь всех по -
дробностей преобраэований, основанных на идеях теории представ 

лени я груnп, выпишеtJ :nонечные соотношения, связывающие старые 

и новые nереvенные 

/ "'=3h 
у,=- .r; I. ;J.4 ) :х:. = ~ с h.,г. + hг.2.) ) 

1 о/.~3 ~ 

'/г. = ~ :Е е ; h,,ц l/ i 1 1 ) 
ot•l J lf = - 1/г. ( tt1z.- ttz2 

'i~ = ~ ~~ ~~~io/.1 
r3 .,~.. 1 tz"~.,~ 

В ыатричной форие эти же соотношения иогут быть заnисаны в 
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следующеu :виде: 

R 
Х= RH 

н • 
где 111трица и :вектор-столбец иыеют 11ид: 

о 
{ 

о ' {2 ii о h.., 

о 
1 L 

-~ о 
Гг. 

о h.,t 
1 ' 1 \-\= R~ ~ о в (!3Ji 

о 
б hzf 

1 2~· о 1 l,34i. i3 € т . 1 е- о h~t ~ .) /!е . 
2-'1• 

1 ~· 1 ~' - €-=-s- о -е , о ~е hzJ 15 -n. 
Обратн я с:вяэь но:вых переменных со старыми :В MITPИЧHOII :виде 

эаписы:вается 11 :виде ура:внения 

1-1=-R-'X 
) 

-! 
где R - uатрица, обратная по отношению к uатрице R 
Подстано:вкой линейного преобраэо:вания Х = R Н :в исходное 

n-i 
ура:внение и уuножениеu сле:ва на uатрицу ~ , исходная си-
стеuа дифференциальных ура:внений при:водится к блочно-диагональ 
ному виду: 

где 

а 

R-LMR 

о 

о 

о 

R-fм RH + R-.t к RH =о) 

- диагональная матрица масс :вида 

m о о о 

R-tMR = о m4 о о 

о о m о 

о о о о 

- блочно-диагональная ыатрица 

f3 К2. i 
Г2 

1 г. l<z 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

- J3 Къi. 
. Гг.. 

о 

о 

о 

о 

m~ 
) 

жесткостей :вида 

о 

о 

о 

о 

Т а . i ИЫ о бра зои, на осно:вании :вполне определенной процеду-
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ры uы пришли к блочно-диагональному Еиду матриц. В данном ме­

тоде это делается не на осиоБе uетода nопыток, а по Еnолне 

определенным алгоритмам, есди исходная система симметрична.Си­

стеuа дифференциальных уравнений в новых nеременных •меет вид: 

rn. h., + (~К, + К2) h .. + i fl KL h. ~ =- oJ 
,.. з · ГI 1 

mf n,l. + z к~.h,z- t. "i KLrr.н .о 
тn.fi;.' ~ (/3 к~ +Kz) hu- i /j Kz. h., 2 -=-OJ 
rn., h.l'l. + l ~<z h.,, + i 1I к. h..,. =о 

77'1. h.~, + ( 13 К4 ·t:/<z) h5f =О 
Таким образом, наглядно видно, что вместо решения задачи 

размерности Sxs, · дeno сводится к двухкратному решению одной и 

той же задачи размерности 2х2 и отдельному решению уравнения 

размерности Ixi. 
Мы интересуемся пробnемой управnения споииыми системами, 

а излоиенный только что метод дает возможность исследовать 

только отдельно взятый объект уnравления, имеющий симметричную 

структуру, если система уnравnения не симметрична. Поэтому в 

такого рода случаях задачи устойчивости, инвариантности, оnти­

мальности и др. являются самостоятельными задачами, каждая из 

которых решается на основе исnользования свойств -симметрии 

объекта. Так, задача устойчивости может быть решена путем ис­

пользования метода декомпозиции, с помощью которого вся систе­

ма расчленяется на подсистемы. В первую из этих подсистем вхо­

дит объект, оnисываемый симметричной матрицей, а во вторую 

nодсистему - система уnраЕления. Первоначально исследуется 

устойчивость каждой из nодсистем, nричем nри изучении устойчи­

вости объекта, взятого отдельно, исnользуются свойства сиuмет­

ричности его. Оnределив устойчивость подсистеu, затем, на осно 

вании, наnриuер, известной теоремы Бейли, uогут быть оnреде -
лены услоЕия асиыптотической устойчивости для всей системы в 

целом. Особо интересныuи Пвnяются задачи оnтиuального уnравле­
ния для такого же рода объектоЕ, когда совместное исnользова -
ни е ~Jетода декоиnо зиции и идей теори~ nредставлений групп, по­

зволяет решать весьиа трудные многомерные задачи оnтимального 

упра вления. Фактическая демонстрация nодобного рода возuож -
н остей требует отдельiого сообщения. 
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§ 4. Об универсальности ЭЦВМ и моделировании 

процессов управления сложными систеыаuи 

Главная особенность теории сложных систеu, как и киберне­

тики вообще, проявляется в тои, что она должна давать возuож­

ность изучать объекты любой природы (технические, эконоыичес­

кие, биологические, социальн~е) на соответствующеu абстрактноы 

уровне. Поэтоыу необходиuо заботиться не столько о создании 

"Общей теории систеw", из которой как частные случаи получа -
лись бы частные теории (теория линейных динаuических . систеu , 
теория инфорwации,теория uарковских процессов и т.д.), к чеыу 
иногда призывают2~, сколько о создании многих ветвей теории 
для различных уровней абстрактного описания систеu. Рассuотре­

ние задачи на канои-либо однои уровне абстракции позволяет дать 

ответы только на определенную группу вопросов, а для получения 

ответов на другие воnросы необходимо nроизвести исследования 

на другоu уровне абстрактного оnисания систеuы.Для достижения 

uаксиuально возuожной nолноты необходимо изучение одной и той 

же системы на всех nодходящих для данного случая уровнях абст­

ракции. Наиболее целесообразным для этой цели и nрактически 

доступным является nуть матеuатического моделирования. Хотя 

обычно на ЭЦВМ смотрят просто как на весьuа быстродействующий 

вычислитель, в действительности же она является универсальныu 

устройством, которое кроме быстрого счета способно nроизводить 

обработку буквенных или других символов, nреобразовывать инфор 

uацию в необходиuую нам форuу, делать "уuозаключения", "выво­

ды" и т.n. Все это nозволяет с поuощъю ЭЦВМ изучать не только 

инфорuационные процессы в сложных систе~ах управления,но и ло-

гические, динаuические и эвристические трактовки 

могут быть обследован~. В настоящее вреuя соЗданы 
абстрантные языки (Симскриnт, 5IMPAC , GP5~ 

задач также 

специалыще 

и др. 25 ) ' 
позволяющие эконоuить вреuя и усилия, связанные с програыииро­

ваниеu и cauиu процессоu моделирования. Поэтому именно этот 

путь использования ЭЦВМ для моделирования и является в настоя­

щее время главным при разработке действительно сложных систеu 

управления . Часто также идут на создание специальных научных 

центров, предназначенных исключительно для целей uоделирования 

разрабатываемой сложной системы управлени я. В качестве приuера 
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ыожно nри~ести научный центр, созданный специально для разра­

ботки систеuа автоuатического уnравления ~оздушныы движениеи 

над территорией Западной Европы26 • Чтобы охарактеризо~ать дей­
ст~ит(;;тьную сложность подобного рода систеы JПра~ления, }Jожно 

nри~ести данные о npoгpauuax, необх6дюшх для уnра~ления с по­
мощью ЭЦВМ и других технических средстn (радv.олокационныхmан­

ций, связного оборудо~ания и т.д.) потокаuи самолето~ (общиы 

числоы 300-600) над территорией , протяженностью около2000км27 
Только для разработки таких програ~и необходиuы усилия 250 
програиuистов в течение 2-х лет и общее количество коuанд в 

этих програимах составляет 2,5 ылн. Не смотря на то, что сто­
ииость такого рода научно-исалловательских моделирующих центра~ 

достаточно высока, экономическая целесообразность их создания, 

при разработке дейст~ительно сложных систем упра~ления, несоы­

ненная и по этоыу пути идут ~о ыногих случаях как при решении 

технических, эконоuических или оборонных задач, так и при вы­

полнении крупных социологических исследований. Поэтоыу столь 

значиыой становится nроблеыа разработки общей теории преобра -
зо~ания алгоритыов (акад.В.М .Глушков28 ) и ~ообще теории управ­
ления сложныыи системаuи, об отдельных аспектах которой выше 

шла ресь, так как только при наличии ее в полной uepe uогут 
быть исnользованы столь ыощные средства ыатеuатического ыоде -
лирования. В настоящеи обзоре отмечены, конечно, только неко -
торые из общих вопросов теории сложных систеы и не нашли отра­

жения очень многие важные аспекты ее, связанные с проблеuати -
кой надежности сложных систеu29-30 , эффективности их31 , 32и т.д. 
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