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Zalaczniki



Streszczenie

Przedmiotem pracy jest porowata ptyta prostio& zorientowana w prostakym uktadzie
wspotrzdnych, obcizona w ptaszczynie srodkowej sitamisciskapcymi oraz rownomiernie
roztozonym cknieniem na catej powierzchni. Wtawosci mechaniczne
i fizyczne @ zmienne po grubdci ptyty i zaleza od porowatéci materiatu. Zmiana modutow
Sprzystasci i gestasci jest cagta i symetryczna wzgtlem powierzchnisrodkowej piyty.
Przykto liniowe zwazki fizyczne pomgdzy sktadowymi stanu nagienia i sktadowymi stanu
odksztalcenia oraz  oldleno nieliniowe  zwizki pomkdzy  odksztalceniem

a przemieszczeniem. Sktadowe odksztatceniaxoyia za pomagcprzemieszcze

Rd&zniczkowe rownania ruchu wyprowadzono za pompasady wariacyjnej Hamiltona.
Na podstawie teorii ptyt cienkich z uwzgdhieniem skaczonych ugi¢ okrelono napegzenia
I sity wewrgtrzne w ptycie. Wprowadzono funkcjsit oraz dwie funkcje przemieszdze
Otrzymany uktad réwnardzniczkowych rozwazano w sposob przybbny, stosujc metod
ortogonalizacyja Bubnowa-Galerkina. W efekcie otrzymano nieliniowde/nanie réniczkowe

zwyczajne drugiego ezu.

W pracy przedstawiono badania numeryczne, ktéreppoazvadzone zostaty w odniesieniu
do rozwizan analitycznych. Okrdono obszar rozwizaa dopuszczalnych dla badanej rodziny
ptyt prostoktnych. W pracy przedstawiono analistatecznéci statycznej ptyty poddanej
obcizeniom dynamicznym. Anakz oparto na algorytmie metody Rungego — Kutty.
W koncowym etapie pracy poréwnane zostaty wyniki regania analitycznego z wynikami
otrzymanymi za pomacmetody elementdéw skozonych przy @yciu programu ANSYS.
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Wykaz wazniejszych oznacza

— wspotrzdne uktadu kartezfeskiego,

— dtuga¢ ptyty w kierunku osi x,
— dtuga¢ ptyty w kierunku osi y,

— grubg¢ piyty,

— modut spgzystasci podiwznej,

— modut spgzystasci postaciowe),

— gestas¢ materiatu,

— bezwymiarowy parametr porowétg

— bezwymiarowy parametestacsci,

— sktadowe przemieszczenia punktu ptyty w kierwhkasi X, Yy, z,

— przemieszczenia styczne dowolnego punktu poaleizrodkowej,

Y., ¥,, 4, — bezwymiarowe funkcje przemieszaaegolniagce hipotez ptaskich

{
Ty
U£
w

przekrojow,
— bezwymiarowa wspotezina,

— energia kinetyczna,
— energia potencjalna odksztalceniaspstego,

— praca obaizenia zewnrtrznego,

Cy,-.--Cy,C,, — State catkowania po grudim piyty,

F
akl ’akz

NO,KR

— funkcja sit,

— parametry funkgciji sit,

— funkcje przemieszcage

— bezwymiarowy parametr ugia ptyty,
— liczba pétfal na diugei boku a,
— liczba fal na diugii boku b,

— obcizenie piyty,

— parametr obgienia piyty,

— sitasciskapca w kierunku osi X,
— sitasciskapca w kierunku osi vy,
— cinienie zewntrzne,

— krytyczne obcizenie ptyty,
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— najwkksze napgzenia zredukowane (nagzenia Hubera-Misesa),
o, - dopuszczalne nagrenia dla danego materiatu,

I —czas,

¢ - prdkos¢ narastania obgtenia zewgtrznego,
T — bezwymiarowy parametr czasu,

A — stopié podwyzszenia obaizenia krytycznego,
T - czas trwania obgienia impulsowego.
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1. Wstep

Wspotczesny rozwdj przemystu stawia dzisiejszymeyimmerom bardzo wysokie
wymagania jakéciowe i ilosciowe w zakresie projektowania oraz wytwarzania oczesnych
maszyn i urzdzer. Przykladem takich konstrukcji ma@g by¢ powszechnie
znane srodki transportu, a w szczegokud samochody, statki i samoloty. Maszyny
te powinny przede wszystkim charakteryzowsic duza wytrzymatdcia oraz wysol
trwaloscia i niezawodnécia. Znacacy wplyw na popraw ich jakaci ma dodatkowe
kryterium ekonomiczne zwiane bezpgednio z maksymalnym ohm@niem kosztéw
eksploatacji. W tego typu maszynach uwarunkowase te gtéwnie poprzez minimalizacj

ich catkowitej masy.

Z konstrukcyjnego punktu widzenia istotny wplyw rmdnizenie masy konstrukcji
ma optymalny dobor ksztattéw oraz zastosowanie wigmnich materiatbw na poszczegoéine
czesci sktadowe. Na calymiwiecie prowadzone asintensywne badania magge na celu
opracowanie nowych materiatow i technologii atgch na celu udoskonalenie ista®jch
rozwiagzan. W budowie maszyn i usdzen mechanicznych, ze wzglu na wymagane
wlasnagci  wytrzymaitgciowe i technologiczne, nadal a sto materialy metalowe.
Do ich produkcji wykorzystuje sizaréwno stale, jak i inne stopy metali, az@kszkio,
ceramile, polimery czy te kompozyty. Ze wzgldu na korzystny stosunek wiasob
wytrzymatagciowych do masy wlasnej, szerokie zastosowaniederzeszystkim w przensie
lotniczym znalazty nowoczesne stopy aluminium ote@mpozyty. Przyktadowy obraz
proporcji wykorzystywanych materiatdbw w produkginsolotéw przedstawia rysunek 1.1.

Jednym z podstawowych elementow w tego typu kokg@moh @ piyty i powtoki
cienkacienne. Piyty ze wzgtlu na swaj budow oraz charakter przenoszonych aben
zaliczane s do tak zwanych Zvigarow powierzchniowych. Elementy konstrukcyjne
tego typu najogciej traktujemy jako ciato o ksztatcie graniastpstuub walca prostego, ktore

charakteryzuje gibardzo mat grubagcia w stosunku do pozostatych wymiaréw.
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a)

I:] aluminiowa struktura plastra miodu

- metalowe poszycie, rdzen z innego materiatu
|: element z materiatu kompozytowego zbrojonego widknem szklanym,
z rdzeniem aluminiowym o strukturze plastra miodu

D element z materiatu kompozytowego
o strukturze plastra miodu pokrytego warstwa tytanowa

- element z materiatu kompozytowego
zbrojonego witknem szklanym Y

b)

zespot zebra
wsparnika
sitownika

plyty gérnego poszycia
o strukturze plastra miodu

aluminiowy osprzet
i dzwigary pfata

dtugosé: 130 cm
szerokoscé: 56 cm
powierzchnia: 1,5 m?
masa: 5 kg

S 7 g aluminiowy rdzen
) ) 0 strukturze plastra miodu
zespot przedniego Z
dzwigara i krawedz dolne i gérne poszycie
natarcia zebrozwiokna 7 kompozytu
szklanego
A zawiasy pfata wychylnego

taczniki

zawiasow

[pie¢ miejsc)
faczniki “\ iec miejsc
gornego E = e R
sitownika

plyta dolnego poszycia
o strukturze plastra miodu

Rys. 1.1. Przyktady zastosowania nowoczesnych iatater28]:

a) w samolocie transportowym Lockheed C-5A,) w podzespotach samolotéw Boeing
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Zgodnie z teod piyt i powtok, ptye uwaza st za cienld, jezeli stosunek grubmi do
krétszego wymiaru bokow w ptytach prositkych jest mniejszy
od 0.1, a w przypadku ptyt kotowych, gdy stosunakbgsci do srednicy jest mniejszy od 0.2.
Ptaszczyza dziehca grubcé ptyty na dwie rowne eZci nazywa si ptaszczyza srodkowg
ptyty, natomiast kontur ogranicagy ptaszczyza ptyty nazywa si brzegiem piyty.
Ptyty, jako czsci konstrukcji poddawaneagprzede wszystkim zginaniu. Istnieje jednak wiele
przypadkow, w ktérychscianki konstrukcji oprécz zginaniaa sdodatkowo sciskane.
Przy takim stanie obgien konstrukcja mge ulec zniszczeniu w wyniku wyboczenia.
Z tego powodu nieziolne jest projektowanie konstrukcji z odpowiednimmiatowaniem
warunkow wytrzymatéci i statecznéci. Kompromis pomidzy odpowiednim doborem
materiatbw oraz zapewnieniem optymalnych ksztaltdwastrukcji wymusit na isynierach

poszukiwanie coraz to nowszych rozman konstrukcyjnych oraz materialowych.

Od okoto potowy dwudziestego wieku silnie rozwijatgic tzw. konstrukcje
tréjwarstwowe (sandwich construction) skilag® sé z dwdch cienkich i stosunkowo
sztywnych warstw zewatrznych zwanych okladzinami (lub warstwami $ngmi)
oraz lekkiej i grubej srodkowej warstwy wypelniagej zwanej rdzeniem.
Wiasciwosci  uzytkowe takich konstrukcji zalg od okfadzin, a tale od warstwy
wypetniapcej, ktéra stanowi pewne podi spezyste dla oktadzin. Zastosowanie rdzeni
o zr&nicowanych ksztaltach orazzycie materiatbw o rinorodnych wiéciwosciach
mechanicznych uwidacznia napkszy zalet tych konstrukcji jak jest skuteczne
poprawienie sztywni i wytrzymalagci przy zachowaniu stosunkowo matej catkowite]
masie (Rys. 1.2). Gtownich wad, jest problem odklejania oktadzin od rdzenia oreabfem
Z uzyskaniem wysokiej jakoi pofaczen migdzy warstwami. Najegciej poszczegolne
warstwy hczono ze sabza pomog klejenia, spawania, zgrzewania, nitowania i ewalnie
lutowania. Konstrukcje te gtownie udoskonalano peprwprowadzanie nowych materiatow
(np. tworzywa, pianki, materialy ceramiczne) oramiax sposobdéw dczenia warstw
co w konsekwencji doprowadzito do powstania tecbgiokznie zaawansowanych konstrukcji

wielowarstwowych (advanced sandwich — type consbms) zwanych dzisiaj kompozytami.
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Rys.1.2 Przyktady konstrukcji tréjwarstwowych [83]

Kompozyty (tac. ompositus= ziazony) 1 to materiaty konstrukcyjne o niejednorodnej
strukturze, zbudowane z dwoch Ilub ¢egj sktadnikbw o odmiennych wihasiiach
mechanicznych i technologicznych. Materiaty tesgtucznie wytwarzane w celu uzyskania
whasnaci, ktdre nie mog by¢ osiagnicte oddzielnie przezaden z wysipujacych w nim
skfadnikéw. Podstawowym elementem kompozytu jegedymcza warstwa zwana tak
laming. Materiat ten sktada sina og6t ze skfadnika nazywanego elementem wznjacyim
lub zbrojeniem (Rys. 1.3) oraz lepiszcza (inaczajoovy). Pierwszy zazwyczaj wypuje
w postaci: ziaren, ptatkow, witdkien lub szkieletdwzicki znacznie wyszym widciwosciom
wytrzymatagciowym spetnia podstawawrole konstrukcyja. Natomiast drugi, oprocz funkcji
spoiwa whzacego ze sab elementarne sktadniki konstrukcyjne petni zakrok ochrony
przed czynnikami zewstrznymi (np. korozj). Wypadkowe wiasriei kompozytu w gtéwnej
mierze zalga od wtasnéci poszczegolnych jego sktadnikéw, ichsio w ogolnej obgtosci,
sposobu rozmieszczenia azalcech geometrycznych. Szczegllnym przypadkiem kagipw
sa laminaty, ktére $ zbiorem warstw (lamin) ulmnych jedna na drugiej
i polaczonych ze sapw procesie laminacji w sposob trwaly g samy zywica z ktérego
wykonana jest osnowa. Szczegplrcech tych materialdbw jest ich anizotroposéo
mechaniczna, w ktorej wytrzymatoi sztywna¢ jest bezpgrednio zalena od uformowania
i kierunku utazenia widkien konstrukcyjnych. Uwzglniajace & wtasciwos¢ konstrukcje te &

na ogot o wieledejsze i wytrzymalsze od wkszaci konstrukcji z materiatow jednorodnych.
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Rys.1.3 Przyktady elementow wzmaeruggh materiaty kompozytowe: [28]
a) cystkami dyspersyjnymi, b) ptatkami, c¢) widknaraciggtymi,
d) wtéknami cigtymi w postaci tkanin, e) szkieletowo, f)viamvo w laminatach
Teoria konstrukcji wielowarstwowych pozwolita naofmktowanie konstrukcji zimnych
z wielu warstw charakteryzagych sé zmienm skokowo @stdscia oraz zmiennymi
wlasnagciami wytrzymatdciowymi na grubéci (minimalmra w srodkowych i maksymakn

w zewrgtrznych warstwach).

Kolejnym przyktadem mie by tzw. konstrukcja integralna. Cecbharakterystyczntych
konstrukcji jest brak wyrinienia oddzielnych warstw. Zmiana \d¢awvosci wystkpuje poprzez
zréznicowanie @stasci w  kierunku prostopaditym do powierzchni (Rys.l.ANVarstwy
zewrgtrzne spetniajce rok warstw nénych wykonane gz materiatu o diej gestasci a tym
samym wysokiej wytrzymakei, natomiast w kierunku rdzenia stosuje¢ smateriat

0 coraz to mniejszejegtasci a wigC i mniejszej wytrzymaki.

zv z V
Rys. 1.4. Przykfady konstrukcji integralnych: a&miennej gstasci wypetniacza,

b) o skokowo zmienneggtasci wypetniacza [83]
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W ostatnich latach nagtito wyrazne przypieszenie rozwoju technologii wykonywania
konstrukcji o wiasngciach materiatowych charakteryzaych s¢ niejednoroda struktug.
Wspoiczesnym przyktadem mopg by¢ tutaj wysoko-porowate metalowe materiaty
0 strukturze komorkowej, wytwarzane najgdej na bazie stopdédw aluminium z litem,
magnezem, niklem, miedgii tytanem. Proces technologiczny mgledo dosy¢ mocno
skomplikowanych operacji (osadzanie chemiczne lekt®chemiczne, metalurgiproszkow,
naparowywanie pedmiowe, odlewanie oraz metody ciekto-fazowe), coajers¢ za zasadnicz
ich wact. Jednak wysoki poziom wdaiwosci fizycznych i mechanicznych (da sztywnéé
przy ograniczonym e¢rarze, zdoln& pochfaniania diych energii zgniotu, dobre wiasiud
izolacji cieplnej oraz ttumienia WSHZOW [ dzwigkdw) powoduje,
iz materiaty te 8 dzisiaj co raz powszechniej stosowane. Przykiademre by tutaj lekka
konstrukcja tréjwarstwowa z rdzeniem z pianek ahiowych stosowana w przesig
samochodowym na maski, przesuwne dachy czy pokbaggnikbw natomiast w przensie
lotniczym, ze wzgidu na izotropowe wiasiol oraz ognioodporrig, ptyty i panele
Z rdzeniem z pianek aluminiowych mipg@ powodzeniem zagii¢ warstwowe materiaty
kompozytowe z rdzeniem o strukturze plastra miobialezy zwrocié uwag na fakt,
ze ze wzgidu na swoje wiasrci, warstwowe materiaty kompozytowe o lekkim rdzeni
poczwszy od 2000 rokuasiednym z waniejszych materiatdéw konstrukcyjnych wchadych
w sklad seryjnie  produkowanych  samolotow  passkich, transportowych

I wojskowych zapewniag im wysok niezawodnéc.

b)

Rys. 1.4. Przykiady zastosowania materia()w porgalaze spienionego alumiium: [8]
a) dwie plyty o rénych gstasciach i wspotczynnikach porowdtn wytworzone meted
wtryskiwanego gazu
b) wielowarstwowa ptyta z rdzeniem ze spienioragminium oraz stalowymi warstwami

zewrgtrznymi wytworzona metqgdrzetapiania zagszczonych proszkéw.
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Pojawienie si konstrukcji porowatych nie byloby mlove bez wczéniejszej analizy
naukowo-badawczej. W roku 1940 Benjamin Sosnick ®AUpo raz pierwszy otrzymat
piank metalows z wielofazowego stopu o sktadnikachzmécych se¢ temperatug topnienia
i wrzenia, w ktérym po obgeniu cknienia i gwattownym ochtodzeniu jeden ze skladnikow
krzept, a drugi w postaci gazowe] powodowat jegoersgnie. Dopiero w 1959 roku
opracowano metad mieszania proszku metalu z materialem gazotworcaympostaci
wodorkow metali (gtéwnie wodorkiem tytanu, ktory wwysokiej temperaturze rozkladag si
na tytan i gazowy wodor powodigly spienienie). Kolejne modyfikacje tej metody mally na
dodawaniu srodka spieniajcego bezpaednio do topionego metalu. W taki sposob
rozpoczta sk ekspansja bada nowoczesnych materiatbw komoérkowych. W wielu
przypadkach uwea sk, materiaty te powinny ky traktowane jako nowa, oghna klasa

materiatéw irrynierskich.

Ogolny i wszechstronny przegl wkasndci mechanicznych i termicznych materiatow
porowatych po raz pierwszy przedstawili w 1999 rdkwans, Hutchinson i Ashby [34].
Rok p&niej ukazata si wspotautorska ksika Ashby i inni [3] traktowana jako swego rodzaju
poradnik projektowania metalowych materiatbw piagolw W pracy szeroko
przeanalizowano witasda mechaniczne, fizyczne, cieplne i akustyczne oz wptyw
na praktyczne zastosowanie w przélay Zaprezentowano przyktadowe metody oblicze
analitycznych oraz badawytrzymatgciowych z uwzgidnieniem stateczioi zaréwno
prostych konstrukcji belkowych jak i bardziej skdikpwanych konstrukcji warstwowych.
Poprzez liczne ilustracje graficzne oraz tabele aarye uwypuklono korz§ci wynikajace
z zastosowania metalowych materiatdow pianowyBhnhart [8] w 2001 rokyrzedstawit
obszerm prag z zakresu technologii wytwarzania, bada dawiadczalnych,
oraz zastosowania nowoczesnych materialtbw porowatyZ polskich opracowa
na szczegolna uwagzastuguje wydana w 2004 roku monografia Dohskaéego [28],
ktora jako jedyna w kraju zawiera petne i aktuain®rmacje na temat wtaséa nowych
materiatow iynierskich z uwzgldnieniem obowizujacych medzynarodowych norm.
Metalowe materialy komorkowe w zatesci od sposobu wytwarzania charakteryzsje
zréznicowary struktug poréw. Zmienny udziat procentowy poréw w catkoyvitebjetosci
materialu w daym stopniu wptywa na wiasha fizyczne i mechaniczne konstrukcji. Z tego
wzgledu problemy wytrzymakeziowe stag Sic zagadnieniami bardzo zonymi. Wiele prac
badawczych paviecono okréleniu zaleénosci pomkdzy modutem sprystcsci a gstascia

materialtbw porowatych. Relacjta badal m¢dzy innymi Gibson i Ashby [40],
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Choi i Lakes [19], Kovacik [60, 61], Koval'chenkdZ]. Przegid modeli dotyczcych
modutu spegzystasci materialtdbw porowatych przedstawili Kaczmarek bu@ygou [51].
Zagadnienie trojwymiarowego modelowania liniowo e¢gpstych otwartych komérek
pianowych zawarte jest w pracy Gan i inni [38]¢tik¢ matematyczne struktur porowatych
z uwzgkdnieniem efektéw plastycznych przedstawit w pracyielMczuk [86].
Evans i inni [35], przeprowadzili anatizooréwnawcz wlasnagci materiatdw komdrkowych
ze wzgkdu na kryterium masy oraz wygpbwania zjawiska dyssypacji. Zdokgo
pochfaniania energii przez materiaty porowate zagmtowano w pracach [92, 120].
Efekt deformacji oraz ¢gkania scianek komorkowych porow w zadeosci od obcazenia
oméwiono w pracy Markaki i Clyne [84]. Bart-Smithimni [9] przedstawili symulagj
zginania belki trojwarstwowej z porowatym rdzenielRraktyczne zastosowanie metalowych
materialtbw  porowatych w typowych konstrukcjach =zapntowano w pracy
Simone i Gibson’a [100].

Piyty i powloki jako konstrukcje cienkoienne szczegOllnie naxme § na utrag
statecznéci. Istotne jest wic ze wzgtdébw wytrzymatdciowych poprawne okggenie
statycznych oraz dynamicznych aolen krytycznych. Rozwdj teorii piyt i powiok
przedstawiono w monografii [4, 50, 121], natomiasirys historyczny wytrzymadoi
materiatbw zamieszczono w monografii [104]. Podstae zagadnienia teorii sgystcsci
zamieszczono w pracach [48, 65, 106]. Klasyczny oporii ptyt i powtok zaprezentowano
przyktadowo w monografiach [29, 41, 42, 107]. 8pd starszych prac paigconych
zagadnieniu stateczém pltyt warto wyr@ni¢ monografie Timoshenki i Gerego [105],
Volmira [110] oraz Brzoski [12]. Ze wspobiczesnycpracowa z zakresu mechaniki piyt
wymienic mazna monografie pod redalgcj Wozniaka [121], monografie autorskie
Kaczkowskiego [55], Bazanta i Cedolina [10] oraz Roowa [94]. Wydana w 2001 roku
monografia pod redakgcj Wozniaka [121] jest ogdlnym a zarazem syntetycznym
przedstawieniem wspotczesnej wiedzy na temat tpiytiii powtok spezystych. Ze wzgidu na
rozny stopié ogolncgci rozwaan i ich zwiazek z zagadnieniami ignierskimi prae
podzielono na pt niezalenych czsci. Podgto prole jednolitego  spojrzenia
na problematyk formutowania podstawowych rowimadznych teorii ptyt i powtok w ramach
duzych odksztatce sperzystych. Zaprezentowano zety wyklad teorii spezystdsci.
Przedstawiono whe maliwosci formutowania teorii ptyt oraz eihe warianty rowna
podstawowych. Analizowano liniowe i nieliniowe tepptyt cienkich orazredniej grubéci.

Uwzgledniono zagadnienie statecZob  oraz elementy dynamiki piyt.
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Na szczegolp uwag zastuguje bogaty przegl bibliograficzny licacy ponad
dwa i pot tysica pozyciji. Na jego podstawie powstata watiowa cz$¢ zawierajca przegid
roznych teorii ptyt i powtok w historycznym procesiehi formutowania. Ze wzgtlu
na zawarty material i spos6b przedstawienia tepiyt godna polecenia jest rownie
monografia [55]. Ogoélny przegd podstawowych probleméw statec&cio konstrukciji
przedstawiono w pracy [10]. Nbzy innymi badano wytrzymalé oraz stateczro
najczsciej spotykanych w praktyce konstrukcji ptyt. Omoéwd szereg rmych przypadkow
ich obchzenia i utwierdzenia. Do okfkenia obcizen krytycznych wykorzystano meted
energetyczp Oprocz rozwizaa dokltadnych zastosowano fak przyblzone metody
wariacyjne, szczegolnie Ritza oraz Galerkina. Wszgl czéci badano sity pokrytyczne
Zz uwzgkdnieniem teorii digych odksztatcé Teoretyczne podstawy obliczania konstrukcji
warstwowych przedstawiono w pracach [83, 94]. Wepi83] oprocz zagadniestateczngci
w zakresie sgzystym i spezysto-plastycznym przeprowadzono praeglpodstawowych
poje¢ i metod optymalizacji. Jednym z przykladow bylatyopalizacja wielokryterialna
trojwarstwowych piyt. Monografia Romanowa [94] dieeryzuje si odmiennym
podegciem do obliczé konstrukcji tréjwarstwowych poprzez zastosowanie modelu
analitycznym hiperbolicznej hipotezy tréjosiowegt@ral przemieszcherdzenia. W pracy
wiele uwagi péwigcono analizie stateczém plyt. Rozpatrywano mdzy innymi przypadek
utraty stateczrimi ptyty swobodnie podpartej na catym konturzeciskanej w jednym
lub dwoch wzajemnie prostopadiych kierunkach. Zagméowano wyniki bada
doswiadczalnych w celu okéienia obcizen krytycznych ptyt warstwowych ohgionych
stycznie. Przedstawiono tak zalenosci mapce wplyw na tlumienie i energoabsorbc]
podczas drgania piyt.

W badaniach stateczém plyt istotnym czynnikiem magym wplyw na okréenie
obchzen  krytycznych  jest przycie odpowiedniego modelu  matematycznego
uwzgkdniapcego struktug ptyty. Ztozoncs¢ problemu uwidacznia siw przypadku piyt
charakteryzujcych sg¢ zmienm struktup materiatu, przyktadowo: zmiean gestdicia
w konstrukcjach integralnych lub da konfigurach warstw w konstrukcjach warstwowych.
Istotne jest tutaj zastosowanie odpowiednich hipdimematycznych. W klasycznej teorii
ptyt i powtok przyjmuje si hipotez Kirchhoffa-Love zakladagej, ze przekréj ptaski przed
odksztatceniem pozostaje f@kptaski po odksztatceniu. Zaldakiego podegia jest prostota i
mozliwos¢ stosowania rozwezan wyprowadzonych dla ptyt jednorodnych. Gltaywvady jest

tutaj pomijanie sit poprzecznych i przemieszgzektdre ograniczaj stosowanie
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tej metody w przypadku pityt o zmiennej strukturza grubdci. Zeby pokona wyzej
wspomniane trudrigi stosuje si hipotezy wyszych rzddw, uwzgtdniajacych medzy innymi
efekt scinania w  przekroju poprzecznym  piyty.  Przykladem pracowania
poswieconego rozwizaniu tego problemu jest praca Wang'a i innych [llAutorzy
przedstawili nie tylko wlasne rozuzania, ale te przeghd wczéniej dokonanych préb
modelowania belek i ptyt. Natg zaznacz§, ze we wspoélczesnych opracowaniachzalu
miejsca zajmuj ptyty kompozytowe. Wilde i Zborata w pracy [117tzpdstawili przegid
podstawowych hipotez ,linii tamanej” ptyt i powtdlompozytowych, natomiast w pracy [118]
przeghd r&nych teorii laminowanych kompozytowych pilyt i powito Gruntowny
przeghd z dziedziny modelowania pityt wielowarstwowych wra bogai bibliografia
zaprezentowat Carrera [15]. Rozwo0j wariacyjnej iiedReissnera oraz zastosowanie
w modelowaniu wielowarstwowych piyt i powtok omowm w pracy [16]. Przegtl
historyczny teorii linii famanej omowiono w pracyl7]. Poréwnanie teorii stosowanych
w modelowaniusciskanych i zginanych wielowarstwowych ptyt komptmyych mana
przesledzi na podstawie pracy Idibi i inni [49] oraz Gu i @opadahyay [47].
W pracy Fares’a i Elmarghany’a [36] przedstawioradpskonalon nieliniowa teork linii
lamanej pierwszego ¢du z uwzgtdnieniem efektuscinania. Opisana teoria spetnia warunki
ciaglosci na powierzchniach przylegania warstw oraz na ipaehniach zewgtrznych.
Zalet, jej jest uwzgtdnienie napgzen miedzywarstwowych bez potrzeby stosowania
wspotczynnikdw koryguicych efekt scinania. W pracy przedstawiono wyniki obliéze
numerycznych dla nagren i odksztalca. Nastpnie przeprowadzono weryfikgcg danymi
zamieszczonymi w literaturze dla laminatow 2sgych redéw. W pracy Vasiliev'a [109]
przedstawiono koncepcje modernizacji klasycznejriiteptyt széstego rgdu pierwotnie
opracowanych przez Reissner'a, Hencky'ego i Balle'aW przeciwigstwie
do dotychczasowych interpretacji tych teorii beaskicznegdcinania w teorii odksztatconej
ptyty wykazano, ze poprzez poprawne przeksztalcenie rawnorii széstego lu
za pomog klasycznych metod rachunku wariacyjnegozm zredukowa do uktadu dwoch
czastkowych roéwna rézniczkowych. Jedno z nich odpowiadaadzacemu réwnaniu
klasycznej teorii ptyt Kirchhoff'a, drugie wprowaolzemu przez Reissnera. Aby poprze
prezentowasm koncepcje przedstawiono istrieg sprzeczriwi w dotychczasowej teorii
czwartego rgdu. Proponowan interpretagj, ktéra jest catkowicie inna hiteorie pierwotne,
nazwano nowoczegnforma klasycznej teorii pityt. Sformutowanie zadastateczngci
dla wielowarstwowych piyt kompozytowych przedstawiluc [88]. W rozwizaniu

uwzgkdniono metod energetyczm z wykorzystaniem funkcjonatu catkowitej energii
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potencjalnej uktadu w formie Lagrange’a. Zaprezeaioo trudnéci zwiazane z budow
powierzchni granicznych dla ptyt poddanych dzialarmobchzen ztozonych §ciskania
i §cinania). Zwrécono uwagna mnogé¢ problemdéw zwizanych z analiz wyboczenia piyt
kompozytowych spowodowanych odmianrstruktug materialu (efekty higrotermiczne,
delaminacja, koncentracja napen wokét otwordéw, pryzmatycznych i falistych struktur
ptytowych). Podkrdono take konieczné¢ optymalizacji zaréwno konfiguracji
jak i grubgci laminatu. Kant i Swaminathan [53] badali utragtatecznéci swobodnie
podpartych pityt kompozytowych i warstwowych. Badanprzeprowadzono w oparciu
0 zaproponowan we wczéniejszych pracach, przez pierwszego z autorow, kawdory
teorie wyzszego rzdu. Przedstawiony w pracy model odksztatcenia kaksfi uwzgkdnia
dziatanie sit poprzecznych oraz nielinipygmiare przemieszcze na grubéci ptyty. Dzigki
temu wyeliminowano potrzeb stosowania wspotczynnikbw korygajch $cinanie.
Roéwnania réwnowagi otrzymano z zasady minimum eénepgtencjalnej, nagpnie
rozwiazano metog Naviera. Autorzy przeprowadzili anatiznumeryczn dla wilasnego
oraz czterech innych modeli proponowanych w litg. PorOwnanie wynikow
przedstawiono w sposob tabelaryczny i graficzny.z¥¥gé¢ zaproponowanego przez siebie

modelu autorzy interpretupzyskaniem doktadniejszych wynikow.

Badania analityczne wytrzymaio i statecznéci konstrukcji porowatych przeprowadzili
Magnucki i inni w pracach [27, 73, 76-77, 79-82]zcZeglla uwag nalery zwrdci
na model matematyczny, w ktorym prag nieliniowa hipotez odksztatcenia ptaskiego
przekroju poprzecznego na gréboscianki z uwzgtdnieniem efektuscinania. Skladowe
pola odksztatag okreslono za pomog liniowych zwiazkéw geometrycznych. Przyp rowniez
nieliniowy rozklad wildciwosci mechanicznych materialu  na grdbio scianki.
Pierwsze prace z powszymi zatgeniami przedstawili w 2004 roku Magnucki i Stasiexvi
[81, 82]. Pierwsza z nich dotyczy zagadnienia wytratoici a druga wyboczenia sgiyste;,
izotropowej belki porowatej. Analogiczne badaniaa dporowatej plyty prostaknej
przedstawiono w pracy [79], a dla piyty kotowej wagy [73]. Zagadnienia wytrzymaici
i statecznéci niejednorodnych ptyt i powtok cienkadennych, wykonanych jako konstrukcje
trojwarstwowe lub jednowarstwowe z materiatdbw paabeh, oméwiono w monografii
Magnuckiego, Mielniczuka i Ostwalda [80]. W pracyzgdstawiono podstawowe cechy
i wlasngci mechaniczne materiatbw porowatych. Szczegdlnwag zwrdécono na rel
parametréow  struktury  przy oldeniu  zastpczych  statych  materialowych.

Przedmiotem badabyla miedzy innymi porowata piyta prostbhka obcizona cénieniem,
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lub sciskana w swej ptaszczie. Wyniki zweryfikowano za pomacmetody elementéw
skaiczonych. Dodatkowym rozwigtiem wyej prezentowanego modelu jest pezyg
nieliniowych zwiazkow pomedzy przemieszczeniem a odksztatceniem. Model wrtakgciu
zaprezentowano w pracach ¢lidwskiego i Magnuckiego [27] oraz Magnuckiego
I Magnuckiej-Blandzi [77]. W pracy [27] przedstawm zagadnienie utraty stateczoio
porowatej ptyty prostaktnej obciazonej tarczowo. W badaniach wyznaczono przebiegyutra
statecznéci dla wybranej rodziny pityt z uwzglnieniem ranych kombinaciji
dwukierunkowego obgrenia oraz rénego stopnia porowaia piyty. W pracy [77]
analizowano rgne warianty rozwizan konstrukcyjnych tréjwarstwowej belki z porowatym
rdzeniem. Wyznaczono ugie, rozklady naggzen w przekroju poprzecznym belki, orazesit
krytyczrmp. Szczegola uwag: zwrdcono na efektywny rozktad porowstordzenia z uwagi
na najweksze obcizenie krytyczne. Binieliniow teori obliczania konstrukcji warstwowych
przedstawiono rownie w pracy Romanowa [93]. Wyprowadzono uogélnione rréamia
rozniczkowe dla matowyniostych powlok oraz ptyt. Armali oparto na tréjosiowym
nieliniowym stanie przemieszazerdzenia (hipoteza hiperboliczna) oraz na geometigc
nieliniowej teorii. Réwnania wyprowadzono na podsta rbwna rownowagi elementu
warstwowego. Przyktad jednoosiowegéciskania tréjwarstwowej piyty prostataej
przedstawiono w pracy Romanowa i Najdychora [95}tePpodparto przegubowo na dwoch
krawedziach. Przedstawiono analiz obchzen nadkrytycznych. Podobne badania
dla sprasowanych jednorodnych piyt 2z usztywnionyrmewrgtrznymi  warstwami
przedstawiono w pracy [96]. Warstwy wykonano z Rian poliuretanowej

a ich przemieszczenie opisano za pogtapotezy hiperboliczne;.

Kolejnym czynnikiem wptywajcym na obcizenia krytyczne piyty jest charakter
obcihzenia. Weksza¢ badaczy analizowalo w swoich pracach gtratatecznéci piyt
poddanych jedno lub dwuosioweniciskaniu, o statym lub liniowo zmiennym wvgyeniu sity
na diugdci ptyty. W pracach bada esirowniez rozne przypadki podparcia. W zatesci
od zastosowania uwzglnia s¢ w réznych konfiguracjach kragdzie ptyty swobodnie
podparte, utwierdzone, spyscie podparte lub swobodne. Jednym z badanych pikypa
w pracy Wilde i inni [116] byla ptyta prostaetha swobodnie podparta na trzech kgdmiach
I z jedra krawedzia swobodr. Plyte wykonano z materiatu jednorodnego. Konstrakcj
obckzono réwnomiernie roztmnymi sitami $ciskapcymi na dwdch przeciwleglych
swobodnie podpartych brzegach. Takie same przypal&hzenia i utwierdzenia przgio

w pracy Magnuckiej-Blandzi i innych [73]. Badanoyfgt trojwarstwows z metalowym
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porowatym rdzeniem. Prayp zmienny rozktad wkxkiwosci fizycznych i mechanicznych
na grubdéci rdzenia. Do opisu pola przemiesztzedzenia przyjto nieliniowa hipotez
odksztatlcenia ptaskiego przekroju poprzecznego. Yecyp przedstawiono rozwdanie
zagadnienia statycznego. Wyniki obliaGazsumerycznych poréwnano z wynikami analizy MES.
Kang i Leissa [52] badali pfyt prostokitna s$ciskary osiowo na dwoch przeciwlegltych,
swobodnie podpartych kragdziach. Dla pozostatych dwéch kredzi badano rne warunki
podparcia. Uwzgidniono miedzy innymi przypadki brzegéw utwierdzadmycswobodnie
podpartych, swobodnych, spyscie podpartych oraz ich kombinacji. Analizowanazmé
przypadki liniowo zmiennego rozktadu ohienia wzdhi brzegéw plyty. Poszczegdlne
warianty rozwiazano z uwzgidnieniem metody Frobenius’a. Wyniki obli¢zgporéwnano

z wynikami dosipnymi w literaturze. Rine przypadki nierownomiernego rozkiadu
obcihzenia ptyty badali réwnie w zakresie spgystym Walczak i Mania [113]
oraz spgzysto-plastycznym Gdzki [44]. W pracach analizowanozriie przypadki podparcia
przy zmiennych kombinacjach kradzi swobodnie podpartych i utwierdzonych. W pracy
[113] badano prostakna piyte trojwarstwows z lekkim wypetniaczem, natomiast
w pracy [44] ply¢ o strukturze jednorodnej. Shahabian i Roberts [p&edstawili
przyblizona metod wyznaczania obgken krytycznych piyt prostaknych w zalenosci
od r&nych kombinacji nierbwnomiernie rozionego obcizenia.

Podczas éciskania osiowego istotny wpltyw na dmms¢ konstrukcji mag wskpne
imperfekcje inaczej mowt odchylenia od geometrycznie idealnego ksztaltpraktycznego
punktu widzenia, niemdiwe jest wykonanie cienlégiennego éwigara bez uwzgdnienia
wstepnych ugé¢ czy napezen pocatkowych, ktére powstaj przyktadowo w procesie
spawania. Przyktady pilyty prostgtkej oraz paneli walcowej swobodnie podpartych
na dwoch brzegach i dwoch swobodnych przeanalizowanpracy Magnuckiego [78].
Rownania  rOwnowagi  zapisano z  uwglieniem  wsfpnych  imperfekcji.
Okreslono obciazenia krytyczne poprzez poréwnanieiezek roéwnowagi w zalbenosci
od geometrycznych niedoskon&o paneli i piyty. Lin i Zhang [72] analizowali
stan krytyczny i zakrytyczny swobodnie podpartejmkozytowej plyty prostaknej.
Uwzgledniono wptyw pocatkowych imperfekcji, efekt poprzecznegonania oraz interakej
scinania i zginania. Yang i inni [123] przedstawbadanie wrdiwosci na imperfekcje
funkcjonalnie uwarstwionych ptyt. Wykorzystano teowyzszego rzdu uwzgédniajca

efektscinania.
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Bardzie] zl@onymi modelami matematycznymia Snodele opisuce zachowanie i
konstrukcji w stanie zakrytycznym, a zwlaszcza vkrggcznym spgzysto-plastycznym.
Do rozwhkzania tego typu zagadnienia w sposeisty stosuje s nieliniowy ukfad réwna
rozniczkowych castkowych, natomiast analiza w przypadku metod przghych
(energetycznych lub wariacyjnych) prowadzi negjckEj do nieliniowych rowna
algebraicznych. Zagadnienie stanu krytycznego ppagpartej przegubowo na wszystkich
brzegach zostato rozgdane po raz pierwszy, metpénergetyczqy przez G.H Bryana [13].
Natomiast jedm z pierwszych prac gwigconych zagadnieniu standw zakrytycznych piyt
w zakresie sprystym jest wspoétautorska praca Karman'a, Sechlér®onnel'a [54].
Autorzy jako pierwsi zaproponowali wzér na tzw. rsse@s¢ efektywry (zredukowan) piyt
sciskanych. Natomiast Winter [119] w oparciu o proeypadzone badania éleiadczalne
zmodyfikowat wzér Karman’a, uwzgliniagc w nim uggcia wstpne piyt. Analiz stanu
napkzenia prostoitnej izotropowej tarczy znajcagej Sk w stanie zakrytycznym,
wywotanym zginaniem w ptaszcayie tarczy omowiono w pracy Walczaka [112].
Przygto stah gruba¢ oraz swobodne podparcie na catym obwodzie. Zagadnrozwizano
w oparciu o nieliniow teori ptyt z uwzgkdnieniem daych ugk¢. Ze wspoiczesnych
krajowych opracowa warto zwrdot szczegbla uwag na pra¢ zbiorows pod redake
M. Krolaka [66]. W tréci monografii oprécz podstaw teoretycznych i metogmiarowania
omowiono zachowania i praktyczne metody obliczastanow zakrytycznych i B8oosci
granicznej dwigaréw cienkdciennych. Jednym z szeroko omawianych przyktadowa by
cienkacienna ptyta prostatna poddana dihvym kombinacjom obgienia. Badania
przeprowadzono w zakresie apyrstym i spezysto plastycznym. Wyniki poréwnano
z wynikami bada doswiadczalnych oraz wynikami dagmnymi w literaturze. W pracy
Bakker'a i innych [7] przedstawiono analizzakrytyczm swobodnie podpartych piyt
prostolkitnych  poddanych jedno i dwuosiowemdyciskaniu. Uwzgidniono model
dwu pasowy, ktérego zaletjest bardziej wnikliwe badanie utraty statecmnoptyty.
Rownania wyprowadzono z wykorzystaniem funkcji ity wyciu metody energetycznej.
Uwzgledniono stosunek sztywld pokrytycznej do sztywrigi wskpnej. Otrzymany model

poréwnano z innymi dogbnymi w literaturze.

W rzeczywistych konstrukcjach kdy element, w mniejszym lub wkszym stopniu,
poddany jest obgkeniom dynamicznym, ktére powodujuch elementu. Plyty ze wzglu
na swoj geometr oraz zastosowanieg Swyjatkowo wraliwe na tego typu obgkenia.

Zagadnienia dynamiczne piyt nadehistorycznie do najstarszych w literaturze przedmi
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Chladni (1756-1827) jako pierwszy poprzez badaroéwihdczalne wykazat istnienie linii
weztowych drga wilasnych piyty swobodnej na calym obwodzie. Piesvsproby
ich teoretycznego opisania paldw 1789 roku J. Bernoulli. Od tego czasu rozpbcsie
burzliwy rozwéj dynamiki ptyt i trwa do dnia dziggeego. Efektem zainteresowania tym
tematem jest kilkutygtzna liczba rénych opracows, prac przegidowych, monografii oraz

oryginalnych rozpraw.

Podstawy dynamiki w bardzo ogélnym eciu przedstawiono w monografii
Wozniaka [122]. Zagadnienia dynamiczne ptyt przedstaei @ przyktadowo
w monografiach Mindlin’a [87], Nowackiego [89], Gonan'a [43]. Na szczeg&@nuwag:
zastuguje praca o charakterze pradgivym Leissy [70] licaca w sumie ok. 500 prac
dotyczicych dynamiki ptyt. Zagadnieniom statecgzciodynamicznej p&wiccono monografie
Bolotin’a [11], Volmir'a [111] oraz Grybosia [45W pracy [11] przedstawiono szczegbtowe
teorie stateczrioi konstrukcji poddanych ohkgieniom pulsuicym. Szczegép uwag:
poaswigcono konstrukcjom gtowym oraz ptytowym. W monografii [111] obszernie
przedstawiono nieliniowe drgania pityt i powlok. dgch przyktadow byla analiza
statecznéci dynamicznej cienkich ptyt z uwzginieniem wstpnych uge¢. Autor jako
pierwszy okrélit kryterium wyznaczania krytycznej amplitudy imipu obcazenia
powodupcej utrat stateczngéci, ktére do dnia dzisiejszego jest powszechniesst@ane
pod nazw kryterium Volmira. W monografii [45] omoOwiono zadj@enia stateczrioi
konstrukcji pod obeizeniami uderzeniowymi. Na wgiie omowiono podstawowe
wiadomdaci teorii statecznai dynamicznej oraz propagaciji zaburae osrodku spezystym.
Nastpnie przedstawiono modele ohan konstrukcji oraz typowe przebiegi obien
quasi-impulsowych. Zwrécono uwagna szczegoblne znaczenie w teorii statefa@no
dynamicznej rownania Mathieu, ktérego rozménie wykorzystuje si do okrélenia
np. obszarow stateczéw konstrukcji poddanych olgieniom pulsujcym. W dalszej ogci
pracy przedstawiono zagadnienie stateézinodznych konstrukcji, poddanych oktenym
obchzeniom dynamicznym. Jednym z prezentowanych przykiatiyta analiza stateczéw

dynamicznej ptyty prostatnej poddanej rinym kombinacjom obgienia.

Z nowszych prac obejmagych swoim zakresem zagadnienie stateg@ndynamicznej
maozna wymiené przyktadowo Szczmiaka [101], Doyle’a [30], Qatu [91], Awrejcewicza
I Krysko [5] oraz Kowal-Michalsk [64]. W monografii [101], przedstawiono wybrane
zagadnienia z dynamiki ptyt. Na wpte omowiono podstawowe prawa i zasady mechaniki

teoretycznej Do uwagi  péwiecono drganiom piyt o $redniej  grubéci,
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a wiec z uwzgtdnieniemscinania i bezwladniai obrotowej. W sposéb elementarny opisano
podstawowe zaimosci w teorii ptyt cienkich isredniej grubéci. W zasadnicze] &Zci
monografii przedstawiono rozwania na temat drga wymuszonych pochodeych
od obciazen impulsowych, harmonicznych, ruchomych i innychc&xolne znaczenie maj
przyktady obliczeniowe, ktore w sposéb obrazowywadeciedlaj praktyczne zastosowanie
licznych teorii prezentowanych w tej pracy. Mond@grd30] jest obszernym zbiorem wiedzy
inzynierskiej z zakresu metod obliczeniowych konstjukcienkosciennych. W pracy
zwrocono szczegGin uwag ha konieczn& rozwigzywania zagadnie mechaniki

z uwzgkdnieniem nieliniowych zjawisk zachogzich w wewrtrznej strukturze materiatu.
Badania analityczne w gtdbwnej mierze rozmdno metodami  wariacyjnymi
z uwzgkdnieniem duaych odksztatce Monografe [5] poswiecono badaniom dynamiki
chaotycznej belek, ptyt i powtok wykonanych z mater niejednorodnego. Na weglie
oméwiono podstawy modelowania konstrukcji oraz pesewe pogcia teorii stateczrioi
sprzystej. Nastpnie omoOwiono podstawowe postacie kryterium engogeego
bifurkacyjnej utraty stateczéo. Po czym szczegOtowo opisano, szeroko stosowane
w badaniach stateczéwm piyt, przyblizone metody typu Bubnowa-Galerkina. W dalszej
czesci omoOwiono zagadnienia liniowych i nieliniowychgdh ptyt i powtok. W duej czsci
pracy przeprowadzono badania numeryczne w zakcdkgigh i utraty stateczri@i powiok
prostokitnych oraz walcowych (w ggiu statycznym i dynamicznym). Ostatecznie omowiono
scenariusze przagia od ruchéw harmonicznych do chaotycznych orazegstawiono
porobwnanie wynikébw bada drgan chaotycznych, podatnych prositkych powiok,
uzyskanych za pomac metody Bubnowa-Galerkina oraz metodyznié skaczonych.
Najnowsze badania z zakresu stateéZnalynamicznej kompozytowych konstrukcji
ptytowych przedstawiono w monografii [64], natontiabada drgax ptyt i powitok

w monografii [91].

Pierwsze prace z zakresu dynamiki ptyt dotyczytgadlr Przeghd prac péwigconych
statecznéci dynamicznej ptyt i powtok w latach 1987-2005 guigtawili Sahu i Datta [97].
W pracy Wang'a i innych [115] przeprowadzono badarstateczriei dynamicznej
lepkospezystej ptyty prostoktnej. Rownanie riniczkowe ruchu plyty wyprowadzono
na podstawie teorii cienkich plyt oraz dwuwymiar@hy r&zniczkowych zwazkow
konstytutywnych (Laplace’a). Przedstawiono rownievyprowadzenie riniczkowego
rownania ruchu na podstawie modelu Kelwin-VoigtRtyte obchzono réwnomiernie

roztozonymi sitami stycznymi. Uwzgtiniono rG@ne przypadki podparcia (cztery lub dwie
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krawedzie swobodnie podparte oraz dwie kedaie utwierdzone). Okéono bezwymiarow
post& trzech pierwszych estotliwoici ptyty oraz czynniki majce wplyw na stateczgé
dynamiczm badanej ptyty. W pracy przedstawiono rowngynamiczne kryteria stateczoo
konstrukcji oraz poréwnanie wynikbw otrzymanych yrzpomocy dwdéch metod
(réznic skaiczonych oraz Bubnowa-Galerkina). W pracy Leissy ] [G¥&zedstawiono
historyczne podstawy stosowania metod Rayleigh’®itz’a do obliczé rzeczywistych
czestasci drgan whasnych érodkéw cagtych (strun, petdw, belek, membran oraz piyt)
przy zatl@eniu odpowiedniego ksztaltu oraz ustawieniu maksimanergii potencjalnej
i kinetycznej w cyklu ruchu jeden po drugim. W pramzedstawiono szczegétowe badania tej
metody oraz sposOb przedstawienia przez poszczasgolnautoréw: Rayleigh’'a
oraz przez Ritz’a. Na podstawie przeprowadzonegmghdu literatury autor konkluduje
nad poprawngia nazewnictwa metod. Badania dynamicznej stateckn@atkowicie
swobodnej piyty prostaknej poddanej pwednio dziataniu sit wtérnych przedstawiono
w pracy Kim'a i Park’a [56]. Badaniécisle zwiazano ze zmian pozycji linii dziatania sity
oraz zmian wydtuzenia ptyty. Jeeli sita wtdrna dziata w poedniej (medzy brzegami)
czsci plyty, musza zosté przeanalizowane dwa obszary piyty. Z powodu rahkiasit
bezwtadnéci ptyty, jeden z obszar6w podlega analizie $d#iskapcych a drugi sit
rozchagajacych. W pracy zastosowano zasadamiltona Wyniki obliczé przedstawiono
za pomog krzywych na wykresach. Deolasi i Datta [24] badaftyw parametrycznego
wzbudzenia na niestateczne obszary ptyty poddanefatiu okresowych sikciskapcych
lub rozchgajcych rozt@onych na krawdziach ptyty w sposéb miejscowy. Uwzdhiono
efekt scinania oraz inercji. Badano oraz oméwionan® konfiguracje obgienia. Zwrécono
szczegobln uwag: na wczéniejsze pojawienie siobszarow niestatecznych w przypadkach
obciazen potazonych w pobtiu naranika ptyty. W pracy Shimpi i Patel'a [99] przedsiano
rozwiniecie udoskonalonej teorii dwoch zmiennych (RPT) vugerzeprowadzenia analizy
drgax swobodnych plyt. Zastosowanie teorii omowiono nazyktadzie jednorodnej
izotropowej piyty prostoktnej swobodnie podpartej na wszystkich brzegach. ws&pie
pracy w prosty sposéb przedstawiono rozwoj podstawgh teorii ptyt uwzgtdniapcych
efekt §cinania w przekroju poprzecznym. Wykazane, w przeciwiéstwie do innych teorii
posiadajcych sprzeczrimi, proponowana teoria jest wariacyjnie zgodna.z@trano dwa
rownania rzadzace sprzzone bezwladn@iowo bez zadnych sprgzen sprzystych.
Wystepuja tylko dwie nieznane funkcje wobec trzech w przypadteorii Mindlin’a.
Z réznych wzgedow autorzy wskazaj na wysokie podobiestwo prezentowanej teorii

z klasyczi teorip ptyt (CPT). Przedstawiona teoria nie wymaga uwdglenia czynnika
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korygujacego efektscinania. Napgzenia scinapce & zmienne parabolicznie na grulod
ptyty. W analizie stateczdoi dynamicznej konstrukcji poddanej okresowo zméemnno
obcihzeniu w czasie szczegdlne znaczenie ma réwnanie idlatiPodstawy teoretyczne
oraz zastosowanie tego réwnania opisano w sposiiegatowy w pracach [30, 45, 85, 111].
Badania statecz8oi dynamicznej konstrukcji porowatych sprowadeggh ukiad réwna
ruchu do réwnania emiczkowego Mathieu miana przéledzic w pracach [26, 75]. W pracy
Magnuckiej-Blandzi i Magnuckiego [75] analizowanmrpwat ptyte kotowa $ciskary
promieniowo. Badania przeprowadzono dla dwoch mdipw utwierdzenia brzegow piyty
(swobodnie podpartej i utwierdzonej). Natomiast yglad porowatej piyty prostenej
swobodnie podpartej na catym obwodzie i poddangpgesiowemusciskaniu omowiono
w pracy xbowskiego i Magnuckiego [26]. W obydwu pracach d$etaosci mechaniczne
po grubdci 3 zmienne i zales od porowatéci materiatu. Najpierw zdefiniowano
pole przemieszcie w dowolnym przekroju poprzecznym piyty a rpsie znaleziono
skladowe odksztatcenia oraz stanu pa@r. RoOwnania stateczéc dynamicznej
wyprowadzono z zasady Hamiltona, a gaste rozwazano w sposob przybny przy uyciu
metody Bubnowa-Galerkina. W zatexsci od parametrow porowatc i obchzenia
okreslono granice niestatecznych obszar6éw. Gbadeyarda[@9] badali dynamicanreakcje
ptyty prostokitne] Mindlin'a w zakresie sgpgystym poddanej ruchomemu ohgeniu.
Plyta zostala swobodnie podparta na k@dwiach zewatrznych. W réwnaniach
uwzgkdniono efekt deformacjscinania oraz inercji obrotu. W pracy przedstawiomotyw
maksymalnych sikcinajacych, zginaicych oraz momentow sgajpcych na ugicie piyty.
Fares i Zenkour [37] badali dynamiezrodpowied niejednorodnych, kompozytowych
laminatow prostoitnych. Przedstawiono wyniki baglanumerycznych egstotliwosci drgan
wiasnych oraz dynamicznych sit krytycznych z uwdgieniem poprzecznej symetrii warstw
laminatu. Badano wplyw stopnia niejednoroglip wspétczynnikbw  ksztattu,
oraz wspoitczynnika ortotropii na wasto czgstasci drgan wkasnych oraz krytycznych sit
wyboczenia. Z bada wywnioskowano, ze klasyczna teoria plyt jest nieodpowiednia
do analizy laminatow oraze drgania wlasne oraz stan stateézncs Scisle zwigzane

ze stopniem niejednorodéw materiatu.

Jednym 2z powszechnie analizowanych przypadkow wadrda jest rozwizanie
zagadnienia utraty stateczookonstrukcji poddanych ohgieniu rosmcemu proporcjonalnie
do czasu. Przyktady ba@lazwiazanych z tego typu zagadnieniem zma przéledzic
na podstawie prac [14, 25, 31, 32, 33, 102, 1Bshmatov [32, 33] badat stateczéo
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dynamiczm lepkospezystej ortotropowej ptyty prostaknej, poddanej liniowo narasiggpmu
w czasie obaizeniu zewrtrznemu. W pracy [32] przgfo ze ptyta jesciskana jednostronnie
sitami rownomiernie rozimnymi na przeciwleglych kragdziach. Model ptyty oparto
na uogolnionej teorii Timoshenki z wykorzystaniemometrycznie nieliniowych zwkkow.
Zagadnienie rozvwizano metog Bubnowa—Galerkina w pgizeniu z numeryczn metody
opart na wzorach kwadratury. Badano wptyw lepkesgpstych i niejednorodnych wiasfm
materialu na dynamiczan utrat statecznéci ptyty. W pracy [33] ph obciazono,
rownomiernie  rozieonymi na  krawdziach zewstrznych, siami $ciskapcymi
oraz stycznymi. Model plyty oparto na hipotezie dkinoffa—Love’a i uogdlnionej teorii
Reissner'a—Mindlin’a, uwzgtiniajagcej w geometrycznie nieliniowych zazkach efekgcinania
oraz inercji obrotu. W zadaniach badano zbhié¢ metody Bubnova—Galerkina.
W sposob graficzny przedstawiono wptyw materiatupktespezystego na drgania
oraz dynamiczputrat stateczngéci ptyty. Przypadek prostaknej ortotropowej ptyty poddanej
szybko wzrastacemu obcizeniu $ciskapcemu analizowat rownie Ekstrom [31].
Badania swobodnie podpartej ptyty ze gpstymi imperfekcjami przeprowadzono w zakresie
sprzystym. Przygto geometrycznie nieliniowe zw#ki dla duzych ugké. Badano wptyw
imperfekcji oraz efektu inercji na przebieg wybatze Debowski [25] przedstawit wyniki
bada porowatej piyty prostaltnej swobodnie podpartej na catym obwodzie i gloej
sitami jednostkowymi dziatagymi w dwodch kierunkach. Prayp nieliniowa hipotez
przemieszcae oraz nieliniowe zwjzki geometryczne. Nagrenia normalne i styczne
okreslono zgodnie z prawem Hooke’a. Analizowano wptyw palszynnika porowatei
na postd wyboczenia piyty. Rozwranie zagadnienia wyboczenigciskane) otwartej
trojwarstwowej powitoki walcowej przy zateniu, ze obcazenie wzrasta szybko w czasie
omowiono w pracy Szyca [102] natomiast przypadekiggbnia wzrastacego ze stat
predkoscia w pracy Szyca i Twardosza [103]. W pracy [102] stoukcg obchzono sitami
sciskapcymi w dwoch kierunkach. Autor zwraca uwgatp wzrastajca rok energii kinetycznej
w 0gOlnym bilansie energetycznym przy zaoiu duej predkosci deformacdiji.
W pracy [103] powtok obciazono sitami stycznymi na swobodnie podpartych brzkga
Dodatkowo uwzgidniono pocztkowe odchylenia od geometrycznie idealnego ksrtait
powtoki. W obu pracach badano wpltyw szeregu pangdwefizycznych i geometrycznych
powtoki na przebieg dynamicznego wyboczenia. Badanatlowyniostej, sprystej powtoki
trojwarstwowej 0 niesymetrycznej, izotropowej budewwvarstw przedstawiono w pracy
Bugajnego [14]. W réwnaniach uwzgdhiono efekt inercji obrotu elementu powitoki

oraz pocztkowe odchylenie od geometrycznie idealnego ksrt&tzyktad liczbowy dotyczy
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powtoki $ciskanej sitami zmieniagymi sk w czasie wedtug funkcji wykladniczej.
Analizowano wptyw efektu inercji obrotu na wastokrytycznego obarzenia dynamicznego

i czasu krytycznego.

W literaturze nie znaleziondcistego rozwizania matematycznego pozwataggo
na okrélenie  dynamicznych  obgten  krytycznych  konstrukcji  obgronych
guasi-impulsowo. Dlatego przy ich ocenie istotngt gosowanie odpowiedniego kryterium.
Pierwszym znanym kryterium dynamicznej utraty stzneci jest kryterium Volmira.
Méwi ono, ze utrata statecz®o nastpuje w momencie gdy maksymalne ¢gie ptyty
rowne jest jej grubiei. Jednake w zalenosci od charakteru impulsu oraz jego czasu trwania
powinno s¢ stosowd rozne kryteria. Powstalo wiele prac wdeconych temu zagadnieniu.
Mozna wyr@ni¢ tutaj prag¢ Kubiaka [67], Li [71], Kowal-Michalskiej [63]. Odny przeghd
powszechnie stosowanych kryteribw przedstawiono racyp [63]. Nasfpnie analizowano
wptyw takich parametréw jak wgine imperfekcje, ksztalt i czas trwania impulsu
na odpowied dynamiczm konstrukcji ptytowej. W pracy poréwnano réwhnievartcsci
dynamicznych obaizen krytycznych uzyskanych dla trzechznych kryteriow. W pracy [71]
szczegolnie uwzgtiniono rozwingcie efektywnych metod do oldlenia dynamicznych
obciizen krytycznych konstrukcji z iyciem wielostopniowego elementu skaonego.
W poréwnaniu z innymi pierwotnymi kryteriami oklena metoda znacznie skraca obliczenia
numeryczne. Kubiak [67] zaproponowat nowe kryteriurstatecznéci bazujc
na quasi-bifurkacyjnym kryterium statecZoob dynamicznej dla obgkenia skokowego.
Przedstawione kryterium pozwala wyznaczwartcgci krytyczne dla postaci globalnych

co nie jest maiwe przy wykorzystaniu kryterium Volmira.

Dynamiczne wyboczenie cierdmennych kompozytowych piyt prostgkych poddanych
obcizeniu impulsowemu w plaszcayie piyty badat Kubiak [68]. Zakwno
ze plyta jest wykonana z ortotropowego materiatu torym gtéwne kierunki ortotropii
sa rownolegte do krawdzi ptyty oraz obcizona wzdhd swobodnie podpartych kraazi.
Dla pozostatych brzegéw zawno pie¢ réznych warunkéw brzegowych. RoOwnania
wyprowadzono z uwzgtinieniem wszystkich sktadowych sit inercji. Do rozmania réwna
ruchu zastosowano zasadamiltona. Nieliniowy problem stateczwd statycznej rozvazano
przy wyciu teorii drugiego rgdu Koitera. Wyniki uzyskane na drodze analityczno
numerycznej poréwnano z wynikami MES. Ari-Gur i Sinetta [2] badali dynamiczrutrat
statecznéci  kompozytowej plyty prostaitnej w zakresie sprystym, poddanej

jednostronnemu  obgieniu impulsowemu. W modelu matematycznym uwadigiono
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geometrycznie nieliniowe zwaki oraz efekt propagaciji fali. Badano wptyw orgsjt widkien w
laminowanych warstwach. Zdefiniowano odpowiednigtdia w zalenosci od charakteru

I czasu trwania obgienia oraz rénych konfiguracji prelaminatu. Stwierdzoge w pewnych
przypadkach dynamiczne ohienia krytyczne nie zawszea swicksze od statycznych.
Zaobserwowano réwntemab wrazliwos¢ konfiguracji poszczegolnych warstw na krytyczne
osiowe przemieszczenie. Otrzymane wyniki popartaikami otrzymanymi metadelementéw
skanczonych. Petry i Fahlbusch [90] badali stateézndynamiczia swobodnie podpartych
cienkich izotropowych pityt, poddanych ohniu impulsowemu. Zagadnienie rozmano
przy wyciu metody Galerkina z zastosowaniem podwojnycheresgdw Fourier’a.
W badaniach parametrycznych otamo wptyw takich czynnikow jak czas trwania impyls
imperfekcje, wymiary ptyty oraz dopuszczalne rapnia dla danego materialu na utrat
statecznéci phyty. Do oceny wynikow wykorzystano Kryterium
Budiansky’'ego-Hutchinson’a. W pracy Kotakowskiego Kiubiaka [59] zaprezentowano
zagadnienie dynamicznej odpowiedzi ciefdiennych kolumn poddanych w plaszeaie
obciazeniu impulsowemu z uwzglnieniem zjawiska opieniascinania oraz poprzecznych
deformacji. Do bada przyjeto konstrukcje cienkiienmy, o przekroju ceowym, swobodnie
podparg na kravgdziach zewetrznych. W celu otrzymania rowfauchu dla oddzielnych ptyt
zmodyfikowano nieliniow teore cienkdciennych ptyt ortotropowych w taki sposob,
zeby dodatkowo uwzgtinic wszystkie sktadowe sit bezwiadiwd (inercji). Do rozwizania
rozniczkowych réwna ruchu zastosowano zagadamiltona. Rozwizanie rbwna w sposéb
przyblizony uzyskano dgzki zastosowaniu metody zabufizenatomiast problem nieliniowe;j
statecznéci rozwiazano za pomec metody przeniesienia macierzy. Obliczenia
przeprowadzono przy zyciu analityczno-numerycznej metody asymptotyczri@-N)

a nastpnie zweryfikowano metadelementow skaczonych (MES). Prezentowana metoda
analityczno-numeryczna przedstawia bardzo efektymaeviazania stateczréoi dynamicznej
dla r&nych typow cienkéciennych konstrukcji z uwzglinieniem mezostruktury oraz
réznych przypadkow obgkenia ztazonego. Pozwala baélaynamiczia odpowied konstrukciji

w zalenosci od r&nych ksztaltow obarenia impulsowego oraz okt wartcé
dynamicznego obgienia krytycznego z uwzglnieniem ranych dynamicznych kryteriéw
wyboczeniowych. Dzki zbieznosci wynikbw obu metod potwierdzono stuszéo
zastosowania metody analityczno-numerycznej (A-N) tdgo typu analiz. Prezentowana
praca jest wgpem do serii opracowigposwieconych badaniom interakcyjnego dynamicznego

wyboczenia cienkiiennych konstrukcji.
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W pracy Czechowskiego i Kowal-Michalskiej [23] bada stateczni@ dynamiczia
ortotropowych piyt prostaknych podpartych przegubowo. Przedstawiono szcrggol
przypadek zieonego dynamicznego olgenia impulsem prostaknym o czasie trwania
rownym okresowi drgawtasnych piyty. Zalenos¢ maksymalnego ugtia w funkcji stosunku
amplitudy impulsu do statycznej sity krytycznej pmezentowano na wykresach.
Wykazanoze dla ptyty izotropowej o tym samym ggiu wstpnym odpowiedzi dynamiczne
w przypadku czystegéciskania i obcizenia ziaonego rénia si¢ nieznacznie. Potwierdzono,
ze orientacja gtdbwnych kierunkéw ortotropii wgdem brzegéw plyty ma istotny wptyw
na wielkad¢ dynamicznych obgizen krytycznych. Aydogdu i Ece [6] badali wyboczenie
I drgania swobodnie podpartej izotropowej prosto& ptyty. Zatl@ono ze na jednym
Z brzegow piyty mog wysktpowa mate ugecia i moment. Phg obcazono w ptaszczinie
sitami roztazonymi rownolegle i prostopadle do kredzi na ktorej nie g spetnione wszystkie
warunki  brzegowe. Zagadnienie rozmano przy uayciu metody zaburze
Linshtead-Poincare. Cui i inni [21, 22] przedstawiddania numeryczne MES dynamicznej
utraty stateczriwi ptyt  prostoltnych  poddanych  obgieniu  uderzeniowemu
z uwzgkdnieniem imperfekcji. Na podstawie uzyskanych wgmikokreslono dynamiczne
obciazenia krytyczne ptyty oraz dynamiczny warunek kryter plastycznéci. Stwierdzono
rowniez  wptyw wskanikdw utwardzania materialu plyty na spysto-plastyczne
wiasciwosci dynamicznego wyboczenia ptyty. Potwierdzono zgsd wynikow obliczé
numerycznych z wczaiejszymi badaniami dwiadczalnymi. Zhang i inni [124] przedstawili
uproszczone obliczenia dynamicznej utraty statexznasztywnionej plyty, poddane]
obcizeniu uderzeniowemu. Model dyskretny ptyty opartotearii dwych ugeé¢. W analizie
pominkto napezenia styczne oraz przemieszczenia w plasatey ptyty. RoOwnania
wyprowadzono z zasady Hamiltona. Funkcje aproksyoeujigécie przygto w postaci szeregu
Fouriera. Otrzymany ukfad rowna rozwiazano metog Galerkina a nagpnie
metody Rungego-Kutty. Dynamiczne olagenia krytyczne okigono przyjmuac kryterium
Budiansky’ego-Roth’a.

Badania déwiadczalne stanowijeden z najwazniejszych sposobow weryfikacji teorii,
dlatego prace przedstawdeg ich wyniki maj zasadniczy wpltyw na rozwoj danej gt
wiedzy. Przyktadowe badania @&aadczalne stateczéa ptyt omoéwiono w pracach [1, 18,
20, 46, 57, 58, 94, 108]. Gu i Chattopadhyay [4&fldi kompozytowe laminowane ptyty
prostokitne $ciskane jednokierunkowo. Badano wyboczenie oraelpen utraty statecziao

ptyt. Szczegdlny nacisk potono na proces rozwarstwianiag skonstrukcji (delaminacji).
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Cui, Cheong i Hao [18, 20] badali spysto plastyczne wikaiwosci dynamicznej utraty
statecznéci ptyty prostokitnej poddanej obgkeniu uderzeniowemu. Plyta wykonano ze stali
niskostopowej. Na podstawie przeprowadzonych tada pracy [20], zdefiniowano
dynamiczne kryterium utraty stateczob  oraz dynamiczne kryterium
dla zakresu plastycznego. Zaobserwowaeon przypadku badanych ptyt dynamiczna utrata
statecznéci zachodzi zawsze w zakresie @ystym. Badania daviadczalne w zakresie
maksymalnych obgren niszcacych konstrukej przedstawiono w pracy [18]. Na podstawie
uzyskanych wynikbw zaproponowano dynamiczne kmyteri zniszczenia konstrukciji.
W pracach badano réwmiewptyw réznych warunkéw brzegowych na wtawosci
dynamicznej utraty statecziwd. Abramovich [1] przeprowadzit badania laminoweny
wielowarstwowych ptyt kompozytowych poddanych ostomu obcizeniu uderzeniowemu.
Analizowano pi¢ ptyt z r@nymi warunkami brzegowymi i o #aych wiasnéciach
materialowych. Statyczne i dynamiczne abenie krytyczne uzyskano w oparciu
o zmodyfikowam metod Donnella. Ze szczegdn uwag przeanalizowano wplyw
wspoéiczynnika obaizenia dynamicznego (DLF) na wasto obchzenia krytycznego.
Tereszkowski [108] badat zachowanieg 90 utracie statecza cienkaciennej plyty
podpartej na trzech brzegach przegubowo przesuwnmaszczynie ptyty, a na czwartym
brzegu swobodnie. Oldleno wartdci maksymalnej sity, ktGr maze przenosi piyta
oraz zbadano parametry wplyweg na jej wart&. Kim i Hoa [57] badali déwiadczalnie

i numerycznie wyboczenie kompozytowych piyt podddmydwuosiowemu obgieniu
sciskapcemu. W celu poprawdoi wykonania badania zaproponowano zmian
geometrii ptyty poprzez zmodyfikowanie jej nanikow ($ciecia). Badano wptyw modyfikacji

konstrukcyjnej na wartg sity krytycznej w poréwnaniu z rozadaniem idealnej ptyty.

Na podstawie przeprowadzonej analizy literaturyzmao stwierdai, iz badania ptyt
zmierzaj gtownie w kierunku opracowania modelu teoretycznegednoznacznie
okreslajacego struktuy wewrgtrzng oraz zachowanie gikonstrukcji. Powszechnie stosowane
metody obliczé opieraj Sk na zat@geniach idealizacji zachoazych zjawisk oraz struktury
wewretrznej materiatu. W rzeczywistao jednak, prawie wszystkie materiaty charakteryzig
nieuporadkowana  struktur W tego typu materiatach problemy mechaniki
I wytrzymataici stap si¢ zagadnieniami bardzo Zionymi i z tego powodu dokonujegsi
niezkednych uproszcze w ramach stosowanej teorii np.sredniania wskanikow
mechanicznych lub wielkoi fizycznych na grubiei piyty. Standardowy model

obliczeniowy mae znacznie odbiegaod obiektu rzeczywistego dlatego bardzozmea jest
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uwzgkdnienie w nim odpowiedniego opisu westnznej struktury materiatu. W zaleosci
od struktury materiatu, przyjmujeesrozne hipotezy przemieszczeniowe opisaneazkami
liniowymi lub nieliniowymi. W przypadku struktur g¢mowarstwowych najegciej
wykorzystuje s hipotezy Kirchhoffa-Love’a, Reisnerra lub Mindiannatomiast dla struktur
wielowarstwowych, odpowiednie modyfikacje hipotdinyii tamanej. Naley zwrécic uwag:
na fakt, # w istniepcych dotychczas teoriach wyptija pewne wewgtrzne sprzeczrigi.

W rozprawie postanowiono zgj sic przede wszystkim rozwazaniem analitycznym,
ktore mogtoby wyeliminowa problematyk wysipowania wewetrznych sprzeczrigi teorii

w modelowaniu konstrukcji ptytowych o niejednoropsteukturze materiatu.

Przedmiotem rozprawy jest ptyta prositla o strukturze porowatej. Przig zmienny,
ciagly i symetryczny wzgidem powierzchnirodkowej rozktad wisciwosci mechanicznych

i fizycznych na grubgzi phyty.

Biorac pod uwag mazliwosci wykorzystania rozvazan analitycznych w zastosowaniach
praktycznych, mzna 9dzic o zasadnai wyboru tematu. Pogy temat pracy jest
szczegoOlnie istotny z punktu widzenia opisu kongliua spodziewane wyniki majciekawe

aspekty poznawcze.

Dokonany przegd literatury pozwolit na sformutowanie tezy, celeatazen pracy

Teza rozprawy. Istnieje maliwos¢ sformutowania pola przemieszdze- deformacii
przekroju poprzecznegacianki, na podstawie ktorej zdefiniowane sity i mamty
wewrgetrzne nie lkda zawieraly sprzeczrioi (brak wewrtrznej sprzecznii teorii), ktora

jest charakterystyczna dla klasycznych teorii

Celem rozprawy doktorskiej jest zbadanie stateéznalynamicznej piyty prostaitnej,

poddanej obaizeniom zmiennym w czasie.

Postawiony w pracy problem jest rozagany w nasfpujacej kolejngci:
* przyjecie modelu stanu przemieszazag przekroju poprzecznym piyty,
« wyprowadzenie réniczkowych roéwna ruchu za pomac wariacyjnej zasady
Hamiltona,
* rozwigzanie rbwnéa za pomog ortogonalizacyjnej metody Bubnowa-Galerkina,
* badania analityczne i numeryczne stateéznkonstrukciji,

* badania poréwnawcze wybranych przypadkéw metdmentdéw skiczonych.
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2. ZALOZENIA | PODSTAWOWE ZALE ZNOSCI

Gléwng charakterystyczn cecle, zwiazarn z analiz dynamiki i statyki ptyt cienkich,
stanowi sprowadzenie problemu trojwymiarowego tem@przystaci do zagadnienia
dwuwymiarowego. W takich przypadkach, mgle uktad wspoéirzdnych zwazad
z powierzchrg srodkowa ptyty. W podstawowej teorii ptyt cienkich redukcgagadnienia
trojwymiarowego do zagadnienia dwuwymiarowego stanprzyjecie hipotezy, dotycxej
braku odksztatcalrssi prostych prostopadtych do ich powierzchni, czidw. hipotezy
Kirchhoffa Polega ona na tynmze dowolne punkty, ktére przed odksztatceniematie
na odcinkach prostopadtych do ptaszczyzrodkowej, po odksztatceniu piyty znajdoivsic
beda na odcinkach prostopadtych do powierzchni wiggiptyty. Zatazenie to jest analogiczne
do ,zalazenia ptaskich przekrojow’Bernoulliegd w teorii zginania belek. Ponadto hipoteza
ta zaktadaze napezenia normalne prostopadte do powierzcimoidkowej g pomijalnie mate
w poréwnaniu z pozostatymi nageniami oraz nie uwzgtinia odksztatae ptaszczyzny
srodkowej piyty, ktére de facto w rzeczywisth zawsze wyspuja. Przeprowadzone badania
potwierdzity jednak zasad&bprzyjetych zataen, ale w przypadku, gdy ugiia ptyty s mate
w porownaniu z jej grubmia. Jeeli natomiast ugicia s wigksze, to konieczne jest
uwzgkdnienie tych napgen przy wyprowadzeniu réwnania mdiczkowego piyty,
otrzymujemy w ten sposéb rownanie nieliniowe. Mgléakze uwzgkdni¢ przesuwnéci
lub nieprzesuwriei krawedzi ptyty w ptaszczimie srodkowej ptyty, gdy ma to day wptyw

na wielkg¢ ugie¢ i napezen w ptycie.

W pracy odstpiono od hipotezKirchhoffa, przyjmupc nieliniowa hipotez odksztatcenia
ptaskiego przekroju poprzecznego piyty, uwgdgiajca efektscinania.

W pracy przygto dodatkowo nagpujace zataenia :
» Kksztalt ptyty jest idealny
» plyta spetnia warunek cienkmennych konstrukcji powierzchniowych

* piyta wykonana jest z materialu gpystego izotropowego (wlasem sprzyste

s takie same we wszystkich kierunkach)

* plyta podparta jest przegubowo-przesuwnie na catywodzie
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2.1 Przedmiot bada

Przedmiotem badgest porowata ptyta prostataa o dtugéci bokéwai b oraz grubéci t.
Zgodnie z definigy konstrukcji cienkéciennych zaktadamyze grubd¢ piyty jest znacznie
mniejsza od jej pozostatych wymiaréw. Plyta zomsvdna jest w prostaknym uktadzie
wspotrzdnych X, y, z, przy czym ptaszczyzna podstawoxyalezy w ptaszczynie srodkowej
ptyty (Rys.2.1). Ling powstad w wyniku przeaicia st ptaszczyznyrodkowej zesciankami
bocznymi ptyty nazywamy brzegiem ptyty.

Rys. 2.1. Model geometryczny piyty.

Piyta obcizona jest w plaszczpie srodkowej sitami sciskapcymi, ktorych kierunki
dziatania § zgodne z osiami x i y (Rys. 2.2). Intensy@hobckzen N, oraz N, jest stata
na dlugdci brzegow piyty. Warté€ obchzenia jest zmienna w czasie i nie Zzgle

od wspotrzdnychx, y, z.

Ny (t)

7%47'777'7'77'7"/
v N, (7)

Rys. 2.2. Schemat ohgenia ptyty.
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2.2 Model fizyczny materiatu porowatego

Piyta wykonana jest z niejednorodnego materiatluoywatego charakteryzagego s¢
uporzdkowary struktug porow. Wiaciwosci mechaniczne i fizyczneagmienne po grulsei
ptyty i zaleza od porowatéci materiatu. Zmiana modutdw sg/stasci i gestasci jest caglta
I symetryczna wzghdem powierzchnérodkowej ptyty, przy czym maksymalna wastonodutu

Younga E, wyskpuje na zewgtrznych powierzchniach ptyty, natomiast waéanminimalna

E, na jej powierzchnirodkowej (Rys.2.3).

2] Ey
—
o1 \eo E@)
t/p Eq
]

Rys. 2.3 Graficzna ilustracja zmiany modutuggpstaici na grubdgci phyty.

Zmiare modutéw spezystasci wyrazono za pomag funkcji, ktére przygto jak dla belki
porowatej na podstawie prac Magnuckiego i Staseavi2004) [81, 82], w postaci:

E(¢)=E1-e cofr)], @1
G(¢)=G[1-e,cod)). (22)
gdzie:
— Eo - GO
e _1—E —1—61 — bezwymiarowy parametr porow&td (0< e, <1),

E,.E.,G,,G, — moduty spgzystcsci wzdtuznej (Younga) i poprzecznej (Kirchhoffa)
odpowiedniodlal =0i { =+1/2 ,

(=27t _ bezwymiarowa wspétezina.
Struktura materiatlu porowatego w gtéwnej mierzeeaalod wartgci bezwymiarowego
parametru porowafoi €,. W przypadku gdye, = Omamy posta materiatu o strukturze
jednorodnej, natomiast w przypadku wacdioparametru z zakres®@<e < btrzymamy

struktue niejednoroda.
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W rozdziale pierwszym zwrocono uwagna szereg problemow zyganych
Z wytwarzaniem oraz modelowaniem materiatdw porgefat Jednym z nich jest doktadne
okreilenie zalencsci pomkdzy statymi spgzystaéci a ggstaécia materiatu. Prace badawcze
poswiecone badaniu tych zateosci wykonali przyktadowo Choi i Lakes [19] oraz Gilvs
i Ashby [40]. W wyniku przeprowadzonych ba&dgrzedstawiono rownanie okfajace
zaleenos¢ pomkdzy modutlem Younga | ¢gtascia materialu porowatego w postaci
E,/E, =(p,/0.) . Uwzgkdniajpc wyniki przytoczonych prac w niniejszej pracy [ty

model gstasci materiatlu porowatego w naptijacej formie:
p(¢)=plL-e,cod), (2.3)

gdzie:
Pos Py — kStas¢ materiatu odpowiednio dlgd = ,Qf =+1/2,

e,=1-\1-¢e, —bezwymiarowy parametksgtacsci.
Zakladajc, ze ptyta po utracie statecziod odksztalca siw zakresie sprystym, przygto

liniowe zwiazki fizyczne pomgdzy sktadowymi stanu naprenia i skladowymi stanu

odksztatcenia zgodnie z prawem Hooke’a w postaci :

o =B ue)
1-v Y
o, =B (e 1ue)
y 1_V2 y X
r, =6(0)3, =) g (24)
o = O =54y P '
_ __EQ)
sz - G(Z)U/xz - 2(1+ V) D/xz’
_ __E)
Tyz —G(Z)llyz - 2(1+V) Wyz’

gdzie:
0,0, — napezenia normalne,

r,, — hapezenia styczne,

xz1 ¢ yz

T T
£nE, — wydtuwzenia wzgédne wzdti osi x i vy,
Vi Ve V. — Katy odksztalcenia postaciowego w odpowiednich pizgzeach,

v —wspobtczynnik Poissona.
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2.3 Model geometryczny ptyty

Ptaszczyzna przekroju poprzecznegmanki ptyty przed odksztalceniem zmienia Si
po odksztalceniu w pewnpowierzchng, ktdéra przecina ptaszczyzny zestnzne piyty

pod katem prostym (Rys.2.4).

-t /2

Rys. 2.4. Schemat przemieszozeprzekroju poprzecznyxa scianki ptyty.

Przygto nieliniowe zwazki pomigdzy odksztalceniem a przemieszczeniem gpagice]

postaci:

:2)= o) 1] 3= 2l y)sine )+ s y)sin(ere Joos ()

T

2= -1 2= 2g(cy)sinl) s g lnemeos ()| @)

w(x,,2)=w(x, y.0) = w(x,y),
gdzie:
w(x,y) — ugicie piyty,
uo(x, y),vo(x, y) — przemieszczenia styczne dowolnego punktu powhaizcodkowej,

w,(x,y).g(x,y) —bezwymiarowe funkcje przemieszaa#iai = 12.
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Nalezy zaznacz§, ze zwizki (2.5) w zagadnieniu dynamicznyneda wyskpowaty jako
zmienne zaline réwnie od czasu.

Skladowe odksztalcenia wyt@ne za pomag przemieszcze okreslono nastpujacymi
zwiazkami geometrycznymi:

ou l(awj B

£ = =
ax 2\ ax
[, 1oy, W, g 1fowy
™ t{ W [ o sin(7 ) + » sm(2n()co§(n()}}+2(axj ,
ou 1(0\/\/} _

£,=—+= =
ady 2\ oy

%—t{iaw 1{6” (nz)+‘2—‘;’zsin(2nZ)cosz(nz)}+1(6—WJ2,

oy ay® oy 2\ gy

(2.6)

Vo = dy Ox ox dy ox dy
o 2w _a[(00 0@ (30, 00 aw gw
t{% oxdy n[( oy axjs'n(”Z )J{ oy axjs'n(Z”Z Jeos' (2 )}}J' ox oy’

Voo = S+ = (0 y)ood )+ x Y)eos2n ) +codat )

ou odv awﬂv Ouy 0V _
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3. DYNAMICZNE ROWNANIA RUCHU (ROWNOWAGI PLYTY)

Rdézniczkowe réwnania ruchu wyprowadzono za pompasady wariacyjnej Hamiltona,

ktora stwierdzaze rzeczywisty ruch ukladu punktow materialnych adlyst w ten sposob,
ze dla kadego przedziatu czasowedo,, 7, Wariacja cafki dzia’fania{ (TK -U )drjest rowna
zeru przy dowolnych wariacjactty spetniajcych warunekdy (r,) = &g (r,)=0. W tym celu

obliczamy wielkdci wystepujace w dziataniu hamiltonowskim

s[(r, -u)dr, (3.1)
gdzie:
T, —energia kinetyczna,
U - energia potencjalna ukiadu,

0, — niezalene od siebie skladowe stanu przemieszczenia,
I,,T, — granice dowolnego przedziatu czasowego,

I —Czas.

Energe potencjala U mazemy przedstawiw nasgpujacej postaci
U=U,-W, (3.2)

gdzie:
U, - energia potencjalna wewtrenych sit spgzystasci,

W - praca sit zewgtrznych (obcizenia).

Jako pierwsz wyznaczymy energipotencjala wewretrznych sit spgzystaici, okrelona
rownaniem
Y2

(ngx + Uy‘gy + Txyyxy + szyxz + Tyzyyz)dxdycf . (33)
-2

oo

ta
U£:E£

Podstawiajc zalenaosci (2.6) powysze rOwnanie zapisano w postaci

ab 2
.= { { J, 1E_(5)z [(fxz tvgg, + fyz)’%(l- i + i + Vyf)} dxdyd?.  (3.4)
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Uwzgledniapc zwiazki (2.6) w rownaniu (3.4), a napnie wykonujc catkowanie

po grubdci ptyty w granicach-1/2< ¢ <1/2 (Zalgcznik nr 3 otrzymano:

ab 2 2 2
U, :i” c{ tz(g \;Vj +2ut ZZWG W+t2(a \évj +2(1-v)t?0
0% X X2 0y? oy

20,2 2 2 2 2
0°w ¢ tza\;v%+mza\;vaq+a\;vawl +t26\;v6q+
oxoy ox° OX ox° dy 0dy“ o0x oy- oy

2 2 2 2
+t2(1—v) 0(//1+0q 0°w ‘e, t26 waz/lzmz 6W6¢22+6 w oy, N
dy  0x )oxdy x> ax x> oy ody® ox

2 i 2
ay ay oy  0x )oxdy 0X

2 2
E@‘/ﬁ 09 +12 @ +1_Vt2 oY, +a¢1 +2c, tz%a‘ﬂz 200
ox oy ay 2 dy 0x ) | ox 0X

0y, 9¢, +0¢/2 @ +12 0@ 99, +12 1-v(0y, +6¢{ 0y, +0¢2 +
ox oy ox oy dy oy 2 L dy ox )\ oy 0x
rolt £2 a‘/’zj 6(//2 6¢2 2 0% 2+1_Vt2 0¢'z+5¢’2 . +
ox 0x ay oy 2 dy 0x ) |

ow)*

(
1_[ ¢/1 +f +2c8(¢/1402+¢1¢12)+c9(w2 +¢/2) },Cz{l[_ N
)5

4\ ox
1w\ (ow)" . . du, v, . ou,(ow)
SRR HEEERE
2\ ox ) | gy ox oy ox \ oy
6v0(awj2 1fow)’ (ov,) v, (aw) 1-v(du,) 1-v(ov,)
vV—o — | +Z| — | +| =+ — | + + +
ady \ ox 4\ oy ay oy ( dy 2 oy 2 \ 0x

s (1-v) o Mo 4 ()0 OWOW (g OV OW W } dxdy, (3.5)
dy Ox oy 0x oy 0y 0x oy

2
N
X
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W kolejnym etapie obliczono pierwsvariacg energii spgzystej:
ab
=[] e St O
00
20-v) (&) cht {
og 9° °w 0
)+ T (om)+ 20 )+ 22 )
d°w a 9’y 0°
— ow)+ (1
o (o) + S o)+
04, . 94
dy  OX
g 0°
—=—(dw
* oy axz( )+
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rod {
[anl

0*w 9%
oy’ o

awa2
ox? ax

x> ay®

-v7)

6W62
ay ay?

d*w 09?

6 w 0 (
0xay oxoy

ire 3y, )+

o (aw)+

0°w
x> oy

+ awl 6_2

X o0x?
9°w
oxoy

2icn) |

0
o) o)
62

0

oW +Ct2 _VV_

)} ’ {axz ox
2 2

6(//2 az(dN) +6\2Vi

ox oy oy- oy

Ry

.3 (o)

ox oy

oy, 8°

_z(dN +

0X 0Xx

a 2
oxoy

(60,)+ |
0°w 9
dy* ax

(ow,)+

oy, 0

S o)+ (a—%mw

94
OX j(ay

9% 0 (55 )+ 9919 (554989 (514042 0.
oy ax )t o oy ) g lawe)+ e (o)

(o sis 5225

0X
_] Hwﬁt { oy, 0
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X ox oy
0y,
oy

O (aw)

xay oxoy
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o0x 0
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o0y, 0
0X OX

—(J, )+

ay 0X

o@g 0 1-v
* 3y ay(6¢12)+ 5
4980
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i Jf33]

2\ 0x

2 (6,)+ 20 %

9 (aw)+ 2 @ (djo)J,l(a_sz_

()4 0x 0x 2\ 0x ) ox 0X 0X

2 2
Ga—(a/v)+1(a_"v a—Wi(dN)+1(a—Wj MO () +v P 9 (5 )+y oo
2\ dy ) 0x ox 2\ 0x ) o0y oy ox ay ay

2 2
i(djo)w%a_wi(d,v)ﬂ(a_""j .

Ga—(wo)+v%a—wi(&v)+z(a—wj
0X dy 0x ox 2\ 0x

0x dy oy 2\ oy

z@(a())é("’—ngi(aN)#’Vo 0 )+ 220 ) 2 2] 2 )

2\ 0y ) dy dy oy dy dy oy 2\ dy ) oy

A0 0 )0 50 o) B () 50 )+ 20 S )

oy oy X A 9y X ax dy . 9y ox dy
ay dy ox ax oy dy ay ox oy ay oy ox
awaw 0
———(, dxdy. 3.6
o oy ay )ﬂ y (3.6)

Drugim skifadnikiem catkowite] energii potencjalnggst praca sit zewirznych,
ktorej posté jest zalena od rodzaju obgienia. Przygto, ze ptyta obcizona jest rGwnomiernie
roztozonym cknieniem na catej powierzchni (Rys. 3.1). Natomiast przypadku sit
sciskapcych, przytaonych na brzegach piyty, obgenie definiuje s przez uwzgidnienie

warunkow brzegowych, co przedstawiono w dalszejaipracy.

y/

Rys. 3.1. Schemat ohgenia powierzchniowego ptyty.
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Prag obchzenia powierzchniowego wyrano poniszym wzorem

W=

O'—om

b
j pw dxdy, (3.7)
0

gdzie:

P — ciénienie.
Pierwsza wariacja pracy obhgenia

W = [ [ p(aw)dxdy. (3.8)

O t—
ot—rCT

Ostatnim  skfadnikiem dzialania hamiltonowskiego tjesnergia kinetyczna,

ktora obliczono na podstawie pasizej zalenaosci

teeld ow\ . (du ov
Te=3l] p(()[(arj o2 (arndxdytf 3.9

-1/2

gdzie:
U,v,W  _ sktadowe przemieszczenia dowolnego punktu ptykjesunku osi
odpowiedniox, y, z,

p({) —ogestaé¢ materiatu porowatego.

Zaktadajc, ze w zagadnieniach statecZooptyt sity bezwiladnéci w kierunku osiowym
w porownaniu ze sktadaywnormalm do powierzchni ptyty s pomijalnie mate, rownanie (3.9)
przyjmuje nasfpujaca posta

1/2

p(i)[g—wj dxdlyct (3.10)
T

-1/2

t ab
2l
Rozwizujac powyzsze réwnanie przy uwzglnieniu zalenosci (2.3) otrzymano

ab dW 2
i — | dxdy, 3.11
1 ii(drj Y 5-4)
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Ostatecznie pierwgavariacg energii kinetycznej przedstawiono w regstjacej formie:

2292w
OT =tpey| [ (dw)dxdy. (3.12)
00

Wyprowadzone zakmosci (3.6), (3.8), (3.12) podstawiono do réwnania 1)3.
wynikajacego z wariacyjnej zasady Hamiltona. Zgodnie z f@mvdswa zasad rachunku
wariacyjnego otrzymamy rownania zroczkowe ruchu piyty oraz zespdt warunkow
brzegowych zagadnienia. Réwnania ruchu otrzymanmzea pogrupowanie poszczegolnych

wyrazen zawierajcych wariacje tego samego argumentu gyghcych pod znakiem caiki

ab
powierzchniowej“[ ]dxdy. Warunki brzegowe otrzymano z wyea znajdugpcych sg
00

a b b a
pod znakiem catki pojedyncz% dx} {j dy} :
0 0 0

0

Po wykonaniu stosownych przeksztaét¢galgcznik nr 3 otrzymano uktad siedmiu réwha
rozniczkowych ruchu piyty:

W)
S ct? O*w-c,t? 4 2 (o%p,)+ 9 2 (0%g)|-cit? i(D241/2)+
(1 2 0x oy 1004
-V
(., o[ 302w 10%w]| (aw)[ 30w 10%w
+_(D @) tCull 30l "5 a0z Az |l a0l | "5 S auz |
oy 0X 20x° 20y gy )| 20y° 20x

_ 0w 0%w ow _ 0w 0%y , (1-v)0u,  (1+v)0%v, |_ow| 9%, , (1—u)D
0x Oxdy dy  Ox | ox* 2 oy? 2 oxdy| oay| oy’ 2

E@ Vo (1+v)0%u, | ouy|d*w  a*w| ov,|o*w 9w 0°w
-V — |- ~+v—>- |- (1-v)——O
x> 2 0xdy| OXx| ox oy oy | oy 0x oxoy

du, ov, 0°w
+_-_0 +t -p=0, 3.13
EE ay aX:| :|} 101C11 az_z p ( )

Juo)

0°u, LOwoiw  1+v 0°v, JHvowotw 1-v 0°u,  1-v owd’w
x> Ox Ox* 2 Oxdy 2 dyoxdy 2 oy® 2 0x dy?

=0, (3.14)



Stateczn&’ dynamiczna porowatej ptyty prostaie] 42

évo)

0%V, , Owow  1+v 9%u,  1+vowd’w 1-vd*v, 1-vowow _
dy> dy oy> 2 oxdy 2 O0xoxdy 2 Ox° 2 o0y ox*

0, (3.15)

o)
2 _ 2 2 2 _ 2
CZQ(DZW)_% 0 ¢;1+1 Vo (/:1+1+v6 al_q 0 1/;2 L1-vo 1/22 .
ox 0X 2 oy 2 oxoy 0X 2 oy
1+v o’y | 1-v
+ + cY, +c¢ =0, 3.16
2 oxdy } 2t? [ a sz} (5.4
o¢)
2 _ 2 2 2 —1 A2
oy oy 2 0x 2 oxoy ay 2 0X
1+voxy, | 1-v
+ + c,@+c,p | =0, 3.17
2 oxay } 2t2{ 4 8%} G147
3Y,)
2 _ 2 2 2 _ 2
0x 0x 2 oy 2 Oxoy ox 2 oy
1+v 3@, 1-v
+ + Cll, +C =0, 3.18
2 oy } e { 1 ng} (3.18)
3¢,)
2 _ 2 2 2 _ 2
C3i(D2W)—C5 0 ¢2{+1 Vo {?+1+v6 Y, ¢, 0 ¢212+1 Vo ¢212+
oy ay 2 0x 2 0xoy ay 2 0Xx
1+v oy, 1-v
+ + C.p +Co | =0, 3.19
2 oxay } 2t2{ e 9%} (319)
gdzie:
2 2 4 4 4
02 :6_2+6_2, 04 = 64 +2 ‘z ~+ 64 — operator Laplace’a.
ox~ oy 0X ox“ay- ody

Réwnania (3.13), (3.14) i (3.15) oklagja odpowiednio rzuty sit na osie, x,y, natomiast
rownania (3.16) — (3.19) wynikag przygtych zat@en modelu piyty.
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4. ROWNANIA ROZNICZKOWE RUCHU

Otrzymane rownania #iczkowe ruchu piyty (3.13) — (3.19) zosiawdpowiednio
przeksztatcone do ukladu czterech podstawowych adwidzniczkowych. W tym celu
zdefiniowano naptzenia i sity wewgtrzne w ptycie, ktére wyprowadzono na podstawigiiteo

ptyt cienkich z uwzgjdnieniem skaczonych ugic¢.

Rozwaono réwnowag matego elementu wygiego z ptyty dwiema parami ptaszczyzn

rownolegtych do xzi yz. Stan napgzenia zdefiniowano za pomcpieciu skiadowych

0,,0,,T,, T, T, POMijapc zgodnie z zateeniemo, (Rys. 4.1).

Rys 4.1 Rozkitad nagern w plycie.

Podstawiajc zwiazki (2.5) do zalencsci (2.6) otrzymano nagbujace wyraenie

dla nape¢zen:

o, = E(Z)z O —t{ZaZW—%F% sin(n()+%sin(2n()cosz(7i)}}+l(a_wj2 +

1-v ox ox* ox 2\ ax
oV, _ 0°'w _1|0qg 1’8 1 (ow ’
Y oy tv {Z Y {ay sin(7z ) + oy 5|n(2n()c052(n()}} 21/( 6yj : (4.1)

_E@) | jou _, [ 0w _1foy, oy, . v(ow)
o = y w{ o {ax il )+ 2 sm(27{)cosz(ni)}}+2(axj ;
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Ny _ [ 00w _10m o 08 1w
+ oy t{( Y. n{ Y sin(777) + Yy SIﬂ(ZﬂZ)COSZ(ﬂZ)}}+ Z(OyJ (4.2)
__E(@) oy ov |, 0% 1[0y, 04 W, ,0p
Py = 2(1+l/){ ox ay t{ZZ oxady ITH ay * axjsm(ni)+( oy " ox jD
: ow 9w
sin(27)co2 (77 }& ay}}, 4.3
o= -E0L Ly (0 y)ood) 0, (x y)food2r) +codant)] (4.4
T y) TR 2 ’ '
I, = E(2) a(x, y)codr )+ @ (x y)[cos(ZﬂZ ) +cod4 )] (4.5)
7 21+y) ' ! ' -

Znapc sktadowe nagren (4.1) - (4.5), zdefiniowano wewtizne sity normaineN,,N,

i styczneS,,, momenty gace M,, M i moment skicajacy M, oraz sity poprzeczn®,,Q,

(Rys. 4.2):

Rys 4.2. Sity wewirzne i momenty w ptycie.
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Uwzgledniapc zalenos¢ (2.1), poszczegolne sity wewtrzne i momenty wyrsono

W nhastpujacej postaci:

2
N, = TU dz:% 0u0+ aW +v Ny +|/1 ow (4.6)
3. 1-vE| ox ox ox 2loy) |’
t/2 i 2 2]
N, = J'aydzz Eitczg V%H/l[a—wj L0V 1fow , (4.7)
2 1-vo| ox  2\0x ox 2{ dy
t/2
tc,, | du, , 0v, , Ow ow
S, = [1,dz= %+Z4){ao+ o } (4.8)
2 v)[ oy ox ox ay

t/2 3 2 2
Et 0 W 1 oy oy, 0°w
M. = |o,zdz=——| -¢C C,,—L+C C.V—+
X _{[2 X 1_Vz{ 01 axz |: 02 aX 03 6X :| 01 ayz
1 0 0
t/2 3 2 2
_ _Et | o‘w 1 oy, oy, | . 0w
M, —_Layzdz—l_v2 c01vy+7—7v Cyo o +Cys o Coy oy +
1 0 0
+7T{C02 0? +C036_?ﬂ (4 10)

t/2 3 2
M,, = J'rxyzdz:i{— 20010—W+ 1 coz(a[/jl + aﬂ]+ 003(0‘//2 +aa—¢)2ﬂ (4.11)

Y 21+v) oxdy m Alay ox) m 2\ oy X
A Et
= = 4.12
12 ¢
= |r dz=—"2— Coay ¥ ACons | 4.13
Qy _;[2 yz 2(1+ V)[ q 031 % 032} ( )

Wykorzystanie znanych z mechaniki gbjzwiazanych z potencjalem wewtnznych sit
sprzystych, pozwolito na zastosowanie w dalszych oblach funkcji sit i funkcji

przemieszcze
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Sity normalne i styczne wytano za pomagcfunkcji sit:

2
N =2F
oy
0°F
Ny = PVER (4.14)
2
SX :—a_F
Y oxoy

Przeksztalcagr rownania (3.14) i (3.15) oraz uwzdhiajac zalenosci (4.14) réwnanie
(3.13) zapisano w nagtujacy sposéb

5w) (]-_IET{)[CltZD“W—CZt2 %(D2w1)+aiy(ﬂzﬂ)j—Cstz(%(ﬂzl/lz)'*'
+aiy(D2¢2) }—L(W,F): p—tplcllngvzv, (4.15)
gdzie:

_0°WO0’F 0°Wo°F _0°w 0°F
LW, F)=—F —5 +——> —2
ox® dy° dy“ ox 0x0y 0xoy

— nieliniowy operator riniczkowy.

Wyrazenia (4.6) - (4.8) zmniczkowano odpowiednio wzglem x i y, a nasipnie
wprowadzono do réwnia (3.14) i (3.15) poprzez zaslienie takich samych egci
sktadowych. Dziki tej operacji wykazana,e rownania tegspetnione tasamaciowo:

N, 0S, 0°F 0°F
+ -_ u—

dy  axay> ox2y

0S, _ 9°F 9°F _

o
Uy) ™
ON
5 y
w) S

X  ox’dy ox’dy

(4.16)

Konsekwengj wprowadzenia funkcji sit bylo wyeliminowanie réwng3.14) i (3.15)
oraz zredukowanie dwoch niewiadomyghi v, .
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Kolejnym etapem oblicZze bylo wprowadzenie dwoéch funkcji przemiesztze

D, (X,Y),P,(x,y) w postaci zalenosci

0D, _ oD,

oD, _ 3o,

(4.17)

ox oy wz:ax’ ¢ oy

Uwzgledniapc zwiazki (4.16), réwnanie (4.15) oraz réwnania (3.16(3-19) zapisano

W nhastpujacej postaci:

W)
3 3 3 3
Et Cltzww_czt{i(a @, 0 Cblszri(a @, 0 "lej—
(1_V2) ox{ ox> oxdy® ) dy\ox“dy oy
3 3 3 3 2
C3t2 i a—q22+a—q>22 +i a ZDZ +& _L(W,F): p—tplclla_vzvl (418)
ox\ ox 0X0X oy\ ox“dy oy or
3y,
3 3 3 3 _
e (ow)-c L0+ T2 || 002, O Pa | IV 00, o P2 lsg, aa9)
0x ox>  Oxoy ox>  oxay 2t 0x 0x
3¢,)
0 (—» ’e, o0’ °p, 0’0 1-v| o0 0P
c,—\0“w)-c L+ L= 2 + Z |+ Cr—1+ 21=0, 4.20
26y( ) 4{ oy° axayz} C{ oy oy | 2t7| " ay & ay (4.20)
3,)
0 (—» 0’0, 9’ °e, 0’0 1-v| 09 0P
—\O0%w)- L+—=|-¢C 2+—2 14+ Ca—++ 21=0, 4.21
C3ax( ) C{ ox° axayz} { C  oxay? | 22| ox “ "ox (4.21)
3¢,)

0 (_, 0°p, 0% 0°v, v, | 1-v| 0P 0P
—\O0w)- L+ —2L1-c R el Cs—+ 21=0. 4.22
= ay( ) C{ ay° axzay} 6{ oy oy | 22| Cg (4.22)
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Upraszczajc réwnanie (4.18), a tak r&zniczkupc rownania (4.19) i (4.21) wzglem x
oraz rownania (4.20) i (4.22) wzglemy, po czym kolejno dodag stronami réwnania (4.19)

i (4.20) oraz (4.21) i (4.22), otrzymano uktad tlzedwna rézniczkowych czwartego ezlu:

3 2
BT ¢, O*w-c,0%®, —c,0%®, |- L(w,F)= p—t,olclla—vzv,
(1—1/2) or
c,0%W-c, 0%, ~c,0%, + [C7D2d> +6,0%0,]=0, (4.23)

e 0'w-c b —c 0, + -2 [CSDZGJ +G,0%,|=0.

Uktad sktada si z trzech rown@a z czterema niewiadomymi, dlatego w celu jego

rozwigzania wprowadzono dodatkowo znane z teorii rownaingtosci odksztatca

2 9% 92 2., \?2 2 2
0%, 0%, _ yxyz(awj _wolw (4.24)

dy> ox* oxdy |oxdy x> oy?
Odksztalcenia wytane za pomagcsit wewrgtrznych:

(-, ).

X

£ :%(JX —vay):

C,Et

£, =%(o—y —VJX)=$(N), “IN), (4.25)

_2+v) . _2@+v)
yxy_ E Z-xy_ COElt Sxy'

Biorac pod uwag zaleznos¢ (4.25) rownanie gptosci odksztatcé (4.24) mana zapiséa

W nhastpujacej postaci:

2 a°N, 9°N 2 0°S W) _9*wo?
1 |:a NX_V Y 4+ y _ 0 Nx_2(1+V) Xy}:(a Wj —a wo"w (426)

v .
C,Et ay>  ox? x> axay oxoy |  ox* ay*
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Uwzgledniajpc w réwnaniu (4.26) funkcje sit (4.14) otrzymano:

1
C,Et

L(w, w)= Pwaorw) [ ow)
’ ox? 0y? oxoy |

W ten spos6b z ukladu siedmiu rowinaostatecznie otrzymano uklad czterech

O‘F :—%L(W,W), (4.27)

gdzie:

podstawowych rownearézniczkowych, opisujcych stateczrig ptyty:

— rOwnanie rownowagi

Et® . 4 . B 9°w
¢, 0*w-c,0%, —¢,0%®, |- L(w,F)= p-toc,— , (4.28)
(1—|/2) or
— dwa réwnania zgods&o przemieszcae
4 4 4 1-v 2 2 _
¢,0%W - ¢, 0P, .0 ¢2+?[c75 ®, +6,0%0,]=0, (4.29)
4, 4y 4 1-v 2 2 _
c,U'w-c0'd, —c 0P, + PYe c,U P, +c,0°d,|=0, (4.30)
— rébwnanie nierozdzieldoi odksztaicé
! qp=-l L(w,w). (4.31)
C,Et 2
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5. ROZWIAZANIE UKEADU ROWNA N

Z réwnania wariacyjnego Hamiltona (3.1), poza romami r&niczkowymi ruchu
otrzymano take uklad warunkow brzegowych zagadnienia. Warunkegpowe okrdono

zgodnie z zalzeniem, ze piyta jest przegubowo podparta na catym obwodRigs. 5.1)

i obciazona w ptaszczsnie sitami o intensywn@iach N? i NSrozioZonymi réwnomiernie

wzdhuwz brzegow piyty.
Ny
NARNRRAT A —
N =7 E:’i EE NG
7"?;{}/"7")"/"i"?"i"f’?l?Lb ::i i: b
o ‘ Lo e oo ! v
L T
l a NY
z y"

Rys. 5.1. Schemat ohgéenia i podparcia piyty.

Warunki brzegowe:

O<ys<b O<x<a
o e 08 ew
x=0,a y=0,b
e =0 oyrop =0 (5.1)
W, o, =0 W, =0
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Uktad rowna rozniczkowych (4.28) - (4.31) rozazano w sposOb przykbny stosujc
metod ortogonalizacyja Bubnowa - Galerkina. Prayp trzy nieznane funkcje aproksymcg

ugiecie i przemieszczenie w postaci :

w(x,y) = f,(r )sm%smngy (5.2)
®,(x,y)=f,(r )amsm%sm% (5.3)
®,(x,y)=f,(r )aq,zsm%sm n’;y (5.4)

gdzie:
f,(r) — nieznany parametr funkcji ugia,

m,n — liczby poéifal odpowiednio w kierunku osii y.

Réwnania (5.2) - (5.4) spetnigyvarunki brzegowe (5.1) dla ptyty prostpkej swobodnie
podpartej na catym obwodzie.

W pierwszej kolejnéci z uktadu dwoch rownazgodndci przemieszcze (4.29) i (4.30)
wyznaczono parametny,, i a,,. W tym celu do rowna wprowadzono zai@osci

(5.2) — (5.4) i po odpowiednich przeksztatceniathymano:

)3 e (3 (5 e (25

1
2t

e () o e[ () () () ]

+12_t—v{ cfa, +tc.fa, }smMsm%— . (5.6)

mzx . NIy _ g

{cﬁla +efha, ]sm—sm (5.5)

2
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Réwnania (5.5) i (5.6) rozwzano kolejno metagdortogonalizacyja Bubnowa - Galerkina

Z uwzgkdnieniem warunku:
ab
J‘J‘[DI X, Y ]sm—sm gydxdy:O, (5.7)
00

gdzie [, (x, y), dlai = 12 jest odpowiednio lewstrors rownania (5.5) i (5.6).

W wyniku przeprowadzonych operacji catkowanmai{cznik 3, po uporzadkowaniu,
otrzymano uktad dwdéch rownalgebraicznych

(%sz+(%7j2 +12t;/(ca +Ca ) 0, (5.8)

S —

(02 -c,a, —¢a,

2 2
mrr nir 1-v
(3‘05% ‘Ce%) (7) +(Fj o (Cs% +Cga,,,z)=0. (5.9)
Z powyzszych rbwna wyznaczono parametry
aml —_ b1a22 2a12 aq)z Zall 3.21bl (510)
a18,, ~ a:LZ a,,8,, — a12
gdzie:
=ck+ ]-__V _Ck+C 1_V =ck+c 1-v
a, =CK+C o2’ & o2 8, =G 0 o2
2 2
m7T na
2, =8,  b=ck,  b=ck ok =(?j {Hﬁﬁj }

Nastpnie po wprowadzeniu zaiku (5.2) do rownania nierozdziekwod odksztatcé (4.31)
oraz po przeprowadzeniu stosownych przeksziatlotrzymano réwnania #hiczkowe

czastkowe liniowe czwartego ¢du:

O'F =, Et 1. 1(mﬂj (nﬂj {CO{Zn yj+co{2Mﬂ_ (5.11)
2\ a b b a
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Rozwiazaniem réwnania (5.11) jest funkcja sit

F(x,y)=c,Et ff(akl cos2MY 4 g, coszmnxj +1N°y +1N (5.12)
b 2 a 2 2
gdzie:
) (0] o) (3)
ak T anl ~ | ak N I - .
* 32 a/\>n > 32(b)\m

Podstawiajc rownania (5.2) - (5.4) i (5.6) do rownania rowramiv(4.28) otrzymano:

3 2 272
= [fl(cl_czaq,l e (] (2] s.n%sm%]_@oaﬁf% ;
1-v?

2 2 2
Eﬁn—nj (Mj 00{2 n”yjsin m”Xsin N7y . N, fl( mnj sin m7zx sin Ty _
b a b a b a a b

2
—4c,Etf? ay, (mﬂj (ngj 00{2 mﬂxjsinmﬂxsinnzy+N f(ngj sin VX
a a a a

. nmry 0°f, . mmx_. nmy
$in—— |+c,, ot sin sin -p=0. 5.13
b i| 11p1 az_z a b p ( )

W celu rozwizania powyszego rownania zastosowano metodrtogonalizacyja

Bubnova - Galerkina
ab
J‘J‘[D3 X, Y ]sm—sm ydxdy:O, (5.14)
5% a b

gdzie 0,(x,y) jest lewa strom réwnania (5.13).

Po obliczeniu poszczegdlnych catelalgcznik 3 i uporadkowaniu otrzymano nagiujace

réwnanie

3 272
[ (5 ) et

(1—1/2) a m

n\o( mr)’ miT na\l’ 0%f, 16
— | | — f N, +N t—t-—"p=0. 5.15
(oo 23] e pm0.
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Powyzsze rownanie jest rownaniem ogolnym, zawignan ztazony przypadek obgkenia
(cisnienie i dwukierunkowdciskanie osiowe), i z jego rozaziania otrzymuje giugiccie ptyty
lub obchzenia krytyczne.

Analize¢ statecznéri ptyt przeprowadza sijedynie w przypadku obgienia przytaonego
na brzegach i w plaszcayie srodkowej ptyty, przy czym mae to by obchzenie normalne

(sciskapce) lub stycznesinajce) do konturu piyty.

Zgodnie z wczéniejszymi zalgeniami, w pracy przeprowadzona zostanie analiza
statecznéci porowatej piyty prostaiknej poddanej obgkeniu zi@zonemu w postaci
dwukierunkowegdciskania wzdta krawedzi ptyty. Do dalszych oblicZeprzyjcto, ze ciénienie

p=0, a poszczegolne intensywieo obciazen N, i N, opisano za pomaccatkowitego

obcihzenia N, oraz parametrik,:
N, =k,N,, (5.16)
N, =(1-k,)N,, (5.17)

gdzie:
k, — parametr obaizenia piyty (0<k, <1),

N, - catkowite obcizenie piyty.

W przypadku, gdy paramek;, =0 wyskpuje tylkosciskanie w kierunku osy natomiast,

gdy parametik, =1 $ciskanie zgodnie z kierunkiem osi x.

Dodatkowo wprowadzono bezwymiargpwosta ugiccia ptyty

~ fl

fi="t. (5.18)

Po uwzgtdnieniu zatgen (5.16) - (5.18) réwnanie ruchu ptyty (5.15) zapisa

w nastpujacej formie

s [lon e 2o ) e v o

b-v?) :

2 _ 27 2
—Dh%ﬂ(%%j@—%ﬂn+%ﬂaf{;1j:O. (5.19)

t or*\mmr
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Przeksztalcar powysze rownanie otrzymujemy:
~ 2
0*f, _ m’m Et? mr)° na)| |-
2 T 2 - (Cl_czam ~Clo, | — | |1H| —— f+
or® a‘c,po, (1_V2) ' *\a mb

~ N n a 2 =~ nrir ?
+ flTo{ko +(EBJ (1_ ko):| - 2C0E1f13(0’k1 + akz)[?j : (5-20)

Obciazenie statyczne — opis liniowy

W przypadku, gdy w rownaniu (5.19) pongi@ zostam czynniki, wynikajce
Z geometrycznie nieliniowych zwikOw pomedzy przemieszczeniem i odksztatceniem,

krytyczne obcizenie ptyty mana zapisaw postaci:

(o), | s e (28]
e kf[nZ) a-k) La-v?) 2L Amb
m

(5.21)

Zaktadajc dodatkowo,ze plyta jest wykonana z jednorodnego materiaturapmwego

(czyli wspotczynnik porowatwi €, =0), obownzuje hipoteza ptaskich przekrojow
(z,ai =@ :O) oraz wystpuje jedynie obarzenie sciskapce wzdhi osi x, rownanie (5.21)

przyjmuje postéa zgodmy, z klasycznym rozvazaniem prezentowanym przykladowo w pracy

Bazant i Cedolin [10]
mr)’ 1aV] |1
N ..=min | — | |1+ —— —, 5.22
e (2T (22 T2 522
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Obcigzenie statyczne — opis nieliniowy

W przypadku, gdy w rownaniu (5.19) pominiemy czynrdynamiczny, otrzymamy

nieliniowe rownanie algebraiczne, z ktéregozma obliczy wartas¢ napezen krytycznych

2 2 272
Ny t 5 (mﬂj {1+(£3j } (6 - cate, ~cs00, ) +

t k0+(naj2(1_ko) f-vz) L@ /L Amb

mb

2
+ 26,E, T2 (a, +ar, )[%Tj . (5.22)

Ostatecznie, rownanie rownowagi dynamicznej phyggddanej obaizeniu zmiennemu

W czasie, przedstawiono w paszej postaci

0*f, _ m’r {[Nom‘(%jm}{kﬁ(ﬁ%ﬂl_k")}ﬁ _ZCOEltZ(ak1+ak2)f~13}. (5.23)

ar2  a’c,p, || t t
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6. PRZYKLAD OBLICZE N

W pracy przygto zatazenie,ze utrata stateczhoi ptyty wysepuje w zakresie sprystym,

dlatego te powinien by spetniony podstawowy warunek wytrzymaowy:
Geqmax < aall (6-1)
gdzie:
Ogqmax  — Najwkksze napgzenia zredukowane (naggenia Hubera - Misesa),

O, — dopuszczalne naprenia dla danego materiatu.

W celu okrélenia obszaru dopuszczalnych rozmen, napezenia zredukowane

zdefiniowano przy zaleeniu ptaskiego stanu nagen:

— 2 2
Ocq —\/O'X —0,04,%0; . (6.2)

Wprowadzajc do powyszego rownania zaieosci (2.1), (2.2), (2.4), (4.6), (4.7), (5.16),
(5.17) otrzymano:

aeq:(%j Ci[l—eOCOS/UTC)] \/1—3k0i1—k05 : (6.3)

Maksymalne naggenia wystpuja na powierzchniach zewtiznych ptyty Oqqmax = eq‘ c=s1/2”

tak wiec rownanie (6.3) przyjmuje posta

N 1
Oeq = (TO)KREO \ 1_3k0(l_ ko) . (6.4)

Obliczenia numeryczne przeprowadzono dla piyty tplagnej wykonanej ze stopu
aluminium charakteryzagego s¢ nastpujacymi wiasndciami: E; = 70610*MPa, v = 033,
P, = 2800 kg/mnt , g,, = 90MPa.

Na podstawie kryterium wytrzymdicowego (6.1) okrdono obszar dopuszczalnych

rozwiazan dla badanej rodziny ptyt prostgtkych. Obliczenia przeprowadzono przy

uwzgkdnieniu zmian parametrow: ohgenia k,, porowatéci e,, proporcji dtugdci

bokéw b/a oraz proporcji dtugéei krétszego z bokéw do grukm a/t .
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Wyniki obliczea dla ustalonej wart@i parametru porowatoi e, =09 przedstawiono

w postaci dwoch wykresow: powierzchni 3D na rysulkila oraz za pomedkrzywych 2D

na rysunku 6.1b. Obszar rozwa dopuszczalnych znajdujee¢sinad powierzchmai 3D

lub nad poszczegolinymi krzywymi 2D.

90

Rys. 6.1 a. Obszar rozyria dopuszczalnych dla, = 09 .

80 ~

70 A

20 A

10

Ueq,max - aall KO=0

k0=0,1
~———k0=0,2
—k0=0,3
—k0=0,4
—k0=0,5
— —k0=0,6
— —k0=0,7
~— ~k0=0,8

k0=0,9

ko=1

T T T T T T T T T

1,25 15 1,75 2 2,25 25 2,75 3 3,25 3,5

Rys. 6.1 b. Obszar rozyzias dopuszczalnych dla, = 09 .
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Na podstawie prezentowanych wynikow zauere, ze zarbwno wzrost proporcji dtugm
bokéw b/a oraz diugéci krétszego z bokéw do grulm a/t, powoduje zwgkszenie

badanego obszaru rozman dopuszczalnych. W przypadku zmiany parametru agbnia

mozna zaobserwowatendenagi do zmniejszania obszaru roawa dopuszczalnych w miar

zblizania st do jego skrajnych waroi k, =(1,0) . Jednak gwattowne zmiany @ zauway¢
przede wszystkim w zakresle :(0.5,0>, gdzie zaczyna dominowabchzenie sih sciskapca
N,. Jednoczanie w tych przypadkach zaobserwowano niewielki wphyzrostu proporcji

dhugaici bokéw b/a na wielka¢ obszaru rozwizaa dopuszczalnych.

Wyniki bada&n mapcych na celu ok&enie obszaru rozwkan dopuszczalnych

z uwzgkdnieniem wptywu parametru porowéto e, przy ustalonych wartsiach parametru

k, przedstawiono na rysunkach 6.2 - 6.9.

80

70

60

50 - —¢e0=0,9
——0=0,8

e0=0

alt 40

Rys. 6.2. Obszar rozydai dopuszczalnych dld&k, =1.
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70
60
50
40
alt
30
20

10

0 bla

1 1,25 15 1,75 2 225 25 275 3 325 35
Rys. 6.3. Obszar rozygda: dopuszczalnych dl&, = 0,75.
70
60
50
40
alt
30
20

10

0 b/a

1 125 15 1,75 2 225 25 275 3 325 35
Rys. 6.4. Obszar rozyaa: dopuszczalnych dl&, = 025.

100

a/t 50

1 125 15 175 2 225 25 275 3 325 35

Rys. 6.5. Obszar rozgdai dopuszczalnych dl&, =0.
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80
70
60
50
alt 40
30
20
10

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

Rys. 6.6. Obszar rozygdai dopuszczalnych dl&, =1.

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09
Rys. 6.7. Obszar rozyaa: dopuszczalnych dl&, = 0,75.
70
60
50
40
alt
30
20

10

0
e
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 0

Rys. 6.8. Obszar rozyaa: dopuszczalnych dl&, = 025.
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80 T T T T T T T T
70 e e e
| | aeq,max —aall ‘ \ \ -
| | | | | | - = =
601 1 et T
e i -~ ™ | | | |
= S T T | | | | | |
50 £ beeeee beee- e et B e B
alt4a0{
0 I - S
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ = = =p/a=1
20 f O 2Oy -
: : | eq max‘ aII‘ : P>
R R s et e
0 3 3 3 3 3 3 3 3

Rys. 6.9. Obszar rozydai dopuszczalnych dl&k, =0.

Na podstawie wynikbw prezentowanych na wykresach 6.6.5 mana zauwayc,
ze zwkkszenie porowatmi materialu powoduje zmniejszenie obszaru razai
dopuszczalnych. Analizag rozwhzania prezentowane na wykresach 6.6 — 6.9 daje si
zauway¢ wpltyw proporcji geometrycznych piyty i sposobu akienia na wielké¢ rozwiazan
dopuszczalnych.
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6.1 Zagadnienie stateczriti Statycznej ptyty prostokatnej

Zagadnienia stateczém naleza do najtrudniejszych, a zarazem kluczowych problemé
mechaniki konstrukcji. W zalacsci od rodzaju obaizenia zewrtrznego badanego uktadu
stateczn& dzielimy na statyczn i dynamicza. O stateczn@i dynamicznej méwimy
wowczas, gdy uklad ohbgiony jest sitami zmiennymi w czasie. Natomiast wypeadku,

gdy obcazenie nie zalgy od czasu mowimy o stateczeostatycznej uktadu.

Statyczne kryterium statecZwod oznacza istnienie réwnowagi w paémiu gsiednim
od potazenia badanego, wtedy tworzye diadz nowa posté rownowagi, dz tez parametr
obcikzenia osiga lokalne maksimun¥yczkowskil125].

W przypadku bifurkacji najezciej podstawowa postadéwnowagi przestaje bystateczna,
natomiast nowa posta maze by stateczna (stateczny punkt bifurkacji) lub nie
(niestateczny punkt bifurkacji) [Volmir 110]. Zdi podstawowe polenie réwnowagi
opisane jest funkgj przemieszcze z jednorodnymi warunkami brzegowymi, to bifurkacj
opisuje ukfad liniowych réwna rézniczkowych. Rozwjzanie uktadu jest problemem
wartasci wiasnych i pozwala na oldlenie wartdci krytycznych parametru okgienia,

nie okrdlajac pokrytycznego zachowanig sikladu.

Energetyczna postakryterium statycznego bazuje na warunku stacjaarnenergii
potencjalnej — znikaniu pierwszej wariacji. W s@anroOwnowagi statecznej energia
potencjalna musi oggat wartg¢ minimalm, tzn. zmiana energii w wyniku dowolnego
zaburzenia powinna by nieujemna. Jeeli zmiarg energii potencjalnej przedstawimy
jako sung wariacji, to w stanie rébwnowagi pierwsza wariajgat rowna zero. Stateczo
standw rownowagi zaky przede wszystkim od drugiej wariacji.$llegjest ona dodatnio
okreslona — stan réwnowagi jest statecznylijsic zeruje — stanowi kryterium réwnowagi
obogtnej a wec kryterium stanu krytycznego [125]. Kryterium bifacji mazna sformutowa
jako zerowanie gipierwszej wariacji w nowym poteniu. Jeeli przyjmiemy,ze dla matych
odchylee od stanu réwnowagi energia potencjalna jest stakm, zgodnie

Z metod energetyczp Timoshenki zerowy poziom tej energii odpowiada &itytycznej [110].

Zagadnienie stateczém cienkiej spgzystej ptyty w zakresie teorii liniowej sprowadza si
do rozwhzania ptaskiego zadania z teorii gystasci w celu znalezienia dokrytycznego

rozkladu napgzen.
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6.1.1 Rozwizanie dla liniowych zwhzkdéw geometrycznych

Obliczenia przeprowadzono na podstawie wyprowadzame poprzednim rozdziale
zalenocsci, okreslajacej wartdé krytycznego oberzenia pityty (5.21). Na wykresach

przedstawiono wyniki oblicZze przy r&nych wartdciach parametrow porowdm e,

oraz obcizenia k,w odniesieniu do proporcji geometrycznych ptyty.

—e0=0
—e0=0,1
e0=0,2
e0=0,3
—e0=0,4
—e0=0,5
—e0=0,6
—e0=0,7
e0=0,8
e0=0,9
€0=0,99

(No/tkr [MPa]

Rys. 6.10. Obgtenie krytyczne plyty w zdtensci od proporcjib/a dla k, =1 i a/t =80.

—e0=0
—e0=0,1
e0=0,2
e0=0,3
—e0=0,4
—e0=0,5
—e0=0,6
: —e0=0,7
3 e0=0,8

: e0=0,9

7777777777 €0=0,99

(No/tkr [MPa]

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Rys. 6.11. Obgtenie krytyczne plyty w zdtensci od proporcjib/a dla k, = 05i a/t =80.
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50 | | | |
45 | | | | L
N — 0=0,1
40 1 ‘ 1 e0=0,2
e ——  e0-03
E 30 ,O,,,I ,,,,,,,,,, e —— — —e0=04
= ‘ 1 : 1 ‘
g - s
= | | | | —e0=0,6
2207 L B e 0=0,7
15 e ———————— SRR €0=0,8
10+ - R SRR - €0=0,9
el AR S U S S O S £0=0,99
0 : ‘ : : ' : ‘ ‘ :
1 125 15 175 2 225 25 275 3 325 35

Rys. 6.12. Obgtenie krytyczne plyty w zatesci od proporcjib/a dla k, =0i a/t =80.

Na rysunkach 6.10, 6.11 i 6.12 zaprezentowano wpawi¢kszenia proporcji diugai
bokow na obecizenie krytyczne ptyty w przypadku zmiany porowéaioi statej proporcji
dtugdsci krétszego z bokéw do grudm ptyty. W przypadku jednokierunkowego dziatanitgt s
sciskapcej w kierunku osix (Rys.6.10) zaobserwowano zmniejszenie wartobcihzenia
krytycznego wraz ze wzrostem proporcji diégo bokéw b/a. Podobne zachowanie
zaobserwowano dla ptyt olebnych dwukierunkowo (Rys.6.11). W #dym
z tych przypadkéw minimain wartgs¢ obcazenia krytycznego otrzymano dla sga
w postaci jednej péifali wzdiu osi xi jednej wzdlk osi y (m=n=1).W przypadku
dziatania sity sciskapcej wylcznie w kierunku osiy (Rys.6.12) otrzymano niewielkie
roznice wartdci obciazen krytycznych dla catego badanego zakresu propol¥ja.
Przypadek ten nmma wyja&ni¢ dzigki zaobserwowanej w badaniu zmianie postackaigi

w kierunku osiy gdzie liczba pétfal wzrosta do wafto n= 2.

Na rysunkach 6.13, 6.14 i 6.15 przedstawiono wpimickszenia proporcji diugai
bokéw na obeizenie krytyczne ptyty w przypadku zmiany propordicazenia przy statej
porowatdci. Wptyw grubdci pityty tna obcazenie krytyczne przedstawiono na wykresach
6.16,6.1716.18.
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50
45
40
35
30 )
25
20 L
15
10
5
0
1 125 15 175 2 225 25 275 3 325 35 Pa

Rys. 6.13. Obagtenie krytyczne ptyty w zatensci od proporcjib/a dla e,=0 i a/t =80.

40
35
30
25
20
15
10

5

0

1 1,25 15 225 25 275 3,25

(No/t)r [MPa]

(No/t)kr [MPal]

Rys. 6.14. Obagtenie krytyczne ptyty w zatensci od proporcjib/a dla e,=05 ia/t =80.
35
30
25
20

15

(No/t)<r [MPa]

10

5

0 b/a

1 1,25 15 1,75 2 225 25 2775 3 325 35

Rys. 6.15. Obgtenie krytyczne plyty w zatensci od proporcjib/a dla e, =09 i a/t =80.
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(No/t)kr [MPal]

90
80
70
60
50
40
30
20
10
0 alt
40 60 80 100 120 140 160

Rys. 6.16. Obgtenie krytyczne ptyty w zatesci od proporcjia/ tdla k, = 0,75i b/a=2.
100
90

80

70

60

50

40

30

20
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0

(No/t)kr [MPa]

alt
40 60 80 100 120 140 160

Rys. 6.17. Obgtenie krytyczne ptyty w zateasci od proporcjia/ tdla k, = 05i b/a=2.
160 -
140
120
100

80

60

(No/t)r [MPa]

40
20

0 alt

40 60 80 100 120 140 160
Rys. 6.18. Obgtenie krytyczne ptyty w zatesci od proporcjia/ tdla k, = 025i b/a=2.
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We wszystkich analizowanych powgj przypadkach zaobserwowano spadek aggbni
krytycznych wraz ze wzrostem porowdtd Prezentowane wyniki potwierdagpowszechnie
znary zalenos¢, ze przy zatéeniu stalej geometrii  konstrukcji, zmianacstscCi
zastosowanego materialu spowodujeniée w jej catkowite] masie. Aby wykaz&orzysci
wynikajace z zastosowania materiatbw porowatych przeprowamlz analiz wptywu
porowatdci na warté¢ obchzenia krytycznego przy zateniu statej masy konstrukcji.
W tym celu przyto zmienny parametr grubo opisany nagpujaca zaleznoscia:

Y

&0 (6.5)
Cia

t=

a=0,16 m; b=0,32m; teo=0)= 0,002 m

2,6 T T T T T T T
1 1 — k0=0 1 1 1 1
24 1------ e e e = e
| | 0025 | | |
22 17 T . ko=05 | T T T 7
- 1 1 1 1
g 1
L |
2 |
g |
|
Rys. 6.19.
e0=0)— 0,002 m
100% T T T T T T T T T
‘ ‘ 1 1 1 1 1 1 1
95% l 1 : 1 1 1 1 1 1
1 1 1 ‘ 1 1 1 1 1
90 L e e s S
| | | | | | | | |
asos | | | | | ‘ ‘ | | |
< 1 1 1 1 1 1 ‘ 1 1
= | | | L | | | | |
joosl e N
e | | iI|— k0=0,25 | | | ) |
5% +- - - e +-———==- s - - - ——= +-—-——== === e +-—--
| | | 05| | | | |
70% +- - - - - | k0=0,75}--4------ R o = - Q-
1 1 i 1 1 1 1 ‘
65% l 1 1 ‘ 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
60% : : : : : : : : :
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 €o

Rys. 6.20. Masa ptyty w zahesci od parametrue, przy ustalonym obgieniu krytycznym.
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Analizujac wyniki prezentowane na rysunku 6.19 zaiove, ze wraz ze wzrostem
porowatdci wzrasta nénos¢ plyty. Jednoczaie zaobserwowanae w przypadku wzrostu
porowatdci, analizowane przypadki zoych kombinacji obaizenia ptyty nie wykazuj prawie
zadnej ranicy w zdolndci przenoszonych ohgien. Na rysunku 6.20 przedstawiono wma
korzyé¢ w postaci obrienia masy konstrukcji w analizowanym przypadku rtawe
0 47 %.
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6.1.2 Rozwizanie dla nieliniowych zwiazkow geometrycznych

Na wykresach ponej przedstawiono zatacs¢ obchzenia krytycznego od uggia ptyty

dla zadanych wiellkizi wspotczynnika porowasai e,:

12 35

N, S=
T (NO/I)K% —e—e=0 /:

10 —e—e=0
—=—e=03 —=—e=0,3 /
——e=0,6 2,5 =06
8 =09 Vs e=0,9
//// “
6 /A
15

1 p———

—h

A f
0 T T T T t 0 T T T T —

0 0,5 1 1,5 2 2,5 0 0,5 1 15 2 25 t

fiiy

Rys. 6.21. Obgtenie krytyczne w zaleasci od ugecia.

20 35
& 181 S= NO It 3 —e—e=0 /:
t 16 —+—e=0 (No /t)KR —=—e=03
—s—e=0,3 / e e=06
14 —A—e=0,6 / 25

e=0,9
12 4 2]
10

0 : : : :
0 ! ' ! ' L 0 05 1 15 2 25 fl
0 0,5 1 15 2 2,5 t

Rys. 6.22. Obgtenie krytyczne w zaleasci od ugecia.

Na podstawie prezentowanych wynikow ina stwierdzi, iz wraz ze wzrostem
porowatdci ptyty zmniejsza si wartags¢ obciazenia krytycznego. Wykazana zostata sp&§no
migdzy wynikami wymiarowymi dla rinych grubéci piyty, przedstawiac ich wartdci

bezwymiarowo.
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6.2 Zagadnienie stateczriei dynamicznej ptyty prostokatne;

6.2.1 Stateczn& dynamiczna w ujgciu liniowym
W zagadnieniach dynamiki konstrukcji ruch uktadayfiznego czsto opisany jest
rownaniem lub uktadem réwnaozniczkowych zwyczajnych o zmiennych wspétczynnikach
okresowych. W takich przypadkach mowimye podczas ruchu ukfadu zachodzi
tzw. wzbudzenie parametryczne digdednym z rowng o szczegblnym znaczeniu w teorii
statecznéci dynamicznej, opisagym to zjawisko jest tzw. réwnanie Mathieu. W pragigu,

gdy na uktad dziata sita wymuszea w postaci:
N, (7)=N, + N, coslér), (6.6)
gdzie:
N, — wartg¢ srednia sitysciskapcej,
N, - amplituda drg&
6 — czstasé sity wymuszajcej,

to rownanie Mathieu mma zapiséza pomog zaleznosci:

~

2 e
‘er; +Q?[1-2ucoddr)]f,(r) =0, (6.7)
gdzie:
Q=w|1- No :

Vo (N
_mmr [(Ng s s , e
w=—_|-—— czstas¢ drgar poprzecznych przy obec§w sity sciskapcej,

a | Cypot
H= L Na ot ik [
=<7y o — wspotczynnik wymuszenia.
2 (NO)KR — N, P Y Y

Powyzsze rownanie jest dobrze znane i opisane w wiedggoh naukowych i kgikach
(mozna tutaj wymieni miedzy innymi prace Bolotina [11], Doyle’a [30], Grytia [45]
oraz Zyczkowskiego [125]). W rozwzywaniu tego typu zagadnienia nie jestzma doktadna
post& krzywych catkowych, lecz ich zachowanie przy 7 — o . Niestateczn@ dynamiczna
W ujeciu liniowym wystpi w przypadku, gdy rozwranie okae Sk nieograniczenie

Wzrasta¢ce wraz z czasem.
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Teoria liniowa nie mge d& odpowiedzi co do ustaleniagaamplitud drga oraz co do ich
wielkosci. Ich doktadlm analiz mazna uzyska tylko w oparciu o nieliniowe rownania diga
Nie mniej jednak, bez znajorfm wielkosci amplitud teoria liniowa daje petny i doktadny
poghd na kwesti niestateczriwi. OkreSlenie stateczriwi lub niestateczrimi rozwiazan
rownania Mathieu uzyskujemy na podstawie tzw. mieg’a-Strutta (Rys. 6.23), dzigego
ptaszczyzrn na obszary rozwzan rosracych nieograniczenie oraz ograniczonych.

(@VZz)?
. A
gf ARG
ul
27 J,/, ;k
é?/ﬁ%a :
% 4. Z

Rys. 6.23. Wykres Ince’a-Strutta [125].

Na podstawie literatury przedstawiono obszary atesznéci w nasgpujacej postaci:

pierwszy obszar niestateczco

2w,/1—%(a1+a2)<9<2w\/1+%(a1—3a2); (6.8)

drugi obszar niestateczioi

w 2 1 2 w 2, 1 2
1- -——l\a, - v 1- —\a, - .
2 ey Saay <0<l i-af Llaa), 69
gdzie:
_NO+Na — NO
a, = , a, =
' (NO)KR ? (NO)KR
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Obliczenia numeryczne przeprowadzono dla przypagddnoosiowego dziatania sit
sciskapcych rownomiernie rozimnych na krawdzi a piyty. W tym celu zalgono,

ze parametr obgkeniak, = 0. Wowczas rownanie (5.22) przyjmuje pdsta

N, = t E (mnj

Bk

2
+ 20, fila, +a,) )

2 2
Hﬂgj } (6 —c.a0 —ca, ) +

m

Do bada przygto konstrukog o wymiarach geometrycznycla=0, 160 =0,320,
t=0,00:I[m] wykonary, ze stopu aluminium, charakteryzcggo s¢ nasgpujacymi
wlasndciami: E; = 706[10°MPa, v = 033, p, = 28110 °kg/mn?, o,, = 90MPa.

0 A
[1/s] _ 2

160

140 o
Pierwszy|obszar niestatgcznosci /

120 ——

100

80

60 —
[—

40 .
— 1/
20

Drugi obszdr niestatecznogci

™

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Rys. 6.24. Obszary niestatecfrialla a, =1 i a, =2/3.

\ 4

(¢]

0
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0 A
[1/s] a=0,5 o= 0,45
180
160 /
140 /
Pierwszy obszar niestateqznosci —
120 /
80 /
60 =il
I
[
40 ; X .
Drugi obszar niestatecznos$ci
20
0 Vany =
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 e,
Rys. 6.25. Obszary niestateczrialla a, =05 i a, = 045.
0 A
[1/s] o=15 a,= 0,45
250
55 L /
Pierwszy obszar niestategznosci /
150 / )(
- \
100
50
0 Vany =
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 e

0

Rys. 6.26. Obszary niestatecarialla a, =15 i a, = 045.

Na podstawie przeprowadzonych bada ich analizie oraz poréwnaniu wynikow
z pracami wielu autoréw mina stwierdzi, ze dla pityt praktyczne znaczenie ma przede
wszystkim pierwszy obszar niestatecaripodpowiadajcy najnizszej czstosci drgar wiasnych

I najmniejszej sile krytyczne,j.
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6.2.2 Stateczn& dynamiczna w ujgciu nieliniowym
Na podstawie numerycznego rozmania zalénosci (5.23) przeprowadzono analiz
statecznéci pityty poddanej obgizeniom dynamicznym. Obliczenia oparto o algorytm
metody Rungego - Kutty. Catkowanie numeryczne rdwn@niczkowych drugiego kzlu
wykonano przy #gyciu programu Matlab. RGwnanie rozwano przy nagpujacych warunkach

poczatkowych:

da: =0 -

=0. (6.10)

Otrzymana w ten sposéb pastadwnania raniczkowego pozwala przg dowolmn,
zaleeng od czasu, funkej obcizenia. Pocatkowo przygto, ze obcazenie zewrtrzne rgnie
w czasie w sposoéb liniowy z ustalppredkoscia. Nastpnie badano stateczitoptyty poddanej
obcizeniu quasi-impulsowemu z zakniem, ze jego przebieg ma charakter sinusoidalny.
We wszystkich rozweanych przypadkach prayp stah w danej chwili proporej obchzen
zewrgtrznychk; .

Obliczenia przeprowadzono dla rodziny ptyt prostoich o nasfpujacych parametrach

geometrycznych:
t=2mm, a=160mm, b=320mm, — b/a=2, a/t =80;
t=2mm, a=160mm, b=480mm, — b/a=3, a/t =80;
t=1mm, a=160mm, b=480mm, — b/a=3, a/t =160.

Przygto parametr dwukierunkowego ohzenia ptyty k, = 075 oraz k, = 025.

— Obciazenie rosmce proporcjonalnie do czasu
Obcigzenie zewgtrzne piyty narasta liniowo od wasm pocatkowej r =0.
NOT(T) —cl (6.11)

gdzie:

MPa ., . .
C — |- predkos¢ narastania obgienia zewrtrznego.
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Na rysunkach 6.27 — 6.34 przedstawiono przyktadewyriki obliczen dla rodziny ptyt
prostoktnych. Wprowadzono bezwymiarowy parametr czasubedacy stosunkiem wartgi
obciazenia bigacego do gérnego okgienia krytycznego w zagadnieniu statycznym. Petni on

jednoczeénie funkcg wspotczynnika obaizenia dynamicznego.

T _Ny(r)

F=_t _

6.12
—— (6.12)

OKR
gdzie:

I, — Cczas, po ktorym ohgienie Ny(7) osagnie wartéé N, .

Przyktadowy przebieg uggia ptyty pod wpltywem wzrostu okgienia zewrtrznego
przedstawia rysunek 6.27. Prezentowana krzywaO jest rozwiazaniem zagadnienia

statycznego.

a=0.16[m]  b=0.32[m] t=0.002[m] e,=0.9 k,=0.75
Noxr=13180512.3144[Pa] (m,n) . =(1,1) cx=2.000000e+010[Pa/s]

stat

f,b - bezwwymiarowe ugiécie

N, (1)

05F---
0'18777\7777777;777777;7777777777777\777777\ 777777 [ [ [ |
0 0.0007 0002 0003 0004 0005 0006 0007 0008 0009 001

1, -Czas rzeczywisty [s]

oL

Rys. 6.27. Ugcie ptyty w funkcji parametra .
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Pocatkowo wraz ze wzrostem olgenia znacznie maleje wgie ptyty. Po osignigciu
wartcéci  krytycznej (punkt K; na krzywej), nasgpuje gwattowny wzrost ugcia &
do osagniecia lokalnej maksymalnej wada (punktK; na krzywej). Dalej ptyta przechodzi w
stan nieliniowych drga wokét nowego potgenia rownowagi, wyznaczonego przez krayw
bedaca rozwiazaniem statycznym. Utrata statecariqptyty nastpuje wowczas, gdy niewielki
wzrost obcizenia powoduje bardzo szybki wzrost ¢fgi(przebieg krzywej od punktiK,

doKy). Punkty te okrédaja granice przedziatu dynamicznych afen krytycznych.

Nalezy przewidzié takze maliwosé wystpienia utraty stateczo przy innej nk
statyczna, postaci wyboczenia ptyty. Takie zdaeema miejsce przy wkszych pedkosciach
narastania obatenia zewntrznego. Przyktadowe przebiegi utraty stateéznoptyty

(statycznej i dynamicznej) w zalgosci od liczbymi n przedstawia rysunek 6.28.

Rys. 6.28. Ugtie ptyty w funkcji parametra w zalénaosci od postaci wyboczenia.

W zagadnieniu statycznym utrata stateéznowyskpuje przy jednej péifali
w kierunku osi x i y (m=n=1), natomiast w zagadnieniu dynamicznym, przy danej
szybkdci obchzenia, ptyta odksztalci sinajszybciej przym=1 i n=5. Wzrost liczby fal

powoduje zmniejszenie wakm lokalnego maksimum krzywej.
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Przebieg utraty stateczéutd oraz zmian postaci wyboczenia ptyty dlandych pedkosci

obciazenia przedstawiono na rysunkach 6.29 — 6.33.

a=0.16[m]  b=0.48[m] t=0.002[m] ;=0.9 k=025 N, =24507394.0237[Pa] (m,n),=(12)

¢1=5.000000e+009[Pa/s] ~ c2=1.000000e+010[Pa/s] c3=1.500000e+010[Pa/s] ~c4=2.000000e+010[Pa/s]

12

10

©

flb - bezwwymiarowe ugiécie
N o

N

x 10
6 T T T I
| | | |
| | | |
| | | |
B — = 4= e — - — - —— = e
! — ¢1=5000 [MPa/s] | |
| €2=10000 [MPa/s] I /
4r-----mm - T —— €3=15000 [MPa/s] |~ 1~~~ """ AT oo o o
; —— ¢4=20000 [MPays]
|

Ny(1)

1., -Czas rzeczywisty [s]

Rys. 6.29. Ugcie ptyty w funkcji parametra dla k, = 025 i e, = 09.

0.03
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N,
a=160; b=320; t=2; ky=0,3333; €,=0,9; CN=3; (TU] =21,42 MPa;
CR

— ¢2=10000 MPa/s (No/t)s=27,38 MPa;
E c3=15000 MPa/s  (No/t)s=27,38 MPa; ¢c4=20000 MPa/s (No/t)s=39,37 MPa;

stat_m1,nl
dyn_m1,nl
stat_m1,n2
dyn_m1,n2
= = =stat_ml,nl
= = =dyn_mi,nl
stat_m1,n2
===dyn_m1,n2
= = =stat_ ml,nl

= = =dyn_mi,nl
stat_m1,n2
o= dyn_m1,n2

= = =stat_ ml,nl
= = =dyn_mi,nl
stat_m1,n3
e dyn_m1,n3

Rys. 6.30. Ugtie ptyty w funkcji parametra w zalénaosci od postaci wyboczenia.

N,
a=160; b=320; t=2; ky=0,75; e;=0,9; CN=0,3333; (TO] =13,18 MPa;
CR

¢2=10000 MPa/s (No/t)s=13,18 MPa;
€c3=15000 MPa/s  (No/t)s=40,24 MPa; ¢c4=20000 MPa/s (No/t)s=40,24 MPa;

1

[

stat_m1,nl
dyn_m1,nl
stat_m1,nl
dyn_m1,n2
= = =stat_ml,nl
= = =dyn_mi,nl
stat_m1,nl
s=—=dyn_m1,nl
= = =stat_ ml,nl

= = =dyn_mi,nl
stat_m2,n1
o= dyn_m2,n1

= = =stat_ ml,nl
= = =dyn_mi,nl
stat_m2,nl
e dyn_m2,n1

Rys. 6.31. Ugtie ptyty w funkcji parametra@ w zalénaosci od postaci wyboczenia.
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09 k=025 N, =24478094.2982[Pa]

e~
N,(stat)

0.002[m]

t

0.16[m]  b=0.32[m]
(m,n) . =(1,1) c3

a=

52434742.2742[Pa] dia (m,n),, =(1,4)

1.500000e+010[Pa/s]

6
4
P
0

|
|
|
|
|
|
|
|
|
”
T
a12916n amoJelwAMmmzaq - QJ

15

bezwymiarowy czas

10

W

Ty

0.035 0.04

0.03

0.015 0.02  0.025
T _ -Czas rzeczywisty [s]

0.01

0.005

0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04

0.005

1, -Czas rzeczywisty [s]

=1500MPa/ s.

025ic

Rys. 6.32. Ugcie ptyty w funkcji czasu dlk,

0.75 N, z=13180512.3144[Pa]

€,=0.9 k=
N,(stat)

0.002[m]

t

0.32[m]

b=

(1,1) c3

a=0.16[m]
(m’n)stat

40247394.8059[Pa] dla. (m,n), =(2.1)

1.500000e+010[Pa/s]

B
I
I
I
I
I
T
I
I
I
I
I
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A
|
|
|
|
|
|
%ﬁ _
|
N
C,
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S
8
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m,
g
|
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o I <
= .
| |
| |
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| |
R T e .
| |
| |
| |
| |
| |
| | |
| | |
| A I
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| I I B

16n-

0.03
Q@
[&]
©0.02
—=0.01

w] Y

.0,025 0.03 0.035 0.04
tﬁs]

0.02
-CZas rzeczywis

0.01

0.005

0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035

0.005

1,,-Czas rzeczywisty [s]

=1500MPa/ s.

075ic

Rys. 6.33. Ugcie ptyty w funkcji czasu dlk,
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Wzrost pedkosci obchzenia powoduje wzrost dynamicznej odpdgcio piyty
na wyboczenie. Na wykresach 6.30 i 6.31alipizerywarn oznaczono krzywe odpowiadag
statycznej postaci wyboczenia, natomiastaliciagta, krzywe odpowiadage dynamicznej
postaci wyboczenia. Na pozostatych wykresach staty@ost& wyboczenia oznaczona jest
kolorem czerwonym. Wraz ze wzrostenggkosci obcihzenia, ptyta utraci stateczéioszybciej,
w odniesieniu do czasu rzeczywistego, ale przsksuej wartéci obchzenia zewntrznego.
Aby okreli¢ dynamiczne obgrenia krytyczne przgio kryterium Volmira [111].

Zgodnie z tym kryterium dynamiczne ohénie krytyczne okrda czas, podczas ktorego
ugiecie plyty osiaga warté¢ réwm jej grubdci f~1:1. W chwili oskgniecia tej wartdgci
nastpuje gwattowny wzrost ugcia, wynikapcy z utraty stateczsoi ptyty. Wplyw
predkosci ¢ na dynamiczne obgienia krytyczne pityty przedstawia rysunek 6.34. Wyniki
obliczen przedstawiono dla #diych parametrow porowaiti e€,. Wigkszy przyrost
dynamicznych obaien krytycznych obserwuje siprzy wzrdcie prdkosci. Wynika to
ze zmiany postaci wyboczenia ptyty przyzgeh prdkosciach. Zaleénos¢ ta obserwujemy
szczegolnie przy domimgym sciskaniu osiowym (Rys. 6.30).

a=0,16; b=0,32; t=0,001; k;=0,25

N ‘ ‘
18 - (0] =876 dla e, = 0,
t KR

=744 dlae, =05 |
14 - =613dla e, =09. |

No(l/(No)xr
5

61— ’

| €0=0,9
47777 - O T :777777\7777777777777 777777 T R
e TSNS SRS SN NN SN SO
0 ; 1 1 1 1 1 ; ; 1

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000 50000
¢ [MPa/s]

Rys. 6.34. Wplyw pdkasci ¢ na dynamiczne ohgienie krytyczne ptyty.

Przedstawiona na powszych wykresach wigza odporn& plyty porowatej wynika

Z mniejszej wartsri sity krytycznej.
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— Obciazenie o charakterze quasi - impulsowym

Obciazenie zewntrzne piyty o charakterze quasi — impulsowym oraz przebiegu

sinusoidalnym zmieniagiv czasie wg nagpujacych warunkow:

0<7<T - Ny(r)= AN, Bin%,

(6.13)
T>T > NO(T):O,

gdzieT - czas trwania impulsu.
Wielkos¢ impulsu ustalona jest parametref okreslajacym stopié@ podwyzszenia

obciazenia krytycznego.

Badania przeprowadzono przy zadoiu statego czasu trwania impuldE0,015 [s].
Na rysunkach 6.35 — 6.36 przedstawiono przebiegaadimia oraz ugicie ptyty w zalenaosci

od rodzaju obarenia.

a=0.16 [m] b=0.32[m] t=0.001[m] e,=0.9 k =0.25 (N/1) =6.13 [MPa] (m,n)__=(1,1)
08 T I T T T
| — m=Ln=1| | |
| | | |
o I i metn=2 | ] A A VAN AR b I
| | | |
0.4 - - e e B Rt - .
| | | |
0.2,,,,,,,,,,3, ,,,,, — m=1; n=4 ,,,,i ,,,,,,,,,, i ,,,,,,,,,,,, . |
| | | |
0 | | —— | o |
: S T —r — v —
|
|

=
—
—

Rys. 6.35. Ugxcie ptyty w zalénaosci od postaci wyboczenia przy T=0,015 [sp#8,25.
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a=0.16[m] b=0.32[m] t=0.001[m] €,=0.9 k=0.75 T=0.015[s] N, .=3.2996[MPa] (m.n)
1
I

=(1,1) A=9.75

stat

o8l __ — m=1;n=1
o6L_ - m=2; n=1
m=1; n=2
04r--------

— m=3; n=1
0.2F---—-—--—--

0

it

02L- -~

0.6F---------

1
|
T
|
L
|
|
04 --cooo o R
|
i
|
|
|

08------ N

e
“ 777 N»

o

o

(&3]

R
=

()]
oiE----
N
()]
w

T/

Rys. 6.36. Ugcie ptyty w zalénosci od parametru obgeenia A dla k=0,75.

Na rysunkach 6.37 oraz 6.38 zaprezentowano przyktaqoaebiegi ugicia ptyty pod
wpltywem wzrostu obaienia zewitrznego. Przyjto odpowiednioky=0,25 oraz ky=0,75.
Pocatkowo wzrost wielkéci impulsu nie powoduje utraty statecZaioptyty. Zaobserwowano
tylko drgania o matej amplitudzie. Dalszy nieznaczny mgtyobcizenia powoduje gwattowny

wzrost ugecia. Nasgpuje tutaj dynamiczna utrata stateczmigtyty.
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=09 k;=0.25 T=0.015[s]
9.75

=0.001[m] €,

0.32[m] t

b=

0.16[m]
6.1279[MPa] (m,n)

a=

; A=10

95 ; A

(1D 5 A=9; A=

stat

Nokr=

0,015 [sp#R,25.

Rys. 6.37. Ugcie ptyty w zalénosci od postaci wyboczenia przy T
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a=0.16[m] b=0.32[m] t=0.001[m] €,=0.9 k=0.75 T=0.015s]

c16°  Now=32996IMPa] (mn)  =(11) A=4 A=453; A=457; A =5

L I
—_— Alz 4 :
|

Rys. 6.38. Ugrcie ptyty w zalénosci od postaci wyboczenia przy T=0,015 [sh+8@,75.

Rysunki 6.39 — 6.40 przedstawaajgiccie ptyty w zalénosci od parametru porowato
dla r&nych grubdci ptyty. Wraz ze wzrostem wspétczynnika porowatarosnie amplituda
ugiccia piyty. Przebieg utraty statecZoo jest bardziej gwaltowny w przypadku materiatu

porowatego.
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=11

stat

3.2996[MPa] (m,n)

0.75 T=0.015[s] Ny,

0.001[m] k=

0.32[m] t

b=
eO

0.16[m]

a=

A=10

0 €~ 0.5 €= 0.7 €03~ 0.9

TI2

0,001 [m] i k=0,75.

Rys. 6.39. Ugxcie pityty w zalénosci od porowatdci przy t

=11

0.015[s] N, =13.1805[MPa] (m,n)__;

0.75 T=

k0:

=0.32[m] t=0.002[m]

b

a=0.16[m]

A=10

0 €y~ 0.5 €™ 0.7 €55~ 0.9

eO=

T2

=0,75.

0,002 [m] i k

Rys. 6.40. Ugcie ptyty w zalénasci od porowatdéci przy t
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Przeprowadzono réwnie analiz wpltywu czasu trwania impulsu na wgie piyty.
Zaobserwowanaze wraz ze zwikszeniem czasu trwania impulsu maleje amplituda przebiegu

ugiecia ptyty.

a=0.16[m] b=0.32[m] t=0.001[m] k,=0.25 T=0.015[s] N, .=6.1279[MPa] (m,n)__ =(1,1) €,=0.9
T .=001s] T.__=0.011s] T. .=0.012[s] T. =0.013[s]
mpl imp2 imp3 imp4

5 T
_— Tmm:o.01

T
|
|
|

sl Tinp2=0'011

Tirrp3:0' 012

Rys. 6.41. Ugiie ptyty w zalégnasci czasu trwania impulSuinp.
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6.3 Badania poréwnawcze MES

Badania wykonano metad elementéw skiczonych w programie ANSYS 5.7.
Zastosowano element siazony SHELL181, ktéry ma czteryeaty oraz sz& stopni swobody
w kazdym wezle (trzy skiladowe przemieszczenia oraz trzy skladowe otowe
stopnie swobody). Element ten uwadhia due obroty, die odksztalcenia (w tym ta&
plastyczne) i mge by stosowany w nieliniowych zadaniach. Model dyskrethyyypzawierat

w sumie 200 elementow skezonych.

Do bada wybrano dwa przypadki okgienia piyt: k, = 025oraz k, = 0,75 Wymiary
ptyty wynosa: t=0,002m; a=016m; b=032m, wska&niki mechaniczne i fizyczne:
E, = 706010°MPa, v = 033, p, = 2800kg/m*, e, = 09.

Badania przeprowadzono dla dwdch stanéw:
stateczng statyczna — rozwezanie w oparciu o zwzki geometrycznie nieliniowe,

stateczn& dynamiczna — liniowa zataos¢ obchzenia od czasu, pdkos¢ narastania

napkzenia wynosic, = 20000MPa/s.

Na rysunku 6.42 przedstawionosciezke réwnowagi ptyty w  zakresie

do- oraz zakrytycznym. W analizowanym przypadku pitpyj parametr k, = 025
a wspotczynnik porowasci e, =09. Napkzenie krytyczne obliczone za pomodES
wynosi N, =23696MPa. Punkt bifurkacji A oraz odpowiad@a mu posia utraty

statecznéci zaznaczono na rysunku 6.42. Liczba poifal wynose , nE1. Poréwnujc
wyniki w oparciu 0 MES z wynikami rozwzania analitycznego otrzymano ng@nie
krytyczne mniejsze o 3,3% (23,696MPa/24,488MPa). &ostyboczenia jest identyczna,
gdyz zgodna jest liczba péifal m oraz n w obu raganiach. Na rysunku 6.43 przedstawiono
deformacg ptyty w stanie zakrytycznym.

Dla przypadku pokazanego na rysunku 6.44 = P@Bzymano naprenie krytyczne
mniejsze o 3,7% (12,693MPa/13,18MPa). Rostmaty stateczriwi takze w tym przypadku

odpowiada rozwizaniu analitycznemu jak pokazano na rysunku 6m5 (, n41).
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Rys. 6.42. Ugxkie ptyty [m] w funkcji naptzenia Ny [MPa] dla k:=0,25; =0,9.
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Rozwigzanie zadania statecz&co dynamicznej MES, dla kombinacji ohgen
z parametremk, = 025 przedstawiono na rysunku 6.46. Deformagityty po czasie
7 =0,0068& zamieszczono na rysunku 6.47. Czas, po ktorynemast dynamiczne uggie
ptyty, wynosi 7=0,005. W przypadku rozwizania analitycznego otrzymano okoto

r =0,0054s, co stanowi 0 5,5 % dhszy czas w stosunku do czasu wyrikago z obliczé

opartych o MES.

a=0,16; b=0,32; t=0,002; €,=0,9; k,=0,25; C=20000MPa/s; (No/t)x=24,48 MPa
0,012

0,010 ~

0,008 -

0,006 -

f1 [m] - ugiecie plyty

0,004 -

0,002 -

0,000 \ \ \ \ \ \ \ \ \ 1 \ \
0,0000 0,0005 0,0010 0,0015 0,0020 0,0025 0,0030 0,0035 0,0040 0,0045 0,0050 0,0055 0,0060 0,0065

T[s] - czas

Rys. 6.46. Dynamiczne ggie ptyty w funkcji czasu dla c=20000 MPa/s:=®,25; &=0,9.

ANIES 5.7
APR 7 2008
18:27:34
DISPLACEMENT
STEP=Z

3UE =1000
TIME=.0068
FPowerGraphics
EFACET=1
AVRES=A11
IME =.016354

k0=0.25,e0=0.9,4=0.16,5=0.32, T=2.E-03, W1/TIME/

Rys. 6.47. Deformacja ptyty po czas,0068s dla c=20000MPa/sp%0,25; &=0,9.
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Analogicznie, rozwjzanie zadania statec&wd dynamicznej MES, dla kombinacji
obchzen z parametremk, = 075 przedstawiono na rysunku 6.48. Deformagtyty
po czasier = 0,005k zamieszczono na rysunku 6.49. Czas, po ktorymemajst dynamiczne
ugiecie ptyty wynosi7 =0,0057%. W przypadku rozwazania analitycznego otrzymano okoto
7 =0,0053. co stanowi 0 7,02 % krétszy czas w stosunku do cagsikajacego z obliczé

opartych o MES

a=0,16; b=0,32; t=0,002; €,=0,9; k,=0,75; €=20000MPa/s; (No/t)xrg=13,18 MPa

0,008

0,007 -

0,006 -

0,005 -

0,004 -

0,003 -

f1 [m] - ugiecie plyty

0,002 -

0,001 -

0,000 T T T T T T T T T T T T
0,0000 0,0005 0,0010 0,0015 0,0020 0,0025 0,0030 0,0035 0,0040 0,0045 0,0050 0,0055 0,0060 0,0065

1 [S] - czas

Rys. 6.48. Dynamiczne wgie ptyty w funkcji czasu dla c=20000MPa/s®,75; &=0,9

19:20:03
DISPLACEMENT
TINE=.005141
PowerGraphics
EFLCET=1
AVRES=14l1l

DHE =.03279

Rys. 6.49. Deformacja ptyty po czasi,0051s dla c=20000MPa/sy%0,75; &=0,9.

Otrzymane w obu przypadkach wyniki dynamicznegaaigiw funkcji czasu wskazajj

ze piyta po przekroczeniu wastm napezenia krytycznego doznaje gwattownych gfgi
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7. ZAKONCZENIE

Rozprawa dotyczyla zagadnienia stateézngtatycznej i dynamicznej porowatych piyt
prostokitnych. Analizowano zachowania ptyt poddanych alemiu ziozonemu w postaci
dwukierunkowegdciskania wzdha ich wzajemnie prostopadtych kraszi.

Nieliniowy opis deformacji przekroju poprzecznego plytyzwolit uzyska& zaleznosci
pomidzy parametrami ugtia i obcazenia z uwzgidnieniem efektu $cinania
w przekroju poprzecznym. Uwzginiono tym samym warunek niewgpbwania efektu
scinania na powierzchniach zegirenych piyty, pozostawiag je jako powierzchnie swobodne.
Wyprowadzone w rozprawie réwnania maj charakter uniwersalny zaréwno

w zakresie zmiany wgiwosci fizycznych ptyty (parameti,) jak i kombinacji obeizenia
zewrgtrznego (parametrk,). Dobor parametrue, umazliwia badanie pityt o strukturze

jednorodnej, jak réwnie porowatej. Przy odpowiednich zaemiach, maliwe jest réwnie
badanie ptytowych konstrukcji wielowarstwowych. Wadiaem jest tutaj odpowiedni dobér
ilosci warstw oraz rozktadu wdaiwosci fizycznych poszczegoélnych warstw na grédiqtyty.
Zmiana parametru k, pozwala na analizowanie ptyt poddanych abeniu
dwukierunkowegadsciskania oraz w przypadkach szczegdlnyclskania jednokierunkowego

wzdtuwz osixluby.

W oparciu o przedstawione wyniki mta wysuiaé hastpujace wnioski:

— Wozrost pedkosci narastania obgienia powoduje wzrost dynamicznej odpaitio

ptyty na wyboczenie.

— Zmniejszenie warkxi obchzenia krytycznego jest spowodowane wzrostem

proporcji dtugéci bokéw b/a, w odniesieniu do ich rzeczywistych waitd
— Wraz ze wzrostem porowatm ptyty nastpuje spadek obgien krytycznych.

— Wozrost pedkosci zwigkszania s§ obchzenia powoduje szybgaitrat stateczngci
ptyty, w odniesieniu do czasu rzeczywistego, ale przkswuej wartéci obchzenia

zewretrznego.
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Dalsze rozwaania przeprowadzone zosgan nastpujacych kierunkach:

uwzgkdnienie w modelu analitycznym wgpinych imperfekcji,

uwzgkdnienie w energii kinetycznej sktadowych przemiesaczetaszczynie
piyty,

uszczegoétowienie nieliniowych sktadnikéw pola odksztatce

interakcja stateczioi lokalnej i globalnej,

badanie wptywu przebiegu olgenia na dynamicznutrat stateczngci,

badania ptyt 0 zmiennej sztyw§w poprzecznej.
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ZAL ACZNIK 1

Uwzgledniajac zwiazki (2.4) réwnanie (3.3) zapisano w postaci:
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ZAL ACZNIK 2
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