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Wstȩp

Problem dopuszczalności liniowych estymatorów w ogólnym modelu linio-

wym byÃl wielokrotnie rozważany w literaturze. Pierwszy rezultat, uzyskany

przez Cohena (1966), dotyczyÃl charakterystyki dopuszczalnych liniowych esty-

matorów dla wektora wartości oczekiwanych w modelu Gaussa-Markowa z ma-

cierza̧ kowariancji σ2I. ZostaÃl on później uogólniony przez Rao (1976) na przy-

padek modelu, w którym wektor wartości oczekiwanych należy do pewnej pod-

przestrzeni liniowej, a macierz kowariancji ma postać σ2V, gdzie V jest pewna̧

znana̧, dodatnio określona̧ macierza̧. Dalsze uogólnienia zwia̧zane z modelem

Gaussa-Markowa podali m.in. Hoffman (1977), Klonecki (1982), Mathew, Sinha

i Rao (1984), Klonecki i Zontek (1988), Drygas i Zmyślony (1988) oraz Bak-

salary, Markiewicz i Rao (1989).

Podstawowym, dla rozważań w tej rozprawie, jest wynik LaMotte’a (1982).

Jego uniwersalność polega na tym, że warunki konieczne i dostateczne na to,

aby liniowy estymator byÃl dopuszczalny sa̧ podane dla ogólnego modelu lin-

iowego bez ograniczeń naÃlożonych na przestrzeń parametrów. LaMotte, poprzez

lokalna̧ optymalność (patrz Olsen, Seely i Birkes, 1976) w zstȩpuja̧cym cia̧gu

rozmaitości liniowych, opisuje skończona̧, krokowa̧ procedurȩ konstrukcji dowol-

nego estymatora dopuszczalnego. Otrzymuje siȩ w ten sposób charakterystykȩ

estymatorów dopuszczalnych, ale w bardzo uwikÃlanej formie. Wykorzystany

bȩdzie też inny rezultat LaMotte’a (1997) (patrz także Stȩpniak, 1987), który

pokazuje, że jednoznacznie lokalnie optymalne estymatory i ich granice tworza̧

zupeÃlna̧ klasȩ estymatorów. Zastosujemy te wyniki do problemu jednoczes-
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nej dopuszczalnej estymacji wektora efektów staÃlych i losowych w mieszanym

modelu liniowym po wstȩpnym przej́sciu do równoważnego problemu estymacji

tylko efektów staÃlych w odpowiednim modelu. Zagadnieniem estymacji efektów

staÃlych i losowych zajmowali siȩ m.in. Harville (1976), Peixoto i Harville (1986),

Rao (1987), Robinson (1991) oraz Gross i Markiewicz (1999).

Rozprawa skÃlada siȩ z piȩciu rozdziaÃlów. W rozdziale pierwszym zostaÃla

opisana wspomniana już metoda LaMotte’a umożliwiaja̧ca charakterystykȩ linio-

wych estymatorów dopuszczalnych dla liniowej funkcji wektora wartości oczeki-

wanych w ogólnym modelu liniowym w pewnej rozmaitości liniowej.

W rozdziale drugim opisano mieszany model liniowy. Dokonano także re-

dukcji problemu Ãla̧cznej estymacji wektora efektów staÃlych i losowych do esty-

macji wektora efektów staÃlych w odpowiednim modelu liniowym w ogranicze-

niu do pewnej rozmaitości liniowej. Nastȩpnie sformuÃlowano lemat, na mocy

którego dopuszczalność estymatorów w odpowiadaja̧cych sobie modelach jest

równoważna. Na koniec rozdziaÃlu podane zostaÃly przykÃlady modeli liniowych.

RozdziaÃl trzeci skÃlada siȩ z trzech podrozdziaÃlów, z których każdy zawie-

ra charakterystykȩ dopuszczalnych estymatorów liniowych w zrównoważonym

modelu losowym k – kierunkowej klasyfikacji hierarchicznej, zrównoważonym

modelu losowym k – kierunkowej klasyfikacji krzyżowej oraz zrównoważonym

modelu losowym dwukierunkowej klasyfikacji krzyżowej z interakcja̧.

RozdziaÃl czwarty dotyczy problemu dopuszczalnej estymacji w modelu z dwo-

ma komponentami, w którym zostaÃlo opuszczone pewne zaÃlożenie z poprzed-

niego rozdziaÃlu. Odpowiednie twierdzenia pokazuja̧, jaki wpÃlyw ma to osÃlabienie

zaÃlożeń na postać klasy estymatorów dopuszczalnych.

W rozdziale pia̧tym podane zostaÃly warunki konieczne i dostateczne na to,

aby estymator byÃl dopuszczalny w ogólnym modelu liniowym z dwoma kompo-

nentami. Warunki te można postrzegać jako uogólnienie wyniku Rao (1976).
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Wykaz ważniejszych oznaczeń

Rn – zbiór n-wymiarowych wektorów o wspóÃlrzȩdnych rzeczywistych

vi ∈ Rn – i-ty n-wymiarowy wersor

Mn×t – zbiór macierzy wymiaru n× t o elementach rzeczywistych

M≥
n – zbiór macierzy symetrycznych i nieujemnie określonych wymiaru n× t

A′ – transpozycja macierzy A

A−1 – macierz odwrotna do A

A+ – odwrotność Moore’a-Penrose’a macierzy A

tr(A) – ślad macierzy kwadratowej A

R(A) – przestrzeń liniowa generowana przez kolumny macierzy A

N (A) – ja̧dro macierzy A

diag(A1, . . . , An) – macierz diagonalna, w której macierze A1, . . . , An sa̧ elemen-

tami diagonali

A⊗B – iloczyn Kroneckera macierzy A i B

T t
A – liniowe przeksztaÃlcenie odwzorowuja̧ceMn×t wMn×t, określone dla każdej

macierzy B ∈Mn×t wzorem T t
A(B) = AB, gdzie A ∈Mn×n

R(T t
A) – obraz przeksztaÃlcenia T t

A

spanW – przestrzeń liniowa rozpiȩta na elementach zbioru W
[W ] – najmniejszy wypukÃly, domkniȩty stożek zawieraja̧cy W
dimW – wymiar przestrzeni liniowej W
minZ – najmniejszy element zbioru Z
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1. Dopuszczalność w ogólnym

modelu liniowym

W tym rozdziale przypomnimy kilka najistotniejszych rezultatów uzyskanych

przez LaMotte’a, które dotycza̧ sposobu wyznaczania estymatorów dopuszczal-

nych. Jak już byÃlo wspomniane we wstȩpie, podaÃl on warunki konieczne i dosta-

teczne na to, aby estymator liniowy byÃl dopuszczalny w ogólnym modelu linio-

wym, nie zakÃladaja̧c przy tym żadnych ograniczeń na przestrzeń parametrów

modelu.

Niech Y bȩdzie n-wymiarowym wektorem losowym, którego rozkÃlad należy

do pewnej rodziny rozkÃladów P . ZakÃladamy, że dla każdego rozkÃladu P ∈ P
istnieje wektor wartości oczekiwanych EP Y oraz macierz kowariancji covP (Y ).

Bȩdziemy zajmowali siȩ dopuszczalna̧ estymacja̧ funkcji K0EP Y , gdzie K ∈
Mn×t. Rozważania ograniczymy do liniowych estymatorów postaci L′Y , dla

których macierz L należy do nastȩpuja̧cej rozmaitości liniowej

Lo = {Lo + ΠoM : M ∈Mn×t},

gdzie Lo ∈Mn×t oraz Πo ∈Mn×n sa̧ pewnymi ustalonymi macierzami.

Rozmaitości liniowe odgrywaja̧ ważna̧ rolȩ w teorii estymacji. Klasycznym

przykÃladem takiej rozmaitości jest zbiór liniowych nieobcia̧żonych estymatorów

funkcji K0EP Y w modelu, w którym EP Y = Xβ, gdzie X ∈Mn×p jest znana̧

macierza̧, a β jest p-wymiarowym wektorem parametrów staÃlych. Estymatory
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z tego zbioru możemy bowiem przedstawić w postaci

K0(XX 0)(XX 0)+Y + M 0
[
In −XX 0(XX 0)+

]
Y ,

gdzie M jest dowolna̧ (n × t)-wymiarowa̧ macierza̧. W tym przypadku klasa

nieobcia̧żonych estymatorów dla K0Xβ jest wyznaczona przez Lo = {Lo +

ΠoM : M ∈Mn×t}, gdzie Lo = XX 0(XX 0)+K oraz Πo = In−XX 0(XX 0)+.

Do porównania estymatorów użyjemy funkcji ryzyka określonej na P , która̧

dla estymatora L′Y definiujemy jako E[(L′Y −K0EP Y )′(L′Y −K0EP Y )]. Po

prostych przeksztaÃlceniach funkcjȩ tȩ możemy przedstawić w postaci

tr
[
L′covP (Y )L + (L−K)′ EP Y (EP Y )′ (L−K)

]
.

Widzimy, że zależy ona od rozkÃladu P wektora losowego Y poprzez covP (Y )

oraz EP Y (EP Y )′. LaMotte wykorzystaÃl ten fakt i potraktowaÃl parȩ (covP (Y ),

EP Y (EP Y )′) jako nowy parametr przebiegaja̧cy zbiór postaci

T = {(covP (Y ), EP Y (EP Y )′) : P ∈ P} .

ZauważyÃl też, że przy badaniu wÃlasności estymatorów przydaje siȩ rozszerzenie

pojȩcia funkcji ryzyka ze zbioru T na zbiórW = spanT . Tȩ rozszerzona̧ funkcjȩ

ryzyka dla każdego (W1,W2) ∈ W zdefiniowaÃl wzorem

R(L′Y ; (W1,W2)) = tr [L′W1L + (L−K)′W2(L−K)] .

Niech L bȩdzie podrozmaitościa̧ Lo. Wtedy L można opisać nastȩpuja̧co

{L1 + ΠM : M ∈Mn×t},

gdzie L1 ∈ Lo, natomiast Π jest macierza̧ wymiaru (n × n) taka̧, że R(Π) ⊂
R(Πo). Zauważmy, że funkcjȩ ryzyka estymatora L′Y , gdzie L ∈ L, możemy

przedstawić w postaci

R(L′Y ; (W1, W2)) = tr[M ′T 1(W )M ] + 2tr[M ′T 2(W )] + R (L′
1Y ; (W1, W2)) ,
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gdzie

T 1(W ) = Π′(W1 + W2)Π oraz T 2(W ) = Π′W2K −Π′(W1 + W2)L1.

Definicja 1.1. Estymator L′Y jest lokalnie optymalny w punkcie W ∈ W
w klasie L, jeżeli R(L′Y ; W ) ≤ R(L′

∗Y ; W ) dla każdego L∗ ∈ L.

Poniższe twierdzenie (LaMotte, 1982) podaje pewne rezultaty dotycza̧ce

lokalnej optymalności.

Twierdzenie 1.1.

(i) W klasie L istnieje co najmniej jeden estymator lokalnie optymalny

w punkcie W = (W1,W2) ∈ W wtedy i tylko wtedy, gdy macierz Π′(W1 +

W2)Π jest macierza̧ nieujemnie określona̧ oraz R(Π′W2K − Π′(W1 +

W2)L1) ⊆ R(Π′(W1 + W2)Π).

(ii) Estymator L′Y jest estymatorem lokalnie optymalnym w punkcie W ∈ W
w klasie L wtedy i tylko wtedy, gdy Π′(W1 +W2)Π jest macierza̧ nieujem-

nie określona̧ oraz Π′(W1 + W2)L = Π′W2K.

(iii) W klasie L istnieje dokÃladnie jeden estymator optymalny w punkcie W

wtedy i tylko wtedy, gdy Π′(W1+W2)Π jest macierza̧ nieujemnie określona̧

taka̧, że R(Π′(W1 + W2)Π) = R(Π′).

Oznaczmy przez B(W |L) zbiór tych macierzy L ∈ L, dla których estymator

L′Y jest lokalnie optymalny w punkcie W w klasie L. Zauważmy, że dla danego

punktu W ∈ W może nie istnieć estymator L′Y , który jest w nim lokalnie op-

tymalny w klasie L, może istnieć dokÃladnie jeden taki estymator albo wreszcie

może być wiele estymatorów lokalnie optymalnych w tym punkcie. Estyma-

tor L′Y , dla którego B(W |L) ={L}, bȩdziemy nazywać jednoznacznie lokalnie
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optymalnym w punkcie W w klasie L. Jednoznacznie lokalnie optymalne esty-

matory w klasie L sa̧ scharakteryzowane w podpunkcie (iii) twierdzenia 1.1.

Zauważmy, że niepusty zbiór B(W |L) jest także rozmaitościa̧ liniowa̧. Oczywíscie

B(W |L) jest podrozmaitościa̧ L, a w przypadku, gdy nie wszystkie estymatory

w klasie L sa̧ lokalnie optymalne w punkcie W, jest wÃlaściwym podzbio- rem

L. Punkty, w których każdy estymator L′Y jest lokalnie optymalny w klasie L,

LaMotte nazwaÃl trywialnymi. A zatem punkt W ∈ W nazywamy trywialnym

dla L, jeżeli B(W |L) = L. PrzykÃladem takiego punktu jest W = (0,0). Zbiór

wszystkich punktów trywialnych dla L oznaczać bȩdziemy przez S = S(L).

LaMotte udowodniÃl, że jeżeli przedstawimy L w postaci {L1 + ΠM : M ∈
Mn×t}, to zbiór S możemy zapisać nastȩpuja̧co

S = S(L) = {(W1,W2) ∈ W : Π′(W1 + W2)Π = 0, Π′W1L1 = Π′W2(K −L1)} .

Stosuja̧c jako kryterium porównawcze funkcjȩ ryzyka możemy w klasie Lo

wprowadzić wśród rozważanych estymatorów nastȩpuja̧ca̧ relacjȩ czȩściowego

porza̧dku.

Definicja 1.2. Estymator L′Y jest lepszy niż estymator L′
∗Y jeżeli

R(L′Y ; W ) ≤ R(L′
∗Y ; W ) dla każdego W ∈ T

i jeżeli ostra nierówność jest speÃlniona dla co najmniej jednego z tych punktów.

Definicja 1.3. Estymator L′Y , gdzie L ∈ Lo, jest estymatorem dopuszczalnym

dla K0EP Y na zbiorze parametrów T , jeżeli w klasie Lo nie istnieje estymator

lepszy niż L′Y .

Podobnie definiujemy pojȩcia lepszy niż oraz dopuszczalny w klasie L na

zbiorze parametrów T , a także na każdym zbiorze C ⊆ W . LaMotte wykazaÃl,

że pojȩcia te sa̧ równoważne na zbiorach T , [T ] oraz [T + S], gdzie S= S(L).
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Punktem wyj́scia w jego rozważaniach nad dopuszczalnościa̧ byÃlo rozszerze-

nie wyniku Olsena, Seely’ego i Birkesa (1976) do twierdzenia, że jeżeli L′Y

jest dopuszczalny w klasie Lo na zbiorze parametrów T , to istnieje nieze-

rowy punkt W ∈ [T ], w którym L′Y jest lokalnie optymalny w klasie Lo.

Nastȩpnie zauważyÃl, że jeżeli L′Y jest lokalnie optymalny w punkcie W ∈ [T ]

w klasie Lo, to dopuszczalność L′Y w klasie Lo na zbiorze T jest równoważna

dopuszczalności L′Y w klasie L1 = B(W |Lo) na zbiorze T , co z kolei sug-

erowaÃlo, że chca̧c uzyskać charakterystykȩ estymatorów dopuszczalnych w klasie

Lo należy powtórzyć tok rozumowania z jednoczesna̧ redukcja̧ wymiaru kolejno

uzyskiwanych podrozmaitości aż do momentu uzyskania zbioru skÃladaja̧cego siȩ

tylko z jednej macierzy. Niestety, w przypadku, gdy ograniczymy siȩ jedynie

do zbioru [T ], redukcja wymiaru nie musi nasta̧pić. Sta̧d też propozycja LaM-

otte’a, aby rozszerzyć zbiór [T ] do zbioru [T + So]. Oczywíscie, jeżeli T ⊂ So,

to wówczas każdy estymator L′Y jest dopuszczalny w klasie Lo na T .

Twierdzenie 1.2. Estymator L′Y jest dopuszczalny dla K0EP Y w klasie Lo

na zbiorze parametrów T wtedy i tylko wtedy, gdy T ⊂ So albo, gdy istnieje

nietrywialny punkt W ∈ [T + So] taki, że L należy do klasy B(W |Lo), w której

L′Y jest dopuszczalny na T .

Twierdzenie 1.2 jest podstawowym dla dalszych naszych rozważań. Pozwala

ono sprawdzić nie tylko, czy dany estymator L′Y jest dopuszczalny w klasie Lo

na T , ale również umożliwia konstrukcjȩ takich estymatorów.

Niech

A(L) = {W ∈ [T + S]\S : B(W |L) 6= ∅} .

Zauważmy, że dla dowolnego L ⊆ Lo mamy speÃlniony warunek [T ]\S ⊆ A(L).

Na bazie twierdzenia 1.2 można zaproponować nastȩpuja̧cy algorytm spraw-

dzania, czy estymator L′Y jest dopuszczalny dla K0EP Y w klasie Lo.

12



(0) Podstawmy i = 0.

(1) Jeżeli T ⊂ S i, to estymator L′Y jest dopuszczalny w klasie Lo na T .

(2) Jeżeli T 6⊂ S i, to mamy dwie możliwości:

(2.1) nie istnieje punkt Wi ∈ A(Li), dla którego L ∈ Li+1 = B(Wi|Li),

tym samym L′Y jest niedopuszczalny w klasie Lo na T ,

(2.2) istnieje pewien punkt Wi ∈ A(Li), dla którego L ∈ Li+1 = B(Wi|Li),

wtedy oznaczaja̧c przez Si+1 zbiór punktów trywialnych dla Li+1

i dokonuja̧c podstawienia i + 1 w miejsce i przechodzimy do punktu

(1).

Zauważmy, że powyższa procedura kończy siȩ po wykonaniu skończonej liczby

kroków. Ostatecznie bowiem mamy, że L′Y jest dopuszczalny w klasie Lo

na T wtedy i tylko wtedy, gdy T ⊂ Si∗ = S(Li∗) dla pewnego 0 ≤ i∗ ≤
dimW − dimSo. Oczywíscie Si∗ ⊃ Si∗−1 ⊃ . . . ⊃ So, a co za tym idzie Li∗ ⊂
Li∗−1 ⊂ . . . ⊂ Lo.

Twierdzenie 1.2 daje także możliwość konstrukcji dopuszczalnych estyma-

torów w klasie Lo.

(0) Podstawmy i = 0.

(1) Weźmy dowolny punkt Wi ∈ A(Li).

(1.1) Jeżeli Li+1 = B(Wi|Li) = {L}, to estymator L′Y jest dopuszczalny

w klasie Lo na zbiorze parametrów T .

(1.2) Jeżeli Li+1 = B(Wi|Li) 6= {L}, to za i podstawiamy i + 1 i prze-

chodzimy do punktu (1).

Opisany sposób postȩpowania jest dosyć skomplikowany. Wymaga w każdym

kroku wyznaczania nowych zbiorów L, S i A(L), co na ogóÃl nie jest rzecza̧
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prosta̧. Pomocnym może być tutaj wynik LaMotte’a (1997) (patrz także Stȩpniak,

1987 i Zontek, 1988) pokazuja̧cy zwia̧zek pomiȩdzy dopuszczalnymi esty- ma-

torami a granicami lokalnie optymalnych estymatorów wyznaczonych w spo-

sób jednoznaczny. Rezultat ten w terminach ogólnego modelu liniowego przed-

stawia siȩ nastȩpuja̧co.

Twierdzenie 1.3. Każdy dopuszczalny liniowy estymator dla K0EP Y w klasie

estymatorów Lo jest granica̧ jednoznacznie lokalnie optymalnych estymatorów

w punktach należa̧cych do [T ] w klasie Lo.

Powyższe twierdzenie pozwala na ograniczenie uwagi do domkniȩcia zbioru

macierzy L ∈ Lo takich, że L′Y jest jednoznacznie lokalnie optymalnym esty-

matorem w punktach ze zbioru [T ] w klasie Lo. Sa̧ modele, w których aby

wykazać, że estymator graniczny jest dopuszczalny wystarczy ograniczyć siȩ

w każdym kroku procedury LaMotte’a tylko do zbioru [T ]. W rozważanych

w rozprawie modelach tak wÃlaśnie jest.

W dalszej czȩści pracy, chca̧c podać warunki konieczne i dostateczne na

to, aby liniowy estymator pewnej liniowej funkcji byÃl dopuszczalny, użyjemy

modyfikacji lematu Shinozakiego w ograniczeniu do klasy estymatorów Lo (pa-

trz Klonecki i Zontek, 1988).

Lemat 1.1. Jeżeli L′Y jest dopuszczalny dla K0EP Y w rozmaitości liniowej

Lo = {Lo + ΠoM : M ∈Mn×t}, to dla każdej macierzy C ∈ Mt×s estymator

C0L′Y jest dopuszczalny dla C0K0EP Y w klasie {LoC +ΠoN : N ∈Mn×s}.
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2. Estymacja w mieszanym

modelu liniowym

W dalszej czȩści rozprawy nasze rozważania dotycza̧ce dopuszczalności esty-

matorów odnosić siȩ bȩda̧ do modeli liniowych, które sa̧ szczególnymi przypad-

kami tzw. mieszanego modelu liniowego. Model ten możemy przedstawić

w postaci

Y = Xβ + Z1u1 + Z2u2 + . . . + Zkuk + e,

gdzie β jest p-wymiarowym wektorem nieznanych parametrów (tzw. efektów

staÃlych), X ∈ Mn×p, Z1 ∈ Mn×m1 , . . . , Zk ∈ Mn×mk
sa̧ macierzami o znanych

elementach, natomiast u1 ∈ Rm1 , . . . , uk ∈ Rmk oraz e ∈ Rn sa̧ nieobserwowal-

nymi wektorami losowymi. Bȩdziemy zakÃladać, że u1, . . . , uk i e sa̧ wzajemnie

nieskorelowane, maja̧ zerowe wartości oczekiwane, a ich macierze kowariancji

wynosza̧ odpowiednio σ2
1Im1 , . . . , σ

2
kImk

oraz σ2
k+1In, gdzie σ2

1 ≥ 0, . . . , σ2
k ≥ 0,

σ2
k+1 > 0. W teorii modeli liniowych nieznane parametry σ2

1, . . . , σ
2
k+1 nazywane

sa̧ komponentami wariancyjnymi.

W bardziej zwartej postaci powyższy model można zapisać nastȩpuja̧co

Y = Xβ + Zu + e,

gdzie Z = (Z1, . . . , Zk) oraz u = (u′1, u
′
2, . . . , u

′
k)
′.

Przy poczynionych zaÃlożeniach otrzymujemy, że EY = Xβ i cov(Y ) =

ZDZ ′+σ2
k+1In, gdzie D = cov(u) = diag(σ2

1Im1 , σ
2
2Im2 , . . . , σ

2
kImk

), co bȩdziemy
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zapisywać symbolicznie jako

Y ∼ (Xβ, ZDZ ′ + σ2
k+1In). (2.1)

Istnieje szeroka klasa modeli liniowych o powyższej strukturze, które maja̧

duże zastosowanie praktyczne. SÃluża̧ one bowiem do modelowania wielu zjawisk,

w których pojawia siȩ źródÃlo zmienności, np. do opisu danych pochodza̧cych

z eksperymentów genetycznych, medycznych, rolniczych, czy astronomicznych.

WÃlaśnie do opisu tych ostatnich astronom Airy (1861) użyÃl jako pierwszy tzw.

modelu jednokierunkowej klasyfikacji, który to model wraz z innymi przykÃladami

zostanie omówiony pod koniec tego rozdziaÃlu.

Teraz zajmiemy siȩ dopuszczalna̧ estymacja̧ wektora

[(K ′Xβ)′, (Q′
1Z1u1)

′, . . . , (Q′
kZkuk)

′]′ (2.2)

w klasie liniowych estymatorów L′Y = (L0, L1, . . . , Lk)
′Y, gdzie K,L0 ∈Mn×t0 ,

. . . , Qk, Lk ∈Mn×tk . Jako kryterium porównawcze estymatorów użyjemy funkcji

ryzyka

R(L′Y ) = E








L′0Y −K ′Xβ

L′1Y −Q′
1Z1u1

...

L′kY −Q′
kZkuk




′ 


L′0Y −K ′Xβ

L′1Y −Q′
1Z1u1

...

L′kY −Q′
kZkuk








= tr{(L0 −K)′Xββ′X ′(L0 −K) + L′0cov(Y )L0

+
k∑

i=1

L′iXββ′X ′Li +
k∑

i=1

L′icov(Y )Li

+
k∑

i=1

σ2
i (Li −Qi)

′ZiZ
′
i(Li −Qi)−

k∑
i=1

σ2
i L

′
iZiZ

′
iLi}.

Zauważmy, że ryzyko to zależy liniowo od macierzy Zcov(u)Z ′, cov(e) oraz

EY (EY )′. Nie można go przedstawić jako funkcji cov(Y ) i EY (EY )′. Miȩdzy

innymi dlatego na tym etapie nie jesteśmy w stanie bezpośrednio wykorzystać
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techniki LaMotte’a. Podobnie jak poprzednio zdefiniujmy w rozważanej klasie

estymatorów nastȩpuja̧ca̧ relacjȩ.

Definicja 2.1. Estymator L′Y jest lepszy niż L′∗Y , jeżeli

R(L′Y ) ≤ R(L′∗Y )

dla każdych Zcov(u)Z ′, cov(e) oraz EY (EY )′ i jeżeli ostra nierówność jest

speÃlniona dla co najmniej jednej kombinacji tych macierzy.

Definicja 2.2. Estymator L′Y nazywa siȩ dopuszczalny w klasie estymatorów

{(L0, . . . , Lk) : L0 ∈Mn×t0 , . . . , Lk ∈Mn×tk} , jeżeli nie istnieje estymator lep-

szy niż L′Y.

Aby móc zastosować teoriȩ dopuszczalnej estymacji liniowej funkcji wartości

oczekiwanej w ogólnym modelu liniowym do rozważanego problemu, należaÃloby

w funkcji straty ,,przerzucić” efekty losowe z estymowanej funkcji do czȩści

,,modelowej”, tak by funkcja funkcja ryzyka w wyj́sciowym modelu pokrywaÃla

siȩ z funkcja̧ ryzyka odpowiedniego estymatora liniowego w modelu dodatkowo

poszerzonym o efekty losowe. W ten sposób w obu modelach zbiór funkcji

ryzyka pozostaÃlby bez zmian. Zauważmy, że



L′0Y −K ′Xβ

L′1Y −Q′
1Z1u1

...

L′kY −Q′
kZkuk




=




L0 L1 · · · Lk

0 −Q1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · −Qk




′

Y −K0Xβ, (2.3)

gdzie

Y =




Y

Z1u1

...

Zkuk




, K =




K 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0




oraz X =




X

0
...

0




.
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Zatem możemy rozważać funkcjȩ ryzyka estymatora (L0, . . . , Lk)
′Y jako funkcjȩ

ryzyka liniowego estymatora L′Y =




L0 L1 · · · Lk

0 −Q1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · −Qk




′

Y dla K0Xβ

w nastȩpuja̧cym modelu

Y ∼
(

Xβ,

k+1∑
i=1

σ2
i Vi

)
, (2.4)

gdzie

Vi = (v1 + vi+1)(v1 + vi+1)
′ ⊗ ZiZ

′
i, i = 1, . . . , k,

Vk+1 = v1v
′
1 ⊗ In

oraz vi jest i-tym wersorem należa̧cym do Rk+1. Ponieważ Q1, . . . , Qk sa̧ ustalo-

nymi macierzami, wiȩc klasa estymatorów dla K0Xβ w powyższym modelu jest

ograniczona do zbioru

Eo = {N ′Y : N ∈ Lo},

gdzie

Lo = {Lo + ΠoM : M ∈M(k+1)n×(t0+...+tk)},

Lo =




0 0 · · · 0

0 −Q1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · −Qk




oraz

Πo =




In 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0




.
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Oczywíscie Lo ⊂ M(k+1)n×(t0+...+tk) jest rozmaitościa̧ liniowa̧. Zauważmy, że

możemy ja̧ równoważnie zapisać w postaci

Lo = Lo +R(T t

Πo
),

gdzie t =
k∑

i=0

ti. Równość (2.3) jest istotnym spostrzeżeniem do dalszych naszych

rozważań. Sprowadza ona problem jednoczesnej estymacji liniowej funkcji wek-

tora efektów staÃlych i losowych w modelu (2.1) do estymacji odpowiedniej linio-

wej funkcji wektora wartości oczekiwanych w modelu (2.4) w klasie Lo, a to

z kolei pozwala wykorzystać znane już narzȩdzia opisane w rozdziale 2. Ponieważ

funkcja ryzyka estymatora L′Y dla K0Xβ daje siȩ przedstawić w postaci

tr[L′cov(Y )L + (L−K)′EY (EY )′(L−K)],

wiȩc nowa̧ przestrzenia̧ parametrów jest zbiór

T =

{
(

k+1∑
i=1

σ2
i Vi,Xββ′X ′) : σ2

1 ≥ 0, . . . , σ2
k ≥ 0, σ2

k+1 > 0, β ∈ Rp

}
,

podczas gdy W = spanT wyraża siȩ wzorem

W =

{
(

k+1∑
i=1

fiVi,XFX ′) : f1, . . . , fk+1 ∈ R, F ∈Mp×p, F = F ′
}

.

Zauważmy, że dziȩki opisanej ,,redukcji problemu” wystarczy podać warunki

konieczne i dostateczne na to, aby estymator byÃl dopuszczalny dla K0Xβ w

klasie Lo w modelu (2.4).

Lemat 2.1. Liniowy estymator jest dopuszczalny dla [(K ′Xβ)′, (Q′
1Z1u1)

′, . . . ,

(Q′
kZkuk)

′]′ w modelu (2.1) wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadaja̧cy mu estymator

jest dopuszczalny dla K0Xβ w klasie Lo w modelu (2.4).
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Dowód. Lemat jest natychmiastowa̧ konsekwencja̧ równości (2.3) oraz tego,

że

R(L′Y ; W ) = E{[L′Y −K0Xβ]′[L′Y −K0Xβ]}

= E








L′0Y −K ′Xβ

L′1Y −Q′
1Z1u1

...

L′kY −Q′
kZkuk




′ 


L′0Y −K ′Xβ

L′1Y −Q′
1Z1u1

...

L′kY −Q′
kZkuk








.

2

Do charakterystyki estymatorów dopuszczalnych dla K0Xβ w klasie Lo

w modelu (2.4) wykorzystamy twierdzenia 1.2 oraz 1.3.

2.1. PrzykÃlady liniowych modeli mieszanych

W tym podrozdziale opiszemy modele, które sa̧ szczególnymi przypadkami

modelu (2.1), a dla których, w kolejnych rozdziaÃlach rozprawy, podana zostanie

charakterystyka estymatorów dopuszczalnych dla wektora (2.2).

DokÃladny opis klasy modeli mieszanych wraz z licznymi przykÃladami zasto-

sowań znajduje siȩ miȩdzy innymi w ksia̧żkach Gnota (1991) oraz Searle’a i in.

(1992).

Zrównoważony model losowy k-kierunkowej klasyfikacji hierarchicznej

Niech Yi1...ik+1
, gdzie ij = 1, 2, . . . , nj dla j = 1, . . . , k+1, bȩdzie zmienna̧ losowa̧

o nastȩpuja̧cej strukturze

Yi1...ik+1
= β + u1i1 + u2i1i2 + . . . + uki1...ik + ei1...ik+1

,

gdzie β jest nieznanym parametrem, u1i1 , . . . , uki1...ik oraz ei1...ik+1
sa̧ niesko-

relowanymi zmiennymi losowymi z zerowymi wartościami oczekiwanymi i warian-

cjami odpowiednio σ2
1, . . . , σ

2
k i σ2

k+1. Przy tych zaÃlożeniach, ustawiaja̧c zmien-
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ne Yi1...ik+1
w porza̧dku leksykograficznym w n-wymiarowy wektor Y , gdzie

n = n1 ·n2 · . . . ·nk+1, dostajemy zrównoważony model k-kierunkowej klasyfikacji

hierarchicznej bȩda̧cy szczególnym przypadkiem modelu (2.1), dla którego

X = 1n1 ⊗ . . .⊗ 1nk+1
= 1n oraz Zi = In1 ⊗ . . .⊗ Ini

⊗ 1ni+1
⊗ . . .⊗ 1nk+1

, tzn.

Y ∼
(

1nβ,

k∑
i=1

σ2
i (In1 ⊗ . . .⊗ Ini

⊗ Jni+1
⊗ . . .⊗ Jnk+1

) + σ2
k+1In

)
, (2.5)

gdzie 1a oznacza wektor skÃladaja̧cy siȩ z a jedynek oraz Ja = 1a1
′
a.

Zrównoważony model losowy k-kierunkowej klasyfikacji krzyżowej

Niech Yi1...ik+1
, gdzie ij = 1, 2, . . . , nj dla j = 1, . . . , k+1, bȩdzie zmienna̧ losowa̧

o nastȩpuja̧cej strukturze

Yi1...ik+1
= β + u1i1 + . . . + ukik + ei1...ik+1

,

gdzie β jest nieznanym parametrem, u1i1 , . . . , ukik oraz ei1...ik+1, sa̧ nieskorelo-

wanymi zmiennymi losowymi z zerowymi wartościami oczekiwanymi i warian-

cjami odpowiednio σ2
1, . . . , σ

2
k i σ2

k+1. Przy tych zaÃlożeniach, ustawiaja̧c zmien-

ne Yi1,...,ik+1
w porza̧dku leksykograficznym w n-wymiarowy wektor Y , gdzie

n = n1 · n2 · . . . · nk+1, uzyskujemy tzw. zrównoważony model k-kierunkowej

klasyfikacji krzyżowej, który możemy wyrazić w nastȩpuja̧cy sposób

Y ∼
(
1nβ,

k∑
i=1

σ2
i (Jn1⊗ . . .⊗Jni−1

⊗Ini
⊗Jni+1

⊗ . . .⊗Jnk+1
)+σ2

k+1In

)
. (2.6)

Zrównoważony model losowy dwukierunkowej klasyfikacji krzyżowej

z interakcja̧

Niech Yi1i2i3 , gdzie ij = 1, 2, . . . , nj dla j = 1, 2, 3, bȩdzie zmienna̧ losowa̧

o nastȩpuja̧cej strukturze

Yi1i2i3 = β + u1i1 + u2i2 + u3i1i2 + ei1i2i3 ,
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gdzie β jest nieznanym parametrem, u1i1 , u2i2 , u3i1i2 oraz ei1i2i3 sa̧ nieskorelowany-

mi zmiennymi losowymi z zerowymi wartościami oczekiwanymi i wariancjami

odpowiednio σ2
1, σ

2
2, σ

2
3 i σ2

4. Postȩpuja̧c ze zmiennymi Yi1i2i3 tak, jak w dwóch

poprzednich sytuacjach, uzyskujemy dla n-wymiarowego wektora Y nastȩpuja̧cy

model

Y ∼(
1nβ, σ2

1In1 ⊗ Jn2⊗Jn3 +σ2
2Jn1⊗In2⊗Jn3 +σ2

3In1 ⊗ In2⊗Jn3 +σ2
4In

)
, (2.7)

gdzie n = n1·n2·n3. Model ten nazywany jest zrównoważonym modelem losowym

dwukierunkowej klasyfikacji krzyżowej z interakcja̧.

Model RafajÃlowicza

Gnot, RafajÃlowicz i Urbańska-Motyka (2001) użyli nastȩpuja̧cego modelu do

opisu wartości pomiaru wykonanego przez j-ty sensor

yj = Njv + ej,

gdzie j = 1, . . . , n2, v oznacza intensywność źródÃla, z którego zostaÃl wysÃlany

sygnaÃl, Nj wpÃlyw źródÃla sygnaÃlu na j-ty sensor, natomiast ej jest bÃlȩdem

losowym tego pomiaru. Przy tych oznaczeniach mamy, że

y = Nv + e,

gdzie y = (y1, . . . , yn2)
′, N = (N1, . . . , Nn2)

′ oraz e = (e1, . . . , en2)
′. O wek-

torze N , zwanym wektorem odpowiedzi sensora, zakÃladamy, że jest dany. Do-

datkowo o nieskorelowanych zmiennych losowych v oraz ej zakÃladamy, że maja̧

wartości oczekiwane odpowiednio β oraz 0, natomiast wariancje σ2
1 ≥ 0 i σ2

2 > 0.

ZaÃlożenia te implikuja̧, że

Ey = Nβ oraz cov(y) = σ2
1NN ′ + σ2

2In2 .
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Zatem do opisu n1 niezależnych pomiarów wykonanych na każdym spośród n2

sensorów użyjemy nastȩpuja̧cego modelu

Y = vec(y(1), y(2), . . . , y(n1)),

gdzie y(i) = (yi1, . . . , yin2)
′, yij oznacza i-ty pomiar j-tego sensora, natomiast

vec(A) oznacza operator macierzowy tworza̧cy wektor kolumnowy z kolumn

macierzy A ustawianych kolejno jedna pod druga̧. O wektorze losowym y(i)

zakÃladamy, że Ey(i) = Nβ oraz cov(y(i)) = σ2
1NN ′+σ2

2In2 , co z kolei implikuje,

że

Y ∼ (
(1n1 ⊗N)β, σ2

1(In1 ⊗NN ′) + σ2
2In

)
, (2.8)

gdzie n = n1 · n2.

Zauważmy, że kiedy N = 1n2 , to otrzymujemy zrównoważony model losowy

jednokierunkowej klasyfikacji, który jest jednocześnie szczególnym przypadkiem

modeli (2.5) oraz (2.6) dla k = 1. Symbolicznie bȩdziemy go zapisywać w

postaci

Y ∼ (
1nβ, σ2

1(In1 ⊗ 1n21
′
n2

) + σ2
2In

)
. (2.9)
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3. Jawna charakterystyka

estymatorów dopuszczalnych

w wybranych modelach

liniowych

W tym rozdziale podane zostana̧ w jawnej postaci warunki konieczne i dosta-

teczne na to, aby liniowy estymator (L0, L1, . . . , Lk)
′Y byÃl dopuszczalny dla wek-

tora [(K ′Xβ)′, (Q′
1Z1u1)

′, . . . , (Q′
kZkuk)

′]′ w modelach (2.5), (2.6) oraz (2.7). Na

mocy lematu 2.1 zostana̧ one podane w terminach macierzy opisuja̧cych modele

bȩda̧ce odpowiednikami modelu (2.4), w których możemy wykorzystać wyniki

LaMotte’a opisane w rozdziale 1. Zauważmy, że dla tych modeli mamy

T =

{
(

k+1∑
i=1

σ2
i Vi, β

2XX ′) : σ2
1 ≥ 0, . . . , σ2

k ≥ 0, σ2
k+1 > 0, β ∈ R

}
,

natomiast

[T ] =

{
(

k+1∑
i=1

siVi, s0XX ′) : s0 ≥ 0, . . . , sk+1 ≥ 0

}
.
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3.1. Zrównoważony model losowy k-kierunkowej

klasyfikacji hierarchicznej

W tym podrozdziale podamy jawna̧ postać wszystkich liniowych estyma-

torów dopuszczalnych dla K0Xβ w klasie Lo na zbiorze parametrów T w mode-

lu (2.4), w którym postaci macierzy X oraz Vi zależa̧ od odpowiednich macierzy

modelu (2.5), tj. X = 1n, natomiast Zi = In1⊗ . . .⊗Ini
⊗1ni+1

⊗ . . .⊗1nk+1
dla

i = 1, . . . , k. Tym samym scharakteryzujemy liniowe estymatory dopuszczalne

dla wektora (2.2) w modelu (2.5). Zaczniemy od podania warunków koniecznych

i dostatecznych na to, aby estymator L′Y byÃl jednoznacznie lokalnie optymal-

nym estymatorem dla K0Xβ w punkcie W = (W1,W2) ∈ [T ].

Dla uproszczenia notacji, niech Z0 = 1n oraz Zk+1 = In. KÃlada̧c pi =

ni+1 · . . . ·nk+1 dla i = 0, . . . , k oraz pk+1 = 1, definiujemy nastȩpuja̧ce macierze

E0 =
1

p0

Z0Z
′
0

oraz

Ei =
1

pi

ZiZ
′
i −

1

pi−1

Zi−1Z
′
i−1 dla i = 1, . . . , k + 1.

Zauważmy, że E0, . . . , Ek+1 sa̧ idempotentnymi i ortogonalnymi macierzami

takimi, że

ZiZ
′
i = pi

i∑
j=0

Ej dla i = 0, . . . , k.

Lemat 3.1. Estymator L′Y jest jednoznacznie lokalnie optymalny w punkcie

(
k+1∑
i=1

siVi, s0XX ′) z [T ] w klasie Lo w modelu (2.4) odpowiadaja̧cym modelowi

(2.5) wtedy i tylko wtedy, gdy s0 ≥ 0, . . . , sk ≥ 0, sk+1 > 0 oraz

L =




L0 L1 · · · Lk

0 −Q1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · −Qk




,
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gdzie

L0 = a0E0K,

Li = ai

{
Ei +

i−1∑
j=0

[
i−1∏

l=j

(1− al)

]
Ej

}
Qi dla i = 1, . . . , k,

ai =
sipi

k+1∑
j=i

sjpj

dla i = 0, . . . , k. (3.1)

Dowód. Estymator L′Y jest lokalnie optymalny w punkcie (
k+1∑
i=1

siVi, s0XX ′)

z [T ] w klasie Lo wtedy i tylko wtedy, gdy sj ≥ 0 dla j = 0, . . . , k + 1 oraz

Πo

(
k+1∑
i=1

siVi + s0XX ′
)

L = s0ΠoXX ′K.

Równoważnie równanie to możemy zapisać w postaci




ML0 ML1 − s1Z1Z
′
1Q1 · · · MLk − skZkZ

′
kQk

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0



=




s0XX ′K 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0




,

gdzie M =
k+1∑
i=0

siZiZ
′
i. Oczywíscie równanie to ma dokÃladnie jedno rozwia̧zanie

ze wzglȩdu na L0, . . . , Lk wtedy i tylko wtedy, gdy macierz M jest nieosobliwa,

czyli wtedy i tylko wtedy, gdy sk+1 > 0. Przy użyciu E0, . . . , Ek+1 możemy

zapisać M nastȩpuja̧co

M =
k+1∑
i=0

si

(
pi

i∑
j=0

Ej

)
=

k+1∑
i=0

(
k+1∑
j=i

sjpj

)
Ei =

k+1∑
i=0

wiEi.

Ponieważ E0, . . . , Ek+1 sa̧ ortogonalne i idempotentne, wiȩc

M−1 =
k+1∑
i=0

1

wi

Ei.
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Zatem

L0 = s0M
−1XX ′K =

s0p0

k+1∑
j=0

sjpj

E0K

oraz

Li = siM
−1ZiZ

′
iQi = sipiM

−1

(
i∑

j=0

Ej

)
Qi =




i∑
j=0

sipi

k+1∑
l=j

slpl

Ej


 Qi

= ai


Ei +

i−1∑
j=0

k+1∑
l=i

slpl

k+1∑
l=j

slpl

Ej


 Qi dla i = 1, . . . , k.

Zauważmy, że

k+1∑
l=i

slpl

k+1∑
l=j

slpl

=

k+1∑
l=j+1

slpl

k+1∑
l=j

slpl

·

k+1∑
l=j+2

slpl

k+1∑
l=j+1

slpl

· . . . ·

k+1∑
l=i−1

slpl

k+1∑
l=i−2

slpl

·

k+1∑
l=i

slpl

k+1∑
l=i−1

slpl

= (1− aj)(1− aj−1) · . . . · (1− ai−2)(1− ai−1),

co kończy dowód lematu. 2

Twierdzenie 3.1. Estymator L′Y jest dopuszczalny dla K0Xβ w klasie Lo

na T w modelu (2.4) odpowiadaja̧cym modelowi (2.5) wtedy i tylko wtedy, gdy

L∈








L0(a0) L1(a0, a1) · · · Lk(a0, . . . , ak)

0 −Q1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · −Qk



: ai∈ [0, 1], i = 0, . . . , k





, (3.2)

gdzie

L0(a0) = a0E0K
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oraz

Li(a0, . . . , ai) = ai

{
Ei +

i−1∑
j=0

[
i−1∏

l=j

(1− al)

]
Ej

}
Qi dla i = 1, . . . , k.

Dowód. Warunek konieczny. Zauważmy, że dla każdych ustalonych wartości

si+1 ≥ 0, . . . , sk ≥ 0 oraz sk+1 > 0 wspóÃlczynnik ai dany wzorem (3.1) przebiega

przedziaÃl [0, 1), gdy si ∈ [0, +∞) dla i = 0, . . . , k. Korzystaja̧c z lematu 3.1

mamy, że zbiór (3.2) jest domkniȩciem zbioru

{L∗ :L
′
∗Y jest jednoznacznie lokalnie optymalnym w punkcie z [T ] w klasie Lo}.

A zatem na mocy twierdzenia 1.3 pierwsza czȩść dowodu jest zakończona.

Chca̧c udowodnić warunek dostateczny, użyjemy krokowej metody zapro-

ponowanej przez LaMotte’a. Liczba kroków bȩdzie zależaÃla od tych wspóÃlczynników

spośród a0, a1, . . . , ak, które sa̧ równe 1.

Niech I = {i ∈ {0, 1, . . . , k} : ai = 1} ,

m1 =





k + 1, gdy I = ∅,
min I, w przeciwnym przypadku

oraz niech L = L + R(T t

Πo
), gdzie t =

k∑
i=0

ti. Co oznacza, że L = Lo. Dalej,

niech W = (W1,W2) bȩdzie punktem z [T ] określonym nastȩpuja̧co

W =





(
0, 1

p0
XX ′

)
, gdy m1 = 0,

(
1
p1

V1,
a0

p0(1−a0)
XX ′

)
, gdy m1 = 1,


m1−1∑

i=1

ai

pi

m1−1Q
j=i

(1−aj)

Vi + 1
pm1

Vm1 ,
a0

p0

m1−1Q
j=0

(1−aj)

XX ′


 ,

w przeciwnym

przypadku.

Dalsza̧ czȩść dowodu przedstawimy w postaci nastȩpuja̧cego algorytmu.
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START:

Ponieważ Π(W1+W2)L = ΠW2K, wiȩc L′Y jest lokalnie optymalny w punkcie

W w klasie L.

Jeżeli m1 = k + 1;

W tym przypadku R(Π(W1 +W2)Π) = R(Π), czyli B(W |L) ={L}. Sta̧d

L′Y jest dopuszczalny w Lo.

W przeciwnym razie;

Niech B(W |L) bȩdzie nowa̧ rozmaitościa̧ L, która̧ możemy przedstawić

w postaci

L = L +R(T t

Π),

gdzie

Π =




In −
m1∑
i=0

Ei 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0



∈M(k+1)n×(k+1)n.

Niech I \ {m1} bȩdzie nowym zbiorem I,

m2 =





k + 1, gdy I = ∅,
min I, w przeciwnym przypadku

oraz niech W = (W1,W2) bȩdzie punktem z [T ] określonym w sposób

W =





(
1

pm2
Vm2 ,0

)
, gdy m2 = m1 + 1,


m2−1∑

i=m1

ai

pi

m2−1Q
j=i

(1−aj)

Vi + 1
pm2

Vm2 ,0


 , w przeciwnym razie.

I ostatecznie niech m2 bȩdzie nowym m1.

Przechodzimy do START;

2
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Zauważmy, że procedura ta musi zakończyć siȩ po skończonej liczbie kroków,

ponieważ po każdym wykonanym kroku wymiar kolejnych rozmaitości liniowych

maleje. W skrajnym przypadku, gdy każdy ze wspóÃlczynników a0, . . . , ak jest

równy 1, musimy wykonać (k + 1) + 1 kroków.

3.2. Zrównoważony model losowy k-kierunkowej

klasyfikacji krzyżowej

W tym podrozdziale podamy charakterystykȩ liniowych estymatorów dla

K0Xβ w klasie Lo na zbiorze parametrów T w modelu (2.4), w którym postaci

macierzy X oraz Vi sa̧ determinowane odpowiednimi macierzami modelu (2.6),

tzn. macierzami X = 1n, natomiast Zi = 1n1⊗ . . .⊗1ni−1
⊗Ini

⊗1ni+1
⊗ . . .⊗1nk+1

dla i = 1, . . . , k. Tak, jak poprzednio, celem uproszczenia zapisu, niech p0 = n,

Z0 = 1n, pk+1 = 1 oraz Zk+1 = In. KÃlada̧c pi =
∏
j 6=i

nj dla i = 1, . . . , k i

definiuja̧c

E0 =
1

p0

Z0Z
′
0,

Ei =
1

pi

ZiZ
′
i − E0 dla i = 1, . . . , k,

Ek+1 = Zk+1Z
′
k+1 − (E0 + · · ·+ Ek)

otrzymujemy, że E0, . . . , Ek+1 sa̧ idempotentnymi i ortogonalnymi macierzami,

a macierze Z0Z
′
0, . . . , Zk+1Z

′
k+1 sa̧ ich liniowymi kombinacjami. Aby móc

schara- kteryzować liniowe estymatory dopuszczalne dla K0Xβ w klasie Lo

na zbiorze T w modelu (2.4), który odpowiada modelowi (2.6), udowodnimy

najpierw nastȩpuja̧cy lemat.
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Lemat 3.2. Estymator L′Y jest jednoznacznie lokalnie optymalny w punkcie

(
k+1∑
i=1

siVi, s0XX ′) z [T ] w klasie Lo w modelu (2.4) odpowiadaja̧cym modelowi

(2.6) wtedy i tylko wtedy, gdy s0 ≥ 0, . . . , sk ≥ 0, sk+1 > 0 oraz

L =




L0 L1 · · · Lk

0 −Q1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · −Qk




,

gdzie

L0 = a0E0K,

Li = ai


Ei + (1− a0)

1
1−ai

k∑
j=1

1
1−aj

− (k − 1)

E0


 Qi dla i = 1, . . . , k,

a0 =
s0p0

k+1∑
j=0

sjpj

, (3.3)

ai =
sipi

sipi + sk+1

dla i = 1, . . . , k. (3.4)

Dowód. Niech

(
k+1∑
i=1

siV i, s0XX ′
)

bȩdzie punktem z [T ] takim, że s0 ≥ 0, . . . ,

sk+1 ≥ 0. Tak, jak w dowodzie lematu 3.1 estymator L′Y jest jednoznacznie

lokalnie optymalnym estymatorem wtedy i tylko wtedy, gdy sk+1 > 0 oraz

L0 = s0M
−1XX ′K,

Li = siM
−1ZiZ

′
iQi dla i = 1, . . . , k,

gdzie M =
k+1∑
i=0

siZiZ
′
i można wyrazić wzorem

M =

(
k+1∑
i=0

sipi

)
E0 +

k∑
i=1

(sipi + sk+1)Ei + sk+1Ek+1.
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Zatem

L0 =
s0p0

k+1∑
j=0

sjpj

E0K,

natomiast

Li =




sipi

k+1∑
j=0

sjpj

E0 +
sipi

sipi + sk+1

Ei


 Qi

=
sipi

sipi + sk+1


Ei +

sipi + sk+1

k+1∑
j=0

sjpj

E0


 Qi dla i = 1, . . . , k.

Zauważmy, że

sipi + sk+1

k+1∑
j=0

sjpj

=

k+1∑
j=1

sjpj

k+1∑
j=0

sjpj

· sipi + sk+1

k∑
j=1

(sjpj + sk+1)− ksk+1 + sk+1

= (1− a0)

sipi+sk+1

sk+1

k∑
j=1

sjpj+sk+1

sk+1
− k + 1

= (1− a0)
1

1−ai

k∑
j=1

1
1−aj

− (k − 1)

,

co kończy dowód. 2

Twierdzenie 3.2. Estymator L′Y jest dopuszczalny dla K0Xβ w klasie Lo

na T w modelu (2.4) odpowiadaja̧cym modelowi (2.6) wtedy i tylko wtedy, gdy

L∈








L0(a0) L1(a1, A1) · · · Lk(ak, Ak)

0 −Q1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · −Qk




: ai∈ [0, 1], i = 0, . . . , k





, (3.5)
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gdzie

L0(a0) = a0E0K,

Li(ai, Ai) = ai[Ei + (1− a0)AiE0]Qi dla i = 1, . . . , k

oraz

Ai =
1

1−ai

k∑
j=1

1
1−aj

− (k − 1)

dla a1 ∈ [0, 1), . . . , ak ∈ [0, 1), (3.6)

w przeciwnym razie

A1, . . . , Ak sa̧ nieujemnymi liczbami takimi, że
k∑

i=1

Ai =
∑
i∈I

Ai = 1, gdzie I =

{i ∈ {1, . . . , k} : ai = 1} .

Dowód. Warunek konieczny. Zauważmy, że ai określone wzorem (3.3) oraz

(3.4) przyjmuja̧ każda̧ wartość z przedziaÃlu [0, 1) dla dowolnych s0 ≥ 0, . . . , sk ≥
0 oraz sk+1 > 0. Oczywíscie dla Ai danego formuÃla̧ (3.6) zachodzi 1 <

k∑
i=1

Ai ≤ k.

Ponieważ
k∑

j=1

1
1−aj

→ +∞, gdy aj → 1 dla co najmniej jednego j, tj. gdy I 6= ∅,

wiȩc
k∑

i=1

Ai → 1 oraz Aj → 0 dla j /∈ I. Wszystko to implikuje, że zbiór (3.5)

jest domkniȩciem zbioru

{L∗ :L
′
∗Y jest jednoznacznie lokalnie optymalnym w punkcie z [T ] w klasie Lo}.

Zatem, na mocy twierdzenia 1.3, pierwsza czȩść dowodu jest zakończona.

Warunek dostateczny udowodnimy w nastȩpuja̧cy sposób.

(1) Jeżeli ai ∈ [0, 1) dla każdego i = 0, 1, . . . , k, to wówczas możemy sprawdzić,

że L′Y jest jednoznacznie lokalnie optymalny w punkcie
(

k∑
i=1

ai

pi(1− ai)
Vi + Vk+1,

a0

p0(1− a0)

(
k∑

i=1

ai

1− ai

+ 1

)
XX ′

)
∈ [T ]

w klasie Lo i oczywíscie dopuszczalny dla K0Xβ w tej klasie.

(2) Jeżeli a0 = 1, to wtedy XX ′L = XX ′K, czyli L′Y jest lokalnie opty-

malny w punkcie (0, XX ′) ∈ [T ] w klasie Lo, ale nie jest jednoznaczny. Zbiór
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B((0,XX ′)|Lo) możemy przedstawić w postaci

L1 = L +R(T t

Π1
),

gdzie

Π1 =




In − E0 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0



∈M(k+1)n×(k+1)n.

Nastȩpnie, jeżeli I = ∅, to mamy speÃlnione równanie Π1W1L = 0, gdzie W1 =
k∑

i=1

ai

pi(1−ai)
Vi +Vk+1. Sta̧d L′Y jest lokalnie optymalny w punkcie (W1,0) ∈ [T ],

a ponieważ R(Π1W1Π1) = R(Π1), wiȩc L′Y jest dopuszczalny w klasie Lo.

Jeżeli I 6= ∅, to biora̧c (
∑
i∈I

1
pi

Vi,0) ∈ [T ] mamy Π1(
∑
i∈I

1
pi

Vi)L = 0, co

oznacza, że L′Y jest lokalnie optymalny w tym punkcie w klasie L1, ale nie

jest jednoznaczny. Rozmaitość liniowa B((
∑
i∈I

1
pi

Vi,0)|L) może być wyrażona

nastȩpuja̧co

L2 = L +R(T t

Π2
),

gdzie

Π2 =




In − (E0 +
∑
i∈I

Ei) 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0



∈M(k+1)n×(k+1)n.

Ostatecznie, jeżeli weźmiemy punkt (W1,0) ∈ [T ], gdzie W1 = (
∑
i6∈I

ai

pi(1−ai)
Vi +

Vk+1), to możemy sprawdzić, że Π2W1L = 0. Ponieważ R(Π2W1Π2) = R(Π2),

wiȩc L′Y jest dopuszczalny w klasie Lo.

(3) ZaÃlóżmy teraz, że a0 ∈ [0, 1) oraz I 6= ∅. Niech I1 = {i ∈ I : Ai > 0}
i niech I2 = I\I1. Oczywíscie

∑
i∈I1

Ai = 1. Biora̧c punkt (
∑
i∈I1

Ai

pi
Vi,

a0

p0(1−a0)
XX ′)
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dostajemy, że

Πo

[∑
i∈I1

Ai

pi

Vi +
a0

p0(1− a0)
XX ′

]
L =

a0

p0(1− a0)
ΠoXX ′K.

Rzeczywíscie,

[∑
i∈I1

Ai

pi

ZiZ
′
i +

a0

p0(1− a0)
Z0Z

′
0

]
L0(a0)

=

[∑
i∈I1

Ai(E0 + Ei) +
a0

1− a0

E0

]
a0E0K =

(∑
i∈I1

Ai +
a0

1− a0

)
a0E0K

=

(
1 +

a0

1− a0

)
a0E0K =

a0

1− a0

E0K =
a0

p0(1− a0)
XX ′K,

[∑
i∈I1

Ai

pi

ZiZ
′
i +

a0

p0(1− a0)
Z0Z

′
0

]
Lj(aj, Aj)− Aj

pj

ZjZ
′
jQj

=

[∑
i∈I1

Ai(E0+Ei) +
a0

1− a0

E0

]
[Ej+(1− a0)AjE0]Qj − Aj(E0+Ej)Qj

=

[
AjEj + (1− a0)Aj

∑
i∈I1

AiE0 + a0AjE0

]
Qj − Aj(E0 + Ej)Qj

= [AjEj + (1− a0)AjE0 + a0AjE0] Qj − Aj(E0 + Ej)Qj = 0, dla j ∈ I1

oraz
[∑

i∈I1

Ai

pi

ZiZ
′
i +

a0

p0(1− a0)
Z0Z

′
0

]
Lj(aj, Aj)

=

[∑
i∈I1

Ai(E0 + Ei) +
a0

1− a0

E0

]
ajEjQj = 0, w przeciwnym razie.

Sta̧d wynika, że L′Y jest lokalnie optymalny w punkcie W w klasie L0 oraz, że

zbiór B((
∑
i∈I1

Ai

pi
Vi,

a0

p0(1−a0)
XX ′)|Lo) możemy przedstawić w nastȩpuja̧cy sposób

L1 = L +R(T t

Π1
),
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gdzie

Π1 =




In − (E0 +
∑
i∈I1

Ei) 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0



∈M(k+1)n×(k+1)n.

Biora̧c punkt (
∑
i∈I2

1
pi

Vi,0) ∈ [T ] dostajemy Π1(
∑
i∈I2

1
pi

Vi)L = 0. Zatem L′Y jest

lokalnie optymalny w tym punkcie w klasie L. Zbiór B((
∑
i∈I2

1
pi

Vi,0)|L1) 6= {L}
może być wyrażony w postaci

L2 = L +R(T t

Π2
),

gdzie

Π2 =




In − (E0 +
∑
i∈I

Ei) 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0



∈M(k+1)n×(k+1)n.

Dalej możemy sprawdzić, że Π2(
∑
i6∈I

ai

pi(1−ai)
Vi + Vk+1)L = 0 jak również, że L

jest jedynym rozwia̧zaniem tego równania. To z kolei implikuje, że L′Y jest

dopuszczalny w klasie Lo, co kończy dowód. 2

W modelu (2.6), w odróżnieniu od modelu (2.5), wystarczy wykonać co naj-

wyżej trzy kroki, ponieważ liczba kroków determinowana jest nie tylko liczba̧

tych spośród wspóÃlczynników ai, które sa̧ równe 1, ale przede wszystkim postacia̧

wspóÃlczynników Ai.
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3.3. Zrównoważony model losowy dwukierun-

kowej klasyfikacji krzyżowej z interakcja̧

W tym podrozdziale opiszemy klasȩ estymatorów dopuszczalnych dla K0Xβ

w klasie Lo na zbiorze parametrów T w modelu (2.4) odpowiadaja̧cym mode-

lowi (2.7). Estymatory te bȩda̧ wyrażone jako kombinacje liniowe nastȩpuja̧cych

macierzy

E0 =
1

p0

Z0Z
′
0,

E1 =
1

p1

Z1Z
′
1 − E0,

E2 =
1

p2

Z2Z
′
2 − E0,

E3 =
1

p3

Z3Z
′
3 − (E0 + E1 + E2),

gdzie Z0 = 1n, p0 = n, p1 = n2n3, p2 = n1n3, natomiast p3 = n3. Oczywíscie

E0, E1, E2 oraz E3 sa̧ macierzami idempotentnymi i ortogonalnymi, a macierze

ZiZ
′
i sa̧ ich liniowymi kombinacjami dla i = 0, 1, 2, 3. Aby skrócić zapis nie-

których wzorów przyjmijmy jeszcze, że Z4 = In, E4 = In− (E0 + E1 + E2 + E3)

oraz p4 = 1.

Lemat 3.3. Estymator L′Y jest jednoznacznie lokalnie optymalny w punkcie

(
4∑

i=1

siVi, s0XX ′) z [T ] w klasie Lo w modelu (2.4) odpowiadaja̧cym modelowi

(2.7) wtedy i tylko wtedy, gdy s0 ≥ 0, s1 ≥ 0, s2 ≥ 0, s3 ≥ 0, s4 > 0 oraz

L =




L0 L1 L2 L3

0 −Q1 0 0

0 0 −Q2 0

0 0 0 −Q3




, (3.7)

gdzie

37



L0 = a0E0K,

L1 = a1

[
E1 + (1− a0)

1
1−a1

1
1−a1

+ 1
1−a2

− 1
E0

]
Q1,

L2 = a2

[
E2 + (1− a0)

1
1−a2

1
1−a1

+ 1
1−a2

− 1
E0

]
Q2,

L3 = a3

[
E3 + (1− a2)E2 + (1− a1)E1 + (1− a0)

1
1

1−a1
+ 1

1−a2
− 1

E0

]
Q3

oraz

a0 =
s0p0

s0p0 + s1p1 + s3p3 + s4

, (3.8)

a1 =
s1p1

s1p1 + s3p3 + s4

, (3.9)

a2 =
s2p2

s2p2 + s3p3 + s4

, (3.10)

a3 =
s3p3

s3p3 + s4

. (3.11)

Dowód. Niech

(
4∑

i=1

siV i, s0XX ′
)

bȩdzie punktem z [T ] takim, że s0 ≥ 0, s1 ≥
0, s2 ≥ 0, s3 ≥ 0 oraz s4 ≥ 0. Estymator L′Y , gdzie macierz L dana jest wzorem

(3.7), jest jednoznacznie lokalnie optymalny wtedy i tylko wtedy, gdy s4 > 0

oraz

L0 = s0M
−1XX ′K,

Li = siM
−1ZiZ

′
iQi dla i = 1, 2, 3,

gdzie

M =
4∑

i=0

siZiZ
′
i =

(
4∑

i=0

sipi

)
E0 + (s1p1 + s3p3 + s4)E1

+(s2p2 + s3p3 + s4)E2 + (s3p3 + s4p4)E3 + s4p4E4.
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Zatem

L0 =
s0p0

4∑
j=0

sjpj

E0K,

L1 =
s1p1

s1p1 + s3p3 + s4


E1 +

s1p1 + s3p3 + s4

4∑
j=0

sjpj

E0


Q1,

L2 =
s2p2

s2p2 + s3p3 + s4


E2 +

s2p2 + s3p3 + s4

4∑
j=0

sjpj

E0


Q2,

natomiast

L3 =
s3p3

s3p3 + s4


E3+

s3p3 + s4

s2p2 + s3p3 + s4

E2+
s3p3 + s4

s1p1 + s3p3 + s4

E1+
s3p3 + s4

4∑
j=0

sjpj

E0


Q3.

Nastȩpnie, w przypadku macierzy L1, L2 oraz L3 stosujemy dla wspóÃlczynników

stoja̧cych przy macierzy E0 przeksztaÃlcenia, które zostaÃly omówione w dowodzie

lematu 3.4. 2

Twierdzenie 3.3. Estymator L′Y jest dopuszczalny dla K0Xβ w klasie Lo

na T w modelu (2.4) odpowiadaja̧cym modelowi (2.7) wtedy i tylko wtedy, gdy

L∈








L0(a0) L1(a1, A1) L2(a2, A2) L3(a3, A1, A2)

0 −Q1 0 0

0 0 −Q2 0

0 0 0 −Q3



: ai∈ [0, 1], i = 0, 1, 2, 3





,

(3.12)

gdzie
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L0(a0) = a0E0K,

L1(a1, A1) = a1[E1 + (1− a0)A1E0]Q1,

L2(a2, A2) = a2[E2 + (1− a0)A2E0]Q2,

L3(a3, A1, A2) = a3[E3+(1− a2)E2+(1− a1)E1+(1− a0)(A1+A2 − 1)E0]Q3

oraz

A1 =
1

1−a1

1
1−a1

+ 1
1−a2

− 1
, (3.13)

A2 =
1

1−a2

1
1−a1

+ 1
1−a2

− 1
(3.14)

dla a1 ∈ [0, 1) i a2 ∈ [0, 1),

w przeciwnym razie

A1 i A2 sa̧ nieujemnymi liczbami takimi, że A1 + A2 = 1, przy czym A1 = 0,

gdy a1 ∈ [0, 1) oraz A2 = 0, gdy a2 ∈ [0, 1).

Dowód. Warunek konieczny. Zauważmy, że wspóÃlczynniki a0, a1, a2 oraz a3

określone odpowiednio wzorami (3.8), (3.9), (3.10) oraz (3.11) przyjmuja̧ każda̧

wartość z przedziaÃlu [0, 1) przy odpowiednio dobranych s0 ≥ 0, s1 ≥ 0, s2 ≥
0, s3 ≥ 0 oraz s4 > 0. Dalej, możemy sprawdzić, że dla A1 i A2 danych formuÃlami

(3.13) i (3.14) mamy, że 1 < A1 + A2 ≤ 2. Ponieważ 1
1−a1

+ 1
1−a2

→ +∞, gdy

a1 → 1 lub a2 → 1, wiȩc A1 + A2 → 1 oraz Ai → 0 dla tego wskaźnika i, dla

którego ai ∈ [0, 1). Sta̧d wynika, że zbiór (3.12) jest domkniȩciem zbioru

{L∗ :L
′
∗Y jest jednoznacznie lokalnie optymalnym w punkcie z [T ] w klasie Lo}.

Zatem na mocy twierdzenia 1.3 pierwsza czȩść dowodu jest zakończona.

Warunek dostateczny. Podobnie, jak w przypadku twierdzeń 3.1 oraz 3.2,

stosuja̧c metodȩ LaMotte’a wskażemy punkty należa̧ce do [T ], w których esty-

matory L′Y z klasy (3.12) sa̧ lokalnie optymalne w odpowiednich rozmaitoś-
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ciach liniowych L ⊆ Lo. Tak, jak w modelach (2.5) oraz (2.6) liczba kroków

bȩdzie zależaÃla od tego, które i ile spośród wspóÃlczynników ai sa̧ równe 1.

Ponieważ w modelu (2.7) wystȩpuja̧ cztery takie wspóÃlczynniki, wiȩc mamy do

rozpatrzenia 16 różnych przypadków. Opiszemy 6 z nich, gdyż dla pozostaÃlych

dowód bȩdzie analogiczny do dowodu twierdzenia 3.1 ba̧dź 3.2. Ograniczymy

siȩ przy tym do podania kolejnych punktów i rozmaitości linowych, ponieważ

sposób postȩpowania zostaÃl już wielokrotnie wcześniej opisany.

(1) Jeżeli ai ∈ [0, 1) dla każdego i = 0, 1, 2, 3, to wówczas możemy sprawdzić,

że L′Y jest jednoznacznie lokalnie optymalny w punkcie W = (W1, W2) ∈
[T ], gdzie

W1 =
a1

p1(1− a1)(1− a3)
V1+

a2

p2(1− a2)(1− a3)
V2+

a3

p3(1− a3)
V3+V4,

W2 =
a0

p0(1− a0)(1− a3)

[
a1

(1− a1)
+

a2

(1− a2)
+ 1

]
XX ′,

w klasie Lo i oczywíscie dopuszczalny dla K0Xβ w tej klasie.

(2) Jeżeli a0 = 1, a1 ∈ [0, 1), a2 ∈ [0, 1), a3 = 1, to

(k0)

W (0) = (0,XX ′),

L1 = B(W (0)|Lo) = L +R(T t

Π1
),

gdzie

Π1 =




Π1 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0



∈M(k+1)n×(k+1)n, Π1 = In − E0,
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(k1)

W (1) =

(
a1

p1(1− a1)
V1 +

a2

p2(1− a2)
V2 +

1

p3

V3,0

)
,

L2 = B(W (1)|L1) = L +R(T t

Π2
),

Π2 = E4,

(k2)

W (2) = (V4,0) ,

L3 = B(W (2)|L2) = {L}.

(3) Jeżeli a0 = 1, a1 ∈ [0, 1), a2 = 1, a3 = 1, to

(k0)

W (0) = (0, XX ′),

L1 = B(W (0)|Lo) = L +R(T t

Π1
),

Π1 = In − E0,

(k1)

W (1) =

(
1

p2

V2,0

)
,

L2 = B(W (1)|L1) = L +R(T t

Π2
),

Π2 = E1 + E3 + E4,

(k2)

W (2) =

(
a1

p1(1− a1)
V1 +

1

p3

V3,0

)
,

L3 = B(W (2)|L2) = L +R(T t

Π3
),

Π3 = E4,
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(k3)

W (3) = (V4,0) ,

L4 = B(W (3)|L3) = {L}.

(4) Jeżeli a0 ∈ [0, 1), a1 ∈ [0, 1), a2 ∈ [0, 1), a3 = 1, to

(k0)

W (0) =
(
W

(0)
1 ,W

(0)
2

)
,

gdzie

W
(0)
1 =

a1

p1(1− a1)
V1 +

a2

p2(1− a2)
V2 +

1

p3

V3,

W
(0)
2 =

a0

p0(1− a0)
(

a1

(1− a1)
+

a2

(1− a2)
+ 1)XX ′,

L1 = B(W (0)|Lo) = L +R(T t

Π1
),

Π1 = E4,

(k1)

W (1) = (V4,0) ,

L2 = B(W (1)|L1) = {L}.

(5) Jeżeli a0 ∈ [0, 1), a1 ∈ [0, 1), a2 = 1, a3 = 1, to

(k0)

W (0) =

(
1

p2

V2+,
a0

p0(1− a0)
XX ′

)
,

L1 = B(W (0)|Lo) = L +R(T t

Π1
),

Π1 = E1 + E3 + E4,
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(k1)

W (1) =

(
a1

p1(1− a1)
V1 +

1

p3

V3,0

)
,

L2 = B(W (1)|L1) = L +R(T t

Π2
),

Π2 = E4,

(k2)

W (2) = (V4,0) ,

L3 = B(W (2)|L2) = {L}.

(6) Jeżeli a0 ∈ [0, 1), a1 = 1, a2 ∈ [0, 1), a3 = 1, to

(k0)

W (0) =

(
1

p1

V1+,
a0

p0(1− a0)
XX ′

)
,

L1 = B(W (0)|Lo) = L +R(T t

Π1
),

Π1 = E2 + E3 + E4,

(k1)

W (1) =

(
a2

p2(1− a2)
V2 +

1

p3

V3,0

)
,

L2 = B(W (1)|L1) = L +R(T t

Π2
),

Π2 = E4,

(k2)

W (2) = (V4,0) ,

L3 = B(W (2)|L2) = {L}.

44



(7) Jeżeli a0 = 1, a1 = 1, a2 ∈ [0, 1], a3 ∈ [0, 1], to postȩpujemy tak, jak

w dowodzie twierdzenia 3.1.

(8) W pozostaÃlych przypadkach postȩpujemy podobnie, jak w dowodzie twier-

dzenia 3.2. W kolejnych krokach wskazujemy punkty, dla których wspóÃl-

czynniki stoja̧ce przy macierzach V1, . . . , V4 oraz XX ′ sa̧ odpowiednimi

modyfikacjami tychże wspóÃlczynników z dowodu twierdzenia 3.2, określa-

ja̧cych punkt, w którym L′Y jest jednoznacznie lokalnie optymalny w

klasie Lo.

2
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4. Jawna charakterystyka

estymatorów dopuszczalnych

w pewnym modelu liniowym

z dwoma komponentami

Nasze rozważania dotycza̧ce dopuszczalności zostana̧ teraz ograniczone do

pewnego modelu z dwoma komponentami. Model ten jest szczególnym przypad-

kiem modelu (2.1), dla którego k = 1 oraz β ∈ R, a macierz Z1Z
′
1 jest macierza̧

proporcjonalna̧ do macierzy idempotentnej, tzn. że (Z1Z
′
1)

2 = p1Z1Z
′
1, gdzie p1

jest dodatnia̧ liczba̧ rzeczywista̧. Bȩdziemy go oznaczać nastȩpuja̧co

Y ∼ (Xβ, σ2
1Z1Z

′
1 + σ2

2In). (4.1)

PrzykÃladami powyższego modelu sa̧ modele (2.8) oraz (2.9). Podamy warunki

konieczne i dostateczne na to, aby estymator liniowy byÃl dopuszczalny dla wek-

tora [(K ′Xβ)′, (Q′
1Z1u1)

′]′ w modelu (4.1). Na mocy lematu 2.1 wyrazimy je

w terminach macierzy określaja̧cych model (2.4), który odpowiada rozważanemu

modelowi z dwoma komponentami. Rozpatrzymy dwa przypadki, gdy X ∈
R(Z1) oraz X /∈ R(Z1). Dla wygody wyraźmy wektor X w postaci X1 + X2,

gdzie X1 ∈ R(Z1) natomiast X2 ∈ N (Z ′
1).
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4.1. Przypadek, gdy X ∈ R(Z1)

W tym podrozdziale zajmiemy siȩ dopuszczalnościa̧ liniowych estymatorów

L′Y dla K0Xβ w klasie Lo w modelu (2.4), który odpowiada modelowi (4.1)

w przypadku, gdy X = X1. Ponieważ zakÃladamy także, że (Z1Z
′
1)

2 = p1Z1Z
′
1,

wiȩc możemy przedstawić macierze XX ′, Z1Z
′
1 oraz In jako kombinacje liniowe

nastȩpuja̧cych ortogonalnych i idempotentnych macierzy

E0 =
1

X ′X
XX ′,

E1 =
1

p1

Z1Z
′
1 − E0

oraz

E2 = In − 1

p1

Z1Z
′
1.

Tak, jak poprzednio, niech p0 = X ′X, Z0 = X, p2 = 1 oraz Z2 = In. Zaczniemy

od sformuÃlowania lematu, który podaje postać estymatorów jednoznacznie

lokalnie optymalnych, a nastȩpnie, powoÃluja̧c siȩ na twierdzenie 1.3, wyrazi-

my w jawnej postaci klasȩ estymatorów dopuszczalnych dla wspomnianej już

funkcji parametru β.

Lemat 4.1. Niech X = X1 6= 0. Estymator L′Y jest jednoznacznie lokalnie

optymalny w punkcie (s1V1 + s2V2, s0XX ′) należa̧cym do [T ] w klasie Lo w

modelu (2.4) odpowiadaja̧cym modelowi (4.1) wtedy i tylko wtedy, gdy s0 ≥

0, s1 ≥ 0, s2 > 0 oraz L =


 L0 L1

0 −Q1


 , gdzie

L0 = a0E0K,

L1 = a1(E1 − (1− a0)E0)Q1

oraz

a0 =
s0p0

s0p0 + s1p1 + s2p2

,

a1 =
s1p1

s1p1 + s2p2

. (4.2)
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Dowód. Dowód jest anologiczny do dowodu lematu 3.1 ba̧dź 3.4 dla k = 1. 2

Twierdzenie 4.1. Niech X = X1 6= 0. Estymator L′Y jest dopuszczalny dla

K0Xβ w klasie Lo na T w modelu (2.4) odpowiadaja̧cym modelowi (4.1) wtedy

i tylko wtedy, gdy

L ∈





 L0(a0) L1(a0, a1)

0 −Q1


 : a0 ∈ [0, 1], a1 ∈ [0, 1]



 ,

gdzie

L0(a0) = a0E0K,

L1(a0, a1) = a1(E1 − (1− a0)E0)Q1.

Dowód. Dowód jest anologiczny do dowodu twierdzenia 3.1 ba̧dź 3.2 dla k = 1.

2

Podstawiaja̧c za E0 i E1 odpowiednio macierze 1
X′X XX ′ oraz 1

p1
Z1Z

′
1 −E0,

uzyskujemy nastȩpuja̧cy wniosek.

Wniosek 4.1. Niech X = X1 6= 0. Estymator L′Y jest dopuszczalny dla

K0Xβ w klasie Lo na T w modelu (2.4) odpowiadaja̧cym modelowi (4.1) wtedy

i tylko wtedy, gdy

L ∈





 L0(a0) L1(a0, a1)

0 −Q1


 : a0 ∈ [0, 1], a1 ∈ [0, 1]



 ,

gdzie

L0(a0) =
a0

X ′X
XX ′K, (4.3)

L1(a0, a1) = a1

(
1

p1

Z1Z
′
1 −

a0

X ′X
XX ′

)
Q1. (4.4)
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Dla uzupeÃlnienia naszych rozważań rozpatrzymy także przypadek, gdy X = 0.

Twierdzenie 4.2. Niech X = 0. Estymator L′Y jest dopuszczalny dla 0

w klasie Lo na T w odpowiednim modelu (2.4) wtedy i tylko wtedy, gdy

L ∈





 0 L1(a1)

0 −Q1


 : a1 ∈ [0, 1]



 ,

gdzie

L1(a1) =
a1

p1

Z1Z
′
1Q1.

4.2. Przypadek, gdy X 6∈ R(Z1)

Jeżeli pominiemy zaÃlożenie, że X ∈ R(Z1), to uzyskamy wówczas inne

postaci estymatorów jednoznacznie lokalnie optymalnych, a tym samym inne

postaci estymatorów dopuszczalnych dla K0Xβ w klasie Lo na T w modelu

(2.4) odpowiadaja̧cym modelowi (4.1). Bowiem, gdy X2 6= 0, to nie możemy

macierzy XX ′, Z1Z
′
1 oraz In przedstawić w postaci pewnych kombinacji linio-

wych macierzy ortogonalnych i idempotentnych.

Lemat 4.2. Niech X2 6= 0. Estymator L′Y jest jednoznacznie lokalnie opty-

malny w punkcie (s1V1 + s2V2, s0XX ′) należa̧cym do [T ] w klasie Lo w modelu

(2.4) odpowiadaja̧cym modelowi (4.1) wtedy i tylko wtedy, gdy s0 ≥ 0,s1 ≥ 0,

s2 > 0 oraz L =


 L0 L1

0 −Q1


 , gdzie

L0 =
a0

X ′X

[
X1X

′
1 + X1X

′
2 +

1

1− a1

(X2X
′
1 + X2X

′
2)

]
K,

L1 = a1

[
1

p1

Z1Z
′
1 −

a0

X ′X
X1X

′
1 −

a0

(1− a1)X ′X
X2X

′
1

]
Q1

oraz

a0 =
s0(1− a1)X

′X
s2 + s0[(1− a1)X ′X + a1X ′

2X2]
, (4.5)

natomiast a1 wyraża siȩ wzorem (4.2).
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Dowód. Tak jak w dowodzie lematów 3.1, 3.4 oraz 3.3 mamy, że estyma-

tor L′Y =


 L0 L1

0 −Q1



′

Y jest jednoznacznie lokalnie optymalny w punkcie

(s1V1 +s2V2, s0XX ′) ze zbioru [T ] w klasie Lo wtedy i tylko wtedy, gdy s2 > 0

oraz

L0 = s0M
−1XX ′K,

L1 = s1M
−1Z1Z

′
1Q1,

gdzie M = s0XX ′ + s1Z1Z
′
1 + s2In.

Wykorzystuja̧c równości

Z1Z
′
1XX ′ = p(X1X

′
1 + X1X

′
2),

XX ′X1X
′
1 = X ′

1X1(X1X
′
1 + X2X

′
1)

oraz

XX ′X2X
′
2 = X ′

2X2(X1X
′
2 + X2X

′
2),

można sprawdzić, że

M−1 = −c

(
XX ′ − s1p1

s1p1 + s2

X1X
′
1 +

s1p1

s2

X2X
′
2

)
+

−s1

s2(s1p1 + s2)
Z1Z

′
1 +

1

s2

In,

gdzie

c =
s0

s2(s1p1 + s2) + s0(s2X ′X + s1p1X ′
2X2)

.

MaÃlo skomplikowane przeksztaÃlcenia kończa̧ dowód. 2

Twierdzenie 4.3. Niech X2 6= 0. Estymator L′Y jest dopuszczalny dla K0Xβ

w klasie Lo na T w modelu (2.4) odpowiadaja̧cym modelowi (4.1) wtedy i tylko

wtedy, gdy

L ∈





 L0(a0) L1(a0, a1)

0 −Q1


 :a0 ∈

[
0,

(1− a1)X
′X

(1− a1)X ′X + a1X ′
2X2

]
, a1 ∈ [0, 1]



 ,

(4.6)
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gdzie

L0(a0, a1) =
a0

X ′X
(X1X

′
1 + X1X

′
2)K + A(X2X

′
1 + X2X

′
2)K,

L1(a0, a1) = a1

(
1

p1

Z1Z
′
1 −

a0

X ′X
X1X

′
1

)
Q1 − a1AX2X

′
1Q1

oraz A = a0

(1−a1)X′X dla a1 ∈ [0, 1), w przeciwnym razie A = 0.

Dowód. Aby udowodnić warunek konieczny, zauważmy, że dla każdych ustalo-

nych s1 ≥ 0, s2 > 0 wspóÃlczynnik a0 dany wyrażeniem (4.5) przebiega przedziaÃl[
0, (1−a1)X′X

(1−a1)X′X+a1X′
2X2

)
, gdy s0 ∈ [0, +∞). Co wiȩcej, dla a1 → 1 mamy a0

1−a1
→

0. Podobnie jak poprzednio, korzystaja̧c z lematu 4.2, otrzymujemy, że zbiór

określony wzorem (4.6) jest domkniȩciem zbioru

{L∗ :L
′
∗Y jest jednoznacznie lokalnie optymalnym w punkcie z [T ] w klasie Lo},

co na mocy twierdzenia 1.3 kończy dowód warunku koniecznego.

ZaÃlóżmy teraz, że L′Y jest estymatorem, dla którego macierz L należy do

zbioru (4.6). Jeżeli a0 ∈
[
0, (1−a1)X′X

(1−a1)X′X+a1X′
2X2

)
oraz a1 ∈ [0, 1), to wówczas

estymator L′Y jest jednoznacznie lokalnie optymalny w punkcie

(
a1

p1(1− a1)
V1 + V2,

a0

(1− a0)(1− a1)X ′X − a0a1X ′
2X2

XX ′
)

należa̧cym do [T ] w klasie Lo. Dla a0 = (1−a1)X′X
(1−a1)X′X+a1X′

2X2
oraz a1 ∈ [0, 1) dowód

przebiega tak samo, jak dowód twierdzenia 3.2, kiedy a0 = 1 i a1 ∈ [0, 1). Podob-

nie, w przypadku gdy a0 = 0 oraz a1 = 1, który odpowiada sytuacji kiedy a0 = 1

i a1 = 1 w dowodzie twierdzenia 3.2 z ta̧ tylko różnica̧, że Π2 =


 Π2 0

0 0


,

natomiast Π2 jest macierza̧ rzutu ortogonalnego na przestrzeń N (XX ′+Z1Z
′
1).

2

Zauważmy, że kÃlada̧c X2 = 0, uzyskujemy charakterystykȩ estymatorów

dopuszczalnych L′Y podana̧ we wniosku 4.1.
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Wyniki twierdzeń 4.1 oraz 4.3 możemy przedstawić graficznie w sposób

nastȩpuja̧cy.

Pierwszy z rysunków przedstawia obszar tych wspóÃlczynników a0 i a1, dla

których liniowe estymatory sa̧ dopuszczalne dla K0Xβ w klasie Lo na T w mode-

lu (2.4) odpowiadaja̧cym modelowi (4.1) w przypadku, gdy X1 = 0 oraz X2 6= 0.

W sytuacji, gdy X1 6= 0 oraz X2 6= 0 (rysunek 2), obszar ten jest od góry

ograniczony przez fragment hiperboli. Przy ustalonym X1 6= 0 i X2 → 0

odpowiednie obszary wypeÃlniaja̧ caÃly kwadrat, daja̧c (po domkniȩciu) obszar

tych a0 i a1, dla których rozważane estymatory sa̧ dopuszczalne w odpo- wied-

nim modelu (2.4), dla którego X ∈ R(Z1).

4.3. Zastosowania

Przedstawimy teraz charakterystykȩ liniowych estymatorów dopuszczalnych

dla funkcji β +ui w modelach (2.8) oraz (2.9), gdzie i = 1, 2, . . . , n1. Wykorzys-

tamy do tego, wynikaja̧cy z lematu 2.1 oraz wniosku 4.1, nastȩpuja̧cy wniosek.

Wniosek 4.2. Estymator (L0, L1)
′Y jest dopuszczalny dla wektora

[(K ′Xβ)′, (Q′
1Z1u1)

′]′ w modelu (4.1), dla którego X ∈ R(Z1) wtedy i tylko

wtedy, gdy

(L0, L1)∈{[L0(a0), L1(a0, a1)] : a0 ∈ [0, 1], a1 ∈ [0, 1]},
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gdzie macierze L0(a0) oraz L1(a0, a1) dane sa̧ wzorami (4.3) oraz (4.4).

Zauważmy, że jeżeli we wniosku 4.2 wstawimy w miejsce macierzy K oraz Q1

odpowiednio 1
n1N ′N (1n1 ⊗N) i 1

N ′N (In1 ⊗N)vi, to dostaniemy w jawnej postaci

klasȩ wszystkich estymatorów dopuszczalnych dla (β, ui)
′ w modelu (2.8), gdzie

vi jest i-tym wersorem z przestrzeni Rn1 .

Wniosek 4.3. Estymator (L0, L1)
′Y jest dopuszczalny dla (β, ui)

′ w modelu

(2.8) wtedy i tylko wtedy, gdy

(L0, L1)∈{[L0(a0), L1(a0, a1)] : a0 ∈ [0, 1], a1 ∈ [0, 1]},

gdzie

L0(a0) =
a0

n1N ′N
(1n1 ⊗N), (4.7)

L1(a0, a1) =
a1

N ′N

[
In1 ⊗N − a0

n1

(1n11
′
n1
⊗N)

]
vi. (4.8)

Stosuja̧c dla C = (1, 1)′ lemat 4.3 oraz lemat 1.1, uzyskujemy nastȩpuja̧cy

wniosek.

Wniosek 4.4. Estymator l′Y jest dopuszczalny dla β+ui w modelu (2.8) wtedy

i tylko wtedy, gdy

l′Y = [L′0(a0) + L′1(a0, a1)]Y,

gdzie L0(a0) oraz L1(a0, a1) sa̧ odpowiednio określone wzorami (4.7) i (4.8).

Jeżeli rozważamy liniowe estymatory dla β + ui w modelu (2.9), to wniosek

ten możemy zapisać w postaci

Wniosek 4.5. Estymator l′Y jest dopuszczalny dla β+ui w modelu (2.9) wtedy

i tylko wtedy, gdy

l′Y = a0Y + a1(Y i. − a0Y ) pod warunkiem, że a0 ∈ [0 , 1 ] i a1 ∈ [0 , 1 ],
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gdzie Y i. = 1
n2

n2∑
j=1

Yij oraz Y = 1
n

n1∑
i=1

n2∑
j=1

Yij.

Zauważmy, że jeżeli weźmiemy C = (1, 0)′, to otrzymujemy dobrze znana̧

charakterystykȩ dopuszczalnych liniowych estymatorów dla β.

Wniosek 4.6. Estymator `′Y jest dopuszczalny dla β w modelu (2.9) wtedy

i tylko wtedy, gdy

l′Y = a0Y pod warunkiem, że a0 ∈ [0 , 1 ].
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5. Model z dwoma komponen-

tami

W rozdziale tym interesować nas bȩdzie dopuszczalna liniowa estymacja

wektora [(K ′Xβ)′, (Q′
1Z1u1)

′]′ w ogólnym modelu z dwoma komponentami, tzn.

w modelu (2.1), dla którego k = 1. Przypomnijmy, że na mocy lematu 2.1,

równoważnie bȩdziemy zajmować siȩ dopuszczalna̧ estymacja̧ K ′Xβ w klasie Lo

w modelu (2.4), który odpowiada modelowi z dwoma komponentami. OsÃlabienie

dla tego ostatniego zaÃlożeń, które zostaÃly postawione w poprzednim rozdziale,

tj. β ∈ R oraz (Z1Z
′
1)

2 = p1Z1Z
′
1 dla p1 > 0, powoduje problemy w uzyskaniu

jawnych wzorów na estymatory dopuszczalne dla wspomnianego już wektora.

Problemy te wia̧ża̧ siȩ miȩdzy innymi z tym, że β jest teraz p-wymiarowym

wektorem nieznanych parametrów, co wpÃlywa na postaci zbiorów T oraz [T ].

Oba te zbiory wyrazimy za pomoca̧ pewnej, wygodnej dla dalszych rozważań,

reparametryzacji, tzn.

T =
{
(cov(Y ), EY (EY )′) : β ∈ Rp, σ2

1 ≥ 0, σ2
2 > 0

}

=






ρ2


 λZ1Z

′
1 + (1− λ)In λZ1Z

′
1

λZ1Z
′
1 λZ1Z

′
1


 ,


 Xββ′X ′ 0

0 0





 :

β ∈ Rp, ρ2 = σ2
1 + σ2

2, λ =
σ2

1

σ2
1 + σ2

2

}
,

natomiast

[T ] =
{
(W1(s, λ), W2(Φ)) = (sV λ,XΦX ′) : s ≥ 0, λ ∈ [0, 1], Φ ∈M≥

p

}
,

55



gdzie V λ =


 λZ1Z

′
1 + (1− λ)In λZ1Z

′
1

λZ1Z
′
1 λZ1Z

′
1


 .

Rozważymy dwa przypadki. Pierwszy z nich, to przypadek, kiedy iloraz

wariancji efektu losowego do wariancji bÃlȩdu losowego jest znany. Wówczas

λ =
σ2
1

σ2
1+σ2

2
∈ [0, 1) jest znane i problem redukuje siȩ do charakteryzacji do-

puszczalnych estymatorów dla K ′Xβ w klasie Lo w nastȩpuja̧cym modelu

Gaussa-Markova

Y ∼ (
Xβ, ρ2V λ

)
. (5.1)

Poniższe twierdzenie podaje warunki konieczne i dostateczne na to, aby esty-

mator byÃl dopuszczalny dla K ′Xβ w klasie Lo w powyższym modelu.

Twierdzenie 5.1. Estymator L′Y jest dopuszczalny dla K ′Xβ w klasie Lo

w modelu (5.1) wtedy i tylko wtedy, gdy

(i) R (ΠoV λL) ⊆ R(X),

(ii) (K −L)′ΠoV λL ∈M≥
2n,

gdzie Πo =


 In 0

0 0


 ∈M2n×2n.

Dowód. ZaÃlóżmy, że macierz L speÃlnia warunki (i) oraz (ii). Wówczas istnieje

macierz Φ1 ∈M≥
p , taka że R(XΦ1X

′) = R(X) ∩N [(K −L)′]. Oczywíscie,

XΦ1X
′(K −L) = 0, (5.2)

co oznacza, że L′Y jest lokalnie optymalny w punkcie W = (W1(0, λ),W2(Φ1))

w klasie Lo. Zauważmy, że L1 = B(W |Lo) może być przedstawiona nastȩpuja̧co

L1 = L +R(T t

Π1
),

gdzie Π1 =


 Π1 0

0 0


 ∈ M2n×2n oraz Π1 = In − XΦ1X

′(XΦ1X
′)+. W

szczególności, jeżeli Φ1 = 0, to Lo = L1 i wówczas ten krok może być pominiȩty.
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Jeżeli natomiast dim(R(X)) = n oraz jeżeli Φ1 jest dodatnio określona, to L′Y

jest jednoznacznie lokalnie optymalnym estymatorem, a wiȩc dopuszczalnym.

W tym przypadku pierwszy krok procedury jest jednocześnie ostatnim.

Teraz pokażemy, że istnieje macierz Φ2 ∈ M≥
p taka, że L′Y jest jednoz-

nacznie lokalnie optymalny w punkcie (W1(1, λ),W2(Φ2)) w klasie L1.

Ponieważ R(Π1) ⊆ R(Πo), wiȩc z (i) mamy

R(Π1V λL) ⊆ R(X). (5.3)

Dalej, ponieważ Π1Πo = Π1, wiȩc z (ii) oraz (5.2) wynika, że

(K −L)′ΠoV λL = (K −L)′Π1V λL + (K −L)′XΦ1X
′(XΦ1X

′)+L

= (K −L)′Π1V λL ∈M≥
2n. (5.4)

Podstawiaja̧c Φ2 = [(K−L)′X]+(K−L)′Π1V λL[X ′(K−L)]+, na mocy (5.4),

mamy Φ2 ∈M≥
p . Warunek (5.3) implikuje, że istnieje macierz A ∈Mp×2n taka,

że Π1V λL = XA. Sta̧d

(K −L)′XΦ2 = (K −L)′X[(K −L)′X]+(K −L)′XA[X ′(K −L)]+

= (K −L)′Π1V λL[X ′(K −L)]+.

Ponieważ (K −L)′Π1V λL jest macierza̧ symetryczna̧, wiȩc

(K −L)′Π1XΦ2X
′(K −L) = (K −L)′Π1V λL. (5.5)

Ponadto, ponieważ N (Π1X) = N [(K − L)′Π1X], wiȩc istnieje macierz B

należa̧ca do M2n×2n taka, że B(K −L)′Π1X = Π1X, czyli

B(K −L)′Π1V λL = B(K −L)′Π1XA = Π1V λL.

Podobnie

B(K −L)′Π1XΦ2X
′(K −L) = Π1XΦ2X

′(K −L).
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Warunek (5.5) implikuje, że

Π1V λL = Π1XΦ2X
′(K −L), (5.6)

czyli L′Y jest jednoznacznie lokalnie optymalny w punkcie (W1(1, λ),W2(Φ2))

w klasie L1, co kończy pierwsza̧ czȩść dowodu.

Teraz zaÃlóżmy, że L′Y jest dopuszczalny dla K ′Xβ w klasie Lo. Ponieważ

L ∈ L1, gdzie rozmaitość liniowa L1 zostaÃla zdefiniowana na pocza̧tku dowodu,

wiȩc estymator L′Y jest dopuszczalny dla K ′Xβ w klasie L1. Zatem na mocy

twierdzenia 1.2 istnieje punkt W = (W1(s, λ),W2(Φ2)) ∈ A(L1), gdzie s > 0

taki, że

sΠ1V λL = Π1XΦ2X
′(K −L).

Ponieważ R(Πo −Π1) ⊆ R(X), wiȩc R(Π1X) ⊆ R(X). Sta̧d

R(ΠoV λL) = R((Πo −Π1)V λL)⊕R(Π1V λL) ⊆ R(X),

co kończy dowód warunku (i).

Dalej, ponieważ (K − L)′ΠoV λL = (K − L)′Π1V λL (co wynika z (5.4))

oraz X ′(K −L) = X ′Π1(K −L), wiȩc

s(K −L)′ΠoV λL = (K −L)′Π1XΦ2X
′Π1(K −L) ∈M≥

2n.

2

Rozważmy teraz ogólniejsza̧ sytuacjȩ, kiedy iloraz σ2 oraz σ2
e jest nieznany.

Dodatkowo zaÃlóżmy, że R (X) ⊆ R(Z), gdzie Z = [Z ′
1, 0]′ ∈M2n×m.

Twierdzenie 5.2. Estymator L0Y jest dopuszczalny dla K ′Xβ w klasie Lo

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje λ ∈ [0, 1], dla której

(i) R (ΠoV λL) ⊆ R(X),

(ii) (K −L)′ΠoV λL ∈M≥
2n,
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oraz dodatkowo, gdy λ = 1

(iii) ΠZ1L = 0,

gdzie ΠZ1 =


 ΠZ1 0

0 0


 , natomiast ΠZ1 jest macierza̧ rzutu ortogonalnego na

przestrzeń N (Z ′
1).

Dowód. W przypadku, gdy λ ∈ [0, 1) dowód warunku dostatecznego wynika

z twierdzenia 5.1. Jeżeli λ = 1, to musimy wykonać dodatkowy (trzeci) krok.

Ponieważ

Π1V 1L = Π1XΦ2X
′(K −L),

gdzie

Φ2 = [(K −L)′X]+(K −L)′Π1V 1L[X ′(K −L)]+

(patrz (5.6)), wiȩc L0Y jest lokalnie optymalny w punkcie (W1(1, 1),W2(Φ2))

w klasie L1. Rozmaitość liniowa L2 = B(W1(1, 1),W2(Φ2))|L1) ma nastȩpuja̧ca̧

postać

L2 = L +R(T t

Π2
),

gdzie Π2 =


 Π2 0

0 0


 ∈ M2n×2n oraz Π2 = Π1[In − Π1Z1Z

′
1Π1(Π1Z1Z

′
1Π1)

+].

Macierz Π2 jest macierza̧ rzutu ortogonalnego na N (XΦ1X
′) ∩N (Π1Z1Z

′
1Π1).

Ponieważ R(ΠZ1) ⊆ R(Π1), wiȩc Π2 = ΠZ1 oraz ΠZ1X = 0. Korzystaja̧c

z warunku (iii) mamy, że ΠZ1L = ΠZ1X = 0. To implikuje z kolei, że L′Y

jest jednoznacznie lokalnie optymalny w (W1(1, 0), W2(0)) w klasie L2.

ZaÃlóżmy teraz, że L′Y jest dopuszczalny dla KXβ w klasie Lo. W oparciu

o dowód twierdzenia 5.1 pozostaÃl do rozważenia przypadek, kiedy L ∈ L2 =

B( (W1(1, 1),W2(Φ2)) |L1) ⊂ L1 = B( (W1(0, λ),W2(Φ1)) |Lo). Z lokalnej opty-

malności w punkcie (W1(1, 1),W2(Φ2)) nadal wynikaja̧ warunki (i) oraz (ii) dla

λ = 1. Ponieważ L′Y jest dopuszczalny dla KXβ w klasie L2 i ponieważ

59



R(X) ⊆ R(Z), wiȩc korzystaja̧c z twierdzenia 1.2 mamy, że istnieje punkt

(W1(s, 0),W2(0)) ∈ A(L2) z s > 0, dla którego sΠZL = 0, co kończy dowód.

2

W szczególnym przypadku, gdy β ∈ R, X ∈ R(Z1) oraz (Z1Z
′
1)

2 = p1Z1Z
′
1

dla p1 > 0 z charakterystyki estymatorów dopuszczalnych dla K ′Xβ w klasie Lo

podanej w powyższym twierdzeniu wynika charakterystyka podana we wniosku

4.1 i odwrotnie. Korzystaja̧c z lematu 1.1, wystarczy wykazać równoważność

pomiȩdzy tymi charakterystykami dla K = In i Q1 = In. Wtedy dowód bȩdzie

bardziej przejrzysty.

Warunki (i) oraz (ii) twierdzenia 5.2 możemy wyrazić w terminach macierzy

L0 i L1 nastȩpuja̧co

(i’) R(VλL0) ⊆ R(X), R(VλL1 − λZ1Z
′
1) ⊆ R(X),

(ii’)


 (In − L0)

′VλL0 (In − L0)
′(VλL1 − λZ1Z

′
1)

−L1VλL0 −L1(VλL1 − λZ1Z
′
1)


 ∈M≥

2n,

gdzie Vλ = λZ1Z
′
1 + (1− λ)In.

ZaÃlóżmy teraz, że istnieje λ ∈ [0, 1), dla której te warunki sa̧ speÃlnione. Na

mocy warunku (ii’) mamy, że macierz (In − L0)
′V λL0 jest symetryczna, tym

samym macierz VλL0 jest też symetryczna. Zatem pierwszy z warunków (i’)

implikuje, że istnieje c ∈ R takie, że VλL0 = cXX ′. Sta̧d

L0 = cV −1
λ XX ′ =

( −λ

(1− λ)(p1λ + 1− λ)
Z1Z

′
1 +

1

1− λ
In

)
XX ′

=
c

p1λ + 1− λ
XX ′. (5.7)

Z symetrii macierzy wystȩpuja̧cej w warunku (ii’), dotycza̧cych elementów poza

diagonala̧, wynika również, że

V λL1 − λZ1Z
′
1 = −λL′0Z1Z

′
1.
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Zatem z (5.7) otrzymujemy, że

L1 = V −1
λ

( −cp1λ

p1λ + 1− λ
XX ′ + λZ1Z

′
1

)

=
p1λ

p1λ + 1− λ

(
1

p1

Z1Z
′
1 −

cX ′X
p1λ + 1− λ

1

X ′X
XX ′

)
. (5.8)

Korzystaja̧c z (5.7) dostajemy

(In − L0)
′V λL0 = c

(
1− cX ′X

p1λ + 1− λ

)
XX ′.

Z nieujemnej nieokreśloności tej macierzy wynika, że c
(
1− cX′X

p1λ+1−λ

)
≥ 0. Sta̧d

c ∈ [0, p1λ+1−λ
X′X ] lub równoważnie cX′X

p1λ+1−λ
∈ [0, 1].

ZaÃlóżmy teraz, że λ = 1. Z warunku (iii) twierdzenia 5.2 dostajemy, że

L0 =
1

p1

Z1Z
′
1L0 (5.9)

oraz

L1 =
1

p1

Z1Z
′
1L1. (5.10)

Z warunku (i) tego twierdzenia oraz symetrii macierzy Z1Z
′
1L0 wynika, że istnie-

je c∗ ∈ R takie, że Z1Z
′
1L0 = c∗XX ′. Korzystaja̧c z (5.9) mamy, że

L0 =
c∗
p1

XX ′.

Postȩpuja̧c podobnie, jak w przypadku λ ∈ [0, 1) otrzymujemy

Z1Z
′
1L1 − Z1Z

′
1 = −c∗XX ′.

Sta̧d i z (5.10) dostajemy nastȩpuja̧ca̧ postać macierzy

L1 =

(
1

p1

Z1Z
′
1 −

c∗X ′X
p1

1

X ′X
XX ′

)
.

Dalej, z nieujemnej określoności macierzy (In − L0)
′V 1L0 mamy c∗ ∈ [0, p1

X′X ].

Pokazalísmy zatem, że jeżeli istnieje λ ∈ [0, 1], dla której speÃlnione sa̧

warunki twierdzenia 5.2, to estymator L′Y dla Xβ jest postaci podanej we

wniosku 4.1.
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Chca̧c pokazać, że z charakterystyki podanej we wniosku 4.1 wynika charak-

terystyka podana w twierdzeniu 5.2, wystarczy podstawić λ = a1

a1+p1(1−a1)
.

Oczywíscie, jeżeli a1 ∈ [0, 1], to λ ∈ [0, 1]. Wykonuja̧c standardowe przek-

sztaÃlcenia, wykorzystuja̧ce zależność Z1Z
′
1XX ′ = p1XX ′, dostajemy ża̧dane

wynikanie.
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Podsumowanie

W pracy rozważany byÃl nastȩpuja̧cy model liniowy

Y = Xβ + Z1u1 + Z2u2 + . . . + Zkuk + e,

w którym zajmowano siȩ dopuszczalna̧ liniowa̧ estymacja̧ wektora

[(K ′Xβ)′, (Q′
1Z1u1)

′, . . . , (Q′
kZkuk)

′]′.

Kluczowym w caÃlej rozprawie jest spostrzeżenie, że zagadnienie to można sprowa-

dzić do równoważnego problemu dopuszczalności estymatora dla K0Xβ w klasie

Lo w modelu

Y ∼
(

Xβ,

k+1∑
i=1

σ2
i Vi

)
.

Uzyskano w jawnej postaci charakterystykȩ dopuszczalnych estymatorów dla

K0Xβ w klasie Lo w modelach odpowiadaja̧cych zrównoważonemu modelowi

losowemu k – kierunkowej klasyfikacji hierarchicznej, zrównoważonemu mode-

lowi losowemu k – kierunkowej klasyfikacji krzyżowej oraz zrównoważonemu

modelowi losowemu dwukierunkowej klasyfikacji krzyżowej z interakcja̧. Opisano

także jawna̧ postać dopuszczalnych estymatorów L′Y dla K0Xβ w klasie Lo

w modelu odpowiadaja̧cym modelowi z dwoma komponentami, w którym

β ∈ R, a macierz Z1Z
′
1 jest macierza̧ proporcjonalna̧ do macierzy idempotent-

nej. Dla ogólnego modelu liniowego z dwoma komponentami przy zaÃlożeniu, że

R(X) ⊆ R(Z1) podano warunki konieczne i dostateczne na to, aby odpowiedni

estymator byÃl dopuszczalny. Warunki te zostaÃly wyrażone w terminach podob-

nych do tych, których użyÃl Rao (1976) w modelu Gaussa-Markowa.
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