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Przedmowa

Kazdy pomiar wielkosci fizycznej obarczony jest bledem, co oznacza, ze moze
zosta¢ dokonany ze skonczonag doktadnoscig — jest pewnym przyblizeniem
wartosci rzeczywistej. Przyblizenie to okresla niepewno$¢ pomiarowa. Fakt ten
zwigzany jest nie tylko z niedoskonatoscig dziatan czlowieka, lecz takze
z niedoskonato$cia wykonania przyrzadow pomiarowych, przypadkowym
stanem materii w chwili dokonywania pomiaru, wptywem procesu pomiarowego
na wielko$¢ mierzong oraz przyblizonym charakterem modeli rzeczywistosci
opisywanych w postaci praw fizyki. Zasady obliczania i szacowania niepewno$ci
pomiarowych, a takze oceny wynikoOw pomiaréw zostaly opracowane przez
Miegdzynarodowa Organizacj¢ Normalizacyjng (ISO) i zawarte s3 w normie
opublikowanej w 1995 roku "Guide to the Expression of Uncertainty
in Measurement"  stanowigcej  wspélne  dzieto  siedmiu  organizacji
migdzynarodowych. Polska zgodnie z umowami migdzynarodowymi
zadeklarowata si¢ do zastosowania normy ISO, ktoéra dotyczy zapisu oraz
obliczania niepewnos$ci pomiarow, a takze do obowigzku uzytkowania jednostek
uktadu SI. Wersja polska wydana w roku 1999 przez Gtéwny Urzad Miar nosi
nazw¢ ,,Wyrazanie niepewno$ci pomiaru. Przewodnik”.

Wszelkie wyniki pomiarow pozbawione oceny ich doktadnosci sg w istocie
tylko wskazaniami, a podawanie niepewnosci razem z wynikiem nie §wiadczy
0 braku kompetencji laboratorium. Wrecz przeciwnie — Umiejetnos$é jej
liczbowego  wyrazenia stanowi podstawe podwyzszonego zaufania
do laboratorium. Wyniki pomiaréw wielko$ci fizycznych i chemicznych wraz
z informacjg ilosciowa o jakosci pomiaréw pozwalaja na poréwnanie ich
z warto$ciami odniesienia podanymi w specyfikacjach lub normach, a takze
do oszacowania ich wiarygodno$ci w poréwnaniu z wynikami uzyskanymi przez
inne laboratoria. W ostatnich latach zaczeto przywigzywaé znaczaca uwage
do niepewnosci pomiaréw — zaréwno w odniesieniu do typowych pomiarow
laboratoryjnych i przemystowych, jak tez przy analizach innych wynikow
(np. kontroli jakosci dostaw detali do produkcji).

Dla laboratoriéw 1 ich klientdw oraz wszystkich pozostatych instytucji, ktore
wykorzystujg wyniki badan w swojej dziatalno$ci znajomo$¢ niepewnosci
pomiaréw, moze si¢ okaza¢ niezwykle kluczowym elementem. Rodzaj uzytych
metod, sprzet, a takze jednostki wykonujace pomiar sg elementami, ktore wnosza
pewna niepewnos¢ do wyniku.

Niniejsze opracowanie omawia wytyczne dotyczace niepewnosci
pomiarowych i réznice miedzy niepewnos$cig a btedem. Wskazuje, ze pomiar
zawsze jest obarczony pewng niepewnoscig, ktoéra wynika z ograniczen
przyrzadow, metody pomiarowej i innych czynnikow. Opisuje metody obliczania
niepewnosci w zaleznosci od rodzaju pomiaru. Przedstawiono réwniez
podstawowe zagadnienia dotyczace podejmowania decyzji o zgodnosci wyrobu
ze specyfikacjg oraz podstawowe informacje zwigzane z rozkladami
statystycznymi wykorzystywanymi w metrologii. Wszystkie przedstawione
zagadnienia zilustrowano licznymi przyktadami, ktore w sposob praktyczny maja
wyjasni¢ przedstawiane w pracy zagadnienia.






1. BLAD POMIARU

1.1. Przyczyny powstawania bledow

Nalezy przyja¢ zasade (zgodnie z podstawowym aksjomatem metrologii),
ze kazdy wynik pomiaru obarczony jest bledem pomiaru. Przyczyna tego
sa pewne cechy charakterystyczne dla procesu pomiaru, a w szczegdlnosci:

1. Niescistos¢ definicji jednostki miary i sposobu jej odtwarzania.

2. Btedy instrumentalne (narzgdzia pomiarowego).

3. Btedy wynikajace z metody pomiaru.

4. Bledy $rodowiskowe wynikajace z warunkow zewnetrznych pomiaru.

5. Btedy obserwacji i odczytania.

6. Btedy obliczeniowe.

Podstawowe zrodta btedow wystepujace w pomiarach przedstawiono na rys. 1.1.
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Rys. 1.1. Struktura zrodet bledow w pomiarach

1.1.1. Niescislos¢ definicji wielko$ci mierzonej
Fizyczny charakter jednostki miary nie moze zapewni¢ jej niezmiennosci przy
odtwarzaniu. Chociaz jednostka dtugosci, jaka jest metr, ktory zastapit stosowane
wcezesniej jednostki miary wyrazane najczes$ciej w dlugosciach konczyn, jest
zdefiniowany od kilku wiekoéw, zawsze istnial problem z jego odtworzeniem.
Prototyp metra, wytworzony jako wzorzec kreskowy ze stopu platyny i irydu, nie
utrzymywat statej dtugo$ci w czasie. Postgp w technice sprawit, ze w roku 1960
stary wzorzec fizyczny zostat ostatecznie zastgpiony definicja metra w kategorii
dhugosci fali promieniowania kryptonu 86, ktora nastepnie zostala zastgpiona



definicja oparta na wartosci dlugo$ci $wiatla oznaczanej na podstawie
dhugosci fali lasera helowo-neonowego. Obecnie podstawa definicji jednostki
dlugos$ci metra jest predkos$¢ swiatta (naturalna wielko$¢ stata). Definiuje si¢ go
jako dlugos¢ drogi przebytej przez $wiatlo w prozni w czasie 1/299 792 458
sekundy. Wynika stad, ze wzorzec dhugosci jest zalezny od definicji i pomiaru
czasu. Stad doktadnos¢ odtworzenia jednostki diugosci jest uzalezniona
od uzyskania stabilnej dtugosci fali lasera (He-Ne) oraz pomiaru czasu, opartego
na stabilno$ci dlugosci fali promieniowania atomu cezu 133, emitowanego
w odpowiednich warunkach. Wszystko to sprawia, ze wprawdzie z coraz wicksza
precyzja jestesmy w stanie odtworzy¢ jednostke dlugosci, ale nigdy nie bedzie
ona odtworzona bezbtednie.

1.1.2. Bledy instrumentalne
Bledem instrumentalnym nazywa si¢ blad pochodzacy od narzedzia uzytego do
pomiaru. Mozna tu wyr6znic:

e blad wskazania wzorca miary (bedacy rdznicg warto$ci nominalnej
wzorca 1 warto$cig poprawng odtworzong przez ten wzorzec);

e Dblad wskazania przyrzadu pomiarowego (bgdacy rdznica miedzy
wartoscig wskazana przez przyrzad a poprawng wartoscig wielkosci
mierzonej).

Wsrdd btedow wskazania przyrzadu pomiarowego mozna wyroznic:

e blad zera (btad wskazania dla wartos$ci zerowej wielko$ci mierzonej);

e rozrzut wskazan narzedzia pomiarowego (bedacy odchyleniem $rednim
kwadratowym pojedynczego wskazania w danej serii wskazan narzedzia
pomiarowego).

Nawet najlepszej klasy przyrzad pomiarowy nie jest wykonany ,,idealnie”.
Jego powierzchnie, oczywiscie w dopuszczalnym zakresie, moga posiadaé
odchylki ptaskosci, rownoleglosci czy prostopadtosci wzgledem siebie. Wymiary
poszczegblnych elementow przyrzadu rowniez osiagna¢ mozna z jakas
doktadnos$ciag. To samo dotyczy wykonania podziatki na skali przyrzadu. Dla
zapewnienia mozliwosci przesuwu czesci sktadowych przyrzadu wymagane jest
zachowanie luzu. W mechanizmach przyrzadéw pomiedzy wspotpracujacymi
powierzchniami wystgpuje zjawisko tarcia. Materiat, z ktorego wykonany jest
przyrzad pomiarowy, zawsze charakteryzuje si¢ rozszerzalno$cig cieplna.
W najczestszym przypadku material ten jest inny niz material elementu
mierzonego, co powoduje inne zmiany wymiarOw przyrzadu pomiarowego
i mierzonego elementu.

Na btedy wiasne przyrzadu moze mie¢ istotny wpltyw usytuowanie wzorcow,
przedmiotow sprawdzanych, uktadow wskazujacych narzedzia pomiarowego
1 sposOb ich wzajemnego przemieszczania w czasie pomiaru.

Wzorzec 1 przedmiot sprawdzany powinny by¢ usytuowane nie rownolegle
obok siebie, lecz jeden za drugim tak, aby 0§ gldowna wzorca tworzyta jedna lini¢
prostg z kierunkiem, na ktorym lezy mierzony wymiar (postulat Abbe).

Typowym konstrukcyjnym odstgpstwem od postulatu Abbego jest
suwmiarka. Wychylenie szczeki ruchomej o kat « spowodowane luzami
prowadnicy prowadzi do tym wigkszego btedu fs, im ptycej jest wprowadzony



przedmiot mierzony migdzy szczeki (rys. 1.2). Dlatego prawidlowy pomiar
suwmiarkg wymaga wprowadzenia przedmiotu mozliwie gleboko migdzy
szczeki suwmiarki. Zalezno$¢ te, przedstawia ponizsze rownanie:

fs =S sina (1.2)

gdzie: S — odlegltos¢ przedmiotu od prowadnicy suwmiarki; « — kat ugiecia szczeki
ruchomej suwmiarki.

Rys. 1.2. Wplyw usytuowania przedmiotu mierzonego na wielkos¢ bledu
przy pomiarze suwmiarkgq

Reasumujac, stwierdzi¢ mozna, ze bledy wiasne narzedzia pomiarowego
sa spowodowane;
e jego niedoskonatoscia konstrukcyjna;
e tolerancjami wykonawczymi elementow przyrzadu;
e wadami montazu i regulacji;
e niedoskonatosciag materiatu elementdéw przyrzadu.

1.1.3. Bledy metody
Zastosowana metoda pomiaru zawsze powoduje pewne charakterystyczne dla
niej btedy. Wplyw sit i naciskow pomiarowych powoduje odksztatcenia
W elementach przyrzadéw pomiarowych. Do wlasciwosci przedmiotu, ktére
wplywajg na blgdy pomiaru, zalicza si¢ przede wszystkim rodzaj materiatu
i nierowno$¢ powierzchni. Material przedmiotu decyduje o jego ugieciu pod
wlasnym ciezarem 1 odksztalceniu wywotanym naciskiem pomiarowym.
Nierownos$¢ powierzchni powoduje bledy pomiaru, zwlaszcza przy pomiarach
pneumatycznych i metodach stykowych.

Cigzar wtasny i nacisk pomiarowy mogg powodowac odksztatcenia sprezyste
calych przedmiotéw lub ich czesci (tabela 1.1) oraz miejscowe odksztalcenia
powierzchni elementow (tabela 1.2).



Tabela 1.1. Odksztatcenia elementow pod w

tywem naciskow pomiarowych

Szkic wyjasniajacy wzor obliczeniowy

Wzér obliczeniowy

P
L “I
Z8 /4 J
R

Trzpien kontrolny jednostronnie zamoco-
wany, uginajacy si¢ pod wplywem sity
nacisku pomiarowego P.

1 P[> 64 P-I?
f”_3 E-1 3 mw-E-d*

| — moment bezwtadnosci przekroju
E — modut sprezystosci

i

|
|
|
|
|
|
/
|
WA

Trzpien kontrolny jednostronnie zamoco-
wany, uginajacy si¢ pod wplywem ci¢zaru
wilasnego Q.

y — cigzar whasciwy [g/cm®]

Trzpien kontrolny dwustronnie zamocowany,
w kiach uginajacy si¢ pod wplywem sity
nacisku pomiarowego P.

p-13
m-E-d*

| — moment bezwtadnosci przekroju
E — modut sprezystosci

—
—
=
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
7

g

Trzpien kontrolny dwustronnie zamocowany
w ktach, uginajacy si¢ pod wptywem ci¢zaru
wiasnego Q.

5 Q-L* 5 y-I*

fe=3g2 F1 24 E-a?

y — cigzar whasciwy [g/cm®]

Statyw czujnika wykonany z pretow
okraglych o roznych $rednicach, obcigzony
sifg nacisku pomiarowego P.

_64-P-b2 <a+1 b)
P n.E D* " 3 d*

E — modut sprezystosci
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Tabela 1.2. Miejscowe odksztalcenie sprezyste powierzchni elementow wywolane
naciskiem pomiarowym

Szkic wyjasniajacy wzor
obliczeniowy

Wzor obliczeniowy i objasnienie

Sptaszczenie wystepujace przy zetknigciu si¢ dwoch
kul stalowych pod dziataniem sity P.

—0,019- |p? (1+1)
fp=0 d D

Splaszczenie wystepujace przy zetknigciu si¢ kuli
stalowej z wewnetrzng powierzchnig czaszy kulistej
pod dziataniem sity P.

=0,019 3PZ (1+1)
fP_ ’ d D

Splaszczenie wystepujace przy zetknigciu si¢ kuli
stalowej z obejmujacymi jg przy pomiarze dwoma
ptaskimi koncowkami mierniczymi przy dzialaniu
nacisku pomiarowego P.

3|P2
fo = 0038 |—

Splaszczenie wystepujace przy zetknigeiu si¢ dwoch
stalowych walcoéw, usytuowanych wzgledem siebie
prostopadle, przy dzialaniu sity P.

__
Jd-D-(d+D)?

fp = 0,022 .

T,

Splaszczenie wystepujace przy zetknigeiu si¢ dwoch
walcow stalowych, usytuowanych wzgledem siebie
rownolegle, przy dziataniu sity P.

= 0,00046 P 1+1
fr=0, L D d
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Tabela 1.2. Miejscowe odksztalcenie sprezyste powierzchni elementéw wywolane

naciskiem pomiarowym

Splaszczenie wystepujace przy zetknigeiu  si¢
stalowych: kuli i ptaskiej powierzchni przy dziataniu

sity P.
3 |P2
fp =0,0415 - 7

Splaszczenie wystepujace przy zetknigeiu  sig¢
stalowych: kuli i walca przy dziataniu sity P.

ofrl 1Y\ 1

_+_ P

(d D) d
=0,048-3p2- 1= _—2 =
fr —
I+

Splaszczenie wystepujace przy zetknigeiu  sig¢
stalowych: walca z powierzchnig ptaska przy
dziataniu sity P.

P 3|1
=4,69-1076-—- |=
fe D

Splaszczenie wystepujace przy zetknigciu sig¢
stalowych: walca 1 powierzchni plaskiej przy
dziataniu sity P.

P

fp =4,59'd

Jezeli wymiary D, d, L w powyzszych zalezno$ciach podstawimy w m, a site (nacisk
pomiarowy) P w N, to wynik sptaszczenia fp otrzymamy w um.

W przypadku pretow o statym przekroju, dla ktérych doktadno$¢ pomiaru
dtugosci zaleze¢ moze od ugigc, jakim prety podlegaja pod wptywem wlasnego
cigzaru, wazna jest umiejetnos¢ doboru prawidlowych punktéw podparcia
(rys. 1.3), w zaleznosci od okreslanej wielkosci mierzone;.

12



»

=70 um

I

05L 05L

f—————— —— e —————] ————————— —— - —-

Sp=7 um

023L4 PUEIEL R

¢)

a0ty o~ 02203 5‘
» i SE— TL\Y

d)

(022321 | (022321, ‘i‘

0,2386 L € 0,2386 L>
<>

< g

Rys. 1.3. Wplyw podparcia na wielko$¢ strzatki ugiecia preta: a) podparcie

na koricach preta — najwieksze ugiecie; b) podparcie w pkt. Airy’ego — powierzchnie
czolowe sq wzgledem siebie rownolegle; ¢) podparcie w pkt. Bessela — najmniejsze
skrocenie rzutu warstwy obojetnej na ptaszczyzne podstawy, d) podparcie w pkt. Granta
— najmniejsze ogolne ugiecie preta, e) podparcie zapewniajgce potozenie srodka preta

i punktow podparcia na tej samej wysokosci

Typowe przypadki metrologicznie negatywnego oddziatywania sit i naciskow
pomiarowych mozna sprowadzi¢ do nastgpujacych:

dzialanie cigzaru wlasnego mierzonego przedmiotu i nacisku
pomiarowego powodujace wydtuzenie lub skrocenie przedmiotu;
dzialanie cigzaru wlasnego 1 nacisku pomiarowego powodujace
sprezyste odksztalcenie szczgk lub kabtgka, obarczajac blgdem
wskazania przyrzadu;

cigzar wlasny lacznie z naciskiem pomiarowym moze powodowaé
ugiecie smuklych elementow zamocowania (statywow, trzpieni
kontrolno-pomiarowych, podpartych wzorcow).

13



Nacisk pomiarowy jest jednak niezbedny w metodach stykowych
Z nastgpujacych przyczyn:

e dla zapewnienia styku koncéwki pomiarowej z rzeczywista
powierzchnig mierzonego przedmiotu musi by¢ ,,przebita” lub odsunigta
warstwa thuszczow i1 smardw, a czasem drobin zanieczyszczen;

e miedzy powierzchniami styku nie moze powstawaé szczelina
powietrzna;

e w celu pokonania oporéw w elementach ruchomych przyrzadow;

e w celu skasowania luzow;

e sita nacisku musi rownowazy¢ cigzar wlasny ruchomych elementow tak,
aby przyrzad moégl by¢ uzywany w réznych potozeniach.

Najczesciej w przyrzadach pomiarowych naciski statyczne nie przekraczaja
warto$ci 2,5 N, a wyjatkowo dochodza do 10 N. Naciski dynamiczne wystgpujace
przy szybkim opadaniu trzpienia pomiarowego na mierzona powierzchni¢ moga
dochodzi¢ do 70 N.

Przyklad 1.1

Obliczy¢ btad systematyczny spowodowany odksztatceniem
powierzchniowym pochodzacym od nacisku pomiarowego, powstaty w wyniku
pomiaru kulki tozyskowej o $rednicy d = 12,5 mm za pomocg mikrometru
0 nacisku pomiarowym P =5 N.

Rozwigzanie
Odksztalcenie sprezyste dla przypadku kula — ptaszczyzna, zgodnie z tabela

1.2, przyjmuje postac:
3 |P2
fr=0038- |—

Stad po podstawieniu danych:

3| 52
fp=10,038- 00125=0,48 pm

Poprawka eliminujaca btad systematyczny spowodowany odksztalceniem
powierzchniowym jest réwna Cs = 0,48 um.

Przyklad 1.2

Obliczy¢ btad systematyczny wynikajacy z ugigcia swobodnego konca
ramienia statywu czujnika pod dzialaniem sily jego reakcji wynoszacej P = 3 N.
Wymiary statywu wynosza: D = 14 mm, d = 12 mm, a = 120 mm, b = 150 mm.

Rozwiqzanie

Ugigcie swobodnego konca ramienia statywu pod dziataniem sity reakcji P
nacisku pomiarowego, zgodnie z tabelg 1.1, okresla zaleznos¢:

14



Stad po podstawieniu danych:

_64-3- 0,1507 <0,120 4 1 0,150) _3g

PT T g-2-105 \0,014* '3 0012¢) " M

Poprawka eliminujaca blad systematyczny spowodowany odksztatceniem
powierzchniowym jest rowna Cx = 38 pm.

Moéwigc o wplywie nieréwnosci powierzchni na btagd pomiaru, nalezy mie¢
nauwadze tylko nierowno$¢ powierzchni przedmiotu mierzonego, gdyz
wymagania w tym wzgledzie stawiane koncowkom narzedzi pomiarowych sa tak
duze, Ze nie trzeba uwzgledniac ich wplywu.

Przy pomiarach metodami stykowymi uwzglednia si¢ wpltyw nacisku
pomiarowego powodujacego odksztalcenia sprezyste i plastyczne wierzchotkow
nierownosci oraz wptyw zaokraglenia i ksztattu koncowki pomiarowe;.

Jak wynika z przeprowadzonych badan, wartosci znaczgce bledow
systematycznych spowodowanych chropowatoscia wystepuja wtedy, gdy
wysokos¢ chropowato$ci Rz mierzonej powierzchni jest wigksza niz 10 pm.

Wptyw ksztaltu i wymiarow koncowki pomiarowej na btad dlugosci,
spowodowany chropowatoscig Rz, przedstawiono na rys. 1.4.

e

| |
| I
I |
I
I
| |
' I
| |
' I
| |
I

Rys. 1.4. Wplyw chropowatosci powierzchni na bigd pomiaru

Przy bezstykowych pomiarach czujnikami pneumatycznymi zmiana
przekroju wylotu dyszy, przez ktdry na zewnatrz wyptywa z dyszy strumien
sprezonego powietrza, powoduje zmian¢ nat¢zenia tegoz strumienia.

Chropowato$¢ powierzchni moze by¢ rowniez zrodtem btedow pomiaru przy
pomiarach optycznych. Powoduje ona uginanie, wielokrotne zalamywanie
i odbijanie promieni $wietlnych, a w rezultacie rozproszenie S$wiatla
i pogorszenie ostro$ci obserwowanego obrazu. Bledy te wynosza szacunkowo
okoto 0,5 Rz.
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1.1.4. Bledy Srodowiskowe
Warunki zewnetrzne pomiaru sg okreSlone w pierwszym rzedzie przez
tzw. warunki normalne, do ktorych naleza:

e stala temperatura odniesienia 293,15 K (20°C);

e cié$nienie atmosferyczne 101324,72 Pa (760 mmHg);

e wilgotno$¢ okreslona cisnieniem 1333,22 Pa (10 mmHg).

Ponadto nalezy doda¢ brak wstrzaséw, wibracji, pytu, kurzu, pol
elektrycznych i magnetycznych etc.

W pomiarach przyjmuje si¢ temperature odniesienia 293,15 K (20°C)
i wszelkie wyniki uzyskane w innej temperaturze traktuje si¢ jako obarczone
btgdem spowodowanym rozszerzalno$cia przedmiotéw mierzonych lub
elementow narzgdzia pomiarowego.

Jezeli ciatlo stale o wspodtczynniku rozszerzalnosci liniowej « ma
w temperaturze odniesienia ¢ dtugos¢ L, to w temperaturze % jego dtugos¢ Li
WYNOosi:

Li=L+aLl(%h-9) (1.2)
Zmiang wymiaru pod wplywem temperatury okresla zalezno$¢:
AL =L [ap'( & —20) — an (S — 20)] (1.3)

gdzie: L — nominalna warto$¢ wielko$ci mierzonej zaokraglona do pelnych milimetréw;
on | — wspolczynniki rozszerzalnosci liniowej materialow narzedzia
i przedmiotu mierzonego; $h i Y — temperatury narzgdzia pomiarowego
i przedmiotu mierzonego.

Bezwladnos¢ cieplna powoduje, ze wyrownanie temperatur wymaga pewnego
czasu, ktory dla przedmiotow stalowych mozna wyliczy¢é z empirycznej
zaleznoSci:

T[] (L4)

M
T= 0,5;lg
gdzie: M — masa przedmiotu w kg; F — powierzchnia przedmiotu w m?; 9 — temperatura

poczatkowa przedmiotu; % — temperatura konicowa przedmiotu; ¢ — temperatura
otoczenia.

Przykiad 1.3

W wyniku wielokrotnego pomiaru watka uzyskano srednia arytmetyczna
wynikow pomiaru d = 45,87 mm. Obliczy¢ poprawke temperaturowa $rednicy
watka przy zatozeniu, ze wspolczynniki rozszerzalnosci materialow narzedzia
i przedmiotu mierzonego wynosza odpowiednio an = (11,5+1,0):10° 1/°C,
o= (18,5+1,0):10° 1/°C, oraz temperatury narzedzia i przedmiotu mierzonego
Gh =19,5°C, 9, = 24°C.
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Rozwigzanie
AL =L [ep( % —20) — on (S — 20)]

Skad po podstawieniu danych:
AL = 45,87-[18,5-10°6-(24 — 20) — 11,5-10°® (19 — 20)] = 0,00137 mm
Stad poprawka temperaturowa wynosi:
ct=-1,4 um

1.1.5. Bledy obserwacji
Bledy te wystepuja w przyrzadach wyposazonych w analogowe urzadzenia
odczytowe lub optyczne uktady do nastawiania na mierzone obiekty.

Na doskonalos¢ obserwacji 1 odczytania wplywajg wiasciwe rozwiazanie
elementéw wskazujacych, doktadno$¢ zmystow ludzkich oraz oswietlenie.

Wsréd czynnikéw dotyczacych elementdw wskazujacych nalezy wskazaé
wielko$¢ 1 grubos¢ kresy wzorca oraz odleglo$ci pomiedzy poszczegdlnymi
kresami. Nie bez znaczenia jest rowniez w przypadku przyrzadéw analogowych
odpowiedni kolor zarowno wskazu, jak i tarczy oraz barwa i intensywno$¢
o$wietlenia wykorzystywanego w pomiarach. Na rys. 1.5 przedstawiono
wskazanie dwoch suwmiarek — z matowymi (rys. 1.5a) oraz btyszczacymi
(rys. 1.5b) noniuszem i prowadnica — przy ré6znym oswietleniu (rys. 1.5b, c).

b)

0) - -

e i
QLo

Rys. 1.5. Wphyw wykonania skali i oswietlenia na dokladnos¢ obserwacji

Wséréd grupy bledow, okreslanych wspdlnie nazwag bledow obserwaci,
najwazniejsze znaczenie mozna przypisa¢ zespolowi bledow osobowych.
Spowodowane sa one niedoskonalosciag zmystow ludzkich oraz brakiem
umiejetnosci lub niezreczno$cig osoby mierzacej. Wpltyw na nie maja:

e zdolno$¢ rozdzielcza oka;

o wlasciwe o$wietlenie;
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aktualna dyspozycja mierzacego;
warunki zewnetrzne;

btad nastawienia optycznego;
btad odczytania.

Organem, od ktdrego percepcji zalezg w duzym stopniu btedy obserwacji, jest
ludzkie oko. Wskutek jego niedoskonatosci dwoch obserwatoréw inaczej oceni
koincydencje czy potozenie znacznika pomiedzy dwoma kresami wzorca. Bledy
te wynikaja z r6znej oceny koincydencji czy interpolacji przez obserwatorow

(rys. 1.6).
a) b) c)

Rys. 1.6. Powstawanie bledow odczytania: a) interpolaciji, b) koincydenciji,
¢) potozenia srodkowego kresy w bisektorze

Dla wartosci dziatki elementarnej We btgdy odczytania wynosza odpowiednio:
e blad interpolacji €int = 0,1 We;
e blad koincydencji ex = 0,02 We;
e blad potozenia srodkowego kresy w bisektorze epis = 0,006 We.

Do btedéw odczytania zalicza si¢ rowniez btad paralaksy. Wystepuje on,
kiedy pomigdzy wskazowka a podzielniag wystepuje pewien odstep, a kierunek
odczytywania wskazan nie jest prostopadly do podzielni. Przykltadowe btedy
paralaksy przedstawiono narys. 1.7.

Y Ay

Rys. 1.7. Przykiad bledow paralaksy przy pomiarze: a) suwmiarkg, b) mikrometrem

Btad paralaksy oblicza si¢ ze wzoru:

0,2-d-W,
epar =+ L € (15)

gdzie: d — odleglos¢ kres wskazu od podzielni; We — warto$¢ dziatki elementarnej;
Le— dlugos¢ dziatki elementarne;j
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Wsrod bledow obserwacji wyszczegdlni¢ nalezy takze btad nastawienia
optycznego. Powstaje on, kiedy istotnym czynnikiem wptywajacym
na poprawno$¢ nastawienia przyrzadu pomiarowego na mierzony wymiar jest
obserwacja optyczna. W celu wyeliminowania czy ograniczenia tego bledu
nalezy przerywang kres¢ okularu glowicy pomiarowej nastawia¢ symetrycznie
na mierzonej krawedzi, tak, aby polowa swej grubosci byta ona na przedmiocie
mierzonym (rys. 1.8).

krawedz mierzonego elementu

kresy pomiarowe /

mierzony element

Rys. 1.8. Prawidlowe nastawienie kresy pomiarowej na krawedzi mierzonego elementu

Wptyw na prawidtowy odczyt ma rowniez barwa i intensywnos¢ o$wietlenia,
a takze zmeczenie czy tez znuzenie osoby przeprowadzajacej pomiary. Nie bez
znaczenia na odczyt wyniku pomiaru maja réwniez warunki zewnetrzne w
postaci chociazby temperatury, wilgotnos$ci, hatasu czy wibracji, ktore moga
zmniejszaé predyspozycje osoby przeprowadzajacej pomiar.

1.1.6. Bledy obliczeniowe

Bledy obliczeniowe powstaja w wyniku zaokraglania liczb do wymagane;j ilosci

miejsc znaczacych. W czasie obliczen pomiarowych wyniki pomiarow

przedstawia si¢ liczbami dziesigtnymi zaokraglonymi do okre$lonego miejsca
dziesi¢tnego. Przy dzialaniu na takich liczbach nalezy stosowac si¢
do nastepujacych zasad:

1. Przyblizenia dziesigtne zaokragla si¢, odrzucajac zbgdne lub niepewne
liczby koncowe. Jezeli pierwsza z odrzucanych cyfr jest wigksza niz 5,
to do ostatniej z pozostatych dodaje si¢ 1, jezeli mniej, to od ostatniej
pozostatej liczby odejmuje si¢ 1. W przypadku, gdy odrzucana cyfra wynosi
5, to wynik zaokraglamy w gore do wartosci parzystej.

2. Przy dodawaniu i odejmowaniu przyblizen dziesi¢tnych nalezy zachowac
w wyniku tyle cyfr po przecinku dziesi¢tnym, ile ich jest w liczbie
przyblizonej, ktora ma najmniejszg liczbe cyfr po przecinku.

3. Przy mmnozeniu i dzieleniu przyblizen nalezy zachowaé¢ tyle cyfr
wartosciowych, ile ich jest w tym przyblizeniu, ktére ma mniejsza liczbe
cyfr wartosciowych.

4. Przy podnoszeniu do potegi wynik powinien mie¢ tyle cyfr wartosciowych,
ile ma ich potggowana liczba przyblizona.

5. We wszystkich obliczeniach posrednich nalezy zachowaé o jedng cyfre
wiecej, niz wynika to z podanych wyzej zasad.
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1.2. Rodzaje bledéw pomiaru i metody ich eliminacji

Przy dokonywaniu pomiaru wielko$ci mierzonej na wstepie otrzymuje si¢
tzw. surowy wynik pomiaru, ktory nie zostal jeszcze poprawiony poprzez
wprowadzenie do niego poprawek i wyznaczenie niepewnosci pomiaru.

Surowy wynik pomiaru wymaga opracowania przez eliminacj¢ bledow
systematycznych i podania niepewnos$ci pomiaru. Tak opracowany wynik
pomiaru nazywa si¢ poprawionym wynikiem pomiaru.

W ogolnym ujeciu btad ER wyznacza si¢ jako roznicg migdzy warto§cig pomiaru
MR a warto$cig prawdziwa TV, co w odniesieniu do pomiaru definiuje btad jako
niezgodno$¢ pomiaru z warto$cig wielko$ci mierzone;j:

ER=MR-TV (1.6)

Za warto$¢ prawdziwa mozna przyjmowac:

o rzeczywistg warto$¢ wielkosci mierzonej (zazwyczaj nieznana);

e warto$¢ poprawng wielkosci mierzonej, ktorg uwaza si¢ w takim stopniu
przyblizona do warto$ci rzeczywistej, ze ré6znica migedzy tymi wartosciami
moze by¢ pominigta z punktu widzenia celu, dla ktérego wartos¢
przyblizona jest potrzebna;

e $rednig arytmetyczng wynikow serii pomiarow.

Ze wzgledu na sposob okreslania bledu pomiaru rozroznia sig:
o blgd bezwzgledny pomiaru, bedacy roéznicg algebraiczng miedzy wynikiem
pomiaru a wartoscig wielko$ci mierzonej;
o blgd wzgledny pomiaru, begdacy ilorazem btedu bezwzglednego przez
wartos¢ wielko$ci mierzone;.

Poniewaz wartos¢ wielko$ci mierzonej mozna okresla¢ w roézny sposob,

istnieje podziat btedu bezwzglednego pomiaru na:

o blgd bezwzgledny rzeczywisty, jako roznica algebraiczna miedzy wynikiem
pomiaru a wartoscig rzeczywista — niedajacy sie okreslic;

o blgd bezwzgledny poprawny, jako rdznica algebraiczna migdzy wynikiem
pomiaru a warto$cig poprawng wielko$ci mierzonej;

o blgd bezwzgledny pozorny jest rdznicg algebraiczng migdzy jednym
z wynikow w danej serii pomiaréw a $rednig arytmetyczng ze wszystkich
wynikéw pomiarow tej serii.

Przyklad 1.4

Przeprowadzono pomiar srednicy watka za pomocg mikrometru i otrzymano
wynik x; = 10,105 mm, ktory jest surowym wynikiem pomiaru. Nastepnie t¢ samg
srednice zmierzono za pomocg optimetru i odpowiedniego stosu plytek
wzorcowych kl. 0, uzyskujac wynik X, = 10,107 mm. Wyznaczy¢ biad
bezwzgledny poprawny.
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Rozwigzanie
Traktujac wynik pomiaru na optimetrze jako poprawng warto$¢ wielkosci
mierzonej, btad bezwzgledny poprawny wyniesie:

0= X%, — Xp = 10,105 - 10,107 = -0,002 [mm]

Przyklad 1.5

Przeprowadzono 5 pomiarow S$rednic watka w normalnych warunkach
wplywowych, tym samym narzedziem i przez tego samego pomiarowca.
Otrzymano nastepujace wyniki surowe:

X1 = 10,105 [mm]
X2 = 10,107 [mm]
x3 = 10,107 [mm]
X4 = 10,106 [mm]
Xs = 10,104 [mm]

Wyznaczy¢ bledy bezwzgledne pozorne.

Rozwigzanie
Srednia arytmetyczna wynikow serii pomiaréw wynosi: Xg = 10,106 mm
Bledy bezwzgledne pozorne pomiaréw wynosza:

V1 = X1 — X¢ = 10,105 —10,106 = —-0,001 mm
V2 = X2 — X¢ = 10,107 —10,106 = 0,001 mm
itd.

Btad wzgledny jest ilorazem btedu bezwzglednego przez warto$¢ wielkosci
mierzonej, zastosowanej do obliczenia tego bledu bezwzglednego. Ze wzgledu
na zastosowang warto$¢ wielkosci mierzonej moze to by¢ btad wzgledny
poprawny i btad wzgledny pozorny. Wartosci bledow wzglednych podaje si¢
zazwyczaj w procentach.

Przykiad 1.6
Wyznaczy¢ btedy wzglgdne dla danych z poprzedniego przyktadu.

Rozwigzanie
Bledy wzgledne dla poprzednich przyktadéw wynosza:
e blad wzgledny poprawny

1) 0,002

=2 =- = —0,00019 = —0,029
“rov = 3 T 710,007 %

e blad wzgledny pozorny (dla i = 2)
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v, 0,001 .
Wpoz = x—sr = 10,006 = 0,00009 = +0,01%

Norma EN-ISO 14253-2 podaje, ze w wynikach pomiaru pojawiaja si¢ bledy
réznego typu:

e bledy systematyczne;

e bledy przypadkowe;

o dryf;

e wyniki izolowane.

W zasadzie wszystkie btedy sg systematyczne. Jesli traktuje si¢ je inaczej
to dlatego, ze nie szuka si¢ ich przyczyny lub rozdzielczo$¢ jest niewystarczajaca.
Trudno przy pomiarze w warunkach przemystowych uwzglednia¢ np. btad
systematyczny powstaty w wyniku odksztatcenia powierzchni pod naciskiem
pomiarowym podczas pomiaru mikrometrem. Latwiej i szybciej jest uwzglednié
mniej istotne czynniki w postaci btedu przypadkowego, charakteryzujac go
odchyleniem standardowym.

Dryf spowodowany jest przez systematyczny wplyw niekontrolowanych
wielko$ci  wptywajacych (np. starzenia czy zuzycia). Moze on by¢
scharakteryzowany za pomoca zmiany w jednostce czasu lub zmiany
uzaleznionej od intensywnosci zuzycia.

Wyniki izolowane sg spowodowane niepowtarzalnymi zdarzeniami podczas
pomiaru. Ich przyczyng moga by¢ omyltki osoby wykonujacej pomiar czy
niewlasciwe postugiwanie si¢ wyposazeniem pomiarowym.

Takie wyjasnienie informacji zawartych w normie pozwala na klasyczne
podejscie do klasyfikacji btedow, ktore jest bardziej praktyczne.

Klasyczny podziat btedow dzieli je na:

o bledy systematyczne, ktore pozostaja stale zaré6wno co do wartosci
bezwzglednej, jak i co do znaku, lub zmieniajg si¢ wraz ze zmiang
warunkow, wg okreslonego prawa;

o bledy przypadkowe, zmieniajace si¢ w sposob nieprzewidziany zardéwno
co do wartosci bezwzglednej, jak i znaku;

e bledy nadmierne (grube), wynikajace z nieprawidlowego wykonania
pomiaru.

1.2.1. Bledy systematyczne
Bledy systematyczne na og6t daja sie obliczy¢ lub wyznaczy¢ doswiadczalnie.
Uwolnienie surowego wyniku pomiaru od bledu systematycznego polega
na dodaniu do tego wyniku poprawki, ktdra jest rowna btedowi bezwzglednemu
surowego wyniku pomiaru, wzigtego ze znakiem przeciwnym.
Jezeli wiec obliczymy btad bezwzgledny 6 z zaleznosci:

O=X%—Xp @7
gdzie: x, — surowy wynik pomiaru; X, — poprawna warto$¢ wielko$ci mierzonej,

to poprawka:
c=-6 (1.8)
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Do bledow systematycznych statych zalicza si¢ btedy, ktorych wartosé i znak
nie zmienia si¢ podczas pomiard6w dokonywanych danym narzedziem
pomiarowym. Na przyktad, jezeli suwmiarka ma zuzyte ptaskie powierzchnie
pomiarowe szczgk, na skutek czego po ich dosunigciu noniusz daje wskazanie
—0,1 mm, to btad systematyczny wynosi wtedy — 0,1 mm.

Bledy systematyczne zmienne moga w czasie pomiaré6w zmienia¢ nie tylko
warto$¢ bezwzgledng, lecz i znak. Na przyktad, jezeli dokonuje si¢ szeregu
pomiarow tej samej wartosci w warunkach kontrolowanych zmian temperatury,
to wyniki tych pomiaréw beda obarczone btgdami systematycznymi, ktére beda
funkcja temperatury. Gdyby zmiany temperatury nie byty kontrolowane, to btedy
te beda btgdami przypadkowymi.

1.2.2. Bledy przypadkowe

Bledow przypadkowych nie da si¢ uwzgledni¢ jako poprawki w surowym wyniku
pomiaru. Powstajg one w sposob niekontrolowany przez mierzacego, jako wynik
sumowania si¢ bardzo wielu drobnych bledéw o zmieniajgcych si¢ wartosciach
i znakach w poszczeg6lnych pomiarach. Mozna tylko na podstawie serii
pomiaréw okresli¢, z okreslonym prawdopodobienstwem, granice, W ktorych
znajduje si¢ ten blad (blad graniczny). Przy duzej liczbie pomiarow rozktad ich
wynikéw uwolniony od bledoéw systematycznych, ujety graficznie, przyjmuje
zazwyczaj ksztatt krzywej dzwonowej zwanej krzywg Gaussa lub krzywg
rozktadu normalnego.

Jezeli wyniki serii pomiarow zostaty uwolnione od btgdow systematycznych,
to $rednia arytmetyczna tych wynikow jest najlepszym oszacowaniem szukanej
miary mierzonej wielkosci:

7 = Xy+xptAdn a (1.9)
n

Stosujac wzor Bessela, mozna obliczy¢ odchylenie $rednie kwadratowe

jednego pomiaru w danej serii pomiarow:

s= J % \/2521("""?)2 (1.10)

n-1 n-1

Odchylenie s$rednie kwadratowe $redniej arytmetycznej z danej serii
pomiardéw:
S = (1.11)
W wyniku serii pomiardw przyjmuje si¢ warto$¢ srednig jako najlepsze
przyblizenie miary mierzonej wielkosci. Warto$¢ rzeczywista moze mie¢ inng
warto$¢. Prawdopodobienstwem otrzymania w wyniku n pomiaréw takiej
wartosci sredniej, ze przedzial ufnosci bedzie zawierat rzeczywista miarg
wielkosci mierzonej «, jest prawdopodobienstwo:

Px—e<a<x+e¢) (1.12)
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Przy mniejszej liczbie pomiardow stosuje si¢ rozktad Gosseta znany jako
rozktad t-Studenta. Prawdopodobienstwo, ze rzeczywista warto$¢ « znajdzie si¢
w przedziale (—tya, + tka), okresla rOwnanie:

X—tpo S <a<X+tgg: S (1.13)

Nalezy jednak podkresli¢, ze stosowanie rozktadu t-Studenta dla liczby
pomiaréw mniejszej niz 3-6 prowadzi do oszacowania zbyt duzych granic
btedow.

Opracowujac wyniki pomiaréw, nalezy okresli¢ bledy graniczne.

Przyklad 1.7
Przy seryjnym pomiarze pewnej wielkosci a otrzymano 10 wynikow
pomiardéw, ktére po uwolnieniu od btedow systematycznych zestawiono w tabeli.

i a vi=a;—a v? = (a; — @)*

1 8375 0,010 0,000100

2 8,355 20,010 0,000100

3 8,367 0,002 0,000004

4 8,358 0,007 0,000049

5 8,359 20,006 0,000036

6 8,367 0,002 0,000004

7 8,376 0,011 0,000121

8 8,371 0,006 0,000036

9 8,369 0,004 0,000016
10 8,357 20,008 0,000064

a = 8365 Z v? = 0,000530

Wyznaczy¢ blad graniczny pomiaru.
Rozwigzanie

Opierajac si¢ na danych z tabeli, okreslono odchylenie $rednie kwadratowe
jednego pomiaru w serii:

?zlviz 0,000530
s= = = 0,00767
n—1 9

oraz odchylenie kwadratowe $redniej arytmetycznej:

s _ 000767 _ .
S T — T e— )
" Vn V10
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Przy zastosowaniu metody klasycznej nalezy przyjac¢ t =3 i woéwczas btad
graniczny przy pomiarze wyniesie:

t-s, =3-0,00243 = 0,00729 = 0,007 mm
a zapis wyniku pomiaru poprawnego bedzie miat postac:
a = 8,365+ 0,007 mm

Poniewaz przeprowadzono niewielkg liczbe pomiarow (n = 10), wlasciwe
bedzie oparcie obliczen na rozktadzie t-Studenta.

Przyjmujac P = 0,99 dla n = 10, w tablicy rozktadu odczytuje si¢ warto$é
t = 3,250.
Woéweczas blad graniczny wyniesie:

t-s, =3,250-0,00243 = 0,00790 = 0,008 mm
a zapis poprawionego wyniku pomiaru bgdzie mial postac:
a = 8,365 + 0,008 mm

co interpretuje si¢, ze rzeczywista wartos¢ mierzonej wielkosci a
z prawdopodobienstwem P = 0,99 miesci si¢ w przedziale od 8,357 do 8,373 mm.

1.2.3. Bledy nadmierne
Btad nadmierny okresla si¢ jako btad wynikajacy z nieprawidlowego wykonania
pomiaru. Przyczyng tego btgdu moze by¢:

e mylne odczytanie wskazania przyrzadu pomiarowego;

e omylkowe zapisanie wyniku pomiaru;

e uzycie niewlasciwego lub uszkodzonego narzgdzia pomiarowego;

e blad w obliczeniach.

Bledy te sa na ogo6l niewspolmiernie duze w stosunku do bledow

przypadkowych i na skutek tego tatwe do wykrycia. Przy ich identyfikacji mozna
wykorzystac przedziat + 3o lub analize statystyczng np. test Grubbsa.

Przykiad 1.8
Przy seryjnym pomiarze pewnej wielkosci otrzymano 15 wynikéw pomiarow.

i 1 2 3 4 5 6 7 8
bi | 0,545 | 0,514 | 0,526 | 0,527 | 0,530 | 0,525 | 0,527 | 0,513
i 9 10 11 12 13 14 15
bi | 0,520 | 0,598 | 0,523 | 0,516 | 0,520 | 0,523 | 0,529

Nalezy przeprowadzi¢ analize i wyeliminowa¢ wyniki obarczone bledem
grubym.
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Rozwigzanie

Przy wstegpnej analizie wynikow pomiaré6w mozna przypuscié, ze wyniki big
i b1 sa obaczone btgdem nadmiernym. W zwiazku z tym nalezy przeprowadzié
obliczenie:

1 15
b= EZ b; = 0,529
i=1

b; — b)2
s = u:0,01987
n—1

3s =3-0,01987 = 0,05962 = 0,060

W pierwszym kroku rozpatrujemy wynik pomiaru by jako bardziej odbiegajacy
od serii:

bio — b = 0,598 — 0,529 = 0,069

Poniewaz (b1 - b) > 3s, wynik pomiaru bio uznaje si¢ za obarczony btedem
grubym i odrzuca.
Dalsze obliczenia wykonujemy dla 14 pomiarow:

1 14
E:—Eb-: ,
3. bi = 0524
i=1

b; — b)?
s = u=0,0084
n—1

3s = 0,02411 ~ 0,024
b, —b = 0,545 — 0,524 = 0,021

Poniewaz (b1 - b) < 3s, wynik pomiaru b; pozostawia si¢ do dalszych obliczen.
Analogiczng analize przeprowadzi¢ mozna z wykorzystaniem testu Grubbsa.

Przyjmujac P = 0,99 dla n = 15, w tablicy rozktadu odczytuje si¢ wartos¢

Bkr = 2,800.

Warto$¢ statystyki Grubbsa wyliczamy z zaleznosci:

xj—x|

B = (1.14)

S
Po podstawieniu wyniku 10 pomiaru otrzymujemy:

_ |0,598 - 0,529

0,01987 | = 3472
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Poniewaz zachodzi zalezno$¢:
B > By (1.15)
to wynik 10 pomiaru nalezy odrzucic.
Nastepnie jak w poprzednim przypadku rozpatrujemy 1 wynik pomiaru.

Przyjmujac P = 0,99 dla n = 14, w tablicy rozkladu odczytuje si¢ wartos¢
Bir = 2,759 i oblicza warto$¢ statystyki Grubbsa:

B 0,545 — 0,524 2500
B 0,0084 v
Poniewaz zachodzi zaleznos¢:
B < By (1.16)

to wynik 1 pomiaru nalezy zachowa¢ do dalszej analizy.

1.3. Oszacowanie bledoéw przy pomiarach posrednich
Jezeli wielkos¢ Y jest zwigzana z m wielko§ciami zmierzonymi bezposrednio
X1, X2, ..., Xm zaleznoscia:

Y = F(X;, Xy X,) w17

to blad wielkosci Y, uwzgledniajacy bledy przypadkowe wielkosci zmierzonych
w sposob bezposredni, mozna okresli¢ metoda rdézniczki zupeline;j:

oF oF oF
. oF oF oF
gdzie: |E - AXq, A -AX,,... E| -AX,, — maksymalne btedy przypadkowe

czastkowe wielkosci X1, Xz, ..., Xm; 4Xy, AXy, ..., AXm — maksymalny mozliwy
do wystapienia blad przypadkowy, wyznaczony doswiadczalnie lub
na podstawie odpowiedniej metody.

Blad okreslony ta zalezno$cig jest nazywany bledem skrajnym. Wyznaczanie
tego bledu jest w metrologii stosowane coraz rzadziej. Obecnie szacuje si¢ btad
graniczny, czyli wyznacza niepewno$¢ metoda typu B. Sprowadza si¢
to, w przypadku wielkosci Y, do obliczenia btedu granicznego AY ze wzoru:

AY = \/(;—; : AX1)2 + (;’—}Z : AX2)2 oot (;Tin : Axm)2 (1.19)

gdzie: oznaczenia jak we wzorze powyzej.
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Przykiad 1.9

Pomiaru $rednicy otworu D dokonano metoda pomiarowa za pomoca dwoch
kulek pomiarowych o jednakowych $rednicach d = 15 mm (rys. 1.9). W wyniku
wykonanych pomiaréw odlegtosci M i M2 otrzymano:

Mz — Mz =12,74 mm

[T~

N\ :

Rys. 1.9. Pomiar srednicy otworu za pomocg dwoch kul pomiarowych

Wiedzac, ze $rednica mierzonego otworu okreslona jest zaleznoscia:

D=d+d%—(M,-M,)?

Obliczy¢ metoda pochodnych czastkowych blad skrajny oraz podaé ostateczny
wynik pomiaru: Ad =+0,0005; AM; = AM,= 0,01.

Rozwiqzanie
Wartos¢ srednicy mierzonego otworu:

D =d++/d? — (M; — My)2 = 15 + /152 — (12,74)2 = 22,918

Blad skrajny wyraza rownanie:

AD = aD|Ad+ oD AM +|6D AM
~ lod ET72 i ET7
Pochodne czastkowe majg postac:
|6D 3 ‘1 N d
9d Jd? — (M, — My)?
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-1
(M = My)
aMl CE=
()
aMz CE=n oy

Wartos¢ pochodnych czastkowych wynosi:

oD 15
|— =1+ = 2,8894
J152 — (12,74)2
_ -12,74| = 1,609
6M1 \/152 —(12,74)2 ‘
1
12,74‘ = 1,609

aMz \/152 — (12,74)2
Stad warto$¢ btedu:
AD = 2,8894-0,0005+ 1,609-0,01 + 1,609 0,01 = 0,033128 [mm)]
a wynik koncowy:
D =22,918 + 0,034 [mm]

Dla tych samych danych btad graniczny opisuje zaleznos¢:

AY = (aD AD)2+<aD AM)2+(6D AM)
~ J\ad oM, oM, ¢

Stad wartos¢ bledu:

2

AY =/(2,8894 - 0,0005)2 + (1,609 - 0,01)2 + (1,609 - 0,01)2 = 0,0228
a wynik koncowy:

D = 22,918 + 0,023 [mm]
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2. NIEPEWNOSC POMIARU

Poczatki historyczne ksztaltowania si¢ wspotczesnej mysli w dziedzinie
opracowywania danych pomiarowych mozna wigza¢ z trzema osiggnigciami
mysli matematycznej, ktorych autorami byli A.M. Legendre, C.F. Gauss
i P.S. Laplace. W swoich publikacjach stworzyli oni podstawy wspolczesnej
metodyki opracowywania danych pomiarowych. Przedstawili trzy podstawowe
rozwigzania, znane obecnie jako: metoda najmniejszych kwadratow, prawo
propagacji btedu oraz centralne twierdzenie graniczne. Te trzy rozwigzania, ktore
powstaty wiele lat przed ich praktycznym zastosowaniem, tworza podstawy
wspotczesnej metrologii teoretycznej w dziedzinie opracowywania wyniku
pomiaru.

Btad pomiaru, opisany w poprzednim rozdziale, bytby idealnym wskaznikiem
stopnia zgodno$ci wyniku pomiaru i warto$ci prawdziwej, gdyby byl w pelni
wyznaczalny. Jest to termin bardzo uzyteczny w modelowym opisie wpltywu
zaklocen wystepujacych w procesie pomiarowym, lecz jego wartos¢ jest
nierozpoznawalna, a warto$¢ prawdziwa wielko$ci mierzonej jest nieznana.

Teoria bledéw pomiaru opiera si¢ na wielkoSciach niewyznaczalnych
—warto$ci prawdziwej wielkoSci mierzonej 1 biedzie pomiaru. Teoria
niepewno$ci pomiaru oparta jest na wielkosciach wyznaczalnych — wyniku
pomiaru jako estymacie warto§ci mierzonej i niepewnosci pomiaru.

Réznica pomigdzy btgdem pomiaru a niepewnosciag pomiaru polega wigc na
tym, ze btad jest r6znica dwoch konkretnych wartosci, natomiast niepewnosc jest
parametrem rozrzutu wynikow pomiardéw. O ile btad dla kazdego wykonanego
pomiaru z serii moze mie¢ r6zng warto$¢, o tyle niepewnos¢ zawsze bedzie miata
stala, r6zng od zera wartos¢, nawet, gdyby w ktorym$ z pomiarow btad byt
zerowy. Sa to wigc dwa rozne pojecia, ktorych nie mozna uzywac zamiennie.

Przykitad 2.1
Dla danych z przyktadu 1.5 wyznaczono btedy poszczegdlnych pomiardw
wynoszace odpowiednio:

vi =—-0,001 mm
v, = 0,001 mm
vs= 0,001 mm
vs= 0,000 mm
vs = — 0,002 mm

Niepewnos¢, okreslona dla  wszystkich pomiarow  odchyleniem
standardowym, bedzie stata i wynosi ona:

Ui —Us = 0,0013 mm

Niepewno$¢ pomiaru zostata zdefiniowana w wielu dokumentach
opracowanych i wydanych przez instytucje funkcjonujace w obrebie i dla potrzeb
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trzech gléwnych zastosowan tego pojecia: metrologii naukowej, metrologii
prawnej oraz akredytacji i certyfikacji.

W obszarze metrologii naukowej za obowigzujaca mozna przyjac¢ definicje
sformutowang w opracowanym przez PKN Przewodniku PKN-ISO/IEC Guide
99:2010, ktora brzmi:

Niepewnos$¢ pomiaru to nieujemny parametr charakteryzujacy rozproszenie
warto$ci wielkoS$ci przyporzadkowany do mezurandu (wielko$ci mierzonej),
obliczony na podstawie uzyskanej informacji.

W poprzedniej wersji tego przewodnika z roku 1993 niepewno$¢ pomiaru
definiowana byta jako:

Parametr zwigzany z wynikiem pomiaru, charakteryzujacy rozrzut
wartosci, ktore mozna w uzasadniony sposob przypisa¢ wielkosci mierzonej.

Mozna zatem uwazaé, ze niepewnos¢ oznacza watpliwo$¢ co do wyniku
pomiaru, okre$long parametrem zwigzanym z wynikiem pomiaru, ktory
to parametr charakteryzuje rozrzut wartosci, ktore mozna w sposob uzasadniony
przypisa¢ mezurandowi.

Celem kazdego pomiaru jest okreSlenie warto$ci wielko$ci mierzonej
poddanej pomiarowi. Pomiar zaczyna si¢ wigc okresleniem mezurandu, metody
pomiarowej i procedury pomiarowej. Na wynik pomiaru, zgodnie z rys. 1.1,
wpltywa wiele czynnikow o charakterze losowym. Mozna zatem przyjac,
ze wynik pomiaru jest funkcjg wielu zmiennych losowych sktadowych, ktorych
ztozenie daje w rezultacie zmienng, ktorej odchylenie standardowe jest
wskaznikiem niepewnos$ci pomiaru.

Jak juz wspomniano, wynik pomiaru jest tylko przyblizeniem lub estymata
wartosci wielko$ci mierzonej i dlatego wynik pomiaru jest okreslony catkowicie
tylko wtedy, gdy jest podany wraz z niepewnoscig tej estymaty, W postaci:

Y +u.(Y) (2.1)
gdzie: Y — wynik poprawiony pomiaru.

Interpretacja tego zapisu jest nastgpujgca: mierzona, lecz nieznana
rzeczywista warto$¢ wielkosci mierzonej znajduje si¢ z prawdopodobienstwem
wynoszacym najczesciej 95% w przedziale okre§lonym niepewnoscig pomiaru.

Niepewnos$¢ pomiaru jest wigc wyrazeniem faktu, ze dla danego mezurandu
i danego wyniku pomiaru tej wielko$ci istnieje nie jedna warto$¢,
a nieskonczenie wiele wartosci rozproszonych wokoét wyniku, ktore sg zgodne
Z obserwacjami, danymi i znajomos$cia praw natury i ktére z roznym stopniem
wiarygodnosci mogg zosta¢ przypisane mezurandowi.

Punktem wyjécia przy wyznaczaniu niepewnos$ci pomiaru jest stwierdzenie,
7e parametr ten zawiera na ogot wiele sktadnikow, z ktorych kazdy mozna
scharakteryzowa¢ odchyleniem standardowym. Stad przez pojecie niepewnosé
standardowa rozumie si¢ niepewno$¢ wyrazong w postaci odchylenia
standardowego.

Zlozona niepewnos¢ standardowa wystepuje, gdy wynik otrzymywany jest
z wartos$ci pewnej liczby innych wielkosci.
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Niepewnos¢ rozszerzona — to wielko$¢ okreslajaca przedzial wokot wyniku
pomiaru, od ktorego oczekuje sig, ze obejmie duza czes¢ rozktadu wartosci, ktore
w uzasadniony sposob mozna przypisa¢ wielko$ci mierzonej. Jest to niepewnos¢
standardowa pomnozona przez wspotczynnik rozszerzenia k:

U=k-uY) (2.2)

gdzie: dlak = 2 warto$¢ U pokrywa przedziat niepewnosci z prawdopodobienstwem 0,95;
dla k = 3 warto$¢ U pokrywa przedzial niepewnosci z prawdopodobienstwem
0,997.

Wymaganie okreslania niepewnosci pomiarow w pomiarach wykonywanych
w przemysle wystepuje praktycznie we wszystkich systemach zarzgdzania
jakos$cia. Jej wyznaczenie nie nalezy jednak do zadan tatwych. Niepewno$¢
pomiaru czesto przypisuje si¢ wylacznie narzedziu pomiarowemu, zaniedbujac
inne sktadniki, np. pochodzace od warunkéw przeprowadzenia czynnosci
pomiarowych, strategii pomiaru czy mierzonego przedmiotu.

Na rys. 2.1 przedstawiono sktadowe niepewno$ci pomiaru, ktore nalezy
stosowac podczas wykonywania budzetow niepewnosci,
do usystematyzowanego tworzenia ich koncepcji.

Przedmiot Procedura Stale Srodowisk
pomiaru pomiarowa fizyczne Srodowisko

Definicja Niepewnos¢ )(ﬁ:n: I:i b

ja . odniesieniz
“harakterystyki arakterys P
) nlier;?l/;e'y Chdr‘-lkt,trys.t')fkl b
3l mierzonej pomiarowego

Oprogramowanie Konfiguracja Wyposazenie

Metrolog : : . .
g 1 obliczenia pomiaru pomiarowe

Rys. 2.1. Sktadowe niepewnosci pomiaru

Wsrod sktadowych niepewnosci nalezacych do srodowiska wymieni¢ nalezy:
e temperatur¢ bezwzgledna, jej zmiany w czasie i gradient przestrzenny;
e drganig;
e halas;
e wilgotnos¢;
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zanieczyszczenia;

oswietlenie;

cisnienie w otoczeniu;

sktad i1 przeptyw powietrza;
grawitacje;

zakldcenia elektromagnetyczne;
zmienno$¢ zasilania energia;
sprezone powietrze (zasilajace np. lozyska powietrzne);
promieniowanie cieplne;
wyrdb;

podzialke;

roOwnowage cieplna przyrzadu.

W grupie czynnikow zaliczonych do odniesienia wyposazenia pomiarowego

uwzgledni¢ nalezy:
e stabilnos$¢;
e jakosc¢ kresek podzialki;
e wspoélczynnik rozszerzalno$ci cieplnej;
e zasade fizyczng (podziatka liniowa, cyfrowa, wrzeciono, zgbatka

1 zebnik, interferometr);
urzadzenie CCD;

niepewno$¢ wzorcowania,
rozdzielczo$¢ podziatki gtownej;
czas od ostatniego wzorcowania;
btad dlugosci fali.

Wyposazenie pomiarowe obejmuje nastgpujace pozycje:

uktad interpretujacy;

powiekszenie (mechaniczne, elektryczne);
btad dtugosci fali;

stabilnos¢ punktu zerowego;

stabilnos¢ nacisku i wartos¢ sity;
histereza;

prowadnice;

glowica pomiarowa;

niedoktadnosci geometryczne;
sztywnosc;

uktad wskazujacy;

wspotczynnik rozszerzalnosci cieplnej;
stabilnos¢ temperatury;

czulo$¢ temperaturowa;

paralaksa;

czas od ostatniego wzorcowania;
charakterystyka odpowiedzi;

uktad interpolacji dla btedu dtugosci fali;
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e rozdzielczo$¢ interpolacji;
o dyskretyzacja.
Przy konfiguracji pomiaru, poza ustaleniem i zamocowaniem wyrobu,
uwzgledni¢ nalezy:
e Dbledy ,,cosinusowe” i ,,sinusowe”;
zasade Abbego;
czulo$¢ temperaturowa;
sztywnos¢;
promien zaokraglenia koncowki i jej odchytke ksztaltu;
sztywnos¢ glowicy pomiarowej;
apertur¢ uktadu optycznego;
wzajemne oddziatywanie wyrobu i uktadu pomiarowego;
nagrzewanie.
W wielu przypadkach konfiguracja pomiaru nie wystepuje, gdyz pomiar mozna
przeprowadzi¢, stosujac tylko samo wyposazenie pomiarowe.
Wsrod  sktadowych niepewnosci nalezagcych do grupy oprogramowanie
i obliczenia rozwazy¢ nalezy:
e zaokraglenia;
kwantyfikacje;
algorytmy i ich implementacje;
probkowanie;
filtracjg;
korekcje i certyfikacje algorytmu;
interpolacje i ekstrapolacje;
e postgpowanie z wynikami izolowanymi.
Nalezy mie¢ na uwadze, ze osoba wykonujaca pomiary (metrolog) jest istota
ludzka, ktora jest niestabilna i wykonywane przez nig pomiary w poszczeg6lnych
dniach czy porach dnia moga wykazywal wyrazne roznice. W zwigzku
Zpowyzszym w tej grupie czynnikdw nalezy podda¢ analizie nastepujace
czynniki:
wyksztalcenie;
doswiadczenie;
przeszkolenie;
niesprawnos¢ fizyczna;
wiedze;
uczciwosc;
zaangazowanie.
W grupie czynnikow zaliczanych do przedmiotu pomiaru uwzgledni¢ nalezy:
chropowato$¢ powierzchni;
odchytki ksztattu;
modut Younga E;
wspotczynnik rozszerzalno$ci cieplnej;
przewodnosc¢;
cigzar;
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wymiary;
ksztalt;
wlasciwos$ci magnetyczne;
starzenie;
czystos¢;
temperature;
naprezenia wewnetrzne (wlasne);
charakterystyke petzania;
e odksztalcenie wyrobu wskutek mocowania.
Definicja charakterystyki wyrobu lub przyrzadu pomiarowego obejmuje:
e bazg;
uktad odniesienia;
stopnie swobody;
element geometrycznie tolerowany;
odleglose, kat;
e specyfikacje geometryczna wyrobu.
Wsrdd czynnikow nalezacych do grupy procedura pomiarowa rozpatrzy¢ nalezy
nastepujace:
e klimatyzacje;

liczbe, kolejnos¢ i czas trwania pomiarow;
wyosiowanie;

wybor elementu odniesienia — Wzorca;
wybor aparatury;

wybor metrologa;

liczbe operatoréw;

strategie pomiaru;

mocowanie i ustalenie;

liczbe punktow pomiarowych;

zasade i strategie probkowania;

kontrole dryfu;

ustawienie glowicy pomiarowe;j;

pomiary odwrotne;

nadmiarowo$¢ i wydzielenie bedu.

Wazna jest rowniez znajomo$¢ prawidtowych wartosci statych fizycznych,
okreslajacych wilasciwosci materiatowe wyrobu, przyrzadu pomiarowego czy
otaczajgcego powietrza.

2.1. Metody szacowania niepewnosci pomiaru
Obliczanie niepewnosci nie jest rutynowym, czysto matematycznym zadaniem.
Prawidlowo okre$lona procedura wyznaczania niepewno$ci pomiaru powinna
zapewni¢ poréwnywalno$¢ i wiarygodnos¢ uzyskanych wynikoéw pomiaru. Musi
ona okresla¢ szczegdtowy tok postgpowania w czynno$ciach zwigzanych
Z wyznaczaniem niepewnosci. W ogolnej postaci mozna ja ujg¢ w nastepujacych
po sobie etapach:
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Zdefiniowanie wielko$ci mierzonej (mezurandu).
Okreslenie akceptowalnej niepewno$ci pomiaru.
Analiza zrodet niepewnosci.
Wybdr metody pomiaru i przyrzagdéw pomiarowych.
Sformutowanie wzoru pomiarowego.
Wykonanie pomiaru.
Wyznaczenie poprawek.
Wyznaczenie niepewnosci standardowych wszystkich sktadowych.
. Wyznaczenie standardowej niepewnosci ztozone;.
10. Wyznaczenie niepewnosci rozszerzonej.
11. Analiza wptywu poszczegolnych sktadowych.
12. Wykonanie dodatkowych pomiarow.
13. Sformulowanie ostatecznej postaci wynikow.
Wyznaczenie niepewnos$ci pomiaru mozna przeprowadzi¢ dwoma roéznymi
sposobami: metoda typu A i metoda typu B.

©CoNo~WDE

2.1.1. Woyznaczanie skladowych niepewnosci pomiaru metoda A
Wyznaczenie niepewnos$ci metoda A oparte jest na wyznaczeniu sktadowych
niepewnosci metodami statystycznymi. Analiz¢ taka nalezy rozpoczac
od obliczenia wartosci $redniej. Jezeli wyniki serii pomiarow zostaty uwolnione
od bledow systematycznych, to s$rednia arytmetyczna tych wynikow jest
najlepszym oszacowaniem szukanej miary mierzonej wielkosci:

=23, X, (2.3)

Nastepnie nalezy dokona¢ oszacowania odchylenia standardowego rozktadu
probki, opartego na n wartosciach zmierzonych, korzystajac z zaleznosci:

_ B x—%)?
Sy = — (2.4)
Odchylenie to nazywane jest niekiedy srednim bledem kwadratowym i mozna je
traktowac jako warto$¢ niepewnosci standardowej pojedynczego pomiaru.

Btad $redni kwadratowy $redniej arytmetycznej z danej serii pomiarow,
stanowigcy warto$¢ niepewnosci standardowej, wyznacza si¢ z zaleznos$ci:

Sx
Sg = \/_ﬁ (25)
Po wyliczeniu niepewnosci standardowej mozna przystagpi¢c do wyznaczania
niepewnosci rozszerzonej:
e pojedynczego pomiaru U =k - s, (2.6)
e warto$ci Sredniej U = k - sg (2.7)

gdzie: k — jest wspotczynnikiem rozszerzenia przyjmujacym wartosci [2, 3]. Przyjecie
wartoéci kK = 2 odpowiada prawdopodobienstwu P = 95% wystepowania wyniku
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w przedziale niepewnosci, warto$¢ k = 3 — prawdopodobienstwu P = 99%.
W przypadku matej liczby pomiaréw (n < 30) za wspdtczynnik rozszerzenia
przyjmujemy wspotczynnik bezpieczenstwa t obliczony lub dobrany z tablic
rozktadu t-Studenta.

Ostateczny wynik pojedynczego pomiaru z serii, uwzgledniajacy niepewno$é
rozszerzong, Wynosi:
x=x;tk-s, (2.8)

Ostateczny wynik serii pomiardw, uwzgledniajacy niepewno$¢ rozszerzong,

WYNOSi:
x=xtk-s; (2.9)

2.1.2. Wyznaczanie skladowych niepewnosci pomiaru metoda B
W metodzie B niepewnos¢ pomiaru wyznacza si¢ metodami innymi niz
statystyczne, na podstawie informacji o mozliwym zakresie zmienno$ci
wielkosci wejsciowych, biorac pod uwage przestanki takie jak:

e Wczesniejsze wyniki pomiardéw;

e zachowanie i wlasciwosci stosowanych materialow i przyrzadows;

e specyfikacje producentow;

e dane wynikajace z wzorcowania i innych certyfikatow;

e dane z tablic fizycznych.
Dane wejsciowe do metody B stanowi zalozenie, ze wplyw danego czynnika
W granicach jego obszaru zmienno$ci a ma znany rozktad. Dla wszystkich
skonczonych rozktadéw odchylenie standardowe mozna wyliczy¢ jako stosunek
warto$ci granicznej a i wspolczynnika k charakterystycznego dla danego
rozktadu. Wartosci te przedstawiono w tabeli 2.1.

Do wyznaczenia metoda B skladowej niepewnosci potrzebna jest wiec
znajomo$¢ lub zalozenie wartoSci granicznej a oraz typy rozkladu
ja charakteryzujacego. Jezeli rozktad ten nie jest znany lub oczywisty, przyjmuje
sie ostrozne zalozenie zgodnie z zaleceniami:

e jezeli nie wiadomo, czy rozktad jest normalny, przyjmuje si¢ rozktad

rownomierny lub antymodalny U;
e jezeli nie wiadomo, czy rozklad jest rtownomierny, przyjmuje si¢ rozktad
antymodalny U jako najostrozniejsze zalozenie.
Zestawienie danych do obliczania niepewnosci standardowej ztozonej nazywane
jest budzetem lub bilansem niepewnosci i przedstawiane jest w postaci tabeli.
Utatwia to szacowanie niepewnosci, zwlaszcza gdy poszczeg6élne wielkosci
wejsciowe sg skorelowane. Przyktad og6lny budzetu niepewnosci przedstawiono
w tabeli 2.2.
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Tabela 2.1. Postaci rozkladow i wartosci wspolczynnikow charakteryzujgcych

1
Typ rozktadu Postac rozktadu k b= % Niepewnos¢ standardowa Uxx
Jx)
a a
Normalny 2 0,5 Upy = P b-a= 7= 05-a
Jx)
Trojkatny =E=b. 21204.
(Simpsona) V6 0.4 Y = @ N @
= a x
Jx)
Roéwnomierny _— :E:b. :i: 06 -
(prostokatny) V3 06 Y = @ N @
Jx)
Antymodalny =E=b- =i=07-
U \jﬁ“ e ST bram T 0T
-a a x

Tabela 2.2. Zestawienie danych do obliczania niepewnosci ztozonej
(budzet niepewnosci)

” . ” Sktadowe
- . : Szerokos¢ Wsp. Niepewnos¢ Wsp. . o
Wielkos¢ | Oszacowanie . . niepewnosci
potowkowa | transformacji | standardowa | wptywu Zlozone]
1 2 3 4 5 6 7
X Y; 05R; ki U(Xi) Ci Uxx(Yi)
X1 Y1 05R; ka us(X1) C1 Ua(Y1)
Xz Y2 - - UA(XZ) C2 UXZ(YZ)
Xs Y3 - - Ua(Xa) Cs Uxs(Y3)
X Yo 0.5 Ry kn Us(Xn) Cn Uy (V)
Y - - - - - u(Y)

W kolumnie 1 wpisujemy wszystkie sktadowe niepewnos$ci, natomiast
w kolumnie 2 ich oszacowang warto$¢ poprawng wielkosci  (Y;).
Jezeli niepewnos¢ standardowa wielkosci wejSciowej zostala wyznaczona
metoda A poprzez oszacowanie S$redniej, to warto$¢ te przyjmujemy
za oszacowanie i wpisujemy w kolumne¢ 2, a odpowiadajace mu odchylenie
standardowe w kolumne 5 jako niepewno$¢ standardowa. W tym przypadku
w kolumnie 3 i 4 nie wpisuje si¢ zadnych warto$ci. Jezeli natomiast niepewno$¢
standardowa zostala oszacowana metoda B, to warto$¢ tego oszacowania
wpisujemy w kolumng 2. W kolumnie 3 wpisujemy warto$¢ obszaru zmienno$ci
a (bedacy potowsg rozstepu R; wielkoSci wejsciowej), a w kolumne 4
wspoOlczynnik rozrzutu ki (zalezny od przyjetego rozktadu wielkosci).
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Oszacowang na podstawie tabeli 2.1 niepewno$¢ standardowa wpisujemy
W kolumng 5. Umieszczony w kolumnie 6 wspotczynnik wptywu jest wartoscig

pochodnej czastkowej c¢; = %, ktory charakteryzuje wpltyw (wrazliwo$c¢)

wielkos$ci wyjsciowej Y na zmiany wielkosci wejsciowych Xi. Kolumna 7 jest
iloczynem kolumn 6 i 7 i stanowi sktadowe niepewnosci standardowej ztozone;j
u(y).

Jezeli sktadowe niepewnosci nie sg ze sobg skorelowane, to niepewnos$é
standardowa ztozong oblicza si¢, korzystajac ze wzoru:

u(y) = ’ mout(Y) (2.10)

Niepewnos$¢ rozszerzong dla przyjetego poziomu ufno$ci i rozktadu
normalnego wyznacza si¢ ze wzoru:

UY) =k -u(y) (2.11)

Jezeli wszystkie sktadowe niepewnos$ci majg rozktady normalne, to dla
P =1 - a przyjmuje si¢ k = 2. Dla rozktadu t-Studenta, wspotczynnik rozsze-
rzenia przyjmuje si¢ z tablic dla @ = 0,05 i k = n — 1 stopni swobody (tx).
Dla rozktadu prostokatnego o rozstepie 2a, k = 1,65 u(X). Dla rozktadu Simpsona
0 rozstepie 2a, k = 1,90 u(X).

Jezeli zmienne losowe charakteryzuja si¢ r6znymi rozkladami,
to do obliczenia niepewnosci standardowej i wspolczynnika rozszerzenia,
w watpliwych przypadkach mozna postuzy¢ sie¢ metoda Monte Carlo.
Z wyjatkiem przypadkoéw, gdy wielkosci wejsciowe maja rozktad t-Studenta,
przyjecie wspotczynnika k = 2, dla P = 0,95, powoduje uzyskanie poprawnej lub
zawyzonej wartosci niepewnosci rozszerzonej. Jezeli wyznaczona w ten sposob
warto$¢ niepewno$ci rozszerzonej jest satysfakcjonujaca z punktu widzenia
metrologicznego, to nie ma koniecznosci doktadniejszej jej estymacji.

Rowniez w przypadku, kiedy zmienne sktadowe sg niezalezne, ich rozklady
znacznie odbiegaja od rozkltadu normalnego, a ich rozstepy sa zblizone
co do wartosci, to juz przy czterech sktadowych mozna przyjaé zasadno$é
zastosowania centralnego twierdzenia granicznego. Mowi ono, ze wypadkowa
wielu niezaleznych réwnorzednych zmiennych losowych, niezaleznie
od rozktadéw tych zmiennych, ma rozktad zbiezny do rozktadu normalnego.

W pomiarach przemystowych czesto wyniki powtarzalnych pomiaréw
praktycznie nie ro6znia si¢ miedzy soba 1 wowczas mozna zaniechad
wielokrotnego ich powtarzania. Brak istotnych réznic wynikéw pomiaru
$wiadczy o pomijalnie matej wartosci niepewnosci typu A. Wowczas do obliczen
niepewnosci rozszerzonej mozna przyjac tylko niepewnosci typu B.

W czutych pomiarach laboratoryjnych, w przypadku gdy uzyskujemy bardzo
duzy rozrzut wynikow pomiaru, pomiary te nalezy wielokrotnie powtarzaé
natym samym obiekcie, a za wynik pomiaru przyja¢ warto$¢ $rednia.
Oszacowana warto$¢ niepewnosci metoda A jest wtedy znacznie wigksza
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od warto$ci niepewnos$ci oszacowanej metoda B, ktora jest pomijalnie mata,
a za catkowitg niepewno$cig pomiaru mozna przyjac niepewnos$¢ typu A.

2.2. Wyznaczenie niepewnos$ci pomiaru przy pomiarach
bezposrednich
Bez wzgledu na metode pomiaru jego wynik Y w postaci ogolnej sktada sig
z wyniku surowego X, korekcji C (poprawki) oraz niepewnosci rozszerzonej
pomiaru U:

Y=X+C)+UY) (2.12)

Niepewnos¢ pomiaru U(Y) jest wypadkowsa niepewnosci czastkowych U(X)
oraz U(C), pochodzacych od sktadnikéw X i C. Korekcji C nie wolno poming¢.
Jezeli ma ona nieznang warto$¢ lub wynosi ona C = 0, to niepewno$¢
wyznaczenia poprawki okresla si¢ na podstawie bledow granicznych uzywanego
przyrzadu.

Niepewnos¢ rozszerzong U(C) wyznaczamy przez pomnozenie niepewnosci
standardowej ztozonej pomiaru Uc przez wspotczynnik rozszerzenia K.
Niepewnos¢ standardowsg ztozong pomiaru wyraza rownanie:

U, = /uﬁ + 30 u? (2.13)

Jest wiec ona pierwiastkiem sumy arytmetycznej silnie skorelowanych
sktadowych  niepewnosci Ur 1 sumy geometrycznej sktadowych
nieskorelowanych ui.

Pomiar bezposredni to pomiar, w ktorym warto§¢ wielko$ci mierzonej
otrzymuje si¢ bezposrednio z przyrzadu pomiarowego, bez potrzeby
wykonywania dodatkowych obliczen opartych na zaleznosciach funkcyjnych
wielko$ci mierzonej od innych wielkosci. Przykladem moze by¢ pomiar
suwmiarkg, mikrometrem, czujnikiem czy mikroskopem pomiarowym.

Roéwnanie pomiaru bezposredniego, uwzgledniajace istotne zrodia
niepewno$ci, ma postac:

Y =X+Cy+ Cry + Cos (2.14)

gdzie: X — wskazanie przyrzadu; Cw — korekcja kompensujgca wskazania przyrzadu;
Cw— korekcja kompensujaca btad rozdzielczosci przyrzadu; Cws — korekcja
zwigzana z warunkami §rodowiskowymi.

Korekcje i niepewnosci korekcji wyznacza si¢ wedtug nastepujacych regut:

e korekcja Cy — w tym przypadku mozna przyjac tablice szczegétowych
poprawek lub krzywa kalibracji 1 niepewno$¢ kalibracji lub btedy
wskazania i niepewno$¢ wzorcowania (przy zatazeniu, ze bledy
wskazania nie przekraczajg granic btedow dopuszczalnych);
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e Cu — przyjmuje si¢, ze Crw = (0 + d/2), a jej niepewnos¢ standardowa
oblicza si¢ z zalezno$ci (zaktadajac rozklad rownomierny):

u(Crw) = 37 (2.15)

. poprawka Srodowiskowa jest zazwyczaj poprawka temperaturowa,
ktora wyznacza si¢ z zaleznoSci:

Chs=X"a 8-t (2.16)
gdzie: X — wskazanie przyrzadu; o — wspodtczynnik rozszerzalnosci cieplej materiatow
przyrzadu i mierzonego elementu; ot — roznica temperatury przyrzadu

i mierzonego elementu.

Roéwnanie niepewnosci standardowej ztozonej ma posta¢ og6lna:

u(¥) = Jut(X) + u2(C,) + u(Cry) + u2(Cys) (2.17)

Przyklad 2.2

Wymiar 5,2 mm ztozono z dwoch ptytek wzorcowych klasy 1 o wymiarach
4 mm i 1,2 mm, dla ktérych odchylki graniczne dlugosci wynoszg +te = 0,20 um.
Obliczy¢ catkowita niepewnos¢ standardowa wymiaru plytek wzorcowych.

Rozwigzanie
Ztozony wymiar mozna zapisa¢ w postaci ogolne;j:

ln = (ln1+C1+ln2 +C2 +"'+lnn+cn)

gdzie: lns i lh2, lsn — wymiary nominalne ptytek wzorcowych; C,, Cp, Cn — korekcje
wynikajace z doktadnosci wykonania plytek wzorcowych (ich odchytek)

Niepewnos¢ standardowa oblicza si¢ ze wzoru:

u(ly) = Ju2(C,) + u2(C,) + -+ u2(Cy)

gdzie, przy zalozeniu rozktadu jednostajnego (b = 0,6):
t .
() = ==t 06

u(Cy) =0,20-0,6 = 0,12 um
u(Cy,) =0,20-0,6 = 0,12 um

Stad:

A caltkowita niepewno$¢ standardowa wymiaru ptytek wzorcowych:

u(C;) =+/0,122 4+ 0,122 = 0,17 um

41



Przykiad 2.3
Wykona¢ pomiar lokalny (dwupunktowy) S$rednicy w partii watkow
stalowych, toczonych wykonczeniowo o wymiarach nominalnych D = 20 mm,
L = 80 mm. Zasada pomiaru — pomiar dtugosci poprzez porownanie ze znang
dhugoscig. Niepewno$¢ docelowa pomiaru 9 um. Pomiary nalezy przeprowadzié
mikrometrem zewnetrznym analogowym o zakresie pomiarowym 0-25 mm
z dziatka elementarng 0,01 mm. Srednice nalezy zmierzyé, gdy walek jest
zamocowany na tokarce, przed pomiarem walek nalezy przetrze¢ szmatka.
Podczas pomiaru nie nalezy stosowac zacisku wrzeciona, a pomiar wykonaé
nalezy korzystajac ze sprzegla mikrometru. Dopuszcza si¢ wykonanie jednego
pomiaru. W pomiarach przyjeto nastepujace warunki:
e temperatura mikrometru i watkdw zmienia si¢ w czasie, a najwigksze
odchylenie od temperatury odniesienia 20°C wynosi 16°C;
e najwieksza réznica temperatury watkow i mikrometru wynosi 12°C;
e podczas produkcji jeden operator obstuguje obrabiark¢ i uzywa
mikrometru;
e stwierdzono, ze odchylka walcowos$ci watkow jest mniejsza niz 2 pm.

Rozwigzanie
W celu opracowania budzetu niepewnosci niezbedne jest przeprowadzenie
analizy czynnikow wptywajacych na niepewnosc.
Zgodnie z normg PN-EN ISO 3611:2010 dla mikrometrow kabtakowych
0 zakresie pomiarowym 0-25 mm przyjmuje sig:
e tolerancja ptaskosci powierzchni pomiarowych wrzeciona i kowadetka
T =0,9 um;
e tolerancja rownolegltosci powierzchni pomiarowych wrzeciona
i kowadetka Tr=2 um;
e dopuszczalny btad mikrometru MPEwm. = +4 um.
Wzbr pomiaru mozna przedstawié¢ w postaci:

Y=X+CML+CMF+CMF+CMP+CRR+CNP+CTD+CTA+CWE

gdzie: X — wynik pomiaru, C — korekcje (poprawki): Cu. — btedu wskazan mikrometru,
Cwr — plaskosci wrzeciona i kowadetka mikrometru, Cwp — réwnoleglosci
powierzchni pomiarowych, Crr — rozdzielczosci/powtarzalnosci, Cnp — zmiennosci
punktu zerowego, Cyp = AT -a-X — poprawka réznicy temperatury narzedzia
pomiarowego i przedmiotu mierzonego, Cpy = 0,1-AT,,-a-X — poprawka
temperaturowa, Cwe — odchytka ksztattu wyrobu.

Roéwnanie niepewno$ci pomiaru ma postac:

u(y) = \/Clzuz(X) + c2u?(Cyy) + c2u?(Cyp) + c2u?(Cyr) + c2u(Cyp) +

+cgu?(Crp) + c5u?(C,p) + cgu?(a- X ) + cgu(0,1- a - X) + cqu?(C,, )
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Wspdtczynniki wptywu okreslone pochodnymi wynosza odpowiednio:

C_a_y_ C_ay_lc_ay_lc_ay_
T 79x ™ 7 27T acy, - T3 T acyr . YT acur '
ay oy ay ay
CS_aCMP_l'CG_aCRR_L C7_6CNP 1,C10_6CWE
g =2 =q-X=11,5-10"%-20 = 0,23 - 10~3 mm,
aCymy
a
Cy = aCY =012 X=01-11,5-10"%-20=0,023-10"3 mm,
TA

1. Mikrometr, blgd wskazania

Blad wskazania mikrometru MPEw. dla charakterystyki metrologicznej definiuje
si¢ zwykle jako najwiekszy przedziat btgdu krzywej wskazan, a nie odnosi si¢
do wskazania zerowego. Polozenie bledu krzywej wskazania wzgledem bigdu
zerowego jest inng  (niezalezng)  charakterystyka  metrologiczna.
W rozpatrywanym przypadku zatozono, ze btad krzywej wskazan zostal podczas
procedury wzorcowania ustalony symetrycznie, to znaczy najwigksze bledy
wskazan dodatni i ujemny majg t¢ sama warto$¢ bezwzgledng. Uwzgledniajac
btad graniczny mikrometru przyjeto warto$¢ graniczna:

ayp =4 um

Zaktadajac réwnomierny rozktad btedu (zasada nadszacowania, poniewaz nie
mozna na podstawie dostgpnych danych przyja¢é rozkladu normalnego),
otrzymujemy warto$¢ sktadowej niepewnosci (b = 0,6):

Uy = 0,6 Ay = 0,6 . 4“le = 2,4‘Hm
2. Mikrometr, plaskosé powierzchni pomiarowych
Odchytka ptaskosci ma istotne znaczenie, poniewaz wzorcowanie btedu
wskazania przeprowadza si¢ za pomocg plytek wzorcowych o plaskich
i rownolegtych powierzchniach. Odchytka ta wptywa na budzet niepewnosci
dwukrotnie — jeden raz dla kazdej z powierzchni mierniczych. Uwzgledniajac
maksymalna dopuszczalng odchyltke, przyjeto warto$¢ graniczna:

ayr = 0,9 um

Zaktadajac normalny rozktad btedu, otrzymujemy warto$¢ sktadowej
niepewnosci (b = 0,5):

uyr =05-ayr =05-0,9 um = 0,45 um
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3. Mikrometr, rownoleglos¢ powierzchni pomiarowych

Odchytka réwnoleglosci ma istotne znaczenie, poniewaz wzorcowanie bledu
wskazania przeprowadza si¢ za pomoca plytek wzorcowych o ptaskich
i rownolegtych powierzchniach. Uwzgledniajagc maksymalng dopuszczalng
odchylke, przyjeto wartos¢ graniczna:

ayp = 2,0 um

Zakladajagc normalny rozklad bledu, otrzymujemy wartos¢ sktadowej
niepewnosci (b = 0,5):

Uyp = 0,5 *Ayp = 0,5 ' 2,0 um = 1,0 um
4. Powtarzalnosé/rozdzielczosé
W celu okreslenia powtarzalno$ci operator kontrolnie wykonat 15 pomiaréw
sprawdzianu tloczkowego. Odchylenie standardowe tych pomiaréw wyniosto:

ugg = L4 um

Rozdzielczo$¢ zaktadajg rozklad jednostajny (b = 0,6), przy wartosci dziatki
elementarnej 0,01 mm (10 um) i odczycie wykorzystujacym interpolacje:

0,1-W, 0,1-10
Upp =~ 0,6 =~——"0,6 = 0,3 ym

Poniewaz sktadowa wynikajaca z powtarzalnosci jest wigksza od sktadowej
pochodzacej od rozdzielczosci Ure > Ura, d0 budzetu przyjeto warto$¢ wigksza:

Urr = Ure = 1,4 um
5. Zmiennos¢ punktu zerowego
W tych samych badaniach co w pkt. 4 wyznaczono réznice punktu zerowego dla
operatora i personelu wykonujacego wzorcowanie:
Unp =1 pm
6. Rozinica temperatur

Najwicksza zaobserwowana rdznica temperatur pomigdzy mikrometrem
a mierzonym walkiem wynosita 12°C. Zaktadajac dla mikrometru i watka

jednakowy wspotczynnik rozszerzalnoéci liniowej @ = 11,5+ 107° 1/°C'
Warto$¢ graniczna wyniesie zatem:

arp =AT-a-D =12°C-11,5-107:0,020m = 2,76-10"%m

arp = 2,76 uym
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Zaktadajac rozktad antymodalny (b = 0,7), sktadowa niepewno$ci rowna bedzie:
urp =0,7-2,76 ym = 1,93 um
7. Temperatura
Najwieksza odchytka od normalnej temperatury odniesienia (20°C) wynosita
16°C. Zatozono, ze wspotczynniki liniowej rozszerzalno$ci cieplnej mikrometru
1 wyrobu nie r6znia si¢ wiecej niz 10%.
Warto$¢ graniczna wyniesie zatem:
ara =01-AT,o-a-D=0,1-16°C-11,5-107°-0,020m = 0,37-10"°m
Aty = 0,37 um
Zaktadajac rozktad antymodalny (b = 0,7), sktadowa niepewnosci rowna bedzie:
urp =0,7-0,37 um = 0,26 um
8. Odchytka ksztaltu wyrobu
Odchyltkg walcowosci okreslono poprzez pomiary dokonane na probce watkow,
ustalajac jej warto$¢ réwng 2 um. Tolerancja dotyczy promienia watka, wigc
odchytka na $rednicy moze wynosi¢ dwa razy wigcej. Stad warto$¢ graniczna:
awg =4 um
Zaktadajac rozktad rownomierny (b = 0,6), sktadowa niepewnosci rowna bedzie:

UwE = 0,6'4ﬂm = 2,4‘/[”1

Oszacowano, ze pomig¢dzy sktadowymi niepewno$ci nie wystepuje korelacja.
Niepewnos¢ ztozona wyniesie zatem:

_ 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Ue = JuML + Uyp + Uy T Uyp + Ugg + Uyp T UTp T UT, T Upp

Ue = /2,42 + 0,452 + 0,452 + 1,02 + 1,42 + 1,02 + 1,932 + 0,262 + 2,42
Uc = 4,44 um
Stad niepewnos¢ rozszerzona przy zatozeniu poziomu ufnosci 95%:
UY)=u.-k=444-2=888um
Wynik koncowy pomiaru:
D = 20,005 + 0,009 mm
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Zestawienie wynikoOw w postaci tabelarycznej przedstawia tabela 2.3.

Tabela 2.3. Budzet niepewnosci

. - . Szerokosc Wsp. Niepewnosé¢ Wsp. Skkadows: .
Wielkos¢ |~ Oszacowanie potowkowa | transformacji | standardowa wplywu fuepewnosel
ztozonej
1 2 3 4 5 6 7
Xi Yi 0,5R; ki U(Xi) Ci UXX(Yi)
X 20,005 - - 0 1 0
CwuL 0 0,004 0,6 0,0024 1 0,0024
Cue 0 0,9 0,5 0,00045 1 0,00045
Cue 0 0,9 0,5 0,00045 1 0,00045
Cwp 0 2 0,5 0,001 1 0,001
Crr 0,0014 - - 0,0014 1 0,0014
Cne 0,001 - - 0,001 1 0,001
Cmo 0 12 0,7 8,4 0,23-10°° 0,00193
Cra 0 16 0,7 11,2 0,023-10°° 0,00026
Cwe 0 0,004 0,6 0,0024 1 0,0024
Y - - - - - 0,00443

Analiza budzetu niepewno$ci:

Gdyby mikrometr byl pozbawiony btedow wskazan, a jego powierzchnie
miernicze byly idealnie plaskie i rownolegte wzglgdem siebie, to niepewnos¢
rozszerzong U mozna by zredukowac z 8,9 do 7,0 um (0 21%).

Jezeli mikrometr posiada $wiadectwo wzorcowania, a do budzetu
wprowadzone zostalyby nie wartosci maksymalne bledu, a odczytane
ze $wiadectwa wzorcowania (w zatozeniu o 50% mniejsze), to niepewno$é
rozszerzong U mozna by zredukowac z 8,9 do 7,6 um (0 15%).

Gdyby srodowisko bylo doskonate, to znaczy temperatura zaréwno
mikrometru, jak i przedmiotu mierzonego wynositaby 20°C, to niepewno$¢
rozszerzong U mozna by zredukowac z 8,9 do 7,7 um (0 13%).

O ile nie mozna wykona¢ ,idealnego” przyrzadu pomiarowego, 0 tyle
zachowanie warunkow $rodowiskowych i stosowanie w budzecie niepewnosci
warto$ci bledow zawartych w $wiadectwie wzorcowania moze obnizy¢
niepewno$¢ rozszerzong pomiaru o 27%, czyli prawie o 1/3.

Przyklad 2.4

Wykona¢ pomiar roznicowy Srednicy w partii watkéw stalowych,
szlifowanych, o wymiarach nominalnych D = 5,2 mm, L = 12 mm. Zasada
pomiaru — pomiar réznicowy — porownanie z dtugoscig wzorca. Niepewnos¢
docelowa pomiaru 2 um. Pomiary nalezy przeprowadzi¢ optimetrem o zakresie
pomiarowym =+ 100 um z dziatka elementarng 1 um. Przed pomiarem walek
nalezy przetrze¢ szmatka nasaczona spirytusem. Dopuszcza si¢ wykonanie
jednego pomiaru. Réznica wskazan wynosita W = W, — Wy = 85 um.
W pomiarach przyjeto nastepujace warunki:

e temperatura w laboratorium utrzymywana jest w granicach (20 £1)°C;

e temperatura walkow i przyrzadu nie jest mierzona i rejestrowana;

e zastosowany czujnik nie posiada podanych wartosci poprawek wskazan;

e w pomiarach uzyto komplet plytek wzorcowych 1 klasy.

46




.b) Wa

7 L

Rys. 2.2. Schemat pomiaru

Rozwigzanie
W celu opracowania budzetu niepewnos$ci niezbgdne jest przeprowadzenie
analizy czynnikow wptywajacych na niepewnosc.
Dla optimetru o zakresie pomiarowym +100 um z dziatkg elementarng 1 pum:
e dopuszczalny btad optimetru MPE = +0,5 um;
e nacisk pomiarowy P=15N;
e promien zaokraglenia koncowki pomiarowej r = d/2 = 25 mm.

Wz6br pomiaru mozna przedstawi¢ w postaci:
Y=[Wy+Cwa) —W1 +Cy) + 1 + G+ G+ C] 2 UY)
gdzie: W, — wskazanie czujnika na mierzonym watku; Cw; — korekcja wskazania czujnika
na waltku; W, — wskazanie czujnika na wzorcu; Cw: — korekcja czujnika na wzorcu;
I, — wymiar nominalny wzorca; C; — korekcja wymiaru wzorca; C; — korekcja

temperatury; Cs — korekcja zwigzana z odksztatceniami sprezystymi.

Roéwnanie niepewno$ci pomiaru ma postac:

u(y) = Jc%uZ(Wz) U2 () + U (W) + U2 () + c2u2(C) +

+cgu?(Cy) + c5u?(C)

Wspolczynniki wplywu okre$lone pochodnymi wynosza odpowiednio:

ay ay ay oy

c = = cy = =1,¢c3 = =—1,¢, = = —
17 aw, "2 7T Ay '3 T Ay R Vo '
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aY aY
=1, =o-=1

5=%q, - 7T %5. "

oY
c(,=%=0,1-a-X=0,1-11,5-10—6-20=5,98-10—6
t

1. Optimetr, blgd wskazania
Jako btad wskazania optimetru przyjeto wartos¢ graniczng MPE:

ac,,, = ac,, = 0,5um
Zaktadajac réwnomierny rozklad btedu (zasada nadszacowania, poniewaz nie
mozna na podstawie dostgpnych danych przyja¢ rozkladu normalnego),
otrzymujemy warto$¢ sktadowej niepewnosci (b = 0,6):
Ucy, = Ucy, = 0,6 a¢,,, =0,6-0,5um=0,3um
2. Powtarzalnosé/rozdzielczosé

Odchylenie standardowe (empiryczne) wskazan tego czujnika, charakteryzujace
jego powtarzalnos¢, wynosi wg producenta:

uwl‘z = 0,25 um

Rozdzielczo$¢ zaktadaja rozktad jednostajny (b = 0,6), przy wartosci dziatki
elementarnej 0,001 mm (1 um) i odczycie wykorzystujacym interpolacje:

0,1-W, 01-1
10,6 =——>—"06=0,08um

Uga =

Poniewaz sktadowa wynikajaca z powtarzalnosci jest wigksza od sktadowej
pochodzacej od rozdzielczosci, do budzetu przyjeto warto$¢ wieksza:

Uy = 0,25 um
3. Blgd wzorca
Wymiar 5,2 mm ztozono z dwoch ptytek wzorcowych klasy 1 o wymiarach 4 mm
i 1,2 mm, dla ktérych odchytki graniczne dtugosci wynoszg +te = 0,20 um.
Niepewnos$¢ standardowg oblicza si¢ ze wzorow (2.16-2.18) uwzgledniajac
rozktad jednostajny (b = 0,6):

o= (22" + (222 <017 m

4. Temperatura

Najwigksza odchytka od normalnej temperatury odniesienia (20°C) wynosita
1°C. Zatozono, ze wspotczynniki liniowej rozszerzalnosci cieplnej optimetru
I wyrobu nie r6znig si¢ wiecej niz 10%.

48



Warto$¢ graniczna wyniesie zatem:
ac, =0,1-ATy5-a+D =0,1-1°C-11,5- 107%-0,0052m = 5,98-10"m
ace = 0,006 um
Zaktadajac rozktad antymodalny (b = 0,7), sktadowa niepewnosci rowna bedzie:
uce = 0,7-0,006 um = 0,004 um

Korekejg, ze wzgledu na niestabilno$¢ temperatury w laboratorium, mozna wigc
poming¢ jako nieistotng.

5. Odksztalcenia spreiyste
W pomiarze wystapig trzy odksztalcenia sprezyste (rys. 2.3):
e W miejscu zetknigcia sie koncoOwki pomiarowej z powierzchniag pomiarowa
ptytki pod wptywem nacisku pomiarowego wynoszacego P = 1,5 N i styku
kuli (o promieniu 50 mm) z plaszczyzna:

C.; = 0,0415 313—00415 LS = 0,1289
st d_ 0,100 pm

e wzdluz styku mierzonego watka ze stolikiem pomiarowym w wyniku
superpozycji nacisku pomiarowego i ciezaru watka. Przyjmujac $rednice
waltka D = 5,2 mm, dtugo$¢ L = 12 mm, cigzar Q = 0,02 N oraz dtugosci
styku walka ze stolikiem 41,7% dtugosci watka (0,417 L), co uwzglgdnia
nacigte na stoliku pomiarowym rowki, otrzymamy:

o —469-10-6 P FTQ L, o g6 L5002 3f 1
2T 0417-L (D 0417-0,012 ./0,0052

Cs, = 0,008 um

e w miejscu zetkniecia si¢ koncowki pomiarowej z mierzonym walcem pod
wptywem nacisku pomiarowego:

1 1y 1 i/( 1 1 ) 1
_+_ P— + .
0.1 T 0,0052) 0,052
Cys = 0,048 VP - (dz p) —0,048-3/15- R
6 6
atD J0,1 05,0052

Cs3 = 0,3159 um
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r=d/2

s

0, T

Rys. 2.3. Odksztalcenia sprezyste wystgpujqgce przy pomiarze roznicowym watka

Cs

Stad korekcja spowodowana odksztatceniem sprezystym wyniesie:
ac, = (Cs3 — Cs1) + Cso = (0,3159 — 0,1289) + 0,008 = 0,195 um

Zaktadajac rozktad jednostajny (b = 0,6), niepewno$¢ mozna wiec poming¢ jako
nieistotna.

Uc, = Ag, * b=0195-0,6 =0,117 um

Oszacowano, ze pomig¢dzy sktadowymi niepewno$ci nie wystepuje korelacja.
Niepewnos¢ ztozona wyniesie zatem:

_ 2 2 2 2 2 2
U, = Juwz + UL, +uy, t+ UL, +ug, +ug,

u. =+/0,32 + 0,252 + 0,32 + 0,252 + 0,172 + 0,122
Uc = 0,59 um
Stad niepewnos¢ rozszerzona przy zatozeniu poziomu ufnosci 95%:
UY)=u.k=059-2=118um

Zestawienie wynikdw w postaci tabelarycznej przedstawia tabela 2.4.
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Tabela 2.4. Budzet niepewnosci (wartosci w mm)

. . : Szerokos¢ Wsp. Niepewnos$¢ Wsp. sk}adow? .
Wielkos¢ | Oszacowanie A - niepewnosci
potowkowa | transformacji | standardowa wplywu M
ztozonej
1 2 3 4 5 6 7
Xi Yi 05R; ki u(Xi) Ci Us(Yi)
W, 8,5-10° - - 0,00025 1 0,00025
Cw: 0 0,0005 0,6 0,00030 1 0,00030
W, 0 - - 0,00025 1 0,00025
Cw1 0 0,0005 0,6 0,00030 1 0,00030
In 5,2 - - - -
Ci2 0 0,0002 0,6 0,00012 1 0,00012
Cuapo 0 0,0002 0,6 0,00012 1 0,00012
Cs 0 0,00019 0,6 0,00012 1 0,00012
Y - - - - - 0,00059

Analiza budzetu niepewnosci:

Gdyby zamiast ptytek klasy 1 uzy¢ w pomiarach phytki klasy 2, to procentowy
udziat tej sktadowej niepewnosci w catkowitym bilansie wzrdstby z 8 do 32%,
a niepewnos$¢ rozszerzona wzrostaby z 1,18 do 1,36 um (0 15%).

Gdyby optimetr posiadat $wiadectwo wzorcowania z zawartymi w nim
warto$ciami korekcji (poprawek) wskazan, a do budzetu wprowadzone zostatyby
nie warto$ci maksymalne odpowiadajagce btedom granicznym, a odczytane
ze $wiadectwa wzorcowania (w zatozeniu o 50% mniejsze), to niepewnosé
rozszerzong U mozna by zredukowac¢ z 1,2 do 0,88 um (0 25%).

Przy zatozeniu, ze w laboratorium panuje temperatura (2041)°C, i zatozonym
braku roznic w temperaturze przedmiotu mierzonego i przyrzadu, temperatura
nie wykazala istotnego wpltywu na pomiar i szacowana jego niepewnosc.

O ile nie mozna wykona¢ ,,idealnego” przyrzadu pomiarowego, 0 tyle
stosowanie w budzecie niepewnosci wartosci btedow zawartych w $wiadectwie
wzorcowania moze obnizy¢ niepewno$¢ rozszerzong pomiaru o 25%.

Wynik koncowy pomiaru:

D =5,2085+0,0012 mm

Przyklad 2.5
Wykona¢ pomiar lokalny (dwupunktowy) $rednicy probki n = 10 w partii
stalowych, toczonych watkow 0 wymiarach nominalnych D = 35 mm,
L = 100 mm. Zasada pomiaru — pomiar dtugo$ci poprzez poréwnanie ze znang
dtugoscia. Pomiary nalezy przeprowadzi¢ suwmiarkg uniwersalng z noniuszem
0,05 mm. Srednice nalezy zmierzy¢ po zdemontowaniu z tokarki. Przed
pomiarem walek nalezy przetrze¢ szmatka. Zaklada si¢ wykonanie jednego
pomiaru na kazdym z watkoéw. W pomiarach przyjeto nastepujace warunki:
e temperatura suwmiarki i watkow nie jest kontrolowana, a temperatura
pomieszczenia, w ktorym przeprowadzane sg pomiary wynosi (20 + 4)°C;
e podczas produkcji jeden operator obstluguje obrabiarke i uzywa
suwmiarki.
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Rozwigzanie
W celu opracowania budzetu niepewnosci niezbgdne jest przeprowadzenie
analizy czynnikdw wptywajacych na niepewnosc.
Zgodnie z normg PN-EN SO 13385-1:2019-12 dla suwmiarek przyjmuje sig:
e tolerancja ptaskos$ci powierzchni pomiarowych Tp = 10 pum;
e tolerancja rownoleglosci powierzchni pomiarowych T, = 10 pum;
e dopuszczalny btad mikrometru MPEm = £60 um.
Wz6r pomiaru mozna przedstawi¢ w postaci:

Y=X+CCL+CCF+CCF+CCP+CRR+CTA
gdzie: X — wynik pomiaru, C — korekcje (poprawki): CcL — btedu wskazan suwmiarki,
Ccr — ptaskosci powierzchni pomiarowych, Ccp — rownolegtosci powierzchni
pomiarowych, Cgr — rozdzielczosci/powtarzalnosci, Cry = 0,1-AT,5-a X —

poprawka temperaturowa.

Roéwnanie niepewno$ci pomiaru ma postac:

u(Y) = \/Cfuz(x) + cZu?(Cep) + c3u?(Cep) + ciu?(Cer) + c2u?(Cep) +

+c2u2(Crp) + c3u2(0,1- a - X)

Wspdtczynniki wptywu okreslone pochodnymi wynosza odpowiednio:

_or _ _ oy _ay_l _ oy _
G=3x=41 Cz—aCCL C3_3Ccp_ ’C4_0Ccp
C5=a?;p=1’ CG:ﬂEZZR:l’
)¢
¢, = =01-a-X=01-11,5-10"-20=0,04-10"3* mm
dCr4

1. Suwmiarka, blgd wskazania
Btad wskazania suwmiarki MPEcL — uwzgledniajac btad graniczny suwmiarki,
przyjeto warto$¢ graniczng:

ac, =50 um

Zaktadajac réwnomierny rozktad btedu (zasada nadszacowania, poniewaz nie
mozna na podstawie dostepnych danych przyja¢ rozktadu normalnego),
otrzymujemy warto$¢ sktadowej niepewnosci (b = 0,6):

Ucr, =0,6-ac, =0,6-50 um =30 um

2. Suwmiarka, plaskosé powierzchni pomiarowych

Odchylka plaskosci ma istotne znaczenie, poniewaz wzorcowanie bledu
wskazania przeprowadza si¢ za pomocg plytek wzorcowych o plaskich
i rownoleglych powierzchniach. Odchytka ta wptywa na budzet niepewnosci
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dwukrotnie — po jednym razie dla kazdej z powierzchni mierniczych.
Uwzgledniajac maksymalng dopuszczalng odchytke, przyjeto warto$¢ graniczng:

acr =10 um

Zaktadajagc normalny rozklad bledu, otrzymujemy wartos¢ skladowej
niepewnosci (b = 0,5):

Ucr =05-acF=05-10um =5 um

3. Suwmiarka, réwnoleglos¢ powierzchni pomiarowych

Odchytka réwnoleglo$ci ma istotne znaczenie, poniewaz wzorcowanie btedu
wskazania przeprowadza si¢ za pomoca plytek wzorcowych o plaskich
i rownolegtych powierzchniach. Uwzgledniajac maksymalng dopuszczalng
odchylke, przyjeto wartos¢ graniczng:

acp = 10 um

Zakladajagc normalny rozklad bledu, otrzymujemy wartos¢ sktadowe;j
niepewnosci (b = 0,5):

Uep =05-acp =0,5-10 um =5 um

4. Rozdzielczosé¢
Rozdzielczos¢ zaktadajg rozklad jednostajny (b = 0,6), przy wartosci dziatki
elementarnej 0,05 mm (50 mm) i odczycie wykorzystujacym koincydencje:

w, 0
uRA=7-O,6=7-0,6= 15 um

5. Temperatura

Najwigksza odchytka od normalnej temperatury odniesienia (20°C) wynosita

4°C. Zatozono, ze wspotczynniki liniowej rozszerzalno$ci cieplnej mikrometru

i wyrobu nie r6znig si¢ wiecej niz 15%.

Warto$¢ graniczna wyniesie zatem:

ars =0,15-ATyo-a-D =0,1-4°C-11,5-107%-0,035m = 0,161-10"°m
ara = 0,161 um

Zaktadajac rozktad antymodalny (b = 0,7), sktadowa niepewnosci rowna bedzie:

urg =0,7-0,161 um = 0,11 um

Sktadowa temperaturowa jest pomijalnie mata i mozna jej nie uwzgledniac.
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Oszacowano, ze pomigdzy sktadowymi niepewnosci nie wystepuje korelacja.
Niepewnos¢ ztozona wyniesie zatem:

_ |2 2 2 2 2 2
Ue = \/uCL tugp +ugp T ugp + Uy T upy

U, = /302 + 52 + 52 + 52 + 152 + 0,112

Uc = 34,6 um

Stad niepewnos$¢ rozszerzona przy zatozenil poziomu ufnosci 95%:

UY) = u,-k=346-2=70pum

Wynik koncowy kazdego pojedynczego pomiaru wynositby:

D=X+0,0/0mm

Zestawienie wynikdw w postaci tabelarycznej przedstawia tabela 2.5.

Tabela 2.5. Budzet niepewnosci

Szeroko$¢ Wsp Niepewnos¢ Wsp Skladowe
Wielkos¢ | Oszacowanie potéwkowa | transformacji | standardowa wplywu TepewWnOscl
zlozonej
1 2 3 4 5 6 7
Xi Y; 05R; ki U(Xi) Ci Uxx(Yi)
X 35,00 - - 0 1 0

CeL 0 0,05 0,6 0,030 1 0,030

Cer 0 0,01 0,5 0,005 1 0,005

Ccr 0 0,01 0,5 0,005 1 0,005

Cep 0 0,01 0,5 0,005 1 0,005

Cra 0 0,025 0,6 0,015 1 0,015
Cra 0 4 0,7 2,8 0,04-10° 0,00011

Y - - - - - 0,0346

W serii 10 pomiaréw otrzymano wyniki:
d1 dz d3 d4 d5 de d? d8 d9 le
35,15 | 35,05 | 34,90 | 35,05 | 35,20 | 35,10 | 34,80 | 35,15 | 34,90 | 34,85
Stad odchylenie standardowe:
Z?ZI(XL- —X)? ?zl(Xi —35,015)2 014152
S = = = )
x n—1 9
a niepewno$¢ standardowa:
Sy 0,14152 0.04475
u’S}? = — = = ,
vn o V10
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Stad niepewno$¢ rozszerzona A serii pomiaréw, przy zatozeniu poziomu ufnosci
95% (rozktad t-Studenta):

Ua =+0,04475-2,2622 = 0,101 mm

Wynik koncowy pomiaru bedzie sumg geometryczng niepewnosci
pojedynczego pomiaru B, wynikajaca z niepewnosci narzgdzia pomiarowego,
oraz niepewnos$ci serii pomiaréw wyznaczonych metoda A, wynikajaca
z rozrzutu wynikow pomiaru:

U=+ /Uj + U =,/0,1012 + 0,0702 = 0,123 mm

W przypadku tym 67% niepewnos$ci catkowitej stanowi niepewno$¢ zwigzana
z rozrzutem wynikéw pomiaru, a 33% niepewno$¢ zwiazana z przyrzadem
i metoda pomiarowa. Zwigkszenie doktadno$ci pomiaru (zmniejszenie jego
niepewnosci) nie bedzie wigc miato istotnego wpltywu na niepewnos$¢ koncowa
pomiaru.

Wynik koncowy mozna zapisa¢ w postaci:

D =35,015+ 0,123 mm

Przykiad 2.6

Wykona¢ pomiar dtugosci elementu szlifowanego o wymiarach nominalnych
L = 15 mm i wysoko$ci H = 5 mm. Zasada pomiaru — ro6znica wskazan $rub
mikrometrycznych mikroskopu. Pomiary nalezy przeprowadzi¢ na mikroskopie
warsztatowym duzym, z dziatka elementarng 0,01 um. Przed pomiarem element
nalezy przetrze¢ szmatka nasgczong spirytusem. Dopuszcza si¢ wykonanie
jednego pomiaru. Réznica wskazan wynosita W = W2 — W1 = 15,02 mm.
W pomiarach przyje¢to nastgpujace warunki:

e temperatura w laboratorium utrzymywana jest w granicach (20 £1)°C;

e temperatura elementéw i mikroskopu nie jest mierzona i rejestrowana;

e zastosowany mikroskop nie posiada podanych wartosci poprawek

wskazan.

W2 =176 Wi1=16,78

Rys. 2.4. Schemat pomiaru
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Rozwigzanie

W celu opracowania budzetu niepewnosci niezbgdne jest przeprowadzenie
analizy czynnikdw wptywajacych na niepewnosc.
Dla mikroskopu warsztatowego duzego z dziatkg elementarng 0,01 mm
dopuszczalny btad mikroskopu

MPE =4+(A+07K+B-L+C-H-L)um
Wz6r pomiaru mozna przedstawi¢ w postaci:
Y =[(Wy = W) + Cy1—wz + Cl £ UY)

gdzie: W> — wskazanie mikroskopu na mierzonym elemencie; W: — wskazanie
mikroskopu na elemencie; Cwi-w2 — korekcja wskazania mikroskopu na elemencie;
C: — korekcja temperatury.

Roéwnanie niepewno$ci pomiaru ma postac:

W(Y) = [GFu(W) + Rt (W) + G (Gurwa) + G0(C0)

Wspdtczynniki wptywu okreslone pochodnymi wynosza odpowiednio:

ay ay ay

AZow =2 w T 8T,
ay P P
c4=%=0,1-a-X=0,1-11,5-10 -20=598-10
t

1. Mikroskop, bigd pomiaru
Jako btad pomiaru mikroskopu, przy pomiarze elementu lezacego na stoliku
pomiarowym, przyjeto warto$¢ MPE:

Acyr iy = FA+ 07K +B-L+C-H-L)um
Stad dla przesuwu wzdluznego:
L H-L
ACy1-wa +(5+07-1 +% + m) um
15,02 5-15,02
28 * 3000

Ay, = (5 +0,7-1+ ) = 6,261 um

Zaktadajagc réwnomierny rozktad btedu (zasada nadszacowania, poniewaz nie
mozna na podstawie dostepnych danych przyja¢ rozkltadu normalnego),
otrzymujemy warto$¢ sktadowej niepewnosci (b = 0,6):

Ucy, = Ucy, = 0,6 Acyy, = 0,6:63um=38um

56



2. Powtarzalnosc/rozdzielczosé
Zaktadajac rozktad jednostajny (b = 0,6), przy wartosci dzialki elementarnej
0,01 mm (10 um) i odczycie wykorzystujacym interpolacje, otrzymujemy:

0,1-W, 0,1-10
Uwiz = Upa = — 5 ,6 = > 0,6 =0,30 um

3. Temperatura

Najwieksza odchytka od normalnej temperatury odniesienia (20°C) wynosita
1°C. Zatozono, ze wspotczynniki liniowej rozszerzalnosci cieplnej mikroskopu
i wyrobu nie réznig si¢ wigcej niz 10%.

Warto$¢ graniczna wyniesie zatem:

ac, =0,1-ATyg-a-D=0,1-1°C-11,5- 107%-0,01502m = 1,727 - 10~ "m
ace = 0,017 um
Zaktadajac rozktad antymodalny (b = 0,7), sktadowa niepewno$ci rowna bedzie:
ucy = 0,7-0,017 um = 0,012 um
Korekcje ze wzgledu na niestabilno$¢ temperatury w laboratorium mozna wiec
poming¢ jako nieistotna.

Oszacowano, ze pomig¢dzy sktadowymi niepewnosci nie wystepuje korelacja.
Niepewnos¢ ztozona wyniesie zatem:

_ |2 2 2
Ue = \/uw1—wz +ug,, +uc,,

U = /3,82 + 0,302 + 0,302
Uc=3,8 um
Stad niepewnos$¢ rozszerzona przy zatozeniu poziomu ufnosci 95%:
UY)=u.k=82-2=76um
Zestawienie wynikow w postaci tabelarycznej przedstawia tabela 2.6.
Wynik koncowy mozna zapisa¢ w postaci:

L = 15,020 + 0,008 mm
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Tabela 2.6. Budzet niepewnosci (wartosci w mm)

. . - Szerokos¢ Wsp. Niepewnos$¢ Wsp. sk}adow? .
Wielkos¢ | Oszacowanie A - niepewnosci
potowkowa | transformacji | standardowa wplywu M
ztozonej
1 2 3 4 5 6 7
Xi Yi 05R; ki u(Xi) Ci Un(Yi)
W, - W, 15,0 - - 0,00030 1 0,0003
Cw2 0 0,0005 0,6 0,00030 1 0,0038
Cw1 0 - - 0,00030 1 0,0003
Y - - - - - 0,0038
2.3. Wyznaczenie  niepewnos$ci pomiaru przy pomiarach

posrednich
W przypadku pomiaru posredniego, w ktorym wynik pomiaru Y jest funkcja
pewnej liczby wartosci zmierzonych X;, ktore moga by¢ funkcjami:
Y = G(X1, Xz, oo Xiy oo Xpar) (2.18)

niepewnos¢ pomiaru standardowa ztozona wyrazona jest rownaniem:

ay 2
U = \/u% +30 (a_xl- - uXi) (2.19)

ay

gdzie: u, = ir=1a_xi'uxi — suma silnie skorelowanych sktadowych niepewnosci

. ) . . .
pomiaru; a_; — pochodne czastkowe funkcji Y po Xi; uy, — niepewnos¢
L

standardowa ztoZzona pomiaru warto§ci zmierzonej o numerze i.

Przyklad 2.7

Na mikroskopie warsztatowym dokonano pomiaru promienia wycinka kota
metoda posrednig (rys. 2.5) poprzez pomiar cigciwy C i jej wysokosci
S, otrzymujac wyniki pomiaru:

¢ = (15,000 + 0,008) mm s = (2,000 + 0,006) mm

Bledy pomiaru cigciwy i jej wysokosci stanowia zmienne wzajemnie niezalezne.
Okresli¢ niepewno$¢ pomiaru promienia.
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N :': (x, y1)
A g - ———
11 <. 1111
[ p) 1 ]
i |
1 1
SN N o U W B e
L :F__"'_' e N>
(x1, y2) i (X2, y2)
<€ }I
Rys. 2.5. Schemat pomiaru srednicy metodq cigciwy
Rozwigzanie

W przypadku pomiaru metodg cigciwy promien mierzonego tuku okresla
zalezno$¢:
¢ s (x—x)% | |y —al

R=—+-—= +
85 2 8:|y; -yl 2

Stad warto$¢ promienia wynosi:

R = 152+2—15062
8.2 2 7

Niepewnos¢ pomiaru okres$la rownanie:

OR 2 R
UR = (%'”c) +(£'“s)

ktoére po zrézniczkowaniu przyjmuje postac:

B c 2 1 2 ?
un = [(5rue) +{(z75z2)

gdzie: uc i us — odpowiednio niepewno$¢ wyznaczenia na mikroskopie warsztatowym
wymiaréw C i S.

2

Zaktadajac wspotczynnik rozszerzenia k = 2 dla P = 95%, otrzymujemy war-
todci niepewnosci standardowych sktadowych: uc = 0,004 mm i us = 0,003 mm.
Stad po podstawieniu danych otrzymujemy:
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ug = \/(% 0,004)2 + (G - ;—5222) : 0,003)2 = 0,024 mm

Niepewnos$¢ rozszerzona przy zatozeniu P = 95% i odpowiadajacemu mu k = 2
WYNOSi:

Ur = 0,048 mm
Stad wynik koncowy mozna zapisa¢ w postaci:
R = (15,062 + 0,048) mm

Przykiad 2.8

Przeprowadzono pomiar kata stozka metodg posrednig, zgodnie z przedsta-
wionym ponizej rysunkiem 2.6. Do okreslenia wielkosci A i B wykorzystano
mikrometr, uzyskujac wyniki: A = 46,678 = 0,00 B = 37,645 + 0,006. Pomiar
przeprowadzono, wykorzystujac komplet ptytek wzorcowych II klasy, stosujac
ptytki 75, 50 1 25 mm, w celu uzyskania jednakowej wysokosci stosow plytek po
obu stronach mierzonego stozka. Pomiaru dokonywano poprzez wateczki
pomiarowe o $rednicy dw = 10,2 mm. Wyznaczy¢ niepewno$¢ rozszerzong
pomiaru kata stozka.

1. A |-
- Ll
1
I
o I8
. ] . 2
1 i | =
2 bk pis SR o
! y
o ! A
N\,
-
A
SR LTSS S L

Rys. 2.6. Schemat pomiarowy
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Rozwigzanie
Z zalezno$ci przedstawionej na powyzszym rysunku wynika, ze:

Skad po przeksztatceniach otrzymujemy:

A-B
21

z_ t
5 = arctg

Po podstawieniu danych warto$¢ kata wynosi:

46,678—37,645
2:75

~=arctg = 3,4462° = 3°26°46”

Analizujgc niepewno$¢ pomiaru, przyjaé nalezy, ze kat stozka « jest funkcja
trzech wymiarow roznicy (A-B), (dw) oraz l.. W zwigzku z tym niepewnos¢
standardowg pomiaru U, wylicza si¢ ze wzoru:

_ Ja 2 da 2 da 2
ueyy = (6(A o ”(A—B)) * (a(dw) ' “(dw)) * (ﬁ ' “ln)
Skad ostatecznie otrzymuje si¢ zaleznosc:

Uny, = %Cos%\/(cos% . u(A_B))Z + ((cos% —sin %) . u(dw_dw))z + (2 sin% . uln)

gdzie: uas - niepewno$¢ wyznaczenia réznicy wymiar6w A i B; Ugw — niepewnosé
wateczka pomiarowego; Ui — niepewnos¢ stosu plytek wzorcowych.

2

1. Okreslenie niepewnosci standardowej wyznaczenia réinicy wymiaréw
AiB
Zaktadajac wspotczynnik rozszerzenia k = 2 dla P = 95%, otrzymujemy warto$ci
niepewnosci standardowych sktadowych: ua = 0,003 mm i ug = 0,003 mm.
Stad niepewno$¢ wyznaczenia roznicy wymiaréw A i B wynosi:

Uy_p = ’uﬁ +ui=+32+32=42um

2. Okreslenie niepewnosci standardowej waleczka pomiarowego
Blad graniczny wateczka pomiarowego MPE = £0,0005 mm.
Stad jego niepewno$¢ standardowa przy zatozeniu rozktadu jednostajnego:
Ugy = MPE-0,6=0,5-0,6 =0,3um
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3. Obliczenie niepewnosci stosu plytek wzorcowych
Dopuszczalne btedy graniczne uzytych ptytek wzorcowych klasy II wynosza:

MPE2 = £0,60 um, MPEso = £0,80 um, MPE7s =+0,10 um

Stad ich niepewnosci standardowe przy zatozeniu rozktadu jednostajnego
odpowiednio:

Uzs = 0,36 um, uso = 0,48 um, uzs = 0,60 pm

Niepewnos¢ wysokosci In utozonej z dwoch plytek wzorcowych o wysokosciach
25 i 50 mm wynosi:

Upsiso = [USs + U2, =+/0,36% + 0,482 = 0,60 um

Zatem niepewno$ci wysokosci stosow ptytek wzorcowych z obu stron stozka
sg jednakowe i dlatego nie ma rdéznicy, ktorego stosu niepewnos¢ przyjmiemy
do dalszych obliczen.

4. Obliczenie niepewnosci standardowej wyniku pomiaru stozka
Niepewnos$¢ wyliczamy z podanej nizej zaleznoSci:

1 a a a a 2

2
Uoy, = Ecosi\j(cosz : u(A_B))Z + <(cos§ — sin E) : u(dw—dw)) + (2 sin% . uln)

Po podstawieniu danych otrzymujemy:

1 3°26'46 3°26'46" z 3°26'46”  3°26'46" ’ 3°26'46" 2
Uny, = Ecos > (cos 2 . 4,2) + (cos 2 — sin 2 ) -0,3] + (2 sin 2 . 0,6)
uwy, = 0,058541 mrad
Po przeliczeniu na minuty katowe:
—_ r __ n
uay, = 0,2011" = 12
Niepewnosc¢ rozszerzona pomiaru dla k = 2 dla P = 95%:
Uay, = 12" -2 = 24"
2
Ostatecznie wynik mozna zapisa¢ w postaci
A/ — Q09I 6m "
/, = 3°26'46" £ 24
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2.4. Niepewnos¢ Sredniej wazonej
W dotychczasowych przyktadach rozwazano okreslenie niepewnosci wyniku
pomiaru w oparciu o pomiar lub seri¢ pomiarow wykonywanych w tych samych
lub zblizonych warunkach. Jezeli jednak mamy do czynienia ze zblizonymi
warto$ciami wynikow pomiardw o rdéznych wartosciach niepewnosci,
wynikajacych np. z pomiaru w réznych laboratoriach, to nie mozna ich uzna¢
zarownowazne, poniewaz maja one przyporzadkowane rdézne wartosSci
niepewnosci. W tym przypadku za warto§¢ prawdziwa nie mozna przyjac
$redniej arytmetycznej wynikow pomiaru, lecz nalezy wyznaczy¢ S$rednia
wazong, poniewaz kazdy rozpatrywany wynik ma inng warto$¢ niepewnosci
i wplyw na ostateczng warto$¢ niepewnosci koncowe;.

Przyjmujac, ze wszystkie wyniki pomiar6w mozna uzna¢ za wiarygodne, i nie
sa one rozbiezne, a ich niepewno$ci standardowe sa rézne i wynosza:

1 1 1 1

WiiWol et Wino1iWin = 5o iogmt i g e (2.20)
to proporcje poszczegdlnych wag mozna okresli¢ z zaleznosci:
20y, 2(y. 2(y. 2(y.
Wit Wot oot Wi gt Wiy = u”(X)max Lu (X max .. u (X max u (X)max (221)

u2(Xy) T ourXy) T uP(Xm—q) T u(Xm)

Uwzgledniajac okreslone w powyzszy sposob wagi, najlepsze przyblizenie
wielko$ci mierzonej uzyskamy, wyznaczajac jej srednig wazona z zaleznosci:

4 Wi X1+Wa X+ +Wpm_1 " Xm—1FtWm'X
XW - 141 242 m—1+m-1 mim (222)
W1+W2+"'+Wm_1+Wm

Niepewnosc¢ tak wyliczonej $redniej obliczy¢ mozna z zaleznoSci:

u(X,) = L0 ma (2.23)

JWiAWo AW AWy

Przyklad 2.9

W trzech niezaleznych laboratoriach (réznigcych sie osoba metrologa,
sprzetem, metoda pomiarows) przeprowadzono pomiary $rednicy elementu,
uzyskujac na poziomie ufnosci P = 0,95 nastepujace wyniki:

D:=20,992 + 0,008
D, =20,998 + 0,012
D3 = 20,989 + 0,006

Rozwigzanie
1. Wyznaczenie wag poszczegolnych pomiarow
Przyjmujac wspotczynnik rozszerzenia K = 2, niepewnosci standardowe

poszczegolnych pomiardw wynosza:
u(p,) = 0,004 mm;
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u(p,) = 0,006 mm = u(p)max;
u(p3) = 0,003 mm

a ich wagi obliczamy z zalezno$ci:

uZ(Xi)max _uZ(Xi)max . .uz (Xi)max . uz (Xi)max
ur(X)  urXz) T ut(Xmer) T u(Xm)

WiiWal i iWim_ 1 Wy, =

i wynoszg one odpowiednio:

0,006

= _ 975
"1= 00042

_0,006% )
Y2 =0,0062 ~

10,0067
W3 =0,0032

2. Obliczenie wartosci mierzonej jako sredniej wazonej
Wartos¢ $rednig obliczamy z zaleznoSci:

— Wl'D1+W2'D2+D3'W3
Xy =

wy +wy +wsg

S _225°20992+1:20998+4:20989
- 225+1+4 - cYeTLmm

3. Obliczenie niepewnosci sredniej
Niepewnos¢ srednia obliczamy z zaleznosci

U(X)max
Wi+ wy +ws

_ 0,006
u(D) = ————— = 0,002 mm

V2,25+1+4

Stad wynik koncowy na poziomie ufnosci P = 0,95 i wspolczynniku rozszerzenia
k =2 mozna zapisa¢ w postaci:

u(D) =

D = 20,991 + 0,004 mm
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3. STWIERDZENIE ZGODNOSCI WYROBU
ZE SPECYFIKACJA

3.1. Graficzna interpretacja wynikow pomiaru
Pomiary nie sa i nie moga by¢ oderwanym, samodzielnym celem dziatania.
Sa one $rodkiem poznawczym, pomocnym do osiagnigcia celu, ktérym jest
np. uzyskanie wyrobu o zatozonych ksztattach i wymiarach. Zapewniaja
posrednio uzyskanie, a bezposrednio — obiektywne stwierdzenie wlasciwej
jako$ci wymiarowej, zagdanej doktadnosci urzadzen i wyrobow.

Kompletny wynik kazdego pomiaru y’ podawany jest jako wynik
pomiaruy wraz z niepewno$cig pomiaru, wyrazong jako niepewnosc¢
rozszerzona U:

y=ytU (3.1)
w ktérym niepewnos¢ rozszerzona pomiaru:
U=k-u, (3.2)

gdzie: k — wspotczynniki rozszerzenia o domyslnej wartosci rownej 2;
Uc — standardowa niepewnos$¢ pomiaru.

Graficzng interpretacje wyniku pomiaru przedstawiono na rys. 3.1.

’

y
wynik kompletny
gl A -
« '
U=k x uc U=k x uc
niepewnos¢ rozszerzona niepewnos¢ rozszerzona
< > >

!

‘7

\\'}'nik'pumnlru
Rys. 3.1. Graficzna interpretacja wyniku pomiaru

Zatem przeprowadzony pomiar pozwala na stwierdzenie, ze warto$¢
wielko$ci mierzonej znajduje si¢, z okreSlonym prawdopodobienstwem,
w pewnym przedziale, a nie stanowi pojedynczej warto$ci.

Stwierdzenie zgodnosci wyrobu ze specyfikacja jest potwierdzeniem
spetnienia przez wyrdb wymagan zawartych w dokumentacji konstrukcyjnej. Jest
to potwierdzenie, ze zmierzony wymiar miesci si¢ w granicach tolerancji
okreslonych przez producenta.
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Uwzgledniajac jednak niepewno$¢ otrzymanego wyniku pomiaru, mamy
do czynienia z dwoma przedziatami, ktore nie zawsze pokrywaja si¢ w swoich
granicach.

Jezeli specyfikacja wyrobu (tolerancja wykonania) okre$lona jest wymiarami
granicznymi LSL (Lower Specification Limit — dolna granica specyfikacji) oraz
USL (Upper Specification Limit — gorna granica specyfikacji), a wynik
kompletny pomiaru oznaczony przez 'y’ zawierajacy niepewnos¢
rozszerzong U znajduje si¢ poza zakresem pola tolerancji charakterystyki wyrobu
(rys. 3.2), to mozna w sposob jednoznaczny przyjaé, ze wyrdb jest niezgodny
ze specyfikacja:

y+U<LSLlub USL<y—U (3.3)

’

54

Y

o
<«

U U

i
«

P 4
A
\ 4

LSL USL

y

A
Y

y
U U

A
<Y
A

\ 4

LSL USL

\ 4

Rys. 3.2. Wyrob niezgodny ze specyfikacjq

Podobnie jednoznaczna jest interpretacja zgodnosci wyrobu ze specyfikacja
w przypadku, kiedy wynik pomiaru wraz z wyznaczonymi granicami
niepewnosci znajduje si¢ w ustalonych w specyfikacji wymiarach granicznych
LSL lub USL (rys. 3.3). Mozna wtedy przyjac, ze wyrob spetnia wymagania
dotyczace zgodnosci.

LSL<y-—Uorazy+U < USL (3.4)
- }’,
J?
U U
| | o
| | o
LSL USL

Rys. 3.3. Wyrob zgodny ze specyfikacjg
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Sytuacja staje si¢ mniej oczywista, kiedy wynik pomiaru znajduje si¢
wprawdzie w granicach specyfikacji, lecz wyznaczony przedzial niepewnosci
przekracza te granice. Rowniez w sytuacji, kiedy wynik pomiaru znajduje si¢
poza granicami specyfikacji, lecz granice wyznaczonej w pomiarze niepewnosci
znajduja si¢ w polu specyfikacji (rys. 3.4).

y—U<SLSL<y+Ulub y—U<USL<y+U (3.5)
gl y’ A -
y
U U
| L
| |
LSL USL
dl y’ A -
P -v il
U U
| L
| |
LSL USL
y’
¥y
U U
| | =
| | g
LSL USL
> 'v, »
[T .v il
U U
| | 5
| | g
LSL USL

Rys. 3.4. Brak mozliwosci podjecia jednoznacznej decyzji

W takim przypadku zachodzi ryzyko podj¢cia btednej decyzji, w wyniku ktore;j:
a) odrzucony zostanie wyrdb zgodny ze specyfikacja,
b) zaakceptowany zostanie wyrob niezgodny ze specyfikacja.
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Ryzyko takiej decyzji mozna okresli¢, analizujac probabilistyczny model wyniku
pomiaru (rys. 3.5). Zaktadajac, ze wynik pomiaru okreslony funkcja f(y), jak
i kontrolowana cecha okre$lona funkcja f(w) maja rozktad normalny, a granice
specyfikacji ~ zostalty = okreSlone =~ wymiarami LSL  oraz  USL,
to prawdopodobienstwo (o + ) blednego zakwalifikowania wymiaru mozna
wyznaczy¢ z podanych nizej zaleznosci.

Prawdopodobienstwo, ze wymiar ocenianego wyrobu bedzie nalezat
do przedziatu (A-U, A+U):

LSL+U

P(LSL—U <W < LSL+U) = [o " f(w)dw (3.6)

i bedzie ono takie samo jak prawdopodobienstwo, ze wymiar ten bedzie nalezat
do przedziatu (B-U, B+U):

P(USL—U<W <USL+U) = [,>" 7 f(w)dw (3.7)

Z przedstawionej na rys. 3.5 istoty wyznaczania prawdopodobienstwa biednej
oceny wyrobu wynika, ze wymiar z zaznaczonego przedzialu 10 zostanie
niestusznie uznany za niezgodny, gdy podczas jego pomiaru wystapi btad
Z przedziatu nr 1 lub mniejszy. Prawdopodobienstwo takiego zdarzenia rowne
jest iloczynowi (pio, 01).

Ryzyko dostawcy (@) oznaczajace prawdopodobienstwo uznania wymiaru
wigkszego od LSL za zbyt maty lub mniejszego od USL za zbyt duzy okresli¢
mozna z zaleznosci:

a= [ [T Foddy| dw + fg Fn |15 Fody] dw
(3.8)

Natomiast ryzyko odbiorcy (b), oznaczajace prawdopodobienstwo uznania
wymiaru mniejszego od LSL lub wigkszego od USL, za nalezacy do przedzialu
specyfikacji, okresli¢ mozna z zaleznosci:

LSL

B =i o FON |15 FO)dy| dw +

fUSL+U

vs. S W) [f_UIfL_Wf(y)dy] dw
(3.9)
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Rys. 3.5. Schemat wyznaczania prawdopodobienstwa blednych decyzji

3.2. Zasady podejmowania decyzji

Zastosowanie binarnej zasady podejmowania decyzji, opartej na prostej
akceptacji, polega na uznaniu za zgodny ze specyfikacjg kazdy wyrob, ktorego
wynik pomiaru znajduje si¢ w polu specyfikacji (tolerancji) (rys. 3.6). Metoda
ta jest rowniez nazywana ryzykiem wspolnym, poniewaz prawdopodobienstwo,
ze wynik pomiaru (uwzgledniajgc niepewnos¢ rozszerzong) przekroczy granice
tolerancji, moze wynie$¢ w skrajnym przypadku 50%, kiedy wynik znajduje si¢
doktadnie na granicy tolerancji  (specyfikacji). Dokladne wartosci
prawdopodobienstw, dla zaistniatych rzeczywistych przypadkow, wyliczy¢
mozna z przedstawionym w poprzednim podrozdziale zaleznosci.

69



Akceptacja Akceptacja Odrzucenie Odrzucenie

;1

Gorna granica specyfikacji

T

Warto$¢ nominalna

He

Dolna granica specyfikacji I I
Rys. 3.6. Graficzne przedstawienie binarnego stwierdzenia zgodnosci — prosta
akceptacja

Innym rozwiazaniem, pozwalajacym na zmniejszenie ryzyka podjecia blednej
decyzji dotyczacej okreslenia zgodnosci wyrobu ze specyfikacja, jest przyjecie
binarnej zasady podejmowania decyzji z zastosowaniem pasm ochronnych.
Polega ono na ustanowieniu granicy akceptacji ponizej granicy tolerancji
(specyfikacji). Wyznaczajac pasmo ochronne o szerokosci tolerancji,
ograniczony zostaje zakres akceptacji zgodnosci (rys. 3.7). Gorng granice
akceptacji wyznaczamy z zaleznosci:

UAL =USL—-U (3.10)
Natomiast dolng granicg akceptacji z zaleznos$ci:

LAL =LSL+U (3.11)

Akceptacja Akceptacja Odrzucenie Odrzucenie

Gorna granica specyfikacji
) . _. pasmo ochronne w
Gorna granica akceptacji s

Warto$¢ nominalna

Dolna granica akceptacji
pasmo ochronne w °

Dolna granica specyfikacji

Rys. 3.7. Graficzne przedstawienie pasma ochronnego

Rozwigzanie takie pozwala na stwierdzenie zgodnosci wyrobu
ze specyfikacja w przypadku, kiedy wynik pomiaru znajduje si¢ w pasmie
akceptacji (rys. 3.8). Zapewnia ono podjg¢cie poprawnej decyzji na poziomie
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odpowiadajacym prawdopodobienstwu wyznaczenia niepewno$ci rozszerzonej
(przy k = 2 wynosi ono 95%), jednak moze spowodowac niestuszne odrzucenie
wyrobu zgodnego ze specyfikacja, w przypadku kiedy wynik pomiaru znajduje
si¢ w pasmie ochronnym.

Akceptacja Akceptacja Odrzucenie Odrzucenie

i

Gorna granica specyfikacji r )
) . _. pasmo ochronne w - _t
Gorna granica akceptacji .t
Warto$¢ nominalna
Dolna granica akceptacji I
) -, pasmo ochronne w I
Dolna granica specyfikacji

)

Rys. 3.8. Interpretacja wynikow pomiaru z zastosowaniem pasma ochronnego

Wada tego rozwigzania moze by¢ znaczne ograniczenie pola zgodnosci wraz
ze wzrostem wartosci niepewnosci rozszerzonej (rys. 3.9), ktorej obnizenie
zwigzane jest ze znacznym zwigkszeniem kosztow kontroli.

dolna granica specyfikacji gorna granica specyfikacji
LSL USL
poza specyfikacja ¢ pole specyfikacji poza specyfikacja
:l‘ »la

faza konstrukcji
(specyfikacji)

przeflzial przeflzial
niepewnosei niepewnosci
1 1

zwigkszanie niepewnosci

faza weryfikacji

Rys. 3.9. Zaleznos¢ wielkosci pola zgodnosci od niepewnosci pomiaru

Kolejng metodg jest niebinarne stwierdzenie zgodnosci wyrobu
ze specyfikacjg z zastosowaniem pasm ochronnych (rys. 3.10).
Stwierdzenie zgodnosci jest przedstawiane jako:
e Spetnia — wynik pomiaru znajduje si¢ ponizej granicy akceptacji.
e  Warunkowo spetia — wynik pomiaru znajduje si¢ w pasmie ochronnym,
ponizej granicy tolerancji (specyfikacji).
e  Warunkowo nie spelnia — wynik pomiaru znajduje si¢ powyzej granicy
tolerancji (specyfikacji), ale ponizej granicy tolerancji (specyfikacji)
powickszonej o pasmo ochronne.
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e Nie spelnia — wynik pomiaru znajduje si¢ powyzej granicy tolerancji
powigkszonej o pasmo ochronne.

Akceptacja Warunkowa Warunkowe Odrzucenie
akceptacja odrzucenie
Gorna granica specyfikacji + =+
pasmo ochronne w _t

Gorna granica akceptacji

Warto$¢ nominalna

i

pasmo ochronne w

Dolna granica akceptacji

He

Dolna granica specyfikacji I I
Rys. 3.10. Graficzne przedstawienie niebinarnego stwierdzenia zgodnosci
Z zastosowaniem pasma ochronnego

Norma ISO/IEC 17025:2017 wymaga, aby laboratoria ocenialy niepewnos¢
pomiaru oraz stosowaly udokumentowang zasad¢ podejmowania decyzji przy
przedstawianiu stwierdzen zgodnosci. Przyjete podej$cia moga si¢ znacznie
r6zni¢ w zaleznosci od sytuacji, moga tez by¢ stosowane rézne pasma ochronne.
Powszechnie przyjmuje si¢ pasmo ochronne rowne niepewnosci rozszerzonej U,
lecz w niektorych przypadkach, w celu osiagniecia okreslonych poziomdéw
ryzyka specyficznego, w oparciu o wniosek klienta, bardziej odpowiedni moze
by¢ mnoznik inny niz 1. W tabeli 3.1 podano przyktady roéznych pasm
ochronnych wraz z odpowiadajacym im ryzykiem, przy zatozeniu jednostronne;
granicy specyfikacji i rozktadu normalnego wynikéw pomiaru.

Tabela 3.1. PFA — prawdopodobienstwo bigdnej akceptacji
i PFR — prawdopodobienstwo blednego odrzucenia

Zasada podejmowania Pasmo Ryzyko specyficzne
decyzji ochronne

6 sigma 3U <1 ppm (PFA)

3 sigma 15U <0,16% (PFA)

ILAC G8:2009 1U <2,5% (PFA)

ISO 14253-1:2017 0,83U | <5% (PFA)

Prosta akceptacja 0 <50% (PFA)

Niekrytyczna -U Odrzucenie obiektu w przypadku
warto$ci zmierzonej wigkszej niz
AL=T+U < 2,5% (PFR)

Okreslona przez klienta ru r — definiowane przez klienta
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3.3. Algorytm postepowania przy wyborze zasady podejmowania
decyzji

Wybédr zasady podejmowania decyzji przeprowadzony musi zostaé w oparciu
0 ustalenia pomig¢dzy klientem i laboratorium, uwzgledniajace poziom ryzyka
dotyczacego prawdopodobienstwa blednej akceptacji lub btednego odrzucenia.
Zadna pojedyncza zasada podejmowania decyzji nie jest dedykowana do catego,
réznorodnego zakresu badan i wzorcowan w rozumieniu wymagan normy
ISO/IEC 17025.

Dla niektorych dziedzin, branz, lub obszaréw regulowanych okre§lono
odpowiednie dla nich zasady podejmowania decyzji, ktore zostaty opublikowane
w specyfikacjach, normach lub przepisach.

Ogdlne wytyczne dotyczace wyboru zasady podejmowania decyzji
przedstawiono narys. 3.11.

Start

i Zasada podejmowania decyzji

Wymagana
decyzja dotyczaca
zgodnosci

Nie Przedstawienie warto$ci zmierzonej
Wraz z niepewnoscig rozszerzong

Postgpowanie zgodne z wlasciwg

Tak normg prawng lub ustanowiong przez

organ regulacyjny (OIML R 76, R177 itp.)
lub ogdlnymi wytycznymi OIML G 19

Norma prawna
lub ustanowiona
przez organ
regulacyjny

3
Wilasciwa
norma okreslajaca
proces podejmowania
decyzji

Postepowanie zgodne z zasadg

Tak podejmowania decyzji okreslong

w normie ISO/ASTM/EURAMET
np. ISO 8655, ISO 6508

wybéra | [ :
4 4 {/.asmsm\-‘amc zerowego pasma ochronnego 1 TUR>N: I|
Wybor zasady [ wyborb [ T — _ —
podejmowania decyzji I[asmso\\ anie pasma ochronnego w="U

najlepiej uwzgledniajacej )
zarowno ryzyko blednej | Wybor ¢
akceptacji, jak 1 ryzyko

biednego odrzucenia dla | wybor d
danego zastosowania

{/uslosm\'anic pasma ochronnego dajacego PFA<2%

[ Inne |

X -

Rys. 3.11. Schemat blokowy wyboru zasady podejmowania decyzji dotyczgcej zgodnosci
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W doborze zasady podejmowania decyzji nalezy stosowac si¢ do ponizszych

zasad:

1. W przypadku stosowania niektérych wzorcowan i badan, w ktorych nie
jest wymagane stwierdzenie zgodno$ci ze specyfikacja metrologiczng,
zalecane jest przedstawienie wyniku pomiaru i niepewnosci pomiaru
zgodnie z JCGM 100:2008 (GUM) Ewaluacja danych pomiarowych.
Przewodnik wyrazania niepewnosci.

2. Jezeli dla wyniku pomiaru ustanowiono wymagania w przepisach prawa
lub wymagania okreslity organy regulacyjne, nalezy stosowac zasade
podejmowania decyzji okre§long w odpowiednim normatywie. Wytyczne
dotyczace decyzji w obszarze metrologii prawnej zawarte s3 w Guide
OIML G 19, The role of measurement uncetainty in conformity assessment
decisions in legal metrology, 2017.

3. Nalezy rozwazy¢, czy dla danego =zastosowania istnieje zasada
podejmowania decyzji dotyczaca pomiarow, okreslona w opublikowanej
normie np. 1ISO 14253, 1SO 8655. ISO 6508.

4. Osiagniecie w algorytmie postgpowania czwartego kroku decyzyjnego
oznacza zazwyczaj, ze dla danego zastosowania nie ma zadnej
opublikowanej zasady podejmowania decyzji i powinna ona zostac
przyjeta w oparciu o ustalenia pomigdzy laboratorium a klientem.

Koncepcja zasad podejmowania decyzji majacych zastosowanie przy
stwierdzaniu zgodnosci wyrobu ze specyfikacja lub wymaganiami nie jest
koncepcja nowa. Norma ISO/IEC 17025:2017 przedstawia dodatkowe
wyjasnienia dotyczace zasad 1 podkre§la ich znaczenie, wymagajac
od laboratoriow:

1. Zrozumienia i uwzglednienia potrzeb klientdow zwigzanych
Z oczekiwanymi przez nich stwierdzeniami zgodnosci (ustalenie poziomu
ryzyka) oraz ich potwierdzenia na etapie przegladu zapytan ofertowych
i uméw dotyczacych badania/wzorcowania.

2. Wilaczenia zasady podejmowania decyzji do raportéw przedstawiajacych
stwierdzenia zgodnosci.
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4. ROZKLADY ZMIENNYCH LOSOWYCH

4.1. Rozklad normalny
W metrologii szczeg6lna rolg odgrywa zbior o rozktadzie normalnym. Wynika to
zarowno z liczby zjawisk tworzacych zbiory o rozkladzie normalnym, jak
i z wlasciwosci opisujacej rozktad wartosci zbioru. W szczegodlnosci o rozktadzie
normalnym méwi centralne twierdzenie graniczne: Jezeli zmienna losowa x jest
skutkiem dziatania wielu zmiennych losowych i nie ma wsrod nich zmiennej
dominujqgcej, to rozklad zmiennej x jest zbiezny do rozktadu normalnego.

Rozktad normalny opisuje funkcja:

p(x) = a\/lz_ exp [_(x_“)z] (4.1)

T 202

gdzie: o — odchylenie standardowe badanej cechy X, @) — funkcja gestosci
zmiennej losowej, 1 — wartos¢ srednia badanej cechy populacji.

A
f(x)

20 20

A
\
A

{

Kled 3o

\
y
A
[

4c 4o

i P P

Rys. 4.1. Funkcja rozkiadu normalnego

Przedstawiona na rys. 4.1 funkcja ma nastepujgce whasnosci:
1. Jest symetryczna wzgledem wartosci £
W punkcie x = x funkcja ma maksimum.
Funkcja przybiera tylko wartosci dodatnie.
Wraz z oddalaniem si¢ od punktu x = z funkcja maleje monotonicznie.
Funkcja charakteryzuje zbior nieskonczony i nieograniczony.

gk wn
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6. Prawdopodobienstwo wystgpienia zmiennej losowej w charaktery-
stycznych przedziatach w otoczeniu wartosci oczekiwanej wynosi:

o P(u—o<x<u+o)=0,6826 (68,26%);
e P(u—20<x<u+20)=0,9544 (95,44%);
o P(u—30<x<u+30)=0,9973 (99,73%);
o P(u—40<x < u+4o) =0,99994 (99,994%).

W celach praktycznych funkcje rozkladu normalnego standaryzuje sie,
wprowadzajac bezwymiarowg zmienng t, nazywang zmienng standaryzowang:

t=2F (4.2)

Jednostka nowej zmiennej jest krotno$¢ odchylenia standardowego, a funkcja

Gaussa przyjmuje postac:
t2

1 _t=
p(t) =7=e 2 (4.3)
Wartosci funkcji Gaussa podano w tabeli 4.1.
Rozktad skumulowany (rys. 4.2) oznacza powierzchni¢ pod krzywa rozktadu
od wartosci X = —o0 do X (rys. 4.3) i jest to warto$¢ prawdopodobienstwa

wystgpienia zmiennej losowej X w tym przedziale. Standaryzowane warto$ci
skumulowanego rozktadu normalnego podaje si¢ w tabelach w postaci funkcji

Laplace’a (tabela 4.2).

Rys. 4.2. Rozklad skumulowany (dystrybuanta) zmiennej losowej x

o(x) A

N
pod) Eoiite ity

X1 X2 X

Rys. 4.3. Funkcja gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej x
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Tabela 4.1. Wartosci funkcji Gaussa

¢=
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e e
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0
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._
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¥
BLWN—=O VI W

W
-
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0,39894
39695
39104
38139
36827

35207
33322
31225
28969
26609

24197
21785
19419
17137
14973

12952
11092
09405
07895
06562

05399
04398
03547
02833
02239

01753
01358
01042
00792
00595

00443
00327
00238
00172
00123

00087
00061
00042
00029

00020

0,39892
39654
39024
38023
36678

35029
33121
31006
28737
26369

23955
21546
19186
16915
14764

12758
10915
09246
07754
06438

05292
04307
03470
02768
02186

01709
01323
01014
00770
00578

00430
00317
00231
00167
00119

00084
00059
00041
00028
00019

0,39886
39608
38940
37903
36526

34849
32918
30785
28504
26129

23713
21307
18954
16694
14556

12566
10741
09089
07614
06316

05186
04217
03394
02705
02134

01667
01289
00987
00748
00562

00417
00307
00224
00161
00115

00081
00057
00039
00027

00018

0,39876
39559
38853
37780
36371

34667
32713
30563
28269
25888

23471
21069
18724
16474
14350

12376
10567
08933
07477
06195

05082
04128
03319
02643
02083

01625
01256
00961
00727
00545

00405
00298
00217
00156
00111

00079
00055
00038
00026

00018

0,39862
39505
38762
37654
36213

34482
32506
30339
28034
25647

23230
20831
18494
16256
14146

12188
10396
08780
07341
06077

04980
04041
03246
02582
02033

01585
01223
00935
00707
00530

00393
00288
00210
00151
00108

00076
00053
00037
00025

00017

0,39844
39448
38667
37524
36053

34294
32297
30114
27798
25406

22988
20594
18265
16038
13943

12001
10226
08628
07206
05959

04879
03955
03174
02522
01984

01545
01191
00909
00687
00514

00381
00279
00203
00146
00104

00073
00051
00053
00024

00016

0,39822
39387
38568
37391
35889

34105
32086
29887
27562
25164

22747
20357
18037
15822
13742

11816
10059
08478
07074
05844

04780
03871
03103
02463
01936

01506
01160
00885
00668
00499

00370
00271
00196
00141
00100

00071
00049
00034
00023

00016

0,39797
39322
38466
37255
35723

33912
31874
29659
27324
24923

22506
20121
17810
15608
13542

11632
09893
08329
06943
05730

04682
03788
03034
02406
01888

01468
01130
00861
00649
00485

00358
00262
00190
00136
00097

00068
00047
00033
00022

00015

0,39767
39253
38361
37115
35553

33718
31659
29431
27086
24681

22265
19886
17585
15395
13344

11450
09728
08183
06814
05618

04586
03706
02965
02349
01842

01431
01100
00837
00631
00471

00348
00254
00184
00132
00094

0,00066
00046
00031
00021
00014

0,39733
39181
38251
36973
35381

33521
31443
29200
26848
24439

22025
19652
17360
15183
13147

11270
09566
08038
06687
05508

04491
03626
02898
02294
01797

01394
01071
00814
00613
00457

00337
00246
00178
00128
00090

0,00063
00044
00030
00021
00014
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Tabela 4.2. Wartosci funkcji Laplace’a

1 D(1)

() = I J'exp(—ﬂ/z)dx
0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,00000 {0,00399 {0,00798 |0,01197 |0,01595 {0,01994 (0,02392 |0,02790 |0,03188 {0,03586
03983 | 04380 | 04776| 05172| 05567 | 05962| 06356| 06749| 07142 07535
07926 08317| 08706| 09095| 09483 09871| 10257| 10642| 11026 11409
11791 12172 12552 12930( 13307 | 13683 | 14058 | 14431 14803 | 15173
15542 | 15910| 16276| 16640 | 17003 | 17364 | 17724 | 18082 18439 18793

0,19146 (0,19497 (0,19847 |0,20194 |0,20540 {0,20884 (0,21226 |0,21566 |0,21904 {0,22240
22575| 22907 | 23237 23565| 23891 | 24215| 24537 | 24857 25175| 25490
25804 | 26115| 26424| 26730| 27035 27337| 27637| 27935| 28230 28524
28814 29103 | 29389 29673 | 29955 30234 | 30511 | 30785| 31057| 31327
31594 31859 32121| 32381| 32639 32894 | 33147| 33398 | 33646 33891

34134 | 34375| 34614 34850| 35083 35314 | 35543 | 35769 | 35993 | 36214
36433 | 36650| 36864 37076| 37286| 37493 | 37698 | 37900( 38100| 38298
38493 | 38686| 38877| 39065| 39251 39435| 39617| 39796 39973 | 40147
40320 40490 40658 | 40824 | 40988 | 41149 41309| 41466| 41621 41774
41924 | 42073 | 42220| 42364 | 42507 | 42647| 42786| 42922 43056| 41389

43319 | 43448 43574 43699 | 43822 43943 | 44062 | 44179 | 44295 44408
44520 | 44630| 44738 44845| 44950 45053 | 45154| 45254 45352| 45449
45543 | 45637 45728 | 45818 | 45907 | 45994 | 46080 | 46164 | 46246 46327
46407 | 46485| 46562| 46638 | 46712 46784 | 46856 | 46926 | 46995| 47062
47128 | 47193 | 47257| 47320| 47381 47441| 47500| 47558 | 47615| 47670

47725 | 47778 | 47831| 47882| 47932 47982| 48030| 48077 48124 48169
48214 | 48257| 48300 48341| 48382 48422| 48461 | 48500| 48537| 48574
48610 | 48645| 48679| 48713 | 48745 48778 | 48809 | 48840 | 48870| 48899
48928 | 48956 | 48983 | 49010| 49036 49061 | 49086| 49111 49134| 49158
49180 | 49202 49224 | 49245| 49266 | 49286| 49305| 49324 | 49343 | 49361

49379 | 49396 | 49413 49430 | 49446 | 49461 | 49477| 49492 49506| 49520
49534 | 49547| 49560 49573 | 49586 49598| 49609 | 49621 | 49632 49643
49653 | 49664 | 49674 49683 | 49693 | 49702| 49711 | 49720 49728 | 49737
49745 | 49752| 49760 49767| 49774| 49781 | 49788 | 49795 49801| 49807
49813 | 49819 | 49825| 49831 | 49836 49841 | 49846 | 49851 | 49856 49861

49865 | 49869 | 49874 | 49878 | 49882 49886| 49889 | 49893 49897| 49900
49903 [ 49906 | 49910| 49913 | 49916 49918| 49921 | 49924| 49926 | 49929
49931 | 49934 | 49936 49938 | 49940 49942 49944 | 49946 49948 | 49950
49952 49953 | 49955| 49957 49958 49960 | 49961 | 49962| 49964 | 49965
49966 | 49968 | 49969 | 49970 | 49971 49972| 49973 | 49974| 49975| 49976

49977 49978 | 49978 49979 | 49980 ( 49981| 49981 | 49982 49983 | 49983
49984 | 49985 | 49985| 49986 | 49986 | 49987 | 49987 49988 | 49988 49989
49989 | 49990 | 49990 | 49990 | 49991 49991 | 49992 49992| 49992| 49992
49993 | 49993 | 49993 | 49994 | 49994 49994 | 49994 | 49995| 49995 49995
49995 | 49995| 49996 49996 | 49996 49996 | 49996 | 49996 49997| 49997

0,499997
0,49999997
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Przytoczone w powyzszych tabelach warto$ci stosuje si¢ w rozwigzywaniu
wielu zagadnien technicznych, m.in. w celu okreslenia minimalnej wielkos$ci
tolerancji technologicznych czy przewidywanej liczby brakow.

Przyklad 4.1
Odchylenie standardowe dlugosci od nastawionego wymiaru elementow
cietych na zautomatyzowanym stanowisku wynosi 0,15 mm. Dopuszczalne
odchytki dtugos$ci elementéw wynosza odpowiednio:
e gdrna+ 0,1 mm
e dolna—0,2 mm.
Obliczy¢ spodziewany procent brakow procesu cigcia.

Rozwigzanie
Przeprowadzamy standaryzacj¢ danych wejsciowych z wielko$ci wyrazonych

w mm na bezwymiarowe, bedace krotnoscig odchylenia standardowego:

|x1 - ‘Lll _ |+0I10|

t, = = = 0,66
1 o 0,15
oraz
|x2 —‘Lll |_0I20|
o = = =1,33
2 o 0,15

W tabeli 4.2 odczytujemy wartosci funkcji Laplace’a dla wartosci zmiennych
standaryzowanych t; oraz t,:

d)tl = ¢0,66 = 0,24‘537 Oraz d)tz = 4)1’33 = 0,4‘0824
Obliczamy sumeg prawdopodobienstwa:
& = Py, + P, = 0,24537 + 0,40824 = 0,65361
Oznacza to, ze prawdopodobienstwo otrzymania wymiaru w zaloZzonym
przedziale tolerancji wynosi 65,36%. Natomiast prawdopodobienstwo
wystgpienia wymiaru poza tym przedzialem wynosi:
p=1-&,=1-0,65361=0,34639
czyli 34,64%.

4.2. Rozklad t-Studenta
Rozktad t-Studenta jest to rozktad zmiennej losowej o funkcji gestoSci
prawdopodobienstwa wyrazonej wzorem:

rlz¢r+1)] (1 N ﬁ)‘%(f“)

fO=1anm= 117

(4.4)
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ktory t wyraza rozktad zmiennej losowe;:

e
t_s(x) X— W (4.5)

gdzie: f = n - 1 — liczba stopni swobody; S(x) — odchylenie standardowe czynnika x;
I funkcja gamma Eulera; x — $rednia wynikow z proby; n — liczno$¢ proby.

Rozktad t-Studenta przedstawiono na rys. 4.4.

ft) A

‘1% Rozktad normalny

Rys. 4.4. Rozkilad t-Studenta

W miar¢ wzrostu liczno$ci proby funkcja rozktadu t-Studenta jest coraz
bardziej zblizona do funkcji rozktadu normalnego i w praktyce rozklad ten
stosuje si¢ przy n < 30. Przy wigkszych licznosciach prob mozna stosowaé
zamiennie rozktad normalny. Wykorzystuje si¢ go m.in. w testowaniu hipotez
statystycznych dotyczacych miar potozenia (wartosci $redniej), sprawdzania
istotnosci wspdtczynnikow réwnan empirycznych, wyznaczania przedziatow
ufnosci czy okreslania licznosci préby.

Wartosci krytyczne t dla rozktadu t-Studenta podano w tabeli 4.3.

Przyklad 4.2

Na podstawie pomiarow dlugosci elementow cietych na zautomatyzowanym
stanowisku dla proby o liczno$ci 10 sztuk obliczono warto$¢ srednig X = 25 mm
oraz odchylenie standardowe Sy = 2,8 mm. Jaka powinna by¢ liczno$¢ proby, aby
umozliwi¢ oszacowanie dtugosci cietych elementéw z doktadnoscig + 1 mm?

Rozwigzanie
Korzystajac z tabeli 4.3 oraz ze wzoru:

t2 .52
n=-L= (4.6)

gdzie: SZ — wariancja badanej cechy okreslona na podstawie probki pilotazowej (proby

wstepnej); € — zalozona dokladno$¢ oceny, rowna polowie zadanego przedziatu
doktadnosci; f — liczba stopni swobody.
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otrzymujemy:
_tiptSE 2,2622-28%

2 12 40

n

Dla estymacji z doktadnoscig + 1 mm, na poziomie prawdopodobienstwa 95%,
nalezy wykona¢ pomiary na probie wynoszacej 40 sztuk.

Tabela 4.3. Wartosci krytyczne wspotczynnika t« dla rozktadu t-Studenta

o

0,60 | 040 | 0,30 | 0,20 | 0,10 0,05 0,02 0,01 0,002 | 0,001

1 0,727 | 1,376 | 1,963 | 3,078 | 6,314 | 12,706 | 31,821 | 63,657 | 318,31 | 636,62
2 0,617 | LO6l | 1,386 | 1,886 | 2,920 | 4,303 6,965 9,925 | 22,326 | 31,598
3 0,584 | 0,978 | 1,250 | 1,638 | 2,353 | 3,182 4,541 5,841 10,213 | 12,924
4 0,569 | 0,941 | 1,190 | 1,533 | 2,132 | 2,776 3,747 4,604 7173 8,610
5 0,559 | 0919 | 1,156 | 1,476 | 2,015 | 2,571 3,365 4,032 5,893 6,869

6 0,553 | 0,906 | 1,134 | 1,440 | 1,943 | 2,447 3,143 3,707 5,208 5,959
7 0,549 | 0,896 | 1,119 | 1,415 | 1,895 | 2,365 2,998 3,499 4,185 5,408
8 0,546 | 0,889 | 1,108 | 1,397 | 1.860 | 2,306 2,896 3,355 4,501 5,041
9 0,543 | 0,883 | 1,100 | 1,383 | 1,833 [ 2,262 2,821 3,250 4,297 4,781
10 ] 0,542 | 0,879 [ 1,093 | 1,372 | 1,812 | 2,228 2,764 3,169 4,144 4,587
11 | 0,540 | 0,875 | 1,088 | 1,363 | 1,796 | 2,201 2,718 3,100 4,025 4,437
12 1 0,539 | 0873 | 1,083 | 1,356 | 1,782 | 2,179 2,681 3,055 3,930 4,318
13 | 0,538 | 0,870 | 1,079 | 1,350 | 1,771 | 2,160 2,650 3,012 3,852 4,221
14 | 0,537 | 0,868 | 1,076 | 1,345 | 1,761 | 2,145 2,624 2,977 3,787 4,140
15 | 0,536 | 0,806 | 1,074 | 1,341 | 1,753 | 2,131 2,602 2,947 3,733 4,073
16 | 0,535 | 0,865 | 1,071 | 1,337 | 1,746 | 2,120 2,583 2,921 3,686 4,015
17 | 0,534 | 0,863 | 1,069 | 1,333 | 1,740 | 2,110 2,567 2,898 3,646 3,965
18 | 0,534 | 0,862 | 1,067 | 1,330 | 1,734 | 2,101 2,552 2,878 3,610 3,922
19 | 0,533 | 0,861 | 1,066 | 1,328 | 1,729 | 2,093 2,539 2,861 3,579 3,883
20 | 0,533 | 0,860 | 1,064 | 1,325 | 1,725 | 2,086 2,528 2,845 3,552 3,850
21 | 0,532 | 0,859 | 1,063 | 1,323 | 1,721 | 2,080 2,518 2,831 3,527 3,819
22 | 0,532 0,858 | 1,061 | 1,321 | 1,717 | 2,074 2,508 2,819 3,505 3,792
23 | 0,532 | 0,857 | 1,060 | 1,319 | 1,714 [ 2,009 2,500 2,807 3,485 3,767
24 | 0,531 | 0,857 | 1,059 | 1,318 | 1,711 | 2,064 2,492 2,797 3,467 3,745
25 | 0,531 | 0,856 | 1,058 | 1,316 | 1,708 [ 2,060 2,485 2,187 3.450 3,725
26 | 0531 | 0.856 | 1,058 | 1,315 | 1,700 | 2,056 2,479 2,779 3,435 3,707
27 | 0,531 | 0,855 | 1,057 | 1,314 | 1,703 | 2,052 2,473 2,771 3,421 3,690
28 | 0,530 | 0,855 | 1,056 | 1,313 | 1,701 | 2,048 2,467 2,763 3,408 3,674
29 | 0,530 | 0,854 | 1,055 | 1,311 | 1,699 | 2,045 2,402 2,756 3,396 3,659
30 | 0,530 | 0,854 | 1,055 | 1,310 | 1,697 | 2,042 2,457 2,750 3,385 3,646
40 | 0,529 | 0,851 | 1,050 | 1,303 | 1,684 | 2,021 2,423 2,704 3,307 3,551
60 | 0,527 | 0,848 | 1,046 | 1,296 | 1,671 | 2,000 2,390 2,660 3,232 3,460
120 | 0,526 | 0,845 | 1,041 | 1,289 | 1,658 | 1,980 2,358 2,617 3,160 3,373
o | 0,524 | (0,842 | 1,036 | 1,282 [ 1,645 1,960 2,326 2,576 3,090 3,291
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4.3. Rozklad jednostajny
Jezeli znane sg granice przedziatu, w ktorym zawiera si¢ warto$¢ wielkosci, ale
nie ma podstaw do zalozenia, ze istnieje wigksze prawdopodobienstwo
wystapienia warto$ci w czesci srodkowej niz na granicach przedziatu, to zamiast
rozkladu normalnego stosuje si¢ rozklad rownomierny, nazywany réwniez
prostokatnym (rys. 4.5).

Ggestos¢ prawdopodobienstwa opisuje zaleznosc:

0, X & [a,b]
f&x) = { 1 (4.7)
o, XE [a, b]
A ;
)| 0= 522
a I b x—
d e P g =
1,73c | 1,73c
R -

Rys. 4.5. Rozkiad rownomierny

Przedstawiona na rys. 4.5 funkcja ma nastepujgce whasno$ci:
1. Jest symetryczna wzgledem wartosci s
2. Funkcja ma wartos¢ stala.
3. Funkcja nie posiada maksimum.
4. Funkcja przybiera tylko warto$ci dodatnie.
5. Prawdopodobienstwo wystgpienia zmiennej losowej w charakterysty-
cznych przedziatach w otoczeniu wartosci oczekiwanej wynosi:
o P(u—o<x<u+0)=0,58;
° P(a <x< b) =1
Zalezno$¢ pomiedzy rozstgpem R = b — a i wariancjg dla tego rozktadu
ma postac:
RZ

2 _ Y
12

g

4.4. Rozklad trojkatny
Jezeli prawdopodobienstwo wystapienia wartos$ci jest mniejsze w poblizu granic
niz w czesci srodkowej przedziatu, to mozna przyja¢ do rozwazan rozktad
posredni, pomiedzy rozktadami normalnym i réwnomiernym. Rozktad ten jest
rozktadem trojkatnym (rys. 4.6), nazywanym réwniez rozktadem Simpsona.
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f(x)

#
T TN

2c 20
2,450 2,450

A

Rys. 4.6. Rozkiad trojkqiny

Przedstawiona na rys. 4.6 funkcja ma nastepujace wlasnosci:
1. Jest symetryczna wzgledem wartosci s
2. W punkcie x =g funkcja ma maksimum.
3. Funkcja przybiera tylko warto$ci dodatnie.
4. Prawdopodobienstwo wystgpienia zmiennej losowej w charakterysty-
cznych przedziatach w otoczeniu warto$ci oczekiwanej wynosi:
o P(u—o<x<u+0)=0,65;
o P(u—20<x<u+20)~0,97,
e Pas<x<h)=1.
Zalezno$¢ pomigdzy rozstgpem R = b — a i wariancja dla tego rozktadu
ma postac:
RZ
24

0.2

4.5. Rozklad antymodalny
W niektorych przypadkach w metrologii moze znalez¢ zastosowanie rozktad
arcsin, w ktorym gesto$¢ prawdopodobienstwa opisana jest wzorem:

f(x)=m/ﬁ

(4.8)

Jest to tzw. rozklad antymodalny, ktory przedstawiono na rys. 4.7.
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Rys. 4.7. Rozktad antymodalny

Przedstawiona na rys. 4.7 funkcja ma nastepujace wlasnosci:

1. Jest symetryczna wzgledem wartosci s

2. W punkcie x =g funkcja ma minimum.

3. Funkcja przybiera tylko warto$ci dodatnie.
Zalezno$¢ pomiedzy rozstgpem R = b — a i wariancja dla tego rozktadu
ma postac:
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