Uniwersytet Zielonogorski
Wydziat Mechaniczny

Mgr inz. Tomasz Belica

Statecznosc¢ dynamiczna
porowatej powltoki walcowej

Rozprawa doktorska

Promotor: prof. dr hab. inz. Krzysztof Magnucki,
Politechnika Poznanska

Praca zrealizowana w ramach grantu promotorskiego Ny N501 054 31/3650

Zielona Goéra 2007



Spis tresci

SITE@SZCZEMIC ..ttt ettt ettt ettt ettt et et et e e e et e bt e st e ea e e bt eabesst e bt enseene e beeneesneenseenteeneenes 3
Wykaz wazni€jSZyCh 0ZNACZEN  .....c.eecvieeuiieiiiiie ettt ettt ettt e e be et e snseeseeennas 4
| A 1) T USSR PPPPSRRPI 6
2. Zalozenia i podStawowWe ZAlEZNOSCT  ...occvveriieriieeiieiiecie et cte ettt sae e e ene 15
2.1. Przedmiot Badan ........cccooouieiiiieeee e et 15
2.2. Model fizyczny materiall pOrowWatego .......ccceeeviieriieiiienieeiieeie et 16
2.3. Model geometryCzny POWIOKT  ...cceoviiieriiieiieiiicieeeeceteee e 18

3. Rownania dynamiczng StateCZNOSCT  .ovcveevvieeciieriieeiieniieeieeiteeteeieeereeeeeeaeeseeenaeeseeennas 22
4. Sily 1 MOMENLY WEWNCIIZNE  ...cvieeiieiieriieeiieeiieeieeeieeeteeeteeeteessreeseessseenseessseesseessseenseens 28
5. Rozwiazanie ukiadu TOWNAN  .........oooiiiiiiiiiiiicceeeeee et 33
0. Przyklad ODLICZEN  ...occveiiiiiiieieceee ettt st et 41
6.1. Zagadnienie statecznos$ci statycznej powloki walcowe] .......ccccoevvevieniiienienieeninnn. 45
6.1.1. Rozwiazanie geometrycznie liNIOWE .......ccceevieeiieniiiiiienieeieeieeeee e 46

6.1.2. Rozwiazanie geometrycznie NielinlOWe ........ccceevvveecieeriieeiienieeieeieesveeeeens 50

6.2. Zagadnienie stateczno$ci dynamicznej powltoki Walcowe] .......ccccceevvvevciieriienieennane 53
6.2.1. Obciazenie rosnace proporcjonalnie do Czasu ........cccooceeciieriieeiieenienieennens 53

6.2.2. Obciazenie o charakterze quasi-impulSOWym .........cccocceveiiienieiiiienienieeens 62

6.3. Badania porOwnawcze MES ... 67

7. ZAKONCZEIMIC  ..eeouviiiiiiiiieeitete ettt ettt ettt sttt es e s bttt st e s bt et eatesbeenbesatenaeenneas 72
LIEETALUIA ..ttt ettt et sh e bttt st e bt et e e bt et et s bt e b et e i enes 74

Zataczniki



Streszczenie

Przedmiotem pracy jest cylindryczna powtoka walcowa o strukturze porowatej,
obciazona ci$nieniem zewngtrznym 1 $ciskana wzdtuz tworzacych sitami roztozonymi
rOwnomiernie na brzegach krzywoliniowych. Powloka zostala zorientowana w walcowym
ukladzie wspoélrzednych oraz podparta swobodnie na krawedziach zewngtrznych.
Wskazniki mechaniczne 1 fizyczne powtoki po grubosci sa zmienne i zaleza
od porowato$ci materiatu. Zmiana modutdw sprezystosci oraz gesto$¢ zostata opisana
za pomoca pewnych funkcji. Przyjety zostat nieliniowy stan przemieszczen w przekroju
poprzecznym oraz nieliniowe zwiazki geometryczne pomigdzy sktadowymi stanu
odksztalcenia i przemieszczenia.

Roéwnania statecznos$ci powloki wyprowadzono z zasady wariacyjnej Hamiltona,
a nastgpnie odpowiednio przeksztalcono. W tym celu zdefiniowano napre¢zenia i sity
wewngtrzne oraz wprowadzono funkcjg sit 1 przemieszczen. Otrzymany uklad réwnan
rozniczkowych ruchu rozwiazano metoda Bubnowa-Galerkina. Ostateczna zalezno$¢
pomigdzy parametrami ugigcia 1 obciazenia otrzymano w postaci uktadu dwoéch
nieliniowych rownan rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu.

Na podstawie rozwigzania analitycznego przeprowadzone zostaly badania numeryczne.
W pierwszej cze$ci, na podstawie kryterium wytrzymatosciowego, okreslono obszar
rozwiazan dopuszczalnych dla badanej rodziny powlok. Nastgpnie przedstawiono
wybrane przypadki zagadnienia stateczno$ci statycznej. Analiz¢ stateczno$ci powtoki
poddanej obciazeniom dynamicznym przeprowadzono w oparciu o algorytm metody
Rungego-Kutty. Analizowano przypadek obciazenia liniowo narastajacego w czasie
oraz obciazenia o charakterze quasi-impulsowym. W koncowym etapie pracy,
przeprowadzono analiz¢ porownawcza wybranych przypadkow metoda elementow

skonczonych z uzyciem systemu ANSYS. Wyniki obliczen przedstawiono na wykresach.
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Wykaz wazniejszych oznaczen

— wspotrzedne uktadu walcowego,
— dhugos¢ powtoki,

— promien powierzchni srodkowej powtoki,

t — grubos¢ powtoki,

E
G
yo)
€
em
u,v,w

Uy, vV

v, ¢

g
Tk
U,
w
C,, ... C
F

(04 a

VR
@
Wl 0y W2

m

»023

0

=

X

— modut sprezystosci podtuzne;,

— modut sprezystosci postaciowe;,

— gesto$¢ materiatu,

— bezwymiarowy parametr porowatosci,

— bezwymiarowy parametr gestosci,

— sktadowe przemieszczenia punktu powloki w kierunkach osi x, ¢, z,

— przemieszczenia styczne dowolnego punktu powierzchni §rodkowej,

— bezwymiarowe funkcje przemieszczen uogolniajace hipoteze ptaskich
przekrojow,

— bezwymiarowa wspotrzedna,
— energia kinetyczna,
— energia potencjalna odksztatcenia sprezystego,

— praca obciazenia zewngtrznego,

— state catkowania po grubosci powloki,

— funkcja sit,

— parametry funkc;ji sit,

— funkcja przemieszczen,

— bezwymiarowe parametry ugigcia powtoki,
— liczba poétfal wzdhuz tworzacej powtoki,

— liczba fal po obwodzie powtoki,

— obciazenie powtoki,

— parametr obciazenia powloki,

— osiowe sily $ciskajace,

— obwodowe sity $ciskajace,

— ciSnienie zewnetrzne,

— gorne krytyczne obciazenie powtoki,

— dolne krytyczne obciazenie powtoki,
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a, ..o, -—parametry uktadu rownan,

wo 4 We

g, kg — parametry wyznaczone z rownania zgodnosci przemieszczen,

o — najwigksze napre¢zenia zredukowane (naprezenia Hubera-Misesa),

eq,max

o,; —dopuszczalne naprgzenia dla danego materiatu,

a
T —czas,
¢ —predko$¢ narastania obciazenia zewngtrznego,
7 —bezwymiarowy parametr czasu,
A —stopien podwyzszenia gornego obciazenia krytycznego,

T — czas trwania obciazenia impulsowego.
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1. Wstep

Powloki walcowe ze wzgledu na swoja budowe oraz charakter obciazenia zaliczane sa
do cienko$ciennych dzwigarow powierzchniowych. Konstrukcje takie podlegaja obciazeniu
powierzchniowemu lub roztozonemu liniowo na brzegach. Powtoki walcowe znajduja
szerokie zastosowanie w roznych gatgziach przemystu. Mozna wymieni¢ tutaj konstrukcje
samolotow 1 okrgtow, zbiorniki na ciecze i gazy, rury cienkoscienne. R6znorodnos$¢ charakteru
oraz $rodowiska pracy takich konstrukcji wymusza stosowanie podczas ich wytwarzania
nowoczesnych materiatdéw. W zaleznosci od zastosowania mozna wymieni¢ szereg czynnikow
decydujacych o ich wyborze, np. wytrzymatos¢, zdolno§¢ tlumienia drgan, masa konstrukcji,

koszt wytwarzania lub odpornos¢ na dziatanie zwiazkéw chemicznych.

W latach trzydziestych dwudziestego wieku pojawily si¢ pierwsze konstrukcje
trojwarstwowe. Konstrukcja taka sktada si¢ z dwoch, stosunkowo cienkich i wytrzymatych
warstw zewngtrznych potaczonych warstwa $rodkowa. Stosunkowo gruba i1 lekka warstwa
srodkowa, stanowigca rdzen konstrukcji, moze by¢ wykonana ze spienionego tworzywa
sztucznego lub w postaci szkieletowej. Catos¢ odznacza si¢ przede wszystkim duza sztywnoscia
gietna 1 wytrzymatoscia przy stosunkowo matej masie. Dodatkowa zaleta konstrukcji
trojwarstwowych jest duza zdolnos$¢ thumienia drgan. Ze wzgledu na swoje wlasnosci znalazty
zastosowanie szczegolnie w przemysle lotniczym. Konstrukcje te nie sa jednak pozbawione
wad. Jako podstawowe nalezy wymieni¢ niedoskonatosci ksztaltu, wynikajace z dos¢ trudnej

technologii wykonania, duzy koszt produkcji oraz mozliwos¢ rozwarstwienia si¢ konstrukcji.

Pojawienie si¢ nowych wielosktadnikowych materialow, zwanych kompozytami,
przyczynito si¢ do powstania konstrukcji wielowarstwowych. Konstrukcje takie charakteryzuja
si¢ tym, ze maja zmienne skokowo witasciwosci mechaniczne i fizyczne na grubosci materiatu.
W zaleznosci od sposobu utozenia poszczegdlnych warstw, mozna tutaj odpowiednio sterowaé
rozktadem ich wlasciwosci a tym samym odpowiednio ksztattowa¢ charakterystyki
sztywnos$ciowe konstrukcji. Jednym z rodzajow materiatdw kompozytowych sa laminaty.
Powstaja one z potaczenia dwoch roéznych materiatoéw, cienkich widkien spetniajacych
podstawowa rolg konstrukcyjna oraz spajajace je lepiszcze. Wytrzymato$¢ 1 sztywno$é
takiego materiatu jest $cisle zalezna od sposobu i kierunku utozenia widkien konstrukcyjnych.
Odpowiednie sterowanie tymi parametrami powoduje, ze konstrukcje te sa bardziej
wytrzymate oraz maja mniejsza mas¢ w odniesieniu do wigkszosci konstrukcji z materiatlow

jednorodnych.
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Cechy charakterystyczne dla konstrukcji wielowarstwowych mozna wykorzystaé
w tzw. konstrukcjach integralnych. Konstrukcje takie nie posiadaja oddzielnych warstw.
Zmiana wlasciwos$ci fizycznych 1 mechanicznych nastepuje poprzez zréznicowanie ggstosci
materiatu. Przyktadem moga by¢ tutaj materialy porowate (komodrkowe). W ostatnich
kilkunastu latach obserwuje si¢ dynamiczny rozwdj technologii wykonania tych materiatow.
Dzigki réznym zabiegom technologicznym, materialy porowate wytwarzane sa najczegsciej
na bazie stopow aluminium z magnezem, niklem, miedzia 1 tytanem. Technologie
wytwarzania materiatbw porowatych przedstawit w obszernej pracy Banhart [7].

Przyktadowe struktury porowate uzyskane ré6znymi metodami przedstawiono na rysunku 1.1.

a) face sheet e

face sheet 0.5 mm

Rys. 1.1. Przyktiadowe struktury porowate [7]

Materialy porowate byly przedmiotem badan wielu autorow. Badania 1 wlasciwos$ci tych
materiatow przedstawil w swoich pracach Bart-Smith 1 inni [8]. Zalezno$¢ pomigdzy
modulem sprezysto$ci a ggsto$cia materialu porowatego badali Gibson i1 Ashby [25],
Simone 1 Gibson [58], Choi i Lakes [19], Kovacik [34, 35], Koval’chenko [36].
Przeglad modeli dotyczacych modulu sprgzystosci materiatow porowatych przedstawili
Kaczmarek i Goueygou [32]. Ujgcie matematyczne struktur porowatych z uwzglednieniem
efektow plastycznych zostalo zaprezentowane w pracy Mielniczuka [50]. Wtodarczyk i inni
[68] przeprowadzili badania réznych aluminiowych materialdéw pianowych w zakresie oceny

zdolnos$ci pochtaniania energii.
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Powtoki walcowe ze wzgledu na swoja cienko$cienna konstrukcje sa szczegolnie narazone
na utratg statecznosci. Dlatego okreslenie obciazen krytycznych oraz analiza zachowania sig
przy obciazeniach dynamicznych, stanowi istotny element analizy wytrzymato$ciowej
powlok. Charakterystyke rozwoju teorii ptyt i powtok mozna przesledzi¢ na podstawie
monografii [5, 69]. Podstawy teoretyczne teorii sprezystosci stanowia monografie [30, 62].
Ze starszych prac poswigconych zagadnieniu stateczno$ci powlok warto wyr6zni¢ monografie
Timoshenki [61, 63], Volmira [66], Donnella [21], Filina [24] oraz Girkmanna [26].

Obecny stan wiedzy z zakresu mechaniki powlok omowili Romanow [55],
Bazant i Cedolin [9], Magnucki i inni [41, 44], Wozniak i inni [69] a takze Zielnica [70].
Na szczeg6lna uwage zastuguje monografia [69], w ktére] przedstawiono wspotczesna wiedzg
dotyczaca teorii sprezystych ptyt i powlok. Autorzy omoéwili podstawy matematycznego
formulowania rdéznych zagadnien inzynierskich. Szczegétowo przedstawione zostaly
problemy liniowej i nieliniowej teorii powtok jednorodnych w zakresie statycznym.
Magnucki w pracy [41] badal statecznos¢ roznych typoéw konstrukcji w  ujeciu
energetycznym. Jednym z rozpatrywanych przyktadow byla powtoka walcowa o strukturze
jednorodnej, zamknigta na koncach przeponami i obcigzona wewngtrznym cisnieniem
hydrostatycznym. Konstrukcje podparto przegubowo na krawedziach zewngtrznych.
W pracy [9] przedstawiono og6lny przeglad podstawowych problemow statecznosci powtok
dla réznych przypadkow obciazenia. Zwrocono szczegdlng uwage na energetyczne kryterium
statecznosci.

Teoretyczne podstawy obliczania konstrukcji warstwowych przedstawiono w pracach
[44, 55]. W pracy zbiorowej [44] przedstawiono rozwiazanie zagadnienia swobodnie
podpartej powltoki walcowej, poddanej obciazeniu zlozonemu (ci$nieniu zewngtrznemu,
$ciskaniu osiowemu oraz skr¢caniu). Uwzgledniono niesymetryczna budowg warstw nosnych.
Zagadnienie rozwiazane zostalo w oparciu o hipotez¢ linii tamanej z uwzglednieniem
nieliniowych zwiazkéw geometrycznych pomigdzy przemieszczeniem i odksztalceniem.
Stan pokrytyczny analizowano dla rdéznej konfiguracji postaci wyboczenia powtoki.
Przedstawiono rowniez obszerny rozdzial pos§wigcony zagadnieniu optymalizacji badanych
powtok. Nowatorskim podej$ciem autora monografii [55] byto zaproponowanie w opisie
matematycznym, hiperbolicznej hipotezy trojosiowego stanu przemieszczen rdzenia.
W pracy rozpatruje si¢ migdzy innymi osiowo $ciskang powlokg¢ walcowa o symetrycznej

budowie. Wyniki zweryfikowano za pomoca badan doswiadczalnych.



Statecznos¢ dynamiczna porowatej powtoki walcowej 9

Ogo6lne rownania roézniczkowe malowyniostej powloki trojwarstwowej z uwzglednieniem
nieliniowego stanu przemieszczen rdzenia oraz nieliniowych zwiazkow pomigdzy
przemieszczeniami i odksztalceniami przedstawiono w pracy [54]. Zielnica [70] omawia
zagadnienie liniowych i nieliniowych probleméw statecznosci konstrukcji powtokowych
w zakresie sprezysto plastycznym. Jednym z analizowanych przykladow byla jedno
1 trojwarstwowa powtoka walcowa. Autor wiele uwagi poswigca formulowaniu algorytmow
przeznaczonych do iteracyjnego uzyskiwania rozwiazan numerycznych.

Bardzo istotnym czynnikiem wplywajacym na obciazenia krytyczne konstrukcji
powlokowych sa wstgpne imperfekcje (odchylenia od geometrycznie idealnego ksztattu).
W zaleznosci od wielkosci, obnizaja one w mniejszym lub wigkszym stopniu nos$nos¢
konstrukcji. Wptyw tych czynnikow byl analizowany w wielu pracach. Ostwald [52]
przedstawil nieliniowa analiz¢ przebiegu utraty statecznosci trojwarstwowej powtoki
walcowej poddanej osiowemu $ciskaniu i ci$nieniu zewng¢trznemu. Choong i Ramm [20]
omowili symulacje procesu utraty statecznosci z wykorzystaniem MES. W pracy badano
migdzy innymi osiowo $ciskana powloke walcowa. Autorzy zwrdcili uwage na uwzglednienie
odpowiedniego zaktocenia warunkéw poczatkowych w celu zapoczatkowania procesu utraty
stateczno$ci. Bazujac na kryterium statecznos$ci Lyapunov’a badano wplyw oraz zmiang
postaci odksztatcenia powtoki w procesie przebiegu utraty statecznosci. Kheyrkhahan i Peek
[33] analizowali stan pokrytyczny i1 wrazliwo$¢ na imperfekcje powtok z wykorzystaniem
MES. Bazujac na rozktadzie Lyapunov-Schmidt-Koiter’a zaproponowano nowy element
skonczony. Gusic i inni [28] wykorzystali MES do analizy wptywu obwodowych zmian
grubos$ci na wyboczenie cylindrycznych powlok poddanych zewnegtrznemu ci$nieniu.

W analizie stateczno$ci powlok bardzo istotne sa badania doswiadczalne. Wyniki badan
umozliwiaja weryfikacj¢ wynikow obliczen numerycznych. Aghajari i inni [3] przedstawili
badania numeryczne i do$wiadczalne cienko$ciennych, cylindrycznych, stalowych powlok
o roznej grubosci. Powtoki obciazone zostaly réwnomiernym ci$nieniem zewngtrznym.
W celu zweryfikowania metody elementow skonczonych, przeprowadzono badania
doswiadczalne czterech réznych powlok w zakresie do- oraz pokrytycznym. Uzyskano duza
zgodno$¢ wynikow — w zalezno$ci od wielkosci powtoki 7,3+13%. Hilburger i Starnes [29]
badali wptyw imperfekcji na wyboczenie nieusztywnionych, kompozytowych powtok
walcowych poddanych S$ciskaniu. W pracy przedstawiono i porownano wyniki badan
doswiadczalnych i numerycznych MES. Bisagni 1 Cordisco [12] przeprowadzili badania
doswiadczalne trzech kompozytowych, podtuznie usztywnionych, cylindrycznych powlok

walcowych. Dwie poddano osiowemu $ciskaniu i jedna obciazono momentem skrgcajacym.
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Przed badaniami okre§lone zostaly wstgpne ugigcia oraz rdznice grubosci S$cianki.
Autorzy badali wyboczenie powloki oraz stan pokrytyczny.

Librescu 1 inni [40] badali stan pokrytyczny laminowanych kompozytowych
1 warstwowych ptyt i powtok. Do badan przyjeto dwa fizyczne modele badanych konstrukeji.
Szczegbdlna uwage poswigcono na istotno$¢ spetnienia statycznych migdzywarstwowych
warunkow ciaglosci. W jednym z przyjetych modeli spelnione zostaty warunki kinematyczne
oraz przyczepnosci pomigdzy warstwami, a w drugim dodatkowo warunki réwnowagi
statycznej na powierzchni styku warstw. Ogdlny przeglad teorii laminowanych
kompozytowych plyt i powlok przedstawili Wilde i Zborata [67]. Przeglad hipotez linii
famanej dla konstrukcji wielowarstwowych przedstawit Carrera [16, 17].

Badania analityczne konstrukcji porowatych w zakresie wytrzymalo$ci i1 statecznosci
przedstawit Magnucki 1 inni [42, 43, 45, 46, 47, 48]. Cecha charakterystyczna tych prac
jest przyjecie nieliniowej hipotezy odksztalcenia ptaskiego przekroju na grubosci $cianki,
uwzgledniajacej efekt $cinania w przekroju poprzecznym. Sktadowe pola odksztalcen
okreslono za pomoca liniowych zwiazkow geometrycznych. Przyjeto réwniez nieliniowy
rozktad wiasciwosci mechanicznych materialtu na grubos$ci $cianki konstrukeji.
Powyzsze zalozenia po raz pierwszy przedstawiono we wspotautorskich pracach
Magnuckiego i Stasiewicza [45, 46]. Prace te dotycza odpowiednio wytrzymato$ci oraz
wyboczenia sprezystej belki porowatej. Malinowski i Magnucki badali stateczno$¢ porowatej
paneli walcowe] poddanej osiowemu S$ciskaniu [47] oraz ci$nieniu zewngtrznemu [48].
Praca [42] dotyczy optymalnego projektowania porowatej cylindrycznej powloki walcowej,
obciazonej cisnieniem zewngtrznym i $ciskanej osiowo. W monografii [43] przedstawiono
zagadnienia wytrzymatosci 1 statecznosci ptyty oraz paneli walcowej. Na wstgpie omowiono
podstawowe cechy 1 wilasciwosci mechaniczne materiatdéw porowatych, zwracajac uwage
na wplyw porowatosci przy okreslaniu zastgpczych parametrow materiatowych.
W kazdej z prac wyniki obliczen analitycznych zweryfikowano za pomoca metody

elementow skonczonych.

W oparciu o analiz¢ rzeczywistych obciazen konstrukcji powierzchniowych, powstato
wiele prac poswigconych zagadnieniom statecznosci dynamicznej. Pierwsze z nich pojawity
si¢ w latach pigédziesiatych XX wieku w bytym ZSRR. Szczegolnie mozna tutaj wymieni¢
monografie Volmira [65] 1 Bototina [14]. W pracy [14] przedstawiono szczegdtowo teorie
stateczno$ci konstrukcji poddanych obciazeniom pulsujacym. Autor badat przede wszystkim

konstrukcje pretowe oraz plyty. Monografia [65] poswigcona =zostala nieliniowym
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zagadnieniom dynamicznym plyt 1 powlok. W pracy miedzy innymi analizowano osiowo
Sciskana, cylindryczna powtoke walcowa. Sformutowane przez autora kryterium stateczno$ci
dynamicznej jest powszechnie stosowane do dnia dzisiejszego.

Z nowszych prac dotyczacych statecznosci dynamicznej mozna wyrdzni¢ monografie
Grybosia [27], Bogdanovicha [13], Awrejcewicza 1 Krysko [6], Doyle’a [23] oraz Qatu [53].
Monografia [23] jest obszernym zbiorem wiedzy inzynierskiej z zakresu metod
obliczeniowych konstrukcji cienko$ciennych. Autor zwrdcit szczegodlng uwage na potrzebe
rozwiazywania zagadnien mechaniki z uwzglgdnieniem nieliniowych zjawisk zachodzacych
w wewngtrznej strukturze materiatu. W rozwiazaniach analitycznych wykorzystywat gtoéwnie
metody wariacyjne z uwzglednieniem duzych odksztatcen. Praca [27] dotyczy statecznosci
konstrukcji poddanej obciazeniom uderzeniowym. Na wstgpie przedstawiono modele
obciazen konstrukcji oraz opisano typowe przebiegi obciazen quasi-impulsowych.
Nastgpnie omowiono zastosowanie réwnania Mathieu, ktorego rozwigzanie wykorzystuje si¢
do okreslenia np. obszarow statecznosci konstrukcji poddanych obciazeniom pulsujacym.
W dalszej czgsci pracy przedstawiono zagadnienie stateczno$ci réznych konstrukeji,
poddanych okreslonym obciazeniom dynamicznym. Szczegdlnie szeroko opisano zagadnienie
stateczno$ci dynamicznej powloki $ciskanej osiowo oraz powloki poddanej cis$nieniu
zewnetrznemu. Monografia [13] poswigcona zostala zagadnieniu nieliniowej stateczno$ci
dynamicznej cylindrycznych powlok kompozytowych. Na podstawie przedstawionego
rozwigzania analitycznego badano szereg rdéznych przypadkdéw utraty statecznosci.
Okreslono nieliniowe parametryczne drgania powtoki oraz wyznaczono obszary statecznosci.
Nastgpnie badano przypadki wyboczenia powloki poddanej liniowo wzrastajacemu
oraz quasi-impulsowemu obciazeniu. Analizowano zar6wno osiowosymetryczne
jak 1 niesymetryczne przypadki wyboczenia powloki. Qatu [53] przedstawit najnowsze
badania z zakresu drgan kompozytowych powlok i plyt. Tematem monografii [6]
byla dynamika chaotyczna belek, ptyt i powlok. Na wstepie przedstawiono podstawy
modelowania konstrukcji. Jako przyklad przyjeto modelowanie niejednorodnosci powlok
poprzez zmiany modutu sprezystosci E = E(x,y) oraz gestosci p = p(x,y). Takie podejscie
mozna  wykorzysta¢ miedzy innymi w  przypadku powlok  usztywnianych.
Nastgpnie szczegdtowo opisano metody analityczne typu Bubnowa-Galerkina, szeroko
stosowane w badaniu statecznosci powlok. W dalszej czgsci pracy przeprowadzono badania
numeryczne w zakresie drgan i utraty stateczno$ci powtok prostokatnych oraz walcowych
(W ujeciu statycznym 1 dynamicznym). Okreslone zostaly scenariusze przejscia od ruchow

harmonicznych do chaotycznych oraz przedstawiono dynamiczne kryteria statecznosci
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konstrukcji. Praca zawiera rOwniez porownanie wynikéw otrzymanych na podstawie metody
réznic skonczonych oraz Bubnowa-Galerkina.

Jednym z powszechnie analizowanych zadan stateczno$ci dynamicznej konstrukcji
jest przypadek wyboczenia powlok poddanych obciazeniu rosnacemu proporcjonalnie
do czasu. Zagadnienia te przyktadowo opisane sa w pracach [2, 4, 22, 31, 37, 39, 56, 59, 60].
Leyko 1 Spryszynski [39] badali cienkoscienna powloke walcowa poddana skrecaniu,
Joniak 1 Osmolski [31] powloke stozkowa obciazona ci$nieniem zewngtrznym.
Kowal-Michalska [37] analizowata cylindryczna powtoke walcowa poddana jednoczesnemu
skrgcaniu i ci$nieniu zewngtrznemu. Szyc [59] rozpatrywal trojwarstwowa panel walcowa
sciskana w dwoch kierunkach (obwodowym 1 wzdluz tworzacych). Taka sama konstrukcje
analizowat Szyc 1 Twardosz [60] przy obciazeniu sitami stycznymi, roztozonymi
na swobodnie podpartych brzegach. Lee [22] rozpatrywal osiowo S$ciskana ortotropowa
powloke walcowa. W pracy analizowano réwniez przypadek ruchomego obcigzenia
hydrostatycznego. Powyzsze zagadnienia rozwigzano przyjmujac nieliniowe zwiazki
geometryczne. Romandéw 1 Malinowski [56] badat trojwarstwowa powloke walcowa
z rdzeniem o zmiennej ggstosci, poddang osiowemu $ciskaniu. Zadanie rozwigzano w ujgciu
liniowym. Aksogan i Sofiyev [4] zajmowali si¢ cylindryczna powtoka o zmiennej grubosci
scianek 1 obciazona ci$nieniem zewng¢trznym. Grubo$¢ powtoki opisana zostala pewna
funkcja, zmienna na dlugosci powloki. W zaleznosci od wyktadnika grubo$¢ moze by¢
zmienna w sposob liniowy, wyktadniczy lub paraboliczny. W odr6znieniu od modelu
przyjetego w pracy [6] zmiana grubos$ci jest tutaj ciagta na dtugosci i symetryczna wzgledem
powierzchni srodkowej powtoki.

Szczegdlne miejsce w analizie stateczno$ci dynamicznej konstrukcji poddanej okresowo
zmiennemu obciazeniu, zajmuje rownanie Mathieu. Teoria tego réwnania, jego rozwiazania
oraz zastosowanie szczegotowo zostaty opisane w literaturze [23, 27, 65]. Twardosz i Zielnica
[64] badali stateczno$¢ dynamiczna powtoki stozkowej, obciazonej okresowo zmiennymi
sitami podluznymi oraz ci$nieniem zewngtrznym. Zagadnienie sprowadzono do postaci
rébwnania rézniczkowego Mathieu. Nastgpnie wyznaczono obszary rezonansowe.
Na podstawie otrzymanych zalezno$ci analizowano wplyw parametréw geometrycznych
powloki oraz warto$¢ obciazenia na obszary niestatecznosci. W pracy przeprowadzono
rowniez analiz¢ drgan parametrycznych powloki. Ng 1 inni [51] badali statecznos¢
dynamiczna laminowanych kompozytowych powtok walcowych. Powlokg¢ poddano
potaczonemu statycznemu i okresowo zmiennemu obciazeniu osiowemu. Autorzy, bazujac na

klasycznej teorii Love’a, otrzymali uklad réwnan w postaci Mathieu-Hill’a.
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Nastgpnie wyznaczono obszary statecznos$ci wykorzystujac metode Bolotin’a. Badano wplyw
roznych schematow laminowania 1 wielkosci obciazenia. Tematem pracy [10]
byla stateczno$¢ dynamiczna porowatej powloki walcowej. Powloke obciazono sitami
sciskajacymi o charakterze pulsujacym. Przyjg¢to nieliniowa hipoteze przemieszczen
oraz liniowe zwiazki geometryczne. Wychodzac z zasady Hamiltona wyprowadzono uktad
rownan, ktory nastgpnie zredukowano do postaci rownania Mathieu. Nastgpnie, w zaleznosci
od parametrow porowatosci i obciazenia okreslono granice niestatecznych obszarow.

Bardziej zlozonym zagadnieniem jest analiza drgan oraz stateczno$ci dynamicznej
konstrukcji w ujeciu nieliniowym. Punktem wyjscia wigkszos$ci prac jest w tym przypadku
nieliniowe réwnanie Donnell’a. Catellani 1 inni [18] badali cylindryczne, osiowo $ciskane
powloki walcowe z geometrycznymi imperfekcjami. W pierwszej czg$ci pracy przedstawiono
analizg statyczna. Nastgpnie badano wptyw imperfekcji na krytyczne warto$ci obciazenia
dynamicznego. Przyjgto tutaj sinusoidalnie zmienne obcigzenie powodujace parametryczne
wzbudzenie drgan powtoki. Wyniki obliczen na podstawie nieliniowej teorii Donnell’a
poréwnano z teoriqg powtok Sandersa. Kubenko i Koval'chuk [38] badali wptyw imperfekc;ji
na drgania i stateczno$¢ dynamiczna sprezystych powtok walcowych. Okreslone zagadnienia
rozwigzano zaré6wno w ujeciu liniowym jak i nieliniowym. W pracy badano wpltyw
poczatkowego osiowo 1 nie o0siowo symetrycznego ugi¢cia na naturalne, wymuszone
oraz parametrycznie wzbudzone drgania konstrukcji. W dalszej czg$ci pracy analizowano
dynamiczne wyboczenie powlok poddanych krétkotrwalemu impulsowemu obciazeniu.
Omowiono rowniez kilka aspektow z badan doswiadczalnych drgan powlok
z uwzglednieniem geometrycznie matych imperfekcji. Praca stanowi bardzo obszerny zbidr
wiedzy z tego zagadnienia. Przeglad prac poswigconych statecznosci dynamicznej phyt
1 powlok w latach 1987-2005 przedstawili Sahu i Datta [57].

Abdullah i inni [1] analizowali ortotropowa cylindryczna powloke walcowa poddana
skrecaniu. Autorzy korzystajac z wariacyjnej metody Ritza wyznaczyli analitycznie
dynamiczne 1 statyczne obciazania krytyczne, odpowiadajaca im ilo$¢ fal, dynamiczne
wspéfczynniki oraz czas 1 impuls krytyczny. Na podstawie uzyskanych wynikow
przeprowadzono analiz¢ numeryczna. Przedmiotem pracy Matemilola i Stronge’a [49]
byly podparte przegubowo anizotropowe, kompozytowe powtoki cylindryczne.
Autorzy przeprowadzili badania analityczne reakcji powlok poddanych obciazeniu
uderzeniowemu. Bisagi [11] przeprowadzil badania numeryczne MES cienkos$ciennych,
cylindrycznych powtok kompozytowych. Autor badat dynamiczne wyboczenie powlok

poddanych impulsowemu osiowemu $ciskaniu. W badaniach numerycznych uwzglednione



Statecznos¢ dynamiczna porowatej powtoki walcowej 14

zostaly wstepne imperfekcje zmierzone eksperymentalnie na rzeczywistych powtokach.
Bugajny [15] analizowal sprezysta powloke trojwarstwowa o niesymetrycznej budowie
warstw. Autor wyprowadzil nieliniowe réwnania ruchu z uwzglednieniem efektu inercji
obrotu elementu powtoki oraz poczatkowych imperfekcji. W pracy przedstawiono wyniki
badan dla przypadku otwartej powtoki walcowej, Sciskanej osiowo sitami zmieniajacymi sig

w czasie wg funkcji wyktadnicze;j.

Przedmiotem rozprawy jest cylindryczna powtoka walcowa o strukturze porowate;.
Przyjeto zmienny, ciagly 1 symetryczny wzglgdem powierzchni $rodkowej, rozktad
wlasciwosci mechanicznych i fizycznych na grubosci $cianki powtoki.

W oparciu o literatur¢ 1 przytaczane w niej przyklady obiektow rzeczywistych
(naturalnych) mozna stwierdzi¢, iz stosowane powszechnie materialy prawie zawsze
charakteryzuja si¢ nieuporzadkowana struktura. Efekt ten ma ogromne znaczenie przy
podejmowaniu decyzji o prawidtowym doborze modelu obliczeniowego dla badanej
konstrukcji. W zalezno$ci od postaci struktury materialu, przyjmuje si¢ rézne hipotezy
wewngtrznych przemieszczen geometrycznych. W przypadku struktur jednowarstwowych
najczgsciej wykorzystuje si¢ hipotez¢ Kirchhoffa-Love’a, natomiast dla struktur
wielowarstwowych, odpowiednie modyfikacje hipotezy linii tamanej. Nalezy zwroci¢ uwage

na fakt, iz istnieja w tych teoriach pewne wewngtrzne sprzecznosci.

Teza rozprawy. Istnieje mozliwo$¢ sformutowania pola przemieszczen — deformacji
przekroju poprzecznego S$cianki, na podstawie ktorej zdefiniowane sity 1 momenty

wewngetrzne nie beda zawieraly sprzecznos$ci (brak wewngtrznej sprzecznosci teorit).

Celem rozprawy doktorskiej jest zbadanie rownowagi dynamicznej powtoki walcowej,

poddanej obcigzeniom zmiennym w czasie.

Postawiony w pracy problem zostal rozwiazany w nastepujacej kolejnosci:
e przyjecie modelu stanu przemieszczen w przekroju poprzecznym $cianki powtoki,
e wyprowadzenie rozniczkowych réwnan ruchu za pomoca wariacyjnej zasady
Hamiltona,
e rozwigzanie rOwnan za pomocg ortogonalizacyjnej metody Bubnowa-Galerkina,
¢ badania analityczne i numeryczne statecznos$ci konstrukc;ji,

e badania porownawcze wybranych przypadkow metoda elementéw skonczonych.
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2. Zalozenia i podstawowe zaleznosci

2.1. Przedmiot badan

Przedmiotem badan jest cylindryczna powloka walcowa o strukturze porowate;.
Powloka o dtugosci L, promieniu » i grubos$ci ¢, zorientowana jest w walcowym ukladzie

wspotrzednych x ¢ z', (Rys. 2.1).

Rys. 2.1. Model cylindrycznej powloki walcowej

Powloka obciazona jest ci$nieniem zewng¢trznym i $ciskana wzdhuz tworzacych sitami
roztozonymi rownomiernie na brzegach krzywoliniowych (Rys. 2.2). Obciazenie zewngtrzne

jest zmienne w czasie i nie zalezy od wspotrzednych x ¢ z'.

Rys. 2.2. Obciqgzenie zewnetrzne powloki
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2.2. Model fizyczny materialu porowatego

Porowato$¢ materialu jest zmienna po grubosci powtloki, przy czym powierzchnie
zewnetrzne maja strukture jednorodna. Wiasciwosci mechaniczne 1 fizyczne powtloki
sa zmienne 1 zaleza od porowato$ci materialu. Zmiana modutow sprezystosci 1 gestosci
jest ciagla 1 symetryczna wzgledem powierzchni $rodkowej powtoki (Rys. 2.3).
Minimalna warto$¢ modulu Younga wystepuje na powierzchni §rodkowej (z=0; z'=r),

natomiast maksymalna na powierzchniach zewngtrznych powtoki.

%) E1

Rys. 2.3. Schemat zmiany wtasciwosci powloki na grubosci

Funkcje opisujace zmiang moduldéw sprezystosci tak zdefiniowanego materiatu porowatego

przedstawil Magnucki 1 Stasiewicz [45, 46] oraz dla powloki walcowej Malinowski
1 Magnucki [47, 48].

E(¢)=E [1-¢ycos(z¢)), (2.1)
G(¢)=G[1-¢cos(z )], (22)
gdzie
E, G, : L
q=l-—"= 1 G bezwymiarowy parametr porowatosci, 0 <e, <1,
1 I

E,, G,, E,, G, - moduly sprezysto$ci odpowiednio dla =01 {=%1/2,

G, = L — modut spre¢zystosci postaciowej, i =0, 1
2(1+v)
= ; — bezwymiarowa wspotrzedna,
v —liczba Poissona.

W przypadku, kiedy parametr porowatosci e, =0 wystgpuje struktura jednorodna natomiast

dla 0 <e, <1 struktura porowata.
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Zaleznos¢ pomigdzy modutem Younga i gestoScia materiatu porowatego przedstawit
Gibson i Ashby [25] w postaci: E,/E, =(p,/p, ). Whasnosci mechaniczne materiatow
porowatych byty rowniez przedmiotem pracy Choi i Lakes’a [19]. Uwzgledniajac wyniki tych

prac, model gestosci materiatu zostat zapisany w postaci:

p&)=pi[l=e, cos(z)], (2.3)
gdzie:
DPos P — gestosé materiatu odpowiednio dla =01 £ =+1/2,

e, =1—,/1—¢, —bezwymiarowy parametr ggstosci.

Przyjeto, ze po utracie stateczno$ci powtoka odksztatca si¢ w zakresie sprezystym.
W zwiazku ztym naprg¢zenia normalne i styczne okresli¢ mozna za pomoca liniowych

zaleznosci, zgodnie z prawem Hooke’a:

=) vy,

o=, e,
I =%m= 24
f=G()7,, = jlfiym,
e =GO 1o =51 oy o

gdzie:

E — modut sprezystosci podtuznej, modut Younga,

G — modut sprezystosci postaciowe.
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2.3. Model geometryczny powloki

Pole przemieszczen w klasycznej teorii ptyt i powtok (teoria Kirchhoffa-Love’a)
definiowane jest na podstawie hipotezy ptaskich przekrojow mowiacej, ze przekrdj ptaski
przed odksztalceniem pozostaje takze ptaski po odksztatceniu. W pracy, do opisu pola
przemieszczen, przyjeto nieliniowa hipotez¢ odksztatcenia ptaskiego przekroju poprzecznego
powtoki [43, 46, 47]. Uwzglednia ona efekt S$cinania w przekroju poprzecznym.

Graficzna ilustracjg przemieszczen przedstawiono na rysunku 2.4.

Rys. 2.4. Schemat przemieszczen w przekroju poprzecznym Scianki powloki

Hipoteza ta jest uogélnieniem znanej hipotezy plaskich przekrojow (Kirchhoffa-Love’a),
a takze wudoskonaleniem hipotezy linii tamanej dla konstrukcji wielowarstwowej

(zig-zag hypotheses), szczegblowo opisanej przez Carrera [16, 17].

Sktadowe przemieszczenia wyrazone zostaty za pomoca zwiazkow:

u(5,,2) = g . go)—{{(;—w—ll//(x, ’) sm(ﬂg)} , 2.5)
X T

)=l €2 L gl g) i) | 2.6)
rop rw

w(x, go,z): w(x,(o,O)z w(x,go), (2.7)
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gdzie:

uo(x, gp) , vo(x, (/)) — przemieszczenia styczne dowolnego punktu powierzchni srodkowe;,

7% (x, (0) , @ (x, (o) — bezwymiarowe funkcje przemieszczen,

w(x,p) —ugiccie powloki.

Nalezy zwroci¢ uwage na to, ze w zagadnieniu dynamicznym powyzsze zwiazki sa rowniez

zalezne od czasu — sa funkcjami czasu.

Badajac stateczno$¢ powtoki, przyjmuje si¢ geometrycznie liniowe lub nieliniowe zwiazki
pomiedzy przemieszczeniem 1 odksztatceniem. Przyjmujac liniowe zwiazki bada si¢
stateczno$¢ powtoki w zakresie dokrytycznym. Wyznaczy¢ tutaj mozna tzw. gorne obciazenie
krytyczne powloki. Bardziej zlozonym zagadnieniem jest nieliniowa analiza stateczno$ci
powlok, uwzgledniajaca skonczone przemieszczenia. Mozliwe jest tutaj badanie zaleznoS$ci
pomiedzy obciazeniem 1 ugigciem powtoki, a tym samym wyznaczenie $ciezek rownowagi
oraz dolnego obciazenia krytycznego. W zakresie dynamicznym mozna badaé¢ odpowiedz

uktadu w zaleznosci od charakteru i predkosci obciazenia zewngtrznego.

W pracy uwzglednia si¢ odksztalcenie powtoki przy skonczonych przemieszczeniach.
Na ponizszych rysunkach przedstawiono schematycznie przemieszczenia elementarnego

wycinka powtoki. Na rysunku 2.5 przedstawiono odksztalcenia ¢, elementu o dtugosci dx,
powstate w wyniku jego przemieszczenia wzdluz osi x oraz obrotu okat Ow/ox.

Analogicznie, na rysunku 2.6 przedstawiono odksztalcenia ¢,

elementu o dlugosci rdp
przy czym, uwzgledniony jest tutaj jeszcze jeden skladnik wynikajacy zugigcia powtoki
o wielko$¢ w. Podobnie okresli¢ mozna katy odksztalcenia postaciowego.

du

dx ‘u+§dx
bl .
a4 X X

u dx+a—xdx
Zy Zy
2
. _ Ou . _1(ow
M oy *@ ol ax

Rys. 2.5. Odksztatcenie ¢, elementu o diugosci dx
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rq,

»+ 90,
R
S %

ow

v e W c _IfawY
¢ (2) B ¢ (3) 2 rc?(p

1

o) =

Rys. 2.6. Odksztalcenie &, elementu o diugosci rdg

Nalezy zwréci¢ uwage, ze odksztalcenia wynikajace zobrotu elementu powtloki

sa okreslone w sposob przyblizony. Ich doktadno$¢ bedzie malata wraz ze wzrostem kata

obrotu, wynikajacego z ugigcia powtoki.

Sktadowe pola odksztatcen przedstawi¢ mozna w nastgpujacej postaci:

u 1(%}2
e, =—+—|—|,
ox 2\ ox
2
ov w 1 ow
E =———+—| — |,
 rop r 2\ rop
Voo _ Ou  Ov owow 2.8)
rop Ox Ox rog
Lo ow
Vie o0z ox
_ov, ow
Ve oz rop’

gdzie:
X gq)

7x¢’ Vxzo 7/2(/)

£ — wydluzenia wzgledne w odpowiednich kierunkach,

— katy odksztatcenia postaciowego w odpowiednich ptaszczyznach.



Statecznos¢ dynamiczna porowatej powtoki walcowej

21

W pracy przyjeto takze nastepujace zatozenia:

o powloka jest cienko$cienna i spetnia warunek (7/¢)>20+30,
e material powtoki jest izotropowy,
e powloka jest podparta przegubowo - przesuwnie na obu brzegach krzywoliniowych,

o ksztalt powloki jest idealny.
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3. Rownania dynamiczne statecznosci

Roéwnania rézniczkowe ruchu powtoki walcowej o strukturze porowatej wyprowadzone
zostang z zasady wariacyjnej Hamiltona [6, 27, 53]. Zgodnie z ta zasada rzeczywisty ruch
uktadu punktéw materialnych nastgpuje w ten sposob, ze dla kazdego przedziatu czasowego

(7y,7;) wariacja calki dzialania jest réwna zeru przy dowolnych wariacjach &g,

spetniajacych warunek: 8¢;(z))=0¢,(7;)=0.

5j ~U,+W)dr =0, (3.1)

T\, — energia kinetyczna,
U, - energia potencjalna odksztalcenia sprezystego,

W —praca obciazenia zewngtrznego,

g; —niezalezne od siebie skladowe stanu przemieszczenia.

W  pierwszej kolejnosci wyznaczona zostanie energia potencjalna odksztalcenia

sprezystego
L
t
U, = j

Po wprowadzeniu zwiazkow (2.5 —2.7) do (2.8) sktadowe pola odksztalcen przyjma postaé

27 1/2

I j [O'xé‘x +0,6, 4T, ey T TVt Twzy(pz]rdxdgo g . (3.2)
0

-1/2

:, =%_{§ w100 g)}_zg[@_w] ,

roQ r2op* mrog r 2\ rop
2
;/wz%+%—t 20 W 1 O \Gn(z )|+ 22O (3.3)
rop Ox roxop mw\rop Ox ox rog

7/xz :WCOS(ﬁg)’

7/@ :¢COS(7T§).
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Po uwzglednieniu zwiazkow (2.4) oraz (2.1) 1 (2.2) energia odksztalcenia sprezystego
przyjmie postac

2 ]/2

jj[l €, cos ﬁé’)][g +2vee,teE +17(yx¢+yxz+y@)}rdxd¢d§ (3.4)

-1/2

5_2(1 v)-([

Do rownania (3.4) podstawiono wyrazenia (3.3). Po przeksztatceniu i uporzadkowaniu

otrzymano rownanie

j'zfl/f [1-¢,cos(7¢) 1 (8_w]2+ a_w2 2+(6—Wj2 Ouy ., |
ve 2(1 V2)0 o ‘ 4|\ ox roQ ox ox roQ

2
2
N 5W>+V8W)+lz.ﬂ_v(@¥j )y Oy O |, B O
roQ roQ ox r|r ox r@gp ox roQ ox rop
ouy Y (v, Y ow ow [ouy ovy| (1=v)[ou, ov, | . 0%w|(owY
+ —Oj | =] +(1-v)= 0420 |4 0420 == (—) +
ox roQ ox rop| rop  Ox 2 |rop Ox ox? | \ox
ow ) 0 0 Pw | (owY (ow) 0 0
Y L R P SR G B V(_) o) W S, Ou |
roQ r Ox roQ reop Ox roQ ro rogp ox
2 2. \? 2.2 2 2
—2(1-v)t¢ Ow | ow Ow_ | Juy | Oy +120? 0 s ? W2 +2v6—v;—§ W2 +
roxop| ox rop rop Ox ox reoe ox” r°op

2. )2 7
+2(1—v)( ow J ] (1 V)LSIH(E§)|:6W ow + Ouy +av0 {6(// +%}L
V4 ox rop rop Ox || rdp Ox

2 2 -
+Lsin(7r§)H(a—wj +2au°Mal//+v 6¢}{( 6wj +28v°] y oV, 09 ﬂ—
V2 Ox Ox || oOx roQ roQ rop || Ox rog
—2Lsin(ﬂ§)1{v a—W+%—+%(l—v)cosz(ﬁ§)[ty2+¢52]—

r

V4 ox  rog |

2 i 2

——t é’sm(;rg“) 6 8¢ V61/1+ 09 +(l_v)8_w 8_1//4_% n
6x r@(p rzégpz | Ox r0p roxop | rop  Ox

Vel (20 o[22 Ly 0w 00 1 o o8]
+(ﬂ] sin (ﬂ'é/)li( 6xj J{ragoj +2v o r8g0+2(1 V{raqojL ax} ] rdxdedd .

(3.5)
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Otrzymane roéwnanie zostato scatkowane po grubosci powloki w granicach —1/2<¢ <1/2,

(Zalgqcznik 1). Wyrazenie okre$lajace energie odksztalcenia sprezystego przyjmie postaé

2
Y jzj ol (a_wj2+ ow Y +(a_wj2 ouy ov, | [ow ) [ow
So20-vhy Y o] 4| Lax roQ ox Ox rop | \rop ) | rop
+V%:|+K K—v(a—w 2— w 2— v%—28v° +(1—v)6—w Ow | Oy +8v0 +
ox ro|r ox roQ ox roQ ox rop | rop 0Ox
2 2 2 2
Y Ou, 0v, +(8u0 jz N ov, +(1—v) ou, +6v0 O o’w N o’w N
ox rop \ Ox roQ 2 rop  Ox : o’ r’og’

2 2 2 2 2 2
) o'w 6W2+2(1—V)( o°w J }—ZCztz{aw[a%+v a¢1:|+ o'w [Vaal//l_,’_
X

V@ﬁagp roxoQ ox? | ox rop | rog’
+%}+(l—v)az—w{%+%} }+C3t2{[%j2+(%]2+2v v, o4,
roQ roxop| rop  Ox ox roQ ox rog
+% (1—v){% +%}2}+c4 {% (1-v) [y/ﬁ+¢ﬁ]} }rdxdqo, (3.6)
gdzie:

Rownanie (3.6) zostanie przeksztalcone zgodnie z zasadami rachunku wariacyjnego.
W pierwszej kolejnosci wyznaczono wariacje energii odksztalcenia sprezystego a nastepnie

scatlkowano przez czgsci wzgledem odpowiednich zmiennych. Powyzsze przeksztatcenia

po uporzadkowaniu zamieszczono w zataczniku 2.
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Praca sit zewnetrznych definiowana jest w zaleznosci od obcigzenia powtoki.
W przypadku powloki obciazonej ci$nieniem zewngtrznym p, rOwnomiernie rozlozonym

na powierzchni bocznej, praca obciazenia zewngtrznego wynosi

L2rx

szjpwrdxda (3.7)
00

Obciazenie brzegow powloki sitami Sciskajacymi wprowadza sig¢ przez uwzglednienie

warunkow brzegowych.

Wariacja pracy obciazenia zewnetrznego

5W:JL.2J?p5w rdxde . (3.8)
00

Energi¢ kinetyczna powloki przedstawia si¢ w nast¢pujacej postaci

th;r 1/2 d 2 d 2 d 2
=2 T e (2] () o2 raminac 39)

-1/2
gdzie:
u,v,w -—skladowe przemieszczenia punktu powtoki w kierunkach osi x ¢ z,

p(é’ ) — gestos¢ materiatu.

W zagadnieniu statecznosci sily bezwtadnosci w kierunku normalnym do powierzchni
powloki sa znacznie wigksze od pozostatych sktadowych. Przyjmujac powyzsze zalozenie,

energi¢ kinetyczna rozwazanej powtoki zapiszemy w postaci uproszczonej

/ L 27 1/2
:EJ f [ o (_j rdpdvde | (3.10)

-1/2

Powyzsze rownanie, z uwzglednieniem zaleznosci (2.3), scatkowano po grubosci powtoki

:— Splth( jrd(pdx (3.11)
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Po obliczeniu wariacji oraz catkowaniu przez czgsci otrzymanego wyrazenia, wariacja energii

kinetycznej ostatecznie przyjmie postacé

L 27

dZ
ST, =—Cpt | d—;:(ﬁw)rdxdq). (3.12)
0 0

Otrzymane wyrazenia wariacji: energii odksztalcenia spre¢zystego (Zalqcznik 2), pracy sit
zewnetrznych (3.8) oraz energii kinetycznej (3.12), wprowadzono do rownania (3.1),
wynikajacego z zasady Hamiltona. Nastgpnie, wykorzystujac podstawowa zasade rachunku
wariacyjnego, wyznaczono zespot rownan rézniczkowych ruchu oraz warunkéw brzegowych
powloki. Rownania ruchu otrzymano, po przyrownaniu do zera wyrazen wariacji tej samej

funkcji (ou,, ov,, ow, oy, O¢) i obowiazujacych na calej powierzchni powtoki

(wystepujacych pod znakiem catki powierzchniowej). Zespot warunkéw brzegowych mozna

otrzymaé po przyréwnaniu do zera wariacji du,, ov,, ow, oy, 0@, 5(a—wj, o (ﬂj
ox roQ
dotyczacych brzegu powloki (wystepujacych pod znakiem catki pojedynczej).
Zgodnie z powyzszym, rownania dynamiczne stateczno$ci maja postac:
o uo)
2 2 2 2 2 2
8u20+1 1% 82u02+1+v ow 0w N 0, +6_w 0 v2v+1 1% ?wz_z _0. (.13)
ox 2 rop 2 | rOp roxop roxop | Ox| Ox 2 riop” r
o vo)
2 2 2 2 2 2
?v02+1 vavzo+1+v ow o'w N 0°u, N ow ?w2+1 v@x;/_l _0. (3.14)
rop 2 ox 2 | Ox rox0p roxop | rop|rop 2 ox” or
Sy )
2 2 2
C, L (vPw)-c| W oy S Iy 99 o 1ov (3.15)
Ox ox 2 reop 2 roxog 2t
5¢)

2 2 2 B
C, -0 (vPw)-c| L8 v o Iy o | o 1V, (3.16)
roQ r o 2 ox 2 roxop



Statecznos¢ dynamiczna porowatej powtoki walcowej 27

Et || owlotu, (-v) &u,  (+v) & | ow [ &,  (1-v)d%,
1 x| ax? 2 o> 2 roxdp | rog | r’op’ 2 ox°

(+v) o', (a_wj 30w 18w Lv] (ow)]3 0w 10w 1],
2 roxop ox)|20ox* 2r0p> 2r rop ) | 27109 2 ox*

o’w o’w 1}_ ow o’w 6w_8u0{8zw+ o’w K}_

+

1
=W ——+V - 1% +
r Lz@q)z x> r o’ r’op’ r

2 2 2
vy [ ow .9 W+l}—(l—v) ow |:%+%:|}+ Ct’ {V“w}—

Ox roxo@ rop  Ox

- rog| r’ogp’ ox® roxoQ| rop  0x
0 0 o’w
- —(\Vy )J+—I\V)=p-C; p, t —, 3.17
2 {6)(( ‘//) I’a(o( ¢)} pP=Ls o Py ( )
2 2 4 4 4
gdzie: sza—2+ 82, V4:a4+2 282 >+ 48 T
ox~ rop ox r-ox op”  roe

Z réwnania (3.13) oraz (3.14) wyznaczono

82u0+1—v o’u, v v, _ow|v 0w l-v &'w | I+v ow O'w (3.18)
ox* 2 rop* 2 roxdp ox|r ox* 2 rog’ 2 r0Q roxog’ '
PE 1—y 8> 2 2 A2 2

Vo Vav0+1+v auozaw 1 0w 1-vow| I+vow 0w (3.19)
rrop’ 2 ox’ 2 roxop rop|lr rop’ 2 ox° 2 Ox roxdp .

Podstawiajac powyzsze wyrazenia do rownania (3.17), po przeksztalceniach otrzymano

Et 1(owY ][ &*w ow v] 1faw)[ w w1
( 2) CO —5 a— ?'FV?-F— - 1% 3 + P +— |+
l-v X X rop. r| 2\rop ox" rop. r

w| 'w 0w \ o’w |ow ow  Ou, Ov,| Ou,| 0w o’w
TV ot A _(I_V/ A + T~ TtV |T
r| ox- rop roxo@p| ox rop rop  Ox Ox | Ox roQ

2 2
_ ?Wz +V6v2v A oy —V% +C,t {V“w}—
rop| r o ox rir rop ox

0 0 o’w
Gt — (Vi ]+ — (V@) =p—Cs p t—. 3.20
{2 Lol p-cpl: 320
Réwnania (3.13) 1 (3.14) odpowiadaja réwnaniom rzutéw sit na kierunki osi x 1 ¢@.
Roéwnania (3.15) oraz (3.16) wynikaja z przyjetych zalozen modelu powloki. Réwnanie (3.20)

jest rownaniem rzutu sit na oS z.
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4. Sily i momenty wewnetrzne

Otrzymane réwnania ruchu zostana odpowiednio przeksztatcone do uktadu trzech rownan
rézniczkowych, zwanych rownaniami podstawowymi. W tym celu zdefiniowano naprgzenia

oraz sity wewngtrzne wystgpujace w powloce.

Oy

Rys. 4.2. Sity wewnetrzne w powloce walcowej

Sity normalne N,, N, oraz styczne S, ,, dzialajace w przekrojach x = const 1 ¢ =const
rozwazanej powloki, przedstawiaja nastgpujace wyrazenia

12 12

_zjad;_zj (§)g+vg)dc;,
-1/2 1/2
12
N¢=tja¢d§=tj l(g)(g +ve )dg, 4.1)
/2 ap v
12 12 E()
Sw=t_£2rwd§ = r_& 2ery e %
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Podstawiajac sktadowe pola odksztalcen (3.3) oraz funkcje (1.1) 1 (1.2) do zaleznosci (4.1),

oraz wykonaniu catkowania po grubo$ci powtoki, otrzymano:

_CyEt 8u0+vav0 _Vz+l(6wjz+za_w2
2\rop) |

N, —
1-v? | ox roQ r 2\ ox
2 2
N, =SBt | O +va”°—1+1(a—wj AN 42)
7 1-v? | rog ox r 2\ ox 2\ rop

CyE t | Ouy, 0Ov, Ow Ow
S.,= + +— .
? 2(+v)|rop ox  ox rop

Analogicznie wyznaczono momenty gnace M, i M, oraz moment skrgcajacy M,

dziatajace w przekrojach x = const 1 ¢ = const powtoki, (Zatqcznik 3).

W pierwszej kolejnosci przeksztatcono rownanie (3.20). W tym celu wprowadzono

do réwnania wyrazenia (4.2). Po przeksztatceniach otrzymano

_82wN 3 o’w N 2 o’w —lN +C1E1 £ {V“w}—

ox> " rop’ 7 roxop Y r 7 1-v?

CEFL[0 (h\ 0 (o) 0w

SIS LR BN (v PR 2 ) | G AL 43
R R e SRy s @3

Nastgpnie wprowadzono funkcj¢ sit oraz funkcj¢ przemieszczen. Sity normalne oraz styczne

wyrazone za pomoca funkcji sit przyjma postaé

2 2F 2
Nxz%, N(,,za - s - oF (4.4)
r’op Ox Y roxoe

Funkcja przemieszczen @ (x, go) jest okreslona nastgpujacymi zwiazkami

oo oo
y2® 00 (4.5)
o0x roQ
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Po odpowiednich przeksztalceniach z wykorzystaniem powyzszych zwiazkéw réwnanie (4.3)

przyjmie postac:

10 o*w

(—) [c,(viw)-c, (V'o)]=p-c, Pty (4.6)

—L( o

gdzie:

o’w O°F o’w  O°F o’w O°F .
L(w,F)= =5 2 +— < — operator nieliniowy
ox" rop roxo@ roxop rop” 0x

Réwnania (3.15) 1 (3.16) zostana po przeksztalceniu sprowadzone do jednego rownania

rozniczkowego. Wprowadzajac do tych rownan funkcje przemieszczen @ (x, (p) otrzymano:

0 o’d o0 1-v oo
C,—(V*w)-C + + =0, 4.7
26x( ) {8)63 rz(?x@qoz} Y21 ox *7)
3 3
¢, 2 (vew)-c| 22 02 +c41 voo . (4.8)
roQ r’op’ roxop raqo

Jezeli zaleznos$¢ (4.7) zroézniczkujmy wzgledem ¢ oraz (4.8) wzgledem x otrzymamy dwa
identyczne réwnania. Rozniczkujac réwnanie (4.7) wzgledem x oraz rownanie (4.8)

wzgledem ¢ otrzymano:

0° a0 o' l-v 0°®
C,—(V*w)-C + +C =0, 4.9
: 6x2( ) {ax“ rzaxzﬁ(pz} Y21 0x° (4.9)
0’ oD a0 l-v 0°D
Gy (Vz ) Gl it a2 |G 52,270 (4.10)
r’og’ r'op’ roxop 2t rop

Po przyréwnaniu powyzszych rownan ostatecznie otrzymano jedno rownanie rozniczkowe

4.11)
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Wyrazenia (4.2), po zrézniczkowaniu wzglgdem x oraz ¢, wprowadzono w miejsce

takich samych sktadowych do rownan (3.13) 1 (3.14). Przedstawiajac sity normalne

oraz styczne za pomoca funkcji sit, otrzymano:

aS 3 3
aN"—i— = = 28F - = 28F - =0, (4.12)
Ox rop roxop” roxop
ON, 0S 3 3
0,05,  OF OF (4.13)

0  Ox rox0p rox0p -

Wprowadzenie funkcji sit spowodowato zZe rownania (3.13) 1 (3.14) sa spelnione

tozsamo$ciowo.

Wprowadzenie funkcji przemieszczen umozliwito sprowadzenie dwoch réwnan (3.15)
1 (3.16) do jednego réwnania rézniczkowego. Wprowadzenie funkcji sit wyeliminowato dwa
réwnania (3.13) 1 (3.14) oraz dwie niewadome u, 1 v,. Z ukladu pigciu rownah ruchu
otrzymano dwa roéwnania z trzema niewiadomymi: F, ® oraz w. W zwiazku z tym,

uzyskany uktad rownan musi by¢ uzupekiony o jeszcze jedno — znane w teorii sprezystosci

rownanie ciagtosci odksztalcen

2 0’e PE 2 2 e 2
rop- 0x~ roxop \roxop ox“\r rop
Sktadowe odksztatcen wyrazone przez odpowiednie kombinacje sit wewngtrznych
1 1

e =—lo. —-vo, )= N —-vN ),

X E( X (P) COElt( X (P)

£ =l(a -vo ) = ! (N -vN ), (4.15)
EN? * C,Et* '

2(1+v) __2u+v)S

}/)C(ﬂ E xXQ COEI t xXQ

Wprowadzajac powyzsze zwiazki do rownania (4.14) z uwzglednieniem wyrazen (4.4),

otrzymano po przeksztatceniach réwnanie ciagtosci odksztalcen w postaci

1 4 1 1 0*w
ViF)=—-=L —— 4.16
C,Et ( ) 2 (W’W) rox?’ ( )

2 2 2 2
gdzie: L(w,w):2av; ?w2—2 ow .
ox™ rop 70 X0
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Podsumowujac powyzsze dzialania, otrzymano uktad trzech rézniczkowych rownan ruchu
(rownania podstawowe) porowatej powloki walcowej. RoOwnania te mozna zapisaé

w nastgpujacej kolejnosci:

e rownanie ruchu

1 0°F o

G (Viw Vo) |l=Lw,F)+——+p-Cspt—, 4.6
( ’[ ( ) ( )] ( ) - ox P—Cs o 072 (4.6)

e rdéwnanie zgodnos$ci przemieszczen

4 1 12
C,V (4.11)
e rownanie ciagtosci odksztatcen:
1 _, 1 1 0*w

ViIF)=—Lw,w)—— . 4.16
C,Et () 2 (w.0) r ox’ (4.16)

Zgodnie z zasada Hamiltona, oprocz przedstawionych powyzej rownan rézniczkowych
ruchu, otrzymano roéwniez wszystkie mozliwe warunki brzegowe. Warunki te zaleza
od sposobu podparcia oraz obcigzenia brzegéw powtoki. Zgodnie z przyjetymi zalozeniami,
dla powtoki swobodnie podpartej na krawedziach zewngtrznych (x =0 oraz x = L), warunki

brzegowe maja postac

(M,) =0, 4.17)
(w)x:O;x:L = O .

X

Obciazenie brzegéw powtoki sitami $ciskajacymi N 0 wprowadza si¢ uwzgledniajac

powyzsze warunki brzegowe.
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5. Rozwigzanie ukladu rownan

Podczas  utraty  stateczno$ci  powierzchnia  powloki  ulega  pofalowaniu.
Poniewaz otrzymany uklad geometrycznie nieliniowych réwnan rdézniczkowych
jest niefalowy, nalezy zatozy¢ jakas postaé wyboczenia powtoki z nieokre§lonymi
parametrami, zaleznymi od czasu. Tym samym uktad réwnan rozniczkowych czastkowych

zostanie sprowadzony do uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

W celu rozwiazania otrzymanego uktadu trzech rézniczkowych réwnan ruchu porowate;j

powtoki walcowej, przyjeto funkcje aproksymujace ugigcie i przemieszczenie w nastgpujacej

postaci
w(x,p,7)=w(r)sin MY cos ne+2w,(z)sin’ m/sz , (5.1)
D (x,0,7)=w(7) @, sin MY cosng+2w,(r) a,, sin® mzrx , (5.2)
gdzie:

w,(r), w,(r) —nieznane parametry funkcji ugiecia,
m  — liczba potfal wzdhuz tworzacej powtoki,

n - liczba fal po obwodzie powtoki.

Pierwszy czton funkcji aproksymujacej ugigcie okresla powstawanie fal wzdtuz tworzacej
oraz po obwodzie powloki, natomiast drugi odpowiada za zmniejszenie promienia
powierzchni $rodkowej powloki w wyniku jej odksztalcenia. Przyjete funkcje spetniaja
warunek okresowo$ci oraz zerowania si¢ ugi¢¢ na krawedziach zewngtrznych powtoki.
Analogiczna posta¢ funkcji aproksymujacych przyjat przykladowo Ostwald [44, 52]
1 Volmir [66]. Na rysunkach 5.1 - 5.3 przedstawiono przykladowe postacie odksztatcenia
powloki w zalezno$ci od liczby m i n. Ilustracje graficzna ugigcia powloki wykonano

na podstawie funkcji (5.1).
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W pierwszej kolejnosci, z rownania nierozdzielno$ci odksztalcen, wyznaczono funkcje sit.

Po wprowadzeniu zaleznosci (5.1) do réwnania (4.16) 1 przeksztatceniu otrzymano:
mrY |1 n\’ 2mmx nY 3max
v4 (F) =C,E\t (T] {5 wl2 —] {cos —CO0S 2n(p} +2ww, [—j {sin
r r

. mix mme 1 . mmx
—smTcosn(o ——Ww, cOs +—w, smTcosn(p . (5.3)

cosng—

7 L r

Roéwnanie (5.3) jest rownaniem rézniczkowym czastkowym liniowym czwartego rzedu.
Rozwiazaniem tego rownania jest funkcja sil, zalezna od parametrow geometrycznych

1 wlasciwosci sprezystych powloki, w postaci:

2 .3 .
F= COElt{wl2 {aﬂ cos? —a, COS 2ngo} +ww, {aﬁ s1n%—ozf4 s1n%} cosng—
2max . mnx T
—W, 1 s cosT+w1raf6s1nTc0sngo —Eer @ —§N¢x , (5.4)

Dwa ostatnie skfadniki funkcji uwzgledniaja naprgzenia stanu btonowego powtoki,

pochodzace od obciazenia zewngtrznego. W rownaniu tym poszczegdlne parametry wynosza:

Lk Lo i L2k . _(klf
h 32 ? f2 32k12 ? /3 (9+k12)2 ) Ja (1+k12)z > /s 2n ?
a, n L
Ja 0
a, = , k=——, N =p-r
o op? “moor o =P

Z réwnania zgodnosci przemieszezen (4.11) wyznaczone zostang parametry o, 1 o, -

Wprowadzajac do rownania zaleznosci (5.1) oraz (5.2) otrzymano po przeksztatceniu:

2 27? 2 2
mm n I-v mrwr n . M
w (CZ—C3 a®1)|:(7j +(7j] —7C4a®1|:[7j +[7j:| SIHTCOSI’ZQ'F
2mr) 1-v 2mr ) max max
+W2{(C2 —C3 a%)(Tj —2—12C4 CX@Z(Tj }(sinzT—cosz szO (55)

Otrzymane réwnanie rozwigzane zostanie metoda ortogonalizacyjna Bubnowa-Galerkina.
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Obliczenia przeprowadzono na podstawie nastepujacych warunkow:

2z

.[ R, sin =
0

Y cos ne rdxdp=0,

O Sy I~

. o mTXx
R, sin

rdxdp =0, (5.6)

O Gy
o'—.g)

gdzie:
R, — lewa strona réwnania (5.5).

Po wykonaniu catkowania wedtug powyzszych zaleznosci (Zafqcznik 4) oraz przeksztatceniu,

otrzymano uktad dwoch rownan algebraicznych

1-v 1
CZ—C3 aq)l _FC“ aq)l 5 2 :O, (57)
L r
2
mm I-v
4(Lj(c ~Ca,,)- S Coag, =0. (5.8)

Z réwnania (5.7) wyznaczono parametr «,, , natomiast z rOwnania (52) parametr «,,,

C2
5.9
"+ Ck )
G
: 5.10
» G +Ck ©-10)
gdzie
1 LY 1 1 LY
ky =—(1-v) — | —, ko =—(1-v) ——| .
o 2( )[mﬁtj 1+k/ 2 8( )[mﬁtj

W kolejnym kroku rozwiazuje si¢ réwnanie ruchu. Do réwnania (4.6) wprowadzono
zalezno$ci (5.1), (5.2) oraz (5.4). W celu skrocenia zapisu przyjeto tutaj oznaczenia:

M x
X = , Y=nop.
1 @
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£ t32 (ET {Wl (1 + klz)z(C1 —C,ay, ) sin X cosY +16w, (C1 -C,ay, ) (sin2 X —cos’ X)}+

1-v L

2 2
+(ﬂj [wl sin X cos Y +4w, (sin2 X —cos’ X)}-{COEI t(ﬁj {4 w'a, (0052 Y —sin® Y)+
L r :
7{w1w2(4af3 sian—?mtf3 +ta, )—w1 rafﬁ} sianosY} +N, } -
2 2
—2GE t| ZE | | 2| | wiw,| 9, —12 ¢ —w > Xsin>Y
it = | ] [ wiw| 9@, ~12ay, cos” X b ary, |=wiray, | cos’ Xsin®Y +

2 2
+C,E, t(mTﬂj (ﬁj { [4wf a, —4ww, rozfsj(sin3 X cosY —sin X cos® X cos Y)+
. ,

2
+[wf W2(3605f3 sin’ X -27a,, +af4)—wfraf6 } sinz)(coszY}+wl N, (EJ sin X cosY —
. A A . »

C,E, ¢ 2 . .
01 (@j {{wl W2(360{f3 31112X—2705f3 +05f4)—w1 rak} sin X cosY +

r L

+(4wl2 a, —4w, roefsj(sin2 X —cos’ X)}-i-

7’ dr?

d’ d’
+C5plt( lud sianosY+2isin2X} =0, (5.11)
T

Otrzymane roéwnanie, analogicznie jak poprzednie, rozwigzane zostanie metoda

ortogonalizacyjna Bubnowa-Galerkina. Zadano tutaj spelienia nastepujacych warunkow

mrnwx

R, sin cosng rdxdp=0,

S C—
o'—.l‘\j

mruwx

rdxdp =0, (5.12)

S e

2z
j R, sin’
0

gdzie:

R, —lewa strona réwnania (5.11).
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Po uwzglednieniu wynikow catkowania (Zafqcznik 4) oraz przeksztatceniu, otrzymano uktad

dwoch rownan

2 2 2
L Y dw t mr
o L] +{El{co () (Y- )}(Nﬁkmq,)} e

mim 14

2
+2C0Elt(§j {(ocf1 +05f2)w13 +(af3 +af4)w1w§ —r(af5 +205f6)w1 wz} =0, (5.13)

mr T 1-v

LY d*w, 4 £ (mr\
Csplt(—j y 22+§{E1t[(70af5+4 A\ (€ -Coa,)|-N, tw,+

2 2
+%C0Elt(ﬁj {(a,é +af4)w12w2—%(lj r@a, +af4)w12:l =0. (5.14)
|\ ra |

n

W pracy przeprowadzona zostanie analiza stateczno$ci powtoki przy obcigzeniu zlozonym.
Wystepuje tutaj jednoczesne dziatanie dwoch rodzajéw obciazen: ciSnienie zewngtrzne

oraz $ciskanie osiowe. Wprowadzono parametr k, okreslajacy udzial poszczegdlnych obciazen

X

N, =k,N,, N, =(1-k,)N,, (5.15)
gdzie:
N, —obciazenie powtoki,
k, — parametr obciazenia powtoki (0 <k, <1), okreslajacy proporcje pomigdzy sitami

osiowymi oraz sitami obwodowymi.

W przypadku, gdy parametr k, =1 wystgpuje tylko $ciskanie osiowe powtoki (N, =N).
Jezeli k,=0 powloka jest $ciskana tylko sitami obwodowymi (N,=N,=p-r).

Jednoczesne dziatanie dwoch rodzajow obciazen wystepuje dla 0 <k, <1.

Przyjgto réwniez, ze parametry ugigcia powtoki w, 1 w, beda odniesione do jej grubosci.

wo=w/t, W, =w,/t. (5.16)



Statecznos¢ dynamiczna porowatej powloki walcowej 39

Po uwzglednieniu tych zatozen uktad réwnan (5.13) 1 (5.14) przyjmie postac:

C LV d%0 /2 2 N )
Spl[ j d:;lJr{Coaféle 2(%) (1 k12)z(cl_cza®l)_$ [ko+k12(l—k0)]}w1+

E, \mr -V 1t

12c, (nthz [(aﬁ va, )W +la, +a, )Wz —?(a,.s +2a, )W wz} 0, (5.17)

2 2~ 2 2

Cs pl( L j dw, 4 t (mﬁj koNo(7) | -
+—-| Cya, +4 — |G -Cyay, )-—| W, +
E \mz) dc* 3] "5 T1-v ( b CDZ) 2

1 (ntY o 1(1Y'r -
+§C0(—] {(a‘f3+af4)wlz WZ—E(ZJ ?(Safl +af4)w12} =0. (518)

7

Po wprowadzeniu dodatkowych parametréw, otrzymany uktad rownan zapisano w postaci

2~
1

2~
%:%a%{s kog—ot(f) Ty — 8@, 7, — o, Wy 4, wf}. (5.20)
1

Poszczegblne parametry zamieszczono w zataczniku 5. Otrzymany uklad réwnan (5.19)
1 (5.20) opisuje rownowage dynamiczna porowatej powtoki walcowej, poddanej dziataniu

zmiennego w czasie obciazenia zewngtrznego.
Szczegblne przypadki otrzymanego uktadu rownan mozna opisa¢ nastgpujaco:
e Obcigzenie statyczne — opis liniowy

Wyrazenia zawarte w nawiasie klamrowym, w réwnaniu (5.17), wynikaja z geometrycznie
liniowych zwiazkéw pomigdzy przemieszczeniem 1 odksztalceniem. Przyjmujac tylko te

zaleznos$ci mozna okresli¢ goérne krytyczne obcigzenie powtoki.

. E £ (mrY
NOg :%}?{m{co C{fé +m[7j (1+k12)Z[C1 _CZ aq)l :I:|} (521)
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e Obcigzenie statyczne — opis nieliniowy

Pomijajac skladniki dynamiczne w rownaniach (5.19) i (5.20), otrzymano uklad dwoch

nieliniowych rownan algebraicznych.

Et

ko k(=) ot a0, 72 = s | (5.22)

0

8|:a""2 - ]\;.v k0j| i/\{}2 + aW4 WIZ 1'/\{}2 _aw6 W}IZ = 0 . (523)

1

Po wyznaczeniu z roéwnania (5.23) parametru w, i podstawieniu do rownania (5.22)

otrzymano uktad dwoch, wspolzaleznych od siebie, nieliniowych rownan algebraicznych

Okt k21— k)

~2 2 ~4
[awl +(on3 —-a, a,, )w1 + 0wy A W },

a
a, = e . (5.24)
w1 N,k
8a,, +a,, Wi —8-070
wy wy V1 Elf

Powyzsze rownania umozliwiaja analize przebiegu utraty statecznosci statycznej badanej
powtoki. W szczegdlnym przypadku, dla powloki obciazonej tylko ci$nieniem zewngtrznym,

przedstawiony uktad rownan mozna sprowadzi¢ do jednego rdwnania.
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6. Przyklad obliczen

Obliczenia numeryczne przeprowadzono dla powtoki walcowej wykonanej ze stopu
aluminium o nastgpujacych danych materiatowych: E, =7,06-10*MPa, v =033,
0, =28-10Ckg/mm® , o, = 90MPa.

W pracy przyjeto zalozenie, ze utrata statecznosci powloki wystepuje w zakresie

sprezystym. W zwiazku z tym musi by¢ spetniony nastepujacy warunek wytrzymatosciowy:

O-eq,max < Oa» (61)
gdzie:
Cegmax  — NAjWigksze naprezenia zredukowane (naprezenia Hubera-Misesa),
O — dopuszczalne naprgzenia dla danego materiatu.

Okreslajac obszar rozwigzan dopuszczalnych, naprezenia zredukowane zdefiniowano przy

zatozeniu plaskiego stanu naprezen:

Oy = \/of -0,0,+ 05, . (6.2)

Wprowadzajac do powyzszego rownania zwiazki (2.1), (2.2), (4.1), (5.15) otrzymano:

N,
= o 1 ey cosre)] T3kl ko) (63

O =
“ Gyt

Poniewaz maksymalne naprezenia wystgpuja na powierzchniach zewngtrznych powtoki

o =0 stad:
eq,max eq c=t1/2 > Sta

N
O gomax = Zkt J1-3k,(1- k) . (6.4)

C

Zgodnie z kryterium wytrzymatosciowym (6.1) okreslono obszar dopuszczalnych
rozwigzan dla badanej rodziny powlok walcowych. Wyniki obliczen w zalezno$ci

od parametru k, oraz stosunkow: dlugosci do promienia L/r i promienia do grubosci r/t
przy ustalonej wartosci parametru e, =0.9, zamieszczono na ponizszych rysunkach.

Zbior dopuszcezalnych rozwiazan znajduje si¢ nad przedstawiona powierzchnia.
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9 oraz 0<k,<0,9

9

=0

dopuszczalnych dla e,

n

Rys. 6.1. Obszar rozwiqza

9 oraz 09<k, <1

2

=0

Rys. 6.2. Obszar rozwiqzan dopuszczalnych dla e,
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Wzrost proporcji powtoki, zarowno L/r jak i r/t, powoduje zwigkszenie badanego obszaru
rozwiazah dopuszczalnych. Wzrost udziatu osiowych sit $ciskajacych (wzrost parametru k)

powoduje zmniejszenie badanego obszaru. Jest to szczegolnie widoczne w przypadku

dominujacego Sciskania osiowego (Rys. 6.2) gdzie niewielki przyrost parametru k, powoduje
gwaltowny wzrost minimalnej warto$ci stosunku promienia do grubosci powtoki.
W szczegdlnym przypadku, kiedy wystgpuje tylko osiowe Sciskanie powtoki (k,=1),
stosunek L/r nie wptywa na wielko$¢ badanego obszaru. Wplyw porowatosci materiatu
(wspdtczynnika e,), przy ustalonych warto$ciach parametru k,, na badany obszar

przedstawiono na rysunkach 6.3, 6.4 oraz 6.5.

»
'

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 g

Rys. 6.3. Obszar rozwiqzan dopuszczalnych dla k, =1

r/tﬂ
N e e B
280 P\ - ——— L
240
200 — ", & — - -
160+ ——1——
120 I
T Geq,max>cyall _I’___:____I’_‘
4 S Y IR
%0 W N N N
I I I I I I I I I I I I ”~
4 5 6 7
1 2 3 L/r

Rys. 6.4. Obszar rozwiqzan dopuszczalnych dla k, =0,9 oraz e, =0 i e, =0,9
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110'—“1——7——7——T——r——r——l——ﬂ——T——T——r—ﬂ

10 +——
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7
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| | | >
>

Rys. 6.5. Obszar rozwiqzan dopuszczalnych dla k, =0,5 oraz e, =0 i ¢, =0,9

W kazdym przypadku wzrost porowatosci materiatu powoduje zmniejszenie badanego

zakresu rozwiazan.
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6.1. Zagadnienie statecznosci statycznej powloki walcowej

Zagadnienie statyczne powloki stanowi wstgp do analizy statecznosci powtloki
przy obciazeniach dynamicznych. Na podstawie rozwiazania geometrycznie liniowego okresli¢
mozna tzw. gorne obciazenie krytyczne powtoki. Geometrycznie nieliniowy opis zagadnienia
umozliwia badanie zaleznosci pomig¢dzy obciazeniem i ugigciem powloki, a tym samym
wyznaczenie $ciezek rownowagi oraz dolnego obciazenia krytycznego. Na rysunku 6.6
zamieszczono przyktadowe $ciezki réwnowagi powtoki idealnej (krzywa B) oraz rzeczywistej
(krzywa P). Przez powtoke idealna rozumie si¢ tutaj powtoke nie posiadajaca poczatkowych

imperfekcji — odchylen od poczatkowego, geometrycznie idealnego ksztattu.

NoA

0 W
Rys. 6.6. Sciezki réwnowagi i punkty krytyczne powloki

Utrata stateczno$ci powtoki idealnej nastgpuje poprzez bifurkacjg (punkt B; odpowiadajacy
wartos$ci gornego obciazenia krytycznego). Poczatkowo wzrost obcigzenia nie powoduje ugigé
w kierunku promieniowym (odcinek 0 B;), odpowiadajacych zjawisku wyboczenia.
Powtloka znajduje si¢ tutaj w stanie rownowagi. Po osiagni¢ciu wartosci gornego obciazenia
krytycznego, nastgpuje wyboczenie powloki i1 jej gwattowne przejScie do nowego stanu
rownowagi (element krzywej B, B). Punkt B, na krzywej okre$la si¢ jako dolne obciazenie
krytyczne powloki.

Utrata stateczno$ci powloki rzeczywistej nastgpuje poprzez przeskok — osiagnigcie lokalnego
maksymalnego obciazenia. Nalezy zauwazy¢, ze kazda powloka rzeczywista posiada
poczatkowe imperfekcje. Wzrost obciazenia, w wyniku niedoskonatosci ksztaltu powloki,

juz na wstgpie powoduje przyrost obciazen promieniowych. Po osiagnigciu lokalnego
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maksimum (punkt P;) powloka w wyniku wyboczenia przechodzi do nowego stanu réwnowagi
(element krzywej P, P). Punkt P; okresla rzeczywiste obciazenie krytyczne powloki.
W zakresie odksztalcen sprezystych, zmniejszenie obciazenia powoduje przejscie powtoki
do poczatkowego stanu rownowagi. Szerzej powyzsze zagadnienie opisane jest przyktadowo
w pracach [6, 27, 44].

Wstepne ugigcia powloki nie sa analizowane w tej pracy. Nalezy jednak zwroci¢ uwagg, ze
w przypadku malych imperfekcji, warto$¢ rzeczywistego obciazenia krytycznego znajduje si¢
pomigdzy goérnym a dolnym obcigzeniem krytycznym powtoki idealnej. Poniewaz zasadniczym
celem pracy jest zagadnienie statecznosci powloki przy obciazeniach dynamicznych,

przedstawione zostana tutaj tylko wybrane wyniki badan.

6.1.1. Rozwigzanie geometrycznie liniowe

Obliczenia przeprowadzone zostaly na podstawie zaleznosci (5.21). Gorne obciazenie
krytyczne powloki wyznaczono przyjmujac najmniejsza warto$¢ obciazenia przy réznych
kombinacjach parametréw m i n. Na wykresach przedstawiono wyniki obliczen dla r6znych
parametrow porowatosci e, 1 obciazenia k,, w odniesieniu do proporcji geometrycznych
powtoki.

Na rysunkach 6.6 1 6.7 przedstawiono wptyw diugosci powloki na gorne obciazenie

krytyczne, przy ustalonej wartosci stosunku promienia do grubosci.

Rys. 6.6. Gérne obcigzenie krytyczne powtoki w zaleznosci od proporcji L/r dla k, =0,
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»
>

L.

Rys. 6.7. Goérne obciqzenie krytyczne powloki w zaleznosci od proporcji Ljr dla ky, =09

Rysunek 6.6 przedstawia wyniki obliczen w przypadku dominujacego cisnienia
zewngtrznego k, =0,1, natomiast rysunek 6.7 dla przypadku dominujacego S$ciskania
osiowego powtoki k,=0,9. Wzrost dlugosci powloki powoduje zmniejszenie warto$ci

gornego  obciazenia  krytycznego, niezaleznie od  analizowanych  parametrow.
Analogiczna sytuacja przedstawia si¢ w przypadku wzrostu warto$ci promienia do grubosci

powloki (Rys. 6.6, 6.9).

Tt [T T Ko=01 ——q———q———17
| | I I

e =09 _

O ———fr———t———T———F——-
| | | | eg=05 |
BO\———Fr———ft———t+———t——- o
| | | | €&=0
50\ \\-——F——+———F+———F———4——— 4 —— —
| | | | | | |
40 S 0
| | | | | | |
304 Y S (N SR B

»
>

! | !
50 100 150 200 250 300 350 400 r/
t

Rys. 6.8. Gérne obciqzenie krytyczne powloki w zaleznosci od proporcji r/t dla k, = 0,1
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Nog 4
t
90 ~
70 -

50 A

30 A

Rys. 6.9. Gorne obciqzenie krytyczne powloki w zaleznosci od proporcji r/t dla ky = 0,9

Na rysunku 6.10 przedstawiono wplyw parametru k, na warto$¢ gornego obcigzenia
krytycznego przy ustalonej geometrii powtoki. Obciazenie to jest znacznie wigksze
w przypadku $ciskania osiowego. Mozna zauwazy¢, ze juz niewielki udzial ci$nienia

zewngtrznego powoduje znaczne zmniejszenie nosnosci powtoki.

NOQ“ L r

t __—r__l___r_s T—600 T
| | | | | | | |

3 AN ISR NN AU Y N B N R

Rys. 6.10. Gorne obciqzenie krytyczne powtoki w zaleznosci od parametru k,

W kazdym z analizowanych przypadkéw wzrost porowatosci powloki powodowal spadek

obciazen krytycznych. Nalezy jednak zwroci¢ uwagg, ze wraz ze wzrostem parametru e,

maleje rowniez masa powtoki.
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Kolejny wykres przedstawia wplyw porowatosci materiatu na warto$¢ gornego obciazenia
krytycznego przy zatozeniu statej masy powtloki. Zmienna w tym przypadku jest grubos$¢.

Na podstawie powyzszego zatozenia ro$nie ona wraz ze wzrostem parametru e, wedlug

zaleznosci:
t
(ep=0)
[=——. (6.5)
Cs
A
Nog L=5 1 t 4
=5m r=1m -0 =4 mm
Nog(e,=0) (a=0)
T L S St St Sl el Mt
| — k=01 )
1,8-———¢|—————k0=0,6 —{-——4'— t —f———' -—
I = [ [ _ | |
| ko=08 | 0 | 2

Rys. 6.11. Gorne obciqzenie krytyczne w zaleznosci od parametru e, przy statej masie powloki

Zaktadajac stala warto$¢ gornego obciazenia krytycznego, wyznaczy¢ mozna zmniejszenie

masy powtoki wynikajace ze wzrostu porowatosci materialu (Rys. 6.12).

[ ko=06 [ | [ | [
[ _ | | | [ [ [
———T—— Ko=08 o g\
[ [ [ [ [ [ [ | [ [
| [ [ [ | | | [ | |
0,7 1 1 1 1 o—>
0 0,2 0,4 0,6 0,8 Co

Rys. 6.12. Masa powloki w zaleznosci od parametru e, przy ustalonym obciqzeniu krytycznym
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Powyzsze wykresy w najlepszy sposéb odzwierciedlaja korzys$ci pltynace z zastosowania

materiatow porowatych. Poczatkowo, wraz ze wzrostem porowatosci materiatu (0 <e, <0,4),

masa powloki maleje tak samo, niezaleznie od parametru obcigzenia. Dalszy wzrost
porowato$ci powoduje wigkszy spadek masy powtoki w przypadku dominujacego cis$nienia

zewngtrznego.

6.1.2. Rozwigzanie geometrycznie nieliniowe

Uktad réwnan (5.24) zostal rozwiazany w sposob iteracyjny, przy zalozeniu maksymalnego
btedu 0,01%. Liczba iteracji potrzebna do uzyskania rozwigzania przy powyzszym zalozeniu

ro$nie wraz ze wzrostem parametru k, oraz ugigcia w;. Jako pierwsze przyblizenie przyjgto

warto$¢ parametru ¢« bez czynnika 8kj N, JE t. Rozwiazanie réwnania polegato

na okresleniu biezacej wartosci obciazenia zewngtrznego dla kolejnych wartosci ugigecia w, .
Na wykresach przedstawiono zalezno$¢ obciazenia od ugigcia powlok o nastgpujacych
danych geometrycznych: r/f=200 i L/r =3 w przypadku obciazenia ztozonego (Rys. 6.13,
6.14) oraz r/t=600 i L/r=3 w przypadku S$ciskania osiowego (Rys. 6.15).
Sciezki rownowagi przedstawione zostaty w zaleznosci od postaci odksztatcenia powtoki.
Jak wspomniano na wstgpie, na rzeczywiste obciazenie krytyczne powtoki bardzo duzy
wplyw maja wstgpne imperfekcje. Podobnie sytuacja wyglada w przypadku postaci

odksztatcenia powloki. Dlatego dolne obciazenie krytyczne N, wyznaczono przyjmujac

najmniejsza warto$§¢ N, dla danej powloki przy réznych kombinacjach m i n.

Rys. 6.13. Sciezki réwnowagi powloki przy dominujgcym cisnieniu zewnetrznym
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ko = 0,9

6020

No A
t
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7

Rys. 6.14. Sciezki rownowagi powtoki przy dominujqcym sciskaniu osiowym

e, =109

(m,n)

Rys. 6.15. Sciezki réwnowagi powloki $ciskanej osiowo

Ko

0,4

0,2

Rys. 6.16. Gorne i dolne obciqzenie krytyczne w zaleznosci od parametru k
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N Lo

Rys. 6.17. Gorne i dolne obcigzenie krytyczne w zaleznosci od parametru L[r

Analizujac przedstawione wyniki mozna zauwazy¢ bardzo duza rdéznicg pomigdzy
stosunkiem goérnego i dolnego obciazenia krytycznego w przypadku powtoki $ciskanej
osiowo. Juz niewielki udziat ci$nienia powoduje duzy spadek tej réznicy. Relacj¢ pomigedzy
obciazeniami krytycznymi w zaleznosci od parametru k, przedstawiono na rysunku 6.16.
Wzrost proporcji promienia do grubosci powtoki powoduje spadek roznicy pomiedzy
obciazeniami. Podobna sytuacja wystepuje w przypadku zwigkszania dlugosci powtoki.
Przy czym w tym przypadku po przekroczeniu parametru L/r pewnej warto$ci nastgpuje
ponowne zwigkszenie roznicy pomig¢dzy obciazeniami (Rys. 6.17). W przypadku,
gdy wystgpuje tylko osiowe Sciskanie (k, =1) wzrost dlugosci powtoki nie ma wplywu
zar6bwno na gorne jak i dolne obciazenie krytyczne. Zwigksza si¢ jedynie liczba potfal
na dtugosci powloki. Wptyw porowatosci materiatu na réznicg pomigdzy gérnym i dolnym
obciazeniem krytycznym jest praktycznie znikomy i ma charakter chaotyczny. Roznica ta
(wigksza dla materiatu porowatego) staje si¢ widoczna dopiero w przypadku gdzie wyraznie

dominuje $ciskanie osiowe.
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6.2. Zagadnienie statecznosci dynamicznej powloki walcowej

Analizg statecznosci powtoki poddanej obciazeniom dynamicznym przeprowadzono na
podstawie numerycznego rozwiazania uktadu réwnan (5.19, 5.20). Obliczenia przeprowadzono
w oparciu o algorytm metody Rungego-Kutty. Do numerycznego catkowania réwnan
rézniczkowych drugiego rzgdu wykorzystano srodowisko programu Matlab. Uktad réwnan

rozwiazano przy nastgpujacych warunkach poczatkowych.

~ _dwlza’w2

dla: 7=0 — Ww,=1-10"°, W, = =0, (6.6)
dr dr

Otrzymana posta¢ roéwnan rozniczkowych umozliwia przyjecie dowolnej funkcji
obciazenia, zaleznej od czasu. W pierwszej kolejnosci przyjeto, ze obciazenie zewngtrzne
narasta w czasie w sposob liniowy z ustalona predkoscia. W dalszej czesSci bada sie
stateczno$¢ powtoki poddanej obciazeniu quasi-impulsowemu. Przyjeto tutaj impuls
o przebiegu sinusoidalnym. W kazdym z badanych przypadkéw przyjmuje sig stala w danej

chwili proporcje obcigzen zewngtrznych £, .
Obliczenia przeprowadzono dla powtok walcowych wyr6znionych nastgpujacymi danymi
geometrycznymi:
» t=4mm, r=800 mm, L=2400 mm, —  r/t=200, L/r=3;
» t=4mm, r=800mm, L=4000 mm, — r/l:200, L/r:5;
> t=4mm, r=1600 mm, L=4800 mm, — r/t=400, L/r=3.

Przyjgto parametr obcigzenia powloki k, =0,1 oraz k, =0,9.

6.2.1. Obcigzenie rosnace proporcjonalnie do czasu

Obciazenie zewngtrzne powloki narasta w czasie w sposob liniowy od wartosci

poczatkowej 7=0.

—eor (6.7)

gdzie:

MPa ., . .
¢ | —— | — predko$¢ narastania obcigzenia zewngtrznego.
S



Statecznos¢ dynamiczna porowatej powtoki walcowej 54

Przyktadowe wyniki obliczen dla powtoki o wymiarach =4 mm, r=800mm,
L =2400 mm, przedstawiono na rysunkach 6.18 — 6.25. Wprowadzony zostal bezwymiarowy
parametr czasu 7 , bedacy stosunkiem warto$ci obciazenia biezacego do gornego obciazenia
krytycznego w zagadnieniu statycznym. Parametr ten pelni jednoczes$nie funkcjg
wspotczynnika obciazenia dynamicznego. Gérne obciazenie krytyczne jest tutaj wartoScia

stala, charakteryzujaca dana powltoke.

7ot Nolo) 6.8)

Thr Nog

gdzie:

z,, — czas, po ktorym obciazenie N,(r) osiagnie warto$é Nog .

Rysunek 6.18 przedstawia przykladowy przebieg ugiecia powtoki pod wptywem wzrostu
obciazenia zewngtrznego. Zaznaczono tutaj rowniez krzywa, bedaca rozwigzaniem

zagadnienia statycznego, ¢ =0.

=~ A

w
! =09 ko=09 Nog=37MPa c=100Pa
251971~ 7T~~~ T ——r——1
| | | | | | | | |
| | | [ | 'K%' [ [
| | | | | | | |
0+—-——f——""17-""71 Sk it B o 1o | | i
[ [ =0 T [ [ 7
| | | | L | |
| | | I | |
155+——4—"——1—————+ =R ——
| | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
10+——4—"——+———i I_—‘1‘ﬂ‘ﬁ_—ﬂ
| | | | |U | |
| | | | W | |
| | | | U| | |
54+ ——d———+———F——+ A==+ —-——F—-—4
| | | | | | | |
| | | | |
| | | | ﬁﬁ) : : :
0 f f f f T f f f ' >
02 04 06 08 10 12 14 16 = No (7)
| - Nog
|
No(x) A |
|
21 -——- - ey ———tT -7 ——7
[ | | Lo |
[ | | :| |
T e e REEEN EEEE
[ | Lo [ [
| | Lo | |
T 1 1 I 1 1 1 »
0 01 02 03 04 05 06 7I[s]

Rys. 6.18. Ugiecie powtoki w funkcji parametru 7
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Poczatkowy wzrost obciazenia powoduje bardzo mate ugigcia powtoki. Po przekroczeniu
gornej wartos$ci krytycznej (punkt K; na krzywej), nastepuje gwattowny wzrost ugigcia az do
osiagnigcia lokalnej maksymalnej wartosci, (punkt K, na krzywej). Nastepnie powtoka
przechodzi w stan nieliniowych drgan wokol nowego potozenia rownowagi. Potozenie to
wyznacza krzywa begdaca rozwiazaniem statycznym. Utrata stateczno$ci powtoki nastepuje
w momencie, gdzie niewielki wzrost obciazenia powoduje bardzo szybki wzrost ugigé
(przebieg krzywej od punktu K; do K>). Punkty te wyznaczaja przedzial dynamicznych
obciazen krytycznych.

W dalszej czes$ci nalezy przewidzie¢ mozliwos¢ wystapienia utraty stateczno$ci przy innej
niz statyczna, postaci wyboczenia powloki. Sytuacja taka ma miejsce przy wigkszych
predkosciach narastania obciazenia zewngtrznego. Przykladowe przebiegi utraty statecznosci

powtoki (statycznej i dynamicznej) w zaleznosci od liczby m 1 n ilustruje rysunek 6.19.

~ A

Wy €=09 ko=09 Nog=37MPa  c=500024
_____ r-———~>~T~"~"~""~""~"T°"~ """~ 7T1°" 777777
I I I I |
| | | I |
0+—-———- L [ )

| ! |
|
m=1; n=7 -——d———

Rys. 6.19. Ugiecie powtoki w funkcji parametru T w zaleznosci od postaci wyboczenia

Utrata stateczno$ci w zagadnieniu statycznym wystgpuje tutaj przy jednej potfali
w kierunku osiowym (m=1) oraz pigciu falach w kierunku obwodowym (n=35).
W zagadnieniu dynamicznym, przy danej szybkosci obciazenia, powloka odksztalci sig
najszybciej przy m=2 1 n=8. Wraz ze wzrostem liczby fal maleje lokalne maksimum
krzywej. Utrata statecznosci powloki nie ma juz tak gwattownego charakteru jak przy

mniejszych predkosciach obciazenia.
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m=1
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Przebieg utraty stateczno$ci oraz zmiang postaci wyboczenia powloki dla roéznych

predkosci obciazenia przedstawiono na rysunkach 6.20 1 6.21.

Statecznos¢ dynamiczna porowatej powtoki walcowej

Rys. 6.20. Ugiecie powtoki w funkcji parametru T przy dominujqcym cisnieniu zewnetrznym

Nog =37 MPa (m, n)

ko = 0,9

€o= 0,9

A

MPa

I D R B

¢ =2000
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600
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1
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25 +—-¢=150

30+ --——F———-
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Rys. 6.21. Ugiecie powloki w funkcji parametru T przy dominujqcym Sciskaniu osiowym
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Wraz ze wzrostem predkosci obciazenia wzrasta dynamiczna odporno$¢ powtoki
na wyboczenie. Jednoczesnie mozna zauwazy¢ wyrazna tendencj¢ do zmiany postaci
wyboczenia powtoki. W przypadku dominujacego cisnienia (Rys. 6.20), zwigksza si¢ tylko
ilo§¢ fal obwodowych. Przy dominujacym $ciskaniu osiowym (Rys. 6.21), pojawiaja si¢
dodatkowo pottale wzdtuz tworzacej powloki. Na wykresach linia przerywana oznaczono
krzywe odpowiadajace statycznej postaci wyboczenia, natomiast liniga ciagla, krzywe
odpowiadajace dynamicznej postaci wyboczenia. Nalezy zwroci¢ uwage, ze wraz ze wzrostem
predkosci obciazenia, powloka utraci stateczno$¢ szybciej, w odniesieniu do czasu
rzeczywistego, ale przy wigkszej wartosci obciazenia zewngtrznego.

W celu okreslenia dynamicznych obciazen krytycznych przyjeto kryterium Volmira [65].
Zgodnie z tym kryterium, dynamiczne obciazenie krytyczne okresla czas, w ktorym ugigcie
powloki osiaga wartos¢ rowna jej grubosci w=1. Po osiagnigciu tej wartoSci nastgpuje
gwaltowny wzrost ugigcia, bedacy wynikiem utraty statecznosci powtoki. Na rysunkach 6.22,
6.23 pokazano wpltyw predkosci ¢ na dynamiczne obciazenia krytyczne powiloki.
Wyniki obliczen przedstawiono dla r6znych parametréw porowatosci e, . Poczatkowo, wraz
ze wzrostem predkosci, obserwuje si¢ wigkszy przyrost dynamicznych obciazen krytycznych.
Przyczyna tego jest zmiana postaci wyboczenia powloki przy duzych predkosciach.

Zaleznos¢ ta jest szczegdlnie widoczna przy dominujacym $ciskaniu osiowym (Rys. 6.23).

=0 = Nog=8,88 MPa

No(t) A ko=0,1 €0=0,5 = Nog=7,01 MPa

Nog 1 €0=0,9 = Nog=5,52MPa _

»
>

0 200 400 600 800 1000 1200 c [MPa}

N

Rys. 6.22. Wptyw predkosci ¢ na dynamiczne obciqzenia krytyczne powtoki dla k, = 0,1
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Rys. 6.23. Wplyw predkosci ¢ na dynamiczne obciqzenia krytyczne powtoki dla k,=0,9

Nalezy zauwazy¢, ze przedstawiona na powyzszych wykresach wyzsza odpornos¢ powtoki
porowatej nie wynika z rzeczywistego faktu, ale z mniejszej wartosci gornej sity krytyczne;.
W celu okreslenia wplywu parametru e, na przebieg utraty statecznosci, predkos¢ narastania

obciazenia ¢ odniesiono do wartosci N, 0, danej powtoki.
c=A4- Nog (6.9)

gdzie:

A —krotno$¢ gérnego obciazenia krytycznego.

Wplyw parametru porowato$ci dla roéznych predkosci obciazenia przedstawiono
na rysunkach 6.24, 6.25. Wzrost porowatosci materiatu powoduje zwigkszenie lokalnego
maksymalnego ugigcia. Jednakze, poczatkowy przebieg utraty statecznosci jest praktycznie

taki sam dla réznych parametrow e,. Zaobserwowane maksymalne réznice pomigdzy
wynikami nie przekraczaly wartosci 0,15N0g (przy w=1). Wynikaja one przede wszystkim

z innej postaci odksztalcenia powloki. W pozostatych przypadkach rdéznice te wynosity

srednio O,INOg . Przyjmujac te wartosci jako male, mozna przedstawi¢ dynamiczne obcigzenia
krytyczne niezaleznie od parametru e,. Wielkoscia charakteryzujaca jest tutaj wartos¢ Nog

danej powtoki.
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Rys. 6.25. Ugiecie powtoki w zaleznosci od parametru e, dla k,=0,9

Wplyw zmiany parametréw geometrycznych powtoki na dynamiczne obciazenia krytyczne

przedstawiony zostal na rysunkach 6.26, 6.27. Wyniki obliczen odniesiono do wartosci Nog

danej powloki. Analizujac uzyskane wyniki mozna stwierdzi¢, ze wspotczynnik obciazenia
dynamicznego wzrasta w przypadku powloki o wigkszej proporcji promienia do grubosci.
Analogiczna sytuacja przedstawia si¢ w przypadku zwigkszenia proporcji dlugosci
do promienia. W kazdym przypadku, przy wigkszych predkosciach, wzrost udziatu ci$nienia

powoduje zwigkszenie wspotczynnika obciazenia dynamicznego.
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No ()
Nog A ko=0,1 0<¢€ep<0,9
t=4,0 mm
— 1r=08m
L=24m
t=4,0 mm
—_— r=0,8m
L=4,0m
t=4,0 mm
—_— r=1,6m
L=48m
>
A

Rys. 6.26. Wplyw parametrow geometrycznych powtoki na dynamiczne
obciqzenia krytyczne dla k, =0,

t=4,0 mm
r=0,8m
L=24m
t=4,0 mm
r=0,8m
L=40m
t=4,0 mm
r=1,6 m
L=48m

Rys. 6.27. Wplyw parametrow geometrycznych powtoki na dynamiczne
obciqzenia krytyczne dla k,=0,9

Kolejny rysunek przedstawia wptyw porowato$ci materialu na przedzial dynamicznych
obciazen krytycznych przy ustalonej masie powloki. Analogicznie jak w zagadnieniu
statycznym (Rys. 6.11) zmienna w tym przypadku jest grubo$¢ powtoki. Wyniki obliczen

odniesiono do warto$ci gornego obciazenia krytycznego powloki o strukturze jednorodne;.
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Na rysunku 6.28, krzywa K; okresla dynamiczne obciazenia krytyczne na podstawie
kryterium Wolmira, natomiast krzywa K, odpowiada osiagnigciu lokalnej maksymalnej

wartosci (Rys. 6.18).

No(t) 4

ko=0,1 L=bm r=1m  te,-=0=4mm
Nog (e,=0)
T T T I T TT T
| | | '
134 ——+——d-——1 Ko
| | |
3 RS
| | |
My Ky b
| ! |
10 F==F==a-——F——f——1-—-
| ! |
o AN A P N
| ! |
84—
1 — L 1\
S I S — [ R
4 | | Ky ! |
64—
) I N N N
0 0,2 0,4

Rys. 6.28. Obciqzenia krytyczne w zaleznosci od parametru e, przy statej masie powtoki

Wraz ze wzrostem porowatosci obserwuje si¢ nieznaczny wzrost dynamicznego obciazenia
krytycznego powtloki. Jednoczesnie zmniejsza si¢ przedziat dynamicznych obciazen
krytycznych (réznica K, - K;). Podobna tendencja ma miejsce w przypadku dominujacego

Sciskania osiowego.
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6.2.2. Obcigzenie o charakterze quasi-impulsowym

Obciazenie zewngtrzne powloki o charakterze quasi-impulsowym oraz przebiegu

sinusoidalnym zmienia si¢ w czasie wg nastepujacych warunkow

Ny(z)=4-N,, sin= dla 0<z<T
T (6.10)

No(z)=0 dla ©>T
gdzie:
T —czas trwania impulsu.
Podobnie jak w przypadku liniowego przyrostu obciazenia, wyniki obliczen odniesiono do

wartosci gornej sity krytycznej danej powtoki. Wielko$¢ impulsu jest ustalana parametrem 4

okreslajacym stopien podwyzszenia gornego obciazenia krytycznego.

W1 A

€=09 ky=09 A=18 T=0,08s  Nog=237 MPa

0,8 1

0,6

0,4 1

0,2

-0,2

_0’4 -

A |

Rys. 6.29. Ugiecie powloki w zaleznosci od postaci wyboczenia



Statecznos¢ dynamiczna porowatej powtoki walcowej 63

Rysunki 6.29 — 6.31 przedstawiaja wyniki obliczen dla powloki o wymiarach =4 mm
r=800 mm, L=2400mm. Przebieg obciazenia oraz ugigcie powloki w zaleznoSci

od postaci odksztalcenia, przedstawiono na rysunku 6.29. Wplyw wielkos$ci impulsu

oraz parametru k, na posta¢ odksztatcenia powloki jest podobny jak w przypadku liniowego

przyrostu obcigzenia.

Rysunki 6.30 i 6.31 przedstawiaja przykltadowe przebiegi ugigcia powloki pod wptywem
wzrostu obciazenia zewngtrznego. Przedstawiono tutaj wyniki obliczen odpowiednio

dla parametru k,=0,1 oraz k,=0,9. Poczatkowo, wzrost wielkosci impulsu nie powoduje

utraty statecznosci powloki. Powstaja tylko drgania o malej amplitudzie. Nalezy zwrécié
uwage, ze w rzeczywistych przypadkach wystepuje thumienie wewngetrzne 1 drgania te beda
miaty charakter gasnacy. Dalszy nieznaczny przyrost obciazenia powoduje gwattowny wzrost
ugigcia. Nastepuje tutaj dynamiczna utrata statecznosci powtoki. Zjawisko to jest wyraznie
widoczne na rysunkach 6.32 oraz 6.33, gdzie przedstawiono maksymalne ugigcie powloki
w zaleznosci od wielkosci impulsu. Wyniki obliczen dotycza powtok o dwoch réznych

proporcjach geometrycznych.
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Rys. 6.30. Ugiecie powtoki w zaleznosci od parametru A dla k, = 0,1
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Rys. 6.31. Ugiecie powloki w zaleznosci od parametru A dla k, =0,9

Wplyw parametru porowatosci na utrate statecznosci powloki jest analogiczny
jak w przypadku liniowego przyrostu obciazenia. Tutaj rowniez poczatkowy wzrost ugigé
jest praktycznie taki sam dla roznych parametrow e, . Natomiast przebieg utraty statecznosci

jest bardziej gwattowny w przypadku materiatu porowatego. Powloka o wigkszej proporcji

promienia do grubosci (Rys. 6.33) wykazuje wyzsza odporno$¢ na obcigzenie impulsowe.

t=4mm r=08m L=24m

A A

W1 max W1 max

201

16

12

Rys. 6.32. Maksymalne ugiecie powloki w zaleznosci od parametru A
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Rys. 6.33. Maksymalne ugiecie powloki w zaleznosci od parametru A

W kazdym przypadku zmniejszenie czasu trwania impulsu powoduje wzrost odpornosci

powloki na utrat¢ stateczno$ci. Jednoczes$nie obserwuje si¢ rowniez mniej gwaltowny

charakter ugigcia.

Przyjmujac dodatkowe kryteritum okresli¢ mozna dynamiczne obciazenia krytyczne

powtoki. Podobnie jak poprzednio, przyjgto tutaj kryteritum Wolmira. Wyniki obliczen

dla réznych czasdéw trwania impulsu przedstawiono na rysunkach 6.34 oraz 6.35.
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Rys. 6.34. Obszary statecznosci powloki przy dominujqcym cisnieniu
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Rys. 6.35. Obszary statecznosci powltoki przy dominujqcym sciskaniu osiowym

W przypadku liniowego przyrostu obciazenia zewngtrznego okreslano warto$¢ obciazenia,
przy ktorej powloka ulegnie wyboczeniu. Obciazenie zewngtrzne o charakterze
quasi-impulsowym charakteryzuje si¢ tym, ze ma skonczony czas dziatania. Tym samym,
na podstawie przyjetego kryterium wyznaczy¢ mozna obszary stateczno$ci powtoki.
Innymi stowy, powloka poddana obciazeniu impulsowemu o warto$ci zawartej w danym
obszarze nie utraci statecznosci.

Stopien podwyzszenia goérnego obciazenia krytycznego wzrasta w przypadku powlok
o wigkszych proporcjach geometrycznych r/t oraz L/r. Wplyw parametru k, nie jest tutaj
tak jednoznaczny. W przypadku impulsow o czasie trwania 7 >0,06 s nieznacznie wyzsza
odporno$¢ wykazuje powtoka o parametrze k,=0,9. Dla bardzo krotkich impulsow
T'<0,06s mozna stwierdzi¢ wyzsza odporno$¢ powtoki na wyboczenie w przypadku

dominujacego cisnienia. Spowodowane to jest zwigkszeniem si¢ liczby m w przypadku

dominujacego Sciskania osiowego.
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6.3. Badania porownawcze MES

Badania poréwnawcze metoda elementow skonczonych przeprowadzono dla powloki

walcowej o nastgpujacych danych geometrycznych: ¢t =4 mm, r =800 mm, L=2400 mm
oraz materiatlowych E, = 7,06-10*MPa, v =033, £ =2800 kg/m3 , €o=0,9. Do obliczen

wybrano dwa przypadki obciazenia powtoki: &, =0,1 oraz k, =0,9.

Badania przeprowadzono w nastgpujacym zakresie

» stateczno$¢ statyczna powtoki,

» stateczno$¢ dynamiczna powtoki.

Badania poréwnawcze wykonano w $rodowisku programu ANSYS 5.7. Na podstawie
wstepnych badan numerycznych przyjeto dla analizowanej powtoki element skonczony
SHELL181. Element ten ma cztery wezty oraz sze$¢ stopni swobody (w kazdym wezle trzy
sktadowe przemieszczenia oraz trzy skltadowe obrotowe stopnie swobody). Element ten
uwzglednia duze obroty oraz duze odksztalcenia (w tym takze plastyczne) i moze byc¢
stosowany w nieliniowych zadaniach. Inne elementy skonczone np. jedno lub

wielowarstwowe, posiadaly pewne ograniczenia w zakresie:
e duzych ugiec€ i obrotow,
e kryterium naprezen stycznych pomigdzy warstwami, np. SHELL99.

Model powloki zawieral w sumie 524 elementy skonczone. Warto$¢ srednia wskaznikow

mechanicznych na przekroju powtoki (modut sprezystosci E

N

1 gesto§¢ materiatu p, )
obliczono na podstawie zalezno$ci

1/2

E = [E()=E G, (6.11)
-1/2
1/2

p,= [p(&)=p Cs. (6.12)
-1/2

Warunki brzegowe powloki przedstawiono na rysunku 6.36. Na krawedziach
zewngtrznych  powloki zablokowano przemieszczenia w  kierunku promieniowym
i obwodowym. W potowie dtugosci powtoki odebrano stopnie swobody w kierunku osi

powtoki.
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Rys. 6.36. Warunki brzegowe powtoki

W pierwszej kolejnosci badano stateczno$¢ powloki w zakresie statycznym dla parametru

ky=0,9. Gorne obcigzenie krytyczne wyznaczone na podstawie MES  wynosi
NOAZES =124274,7 N/m. W przypadku rozwiazania analitycznego, obciazenie krytyczne
Wynosi NO”;"“I”' =147989 N/m przy m=11i n=>5. Poréwnujac wyniki MES z rozwiazaniem

analitycznym, otrzymano warto$¢ obciazenia krytycznego o 16 % mniejsza. Odksztalcenie

powtoki w wyniku utraty statecznosci pokazano na rysunku 6.37.

Rys. 6.37. Ugiecie powloki w wyniku utraty statecznosci, k, =0,9

W przypadku parametru k, =0,1, gorne obcigzenie krytyczne na podstawie MES wynosi
Ny.® =171062 N/m, natomiast na podstawie obliczen analitycznych uzyskano
NOAg”"’”' =22076 N/m . Posta¢ wyboczenia byla w obu przypadkach taka sama m=1, n=6.

Porownujac wyniki obliczen, w przypadku MES otrzymano warto$¢ obciazenia krytycznego

mniejsza 0 22,5 %. Posta¢ odksztatcenia powtoki przedstawia rysunek 6.38.
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Rys. 6.38. Ugiecie powloki w wyniku utraty statecznosci, k, =0,1

Badania poréwnawcze w zakresie statecznosci dynamicznej powloki wykonano dla
przypadku liniowego przyrostu obciazenia w czasie. W celu poréwnania otrzymanych
wynikow przyjeto kryterium Wolmira. Wyniki obliczen numerycznych dla parametru

ky =0,9 przedstawiono na rysunku 6.39.
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Rys. 6.39. Ugiecie powtoki w funkcji czasu dla parametru k, =0,9
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Przyjeto predko$é narastania obciazenia c=2,4-10° N/m-s. W przypadku rozwiazania

analitycznego, powloka utraci stateczno$¢ po uplywie 7" =0,119s, co odpowiada

analit

obciazeniu N, =286030 N/m. W przypadku MES, warto$ci te wynosza odpowiednio

cMES =0,1255, NOMES =288000 N/m. Roéznica pomigdzy wynikami wynosi 0,7 %.
Posta¢ wyboczenia powtoki byta w obu przypadkach taka sama (m =1, n=6). Deformacje

powtoki po czasie 7=0,167 s przedstawiono na rysunku 6.40.
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Rys. 6.40. Posta¢ deformacji powtoki po czasie r =0,167 s dla k,=0,9

Wyniki analizy dla parametru k, = 0,1 przy predkos$ci narastania obciazenia ¢ = 4-10° N/m-s

przedstawiono na rysunku 6.41. Wyniki obliczen wynosza odpowiednio:

e rozwiazanie analityczne 7" =0,107s, Noanam' =42680N/m, m=1, n

6,

e rozwiazanic MES M5 =0,1225, N, =48800N/m, m=1, n=4.

Roéznica pomigdzy wynikami wynosi w tym przypadku 12,5 %. Deformacje powtoki

po czasie 7 =0,15 s przedstawiono na rysunku 6.42.
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7. Zakonczenie

Rozwazania zamieszczone w pracy dotyczyly zagadnienia stateczno$ci statycznej
oraz dynamicznej cylindrycznych powlok walcowych, poddanych obciazeniu zlozonemu.
Na podstawie nieliniowego opisu deformacji przekroju poprzecznego S$cianki powloki,
uzyskano zalezno$ci pomigdzy parametrami ugigcia i obciazenia z uwzglednieniem efektu
Scinania w przekroju poprzecznym. Jednocze$nie spelniony jest tutaj warunek niewystgpowania
efektu $cinania na powierzchniach zewngtrznych powtoki (powierzchnie zewngtrzne
sa swobodne). Wyprowadzone w pracy roéwnania maja pewien uniwersalny charakter zar6wno

w zakresie zmiany wlasciwosci fizycznych powtoki (parametr e, ) jak 1 kombinacji obcigzenia
zewngtrznego (parametr k). Odpowiedni dobor parametru e, umozliwia badanie powlok

o strukturze jednorodnej jak rowniez porowatej. Z pewnym przyblizeniem mozliwe jest rowniez
badanie konstrukcji wielowarstwowych. Warunkiem jest tutaj odpowiedni rozktad wtasciwosci
fizycznych poszczegdlnych warstw na grubosci powloki oraz liczba warstw. Z kolei zmiana

parametru k, umozliwia analizowanie powlok poddanych obcigzeniu ztozonemu jak réwniez

prostemu: ci$nieniu zewne¢trznemu lub Sciskaniu osiowemu.
Na podstawie uzyskanych wynikéw mozna wysuna¢ nastgpujace wnioski:

e Wazrost predko$ci narastania obciazenia oraz skrocenie czasu trwania impulsu powoduje
zwigkszenie dynamicznej odpornosci powloki na wyboczenie. Jednoczesnie podczas

utraty statecznos$ci obserwuje si¢ inng niz statyczna posta¢ wyboczenia powtoki.

e Wzrost proporcji geometrycznych powtoki L/r oraz r/t, w odniesieniu do rzeczywistych
warto$ci, powoduje zmniejszenie dynamicznego obciazenia krytycznego. Spadek ten jest
mniejszy niz w zagadnieniu statycznym.

e Wzrost porowatosci materialu przy ustalonych wymiarach powtoki powoduje
zmniejszenie obciazen krytycznych. Zwigkszenie grubosci powtoki, przy zachowaniu
stalej masy (zmienny parametr e, ), powoduje znaczne zwigkszenie wartosci statycznych

obciazen krytycznych. W zagadnieniu dynamicznym, odporno$¢ powtoki na wyboczenie

wzrasta tutaj nieznacznie.

e  Wzrost udziatu ci$nienia zewngtrznego w catkowitym obciazeniu powoduje zmniejszenie

obciazen krytycznych.
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Dalsze rozwazania przeprowadzone zostana w nast¢pujacych kierunkach:

uwzglednienie w modelu analitycznym wstepnych imperfekc;i,

uwzglednienie w energii kinetycznej skladowych przemieszczen w plaszczyznie
powtoki,

uszczegdtowienie nieliniowych sktadnikéw pola odksztatcen,

uwzglednienie wptywu tlumienia wewngtrznego i zewngtrznego na drgania poprzeczne
powtoki,

interakcja statecznosci lokalnej i globalnej,

badanie wptywu przebiegu obciazenia na dynamicznag utratg statecznosci,

badania powlok o zmiennej sztywnosci poprzeczne;j.

Rozprawa doktorska zostala zrealizowana w ramach grantu promotorskiego
nr N501 054 31/3650.
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State catkowania po grubo$ci powtoki w granicach —1/2<¢ <1/2:
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Coo =
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1/2

ZALACZNIK 1

[[1-eycos(z¢)ldg = -2,
T

Cor= [ [1-¢ycos(r¢)]¢dg =0
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Przyjgto: C,=C,, C,=C,,

G =—=Cu> C=—%
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ZAY ACZNIK 2

Wariacja energii odksztalcenia spr¢zystego:
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Po wykonaniu catkowania przez czgsci wzgledem zmiennych x i ¢ otrzymano:
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ZAY ACZNIK 3

Momenty gnace M 1 M, oraz moment skrecajacy M, dziatajace w przekrojach x = const

1 @ =const rozwazanej powloki.
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/2 Gp =V
1/2 1/2

M,=t [(o,df =1 | IE(Q (e, +ve)cdc,
-1/2 -2 7

1/2 1/2
M _=¢ dc = ¢* E() d
w0 Lgrw ¢ 52 I ]

Podstawiajac do powyzszych zaleznosci zwiazki (3.3) oraz funkcje (2.1) 1 (2.2),

po wykonaniu catkowania po grubosci powtoki, otrzymano:
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Sity poprzeczne Q. i O,, dzialajace w przekrojach x=const 1 ¢@=const rozwazanej

powtoki, przedstawiaja nastgpujace wyrazenia:
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ZAY ACZNIK 4

Wartosci wynikajace z calkowania po powierzchni powloki. W drugiej tabeli pominigto

powtarzajace si¢ wyrazenia (calki).
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ZAYLACZNIK 5

Parametry uktadu rownan ruchu (5.19) 1 (5.20) oraz obciazenia statycznego (5.24):
E, (mﬂf
a, = —,
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2 2
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r

a,, =2C, (n—tjz(“ﬁ tay, )

r

a, =%c0£(kf+4af4),

a, :Co;t(Sozf1 +af4).

Wszystkie zwiazki, z wyjatkiem a, [S—z } , 83 parametrami bezwymiarowymi.



