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WYBRANYCH KLAS GRAFÓW 15
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Wstȩp

Treścia̧ niniejszej pracy sa̧ podzia ly domatyczne grafów prostych. Podzia l do-

matyczny grafu rozumiany jako podzia l zbioru wierzcho lków na roz la̧czne zbiory

dominuja̧ce zosta l wprowadzony przez E. J. Cockayne’a i S. T. Hedetniemi w [4].

W literaturze znane sa̧ podzia ly, w których rolȩ zbiorów dominuja̧cych przejȩ ly

m. in. totalne zbiory dominuja̧ce, spójne zbiory dominuja̧ce, uzupe lniaja̧ce zbiory

dominuja̧ce, k-te zbiory dominuja̧ce, k-krotne zbiory dominuja̧ce, zbiory ps-dominu-

ja̧ce. Podzia ly te sa̧ przedmiotem rozważań w mojej pracy. Najwiȩksza liczba

zbiorów podzia lu domatycznego grafu nosi nazwȩ liczby domatycznej grafu. M. R.

Garey oraz D. S. Johnson ([7]) ustalili, że wyznaczenie tej liczby jest NP−problemem.

W latach 80-tych pojawi lo siȩ wiele prac dotycza̧cych różnych liczb domatycznych

grafu (tzn. liczb zwia̧zanych z podzia lami grafu na wyżej wymienione zbiory dominu-

ja̧ce). Na prze lomie lat 80-tych i 90-tych oraz póżniej m. in. B. Zelinka (m.

in. [27], [28], [29], [30], [31], [32], [34], [35]), D. F. Rall ([21]), F. Harary, T.

W. Haynes, H. Skovera ([10]), D. Rautenbach, L. Volkmann ([22]), J. E. Dun-

bar, T. W. Haynes, M. A. Henning ([6]), T. W. Haynes, M. A. Henning ([12]),

B. L. Hartnell, D. F. Rall ([11]), P. Dankelmann, N. Calkin ([5]) opublikowali prace,

których treścia̧ by ly modyfikacje podzia lu domatycznego grafu zwia̧zane z pojawia-

niem siȩ coraz to nowych zbiorów dominuja̧cych grafu. Szacowano liczby domaty-

czne grafów, charakteryzowano grafy, dla których osia̧gane sa̧ ich górne lub dolne

oszacowania, rozważano grafy domatycznie pe lne oraz grafy domatycznie krytyczne,
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rozwia̧zywano również problemy typu Nordhausa-Gadduma.

Treść pracy nawia̧zuje do tej tematyki. Ponadto, rozważany jest problem

zliczania podzia lów domatycznych w pewnych klasach grafów. Liczba podzia lów

wyrażona zosta la m. in. przy pomocy liczb Fibonacci’ego i liczb Lucasa. Zosta ly

oszacowane lub podane dok ladne wartości liczb domatycznych kilku produktów

grafów i pewnych grafów specjalnych, tj. dope lnienia grafu, grafu zwanego duplikacja̧

wierzcho lka oraz grafu otrzymanego w wyniku operacji ścia̧gniȩcia podgrafu danego

grafu do nowego wierzcho lka.

Oto bardziej szczegó lowy przegla̧d treści poszczególnych rozdzia lów.

W rozdziale pierwszym wyznaczona zosta la liczba podzia lów domatycznych

grafu Pn, n ≥ 2, grafu Cn, n ≥ 3, grafu Km,n, m, n ≥ 2 oraz liczba podzia lów

domatycznych grafów domatycznie pe lnych. Liczby te zosta ly zdefiniowane rekuren-

cyjnie, a nastȩpnie zosta ly podane ich jawne postacie. Ponadto, udowodnione zosta ly

zależności miȩdzy liczba̧ wszystkich możliwych podzia lów domatycznych grafu Pn

(Cn), a liczbami Fibonacci’ego (Lucasa). Liczby te maja̧ swoja̧ interpretacjȩ grafowa̧.

Rozdzia l drugi zawiera oszacowania lub dok ladne wartości liczby domatycznej,

totalnej liczby domatycznej, uzupe lniaja̧cej liczby domatycznej, spójnej liczby do-

matycznej oraz liczby ps-domatycznej wybranych produktów grafów, tzn. produktu

kartezjańskiego dwóch grafów, produktu silnego dwóch grafów, z la̧czenia grafów (w

szczególności produktu leksykograficznego dwóch grafów), k-korony dwóch grafów

(dla k ≥ 1) oraz sklejenia dwóch grafów wierzcho lkami i z la̧czenia dwóch grafów

krawȩdzia̧. Ponadto, udowodnione zosta ly warunki konieczne lub warunki wystarcza-

ja̧ce na to, aby dany produkt grafów by l grafem domatycznie pe lnym. Inspiracja̧ do

badania produktów grafów by ly prace [1], [4], [23], gdzie podano dok ladna̧ wartość
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liczby domatycznej produktu kartezjańskiego grafów Pn oraz Pm, liczby domaty-

cznej z la̧czenia grafu G i grafu Kn, oszacowano liczbȩ domatyczna̧ oraz totalna̧

liczbȩ domatyczna̧ grafu zwanego sklejeniem grafów G i H wierzcho lkami oraz grafu

zwanego z la̧czeniem grafów G i H krawȩdzia̧.

W podrozdziale 3.1 porównywane sa̧ ze soba̧ liczby domatyczne grafu dwudziel-

nego i jego dope lnienia. Motywacja̧ do rozpatrywania tego problemu by la praca

[35] B. Zelinki, w której autor porównuje liczbȩ domatyczna̧ oraz totalna̧ liczbȩ

domatyczna̧ grafu dwudzielnego i jego dope lnienia. W podrozdziale 3.2 znalezione

zosta ly dolne oszacowania k-tej liczby domatycznej, k-krotnej liczby domatycznej,

spójnej liczby domatycznej oraz uzupe lniaja̧cej liczby domatycznej grafu powsta lego

w wyniku ścia̧gniȩcia jego podgrafu Km, m ≥ 2, do nowego wierzcho lka. W pod-

rozdziale 3.3 zosta la oszacowana liczba domatyczna oraz spójna liczba domaty-

czna grafu zwanego duplikacja̧ wierzcho lka. Ponadto, podano pewne klasy grafów,

dla których osia̧gane sa̧ otrzymane oszacowania. Podana zosta la również pe lna

charakteryzacja grafów, dla których osia̧gane sa̧ górne lub dolne oszacowania spójnej

liczby domatycznej duplikacji wierzcho lka. W podrozdziale 3.4 podane zosta ly pe lne

charakteryzacje grafów k-domatycznie krytycznych oraz grafów k-krotnie domaty-

cznie krytycznych. Twierdzenia te sa̧ uogólnieniami klasycznych już rezultatów

dotycza̧cych grafów domatycznie krytycznych uzyskanych przez B. Zelinkȩ w [24].

Znane sa̧ w literaturze prace, w których rozwia̧zywane by ly problemy typu

Nordhausa-Gadduma dla liczb domatycznych grafu ([4], [3], [13], [10]). W rozdziale

czwartym zosta ly rozwia̧zane problemy typu Nordhausa-Gadduma dla liczby ps-

domatycznej, k-tej liczby domatycznej oraz uzupe lniaja̧cej liczby domatycznej grafu.

Czȩść rezultatów zawartych w pracy by la prezentowana na konferencjach nauko-

wych. Rezultaty zawarte w podrozdzia lach 1.1 oraz 1.2 stanowia̧ treść artyku lu



WSTȨP 7

przyjȩtego do druku w czasopísmie Graph Theory Notes of New York ([18]). Wyniki

z podrozdzia lów 2.1, 2.2, 2.3 oraz 2.4 zosta ly opracowane w postaci artyku lów [16],

[17] i zosta ly przed lożone do recenzji w czasopismach Graph Theory Notes of New

York oraz Journal of Mathematics and Applications.



Wykaz oznaczeń

G graf

V (G) zbiór wierzcho lków grafu G

E(G) zbiór krawȩdzi grafu G

G ≃ H grafy G i H sa̧ izomorficzne

|G| rza̧d grafu G

|D| moc zbioru D

NG(x) sa̧siedztwo otwarte wierzcho lka x w grafie G

NG(D) sa̧siedztwo otwarte zbioru D w grafie G

NG[x] sa̧siedztwo domkniȩte wierzcho lka x w grafie G

NG[D] sa̧siedztwo domkniȩte zbioru D w grafie G

dG(x) stopień wierzcho lka x w grafie G

δ(G) minimalny stopień grafu G

∆(G) maksymalny stopień grafu G

dG(x, y) odleg lość miȩdzy wierzcho lkami x i y w grafie G

diam(G) średnica grafu G

G dope lnienie grafu G

G−H róźnica grafów G i H

H ≤ G (H < G) H jest podgrafem (w laściwym) grafu G

〈D〉G podgraf grafu G indukowany przez zbiór D, D ⊆ V (G)
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G−D graf powsta ly z grafu G w wyniku usuniȩcia zbioru D, D ⊆ V (G)

G−x graf powsta ly z grafu G w wyniku usuniȩcia wierzcho lka x, x ∈ V (G)

G−e graf powsta ly z grafu G w wyniku usuniȩcia krawȩdzi e, e ∈ E(G)

Pn droga o n wierzcho lkach rozumiana jako graf

Cn cykl o n wierzcho lkach rozumiany jako graf

Kn graf pe lny o n wierzcho lkach

Km,n graf pe lny dwudzielny

K1,n gwiazda o n lísciach

T drzewo

Gx duplikacja wierzcho lka x w grafie G

G/H graf powsta ly w wyniku ścia̧gniȩcia podgrafu H grafu G

G�H produkt kartezjański grafów G i H

G ⊠ H produkt silny grafów G i H

G + (H1, . . . , Hn) z la̧czenie grafu G i cia̧gu grafów H1, . . . , Hn, n ≥ 2

G[H ] produkt leksykograficzny grafów G i H

G#H z la̧czenie grafów G i H krawȩdzia̧

G ∗ H sklejenie grafów G i H wierzcho lkami

kG ◦ H k-korona grafów G i H , k ≥ 1

γ(G) liczba dominowania grafu G

γt(G) totalna liczba dominowania grafu G

γcp(G) uzupe lniaja̧ca liczba dominowania grafu G

γk(G) k-ta liczba dominowania grafu G, k ≥ 1

γk(G) k-krotna liczba dominowania grafu G, k ≥ 1

γc(G) spójna liczba dominowania grafu G

γp(G) liczba ps-dominowania grafu G (ang. the point-set domination number of G)

d(G) liczba domatyczna grafu G
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dt(G) totalna liczba domatyczna grafu G

dcp(G) uzupe lniaja̧ca liczba domatyczna grafu G

dk(G) k-ta liczba domatyczna grafu G (ang. the k-ply domatic number of G)

dk(G) k-krotna liczba domatyczna grafu G

dc(G) spójna liczba domatyczna grafu G

dp(G) liczba ps-domatyczna grafu G (ang. the point-set domatic number of G)



Podstawowe definicje i oznaczenia

Symbol G oznaczać bȩdzie graf prosty, to znaczy taki, który nie ma pȩtli ani krawȩdzi

wielokrotnych. Przez V (G) oraz E(G) oznaczać bȩdziemy odpowiednio zbiór wie-

rzcho lków oraz zbiór krawȩdzi grafu G, przy czym V (G) 6= ∅. Krawȩdzie grafu G

bȩdziemy oznaczać przez xixj lub xiyj. Mówimy, że wierzcho lki x, y sa̧ sa̧siednie

w grafie G, jeżeli istnieje krawȩdź xy w grafie G. Podgraf grafu G indukowany

przez zbiór V0, V0 ⊆ V (G) bȩdziemy oznaczać przez 〈V0〉G. Symbolem G bȩdziemy

oznaczać graf zwany dope lnieniem grafu G.

Niech D ⊆ V (G). Zbiór D nazywamy zbiorem dominuja̧cym grafu G jeżeli dla

każdego wierzcho lka x ∈ V (G)\D istnieje wierzcho lek y ∈ D taki, że xy ∈ E(G).

Mówimy wówczas, że zbiór D dominuje wierzcho lek x lub wierzcho lek y domi-

nuje wierzcho lek x. Liczba̧ dominowania grafu G nazywamy moc najmniejszego

zbioru dominuja̧cego grafu G i oznaczamy ja̧ symbolem γ(G). Przez podzia l do-

matyczny {D1, . . . , Dm} grafu G rozumiemy podzia l zbioru wierzcho lków V (G)

na niepuste, parami roz la̧czne zbiory dominuja̧ce D1, . . . , Dm, m ≥ 1 grafu G

oraz
⋃m

i=1 Di = V (G). Liczbȩ domatyczna̧ d(G) grafu G definiujemy jako moc

najwiȩkszego podzia lu domatycznego grafu G. Dla dowolnego grafu G, mamy

d(G) ≤ δ(G) + 1. Jeżeli d(G) = δ(G) + 1, to graf G nazywamy grafem domaty-

cznie pe lnym.

Oprócz zbioru dominuja̧cego grafu G bȩda̧ rozważane w pracy pewne jego mody-

fikacje, tzn. zbiory dominuja̧ce maja̧ce dodatkowa̧ w lasność.

11
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Niech k ≥ 1. Wówczas k-tym zbiorem dominuja̧cym D grafu G nazywamy

podzbiór D zbioru wierzcho lków V (G) grafu G taki, że dla każdego wierzcho lka

x ∈ V (G)\D istnieje k wierzcho lków y1, . . . , yk ∈ D oraz xyi ∈ E(G) dla i = 1, . . . , k.

Jeżeli k = 1, to D jest zbiorem dominuja̧cym grafu G. Z kolei, k-krotnym zbiorem

dominuja̧cym D grafu G nazywamy podzbiór D zbioru wierzcho lków V (G) grafu

G taki, że dla każdego wierzcho lka x ∈ V (G) istnieje k wierzcho lków w zbiorze D,

które sa̧ sa̧siednie w grafie G do wierzcho lka x. Ponieważ każdy wierzcho lek grafu

dominuje sam siebie, wiȩc jeżeli x ∈ D i D jest k-krotnym zbiorem dominuja̧cym

grafu G, to x jest sa̧siedni do co najmniej k − 1 wierzcho lków zbioru D różnych od

wierzcho lka x. Jeżeli k = 1, to D jest zbiorem dominuja̧cym grafu G.

Totalnym zbiorem dominuja̧cym D grafu G nazywamy podzbiór D zbioru wie-

rzcho lków V (G) grafu G taki, że dla każdego wierzcho lka x ∈ V (G) istnieje wie-

rzcho lek y ∈ D, y 6= x oraz xy ∈ E(G).

Uzupe lniaja̧cym zbiorem dominuja̧cym D grafu G nazywamy zbiór dominuja̧cy

D taki, że dla każdego wierzcho lka x ∈ V (G)\D istnieje wierzcho lek z ∈ D, xz /∈

E(G).

Spójnym zbiorem dominuja̧cym D grafu G nazywamy zbiór dominuja̧cy D grafu

G, który w grafie G indukuje podgraf spójny. Przy obliczaniu spójnej liczby domaty-

cznej grafu G bȩdziemy rozważać wierzcho lki nasycone. Wierzcho lkiem nasyconym

w grafie G nazywamy wierzcho lek, który jest sa̧siedni do pozosta lych wierzcho lków

tego grafu, a w przeciwnym przypadku wierzcho lek taki nazywamy wierzcho lkiem

nienasyconym. Z kolei zbiorem ps-dominuja̧cym D (ang. the point-set dominating

set) grafu G nazywamy zbiór dominuja̧cy D taki, że dla każdego zbioru S ⊆ V (G)\D

istnieje wierzcho lek x ∈ D oraz S ∪ {x} w grafie G indukuje podgraf spójny.

Dla każdego z wyżej zdefiniowanych typów zbiorów dominuja̧cych można dokonać

podzia lu zbioru wierzcho lków grafu G na roz la̧czne zbiory dominuja̧ce ustalonego
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typu. Takie podzia ly bȩdziemy nazywać podzia lami domatycznymi grafu G. Moce

najwiȩkszych podzia lów grafu G bȩdziemy nazywać: k-ta̧ liczba̧ domatyczna̧ grafu G

i oznaczać symbolem dk(G), k-krotna̧ liczba̧ domatyczna̧ dk(G), totalna̧ liczba̧ doma-

tyczna̧ dt(G), uzupe lniaja̧ca̧ liczba̧ domatyczna̧ dcp(G), spójna̧ liczba̧ domatyczna̧

dc(G) i liczba̧ ps-domatyczna̧ grafu G, która̧ oznaczamy symbolem dp(G).

Symbolami Pn (n ≥ 2), Cn (n ≥ 3), Kn (n ≥ 1), G(A, B), Km,n, T bȩdziemy

oznaczać odpowiednio: graf zwany droga̧ n-wierzcho lkowa̧, – cyklem n-wierzcho lko-

wym, graf pe lny n-wierzcho lkowy, graf dwudzielny, graf pe lny dwudzielny, drzewo.

Produktem kartezjańskim grafów G i H nazywamy graf G2H taki, że V (G2H) =

{(x, y) : x ∈ V (G) ∧ y ∈ V (H)} oraz E(G2H) = {(x1, y1)(x2, y2) : x1 = x2 ∧ y1y2 ∈

E(H) ∨ y1 = y2 ∧ x1x2 ∈ E(G)}. Graf K12H bȩdziemy oznaczać przez xH , gdzie

{x} = V (K1). Podobnie zapisujemy Gy zamiast G2K1.

Dla danych grafów G i H definiujemy ich produkt silny jako graf G⊠H , dla którego

V (G ⊠ H) = V (G2H) oraz E(G ⊠ H) = E(G2H) ∪ {(x1, y1)(x2, y2) : x1x2 ∈

E(G) ∧ y1y2 ∈ E(H)}.

Niech bȩdzie dany graf G taki, że V (G) = {x1, . . . , xn}, n ≥ 2 oraz cia̧g grafów

H1, . . . , Hn, gdzie V (Hi) = {yi
1, . . . , y

i
mi
}, mi ≥ 1 dla i = 1 . . . , n. Z la̧czeniem

grafu G i cia̧gu grafów H1, . . . , Hn nazywamy graf G + (H1, . . . , Hn) taki, że V (G +

(H1, . . . , Hn)) = {(xi, y
i
j) : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ mi} oraz E(G + (H1, . . . , Hn)) =

{(xi, y
i
j)(xk, y

k
l ) : xixk ∈ E(G) ∨ i = k ∧ yi

jy
k
l ∈ E(H i), 1 ≤ i, k ≤ n, 1 ≤ j ≤

mi, 1 ≤ l ≤ mk}. W szczególności, gdy H1 = . . . = Hn = H otrzymujemy produkt

leksykograficzny grafów G i H oznaczany symbolem G[H ]. Z kolei, jeżeli G = K2,

to dostajemy graf nazywany z la̧czeniem grafów H1 i H2, oznaczany przez H1 + H2.

Niech x ∈ V (G). Grafem powsta lym z grafu G w wyniku usuniȩcia wierzcho lka

x nazywamy graf G−x taki, że V (G−x) = V (G)\{x} oraz E(G−x) = E(G)\{xy :

y ∈ NG(x)}.
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Niech G i H bȩda̧ grafami wierzcho lkowo roz la̧cznymi oraz niech x ∈ V (G), y ∈

V (H), a u bȩdzie nowym wierzcho lkiem spoza grafów G i H . Wówczas sklejeniem

grafów G i H wierzcho lkami nazywamy graf G ∗ H , dla którego V (G ∗ H) =

V (G − x) ∪ V (H − y) ∪ {u} oraz E(G ∗ H) = E(G − x) ∪ E(H − y) ∪ {zu : z ∈

NG(x) ∪ NG(y)}. Z la̧czeniem grafów G i H krawȩdzia̧ nazywamy graf G#H taki,

że V (G#H) = V (G) ∪ V (H) oraz E(G#H) = E(G) ∪ E(H) ∪ {xy}.

Niech G, H bȩda̧ danymi grafami oraz V (G) = {x1, . . . , xn}, n ≥ 1 i V (H) =

{y1, . . . , ym}, m ≥ 1. Niech i bȩdzie dowolna̧, ustalona̧ liczba̧ naturalna̧. Mówimy,

że graf Gi jest i-ta̧ kopia̧ grafu G jeżeli V (Gi) = {xi
1, . . . , x

i
n} oraz E(Gi) = {xi

jx
i
k :

xjxk ∈ E(G), 1 ≤ j, k ≤ n}. Graf kG ◦ H , k ≥ 1, nazywamy k-korona̧ grafów G i

H , jeżeli V (kG ◦ H) =
⋃k

i=1 V (Gi) ∪ ⋃n
i=1 V (H i) oraz E(kG ◦ H) =

⋃k
i=1 E(Gi) ∪

⋃n
i=1 E(H i) ∪ {xi

jy
j
t : 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ t ≤ m}. W szczególności, 1-korona

grafów G i H jest nazywana korona̧ grafów G i H i oznaczana symbolem G ◦ H .

Niech x ∈ V (G), a u niech bȩdzie nowym wierzcho lkiem spoza grafu G. Dupli-

kacja̧ wierzcho lka x w grafie G nazywamy graf Gx taki, że V (Gx) = V (G)∪{u} oraz

E(Gx) = E(G)∪{yu : y ∈ NG(x)}. Wierzcho lek u jest nazywany kopia̧ wierzcho lka

x, a wierzcho lek x nazywamy orygina lem.

Niech Km < G, m ≥ 2. Graf G/Km taki, że V (G/Km) = (V (G)\V (Km))∪{u}

oraz E(G/Km) = {xy ∈ E(G) : {x, y} ∩ V (Km) = ∅} ∪ {uy : y ∈ V (G)\V (Km)

oraz istnieje v ∈ V (Km) taki, że yv ∈ E(G)} zosta l otrzymany z grafu G w wyniku

operacji ścia̧gniȩcia podgrafu Km do nowego wierzcho lka u.



Rozdzia l 1

ZLICZANIE PODZIA LÓW
DOMATYCZNYCH
WYBRANYCH KLAS GRAFÓW

W rozdziale tym wyznaczona zostanie liczba podzia lów domatycznych grafu Pn, n ≥

2, Cn, n ≥ 3 i grafu Km,n, m, n ≥ 2 oraz dwóch wybranych klas grafów domatycznie

pe lnych. Liczby te zostana̧ zdefiniowane rekurencyjnie, a nastȩpnie zostana̧ podane

postacie jawne cia̧gów tych liczb. Rezultaty zawarte w podrozdzia lach 1.1 oraz 1.2

stanowia̧ treść artyku lu przyjȩtego do druku w czasopísmie Graph Theory Notes of

New York ([18]).

Najpierw zostanie wyznaczona liczba podzia lów domatycznych grafu Pn oraz

grafu Cn. Ponadto, podane zostana̧ zależności miȩdzy tymi liczbami a liczbami

Fibonacci’ego i Lucasa.

Niech X = {1, . . . , n}, n ≥ 1. Niech Y ⊆ X takim, że |Y | = k, dla ustalonego

k, 0 ≤ k ≤ n oraz Y nie zawiera dwóch kolejnych liczb ca lkowitych. Przez f(n, k)

oznaczmy liczbȩ wszystkich możliwych podzbiorów Y zbioru X maja̧cych dok ladnie

k elementów. Wówczas f(n, k) =
(

n−k+1
k

)
. Liczbȩ Fn =

∑
k f(n, k) nazywamy n-ta̧

liczba̧ Fibonacci’ego, n ≥ 1. Dodatkowo przyjmijmy, że jeżeli n = 0, to X = ∅ i

15
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wówczas F0 = 1.

Znane sa̧ równania rekurencyjne rzȩdu drugiego dla liczb Fibonacci’ego postaci

F0 = 1, F1 = 2

Fn+1 = Fn + Fn−1, dla n ≥ 1.

Niech X = {1, . . . , n}, n ≥ 1. Niech Y ∗ ⊆ X takim, że |Y ∗| = k, dla

ustalonego k, 0 ≤ k ≤ n oraz Y ∗ nie zawiera ani dwóch kolejnych liczb ca lkowitych

ani jednocześnie 1 oraz n. Liczba wszystkich możliwych podzbiorów Y ∗ zbioru X

maja̧cych dok ladnie k elementów jest oznaczana przez f ∗(n, k). Ponadto dla n ≥ 3,

f ∗(n, k) = f(n − 3, k − 1) + f(n − 1, k) = n
n−k

(
n−k

k

)
. Oczywíscie, f ∗(n, k) = f(n, k)

dla n = 0, 1, 2. Liczbȩ F ∗
n =

∑
k f ∗(n, k) nazywamy n-ta̧ liczba̧ Lucasa.

Liczby Lucasa zosta ly zdefiniowane nastȩpuja̧cym wzorem rekurencyjnym

F ∗
0 = 1, F ∗

1 = 2;

F ⋆
n+1 = F ⋆

n + F ⋆
n−1, dla n ≥ 1.

W pracy [20] H. Prodinger i R. F. Tichy podali interpretacjȩ liczb Fibonacci’ego

oraz liczb Lucasa w terminach teorii grafów. W tym celu wykorzystali oni pojȩcie

zbioru niezależnego grafu, tzn. takiego, który indukuje w danym grafie podgraf

bezkrawȩdziowy. Ponadto, przyjmuje siȩ, że zbiór pusty jest również zbiorem niezale-

żnym grafu. Wówczas n-ta liczba Fibonacci’ego Fn , dla n ≥ 1 jest liczba̧ wszystkich

możliwych zbiorów niezależnych grafu Pn (,przy czym P1 = K1). Dodatkowo, P0

oznaczać bȩdzie graf pusty (V (P0) = ∅), którego jedynym zbiorem niezależnym jest

zbiór pusty. Tak wiȩc liczba F0 ma również swoja̧ interpretacjȩ grafowa̧. Mianowicie,

odpowiada ona liczbie zbiorów niezależnych grafu P0. Z kolei dla n ≥ 0, n-ta liczba

Lucasa F ∗
n jest równa liczbie wszystkich możliwych zbiorów niezależnych grafu Cn

(, przy czym Cn = Pn dla n = 0, 1, 2).
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Zauważmy, że jeżeli W = {D1, . . . , Dk} jest podzia lem domatycznym grafu G,

to k ≤ d(G). Ponadto, jeżeli k = 1, wówczas W = {V (G)} jest jedynym podzia lem

domatycznym grafu G. Niech ir(G) oznacza liczbȩ podzia lów domatycznych o mocy

r grafu G. Liczba wszystkich możliwych podzia lów domatycznych grafu G bȩdzie

oznaczana przez ic(G).

1.1 LICZBA PODZIA LÓW

DOMATYCZNYCH GRAFU Pn

Liczba podzia lów domatycznych grafu Pn, n ≥ 2 zostanie podana za pomoca̧ równa-

nia rekurencyjnego rzȩdu drugiego. Ponadto, liczbȩ tȩ wyrazimy za pomoca̧ liczb

Fibonacci’ego. Podamy też jawna̧ postać cia̧gu liczb podzia lów domatycznych grafu

Pn, n ≥ 2 wykorzystuja̧c funkcje tworza̧ce [8].

Niech W = {D1, . . . , Dk} bȩdzie podzia lem domatycznym grafu Pn+1, n ≥ 1.

Nie jest trudno sprawdzić, że d(Pn+1) = 2 dla n ≥ 1. Zatem k ≤ 2. Ponieważ

{V (Pn+1)} jest jedynym podzia lem domatycznym o mocy 1 grafu Pn+1, wiȩc ic(Pn+1)

= i2(Pn+1) + 1. Wobec tego obliczymy liczbȩ i2(Pn+1) podzia lów domatycznych o

mocy 2 grafu Pn+1.

Można zauważyć, że wierzcho lki xn, xn+1 grafu Pn+1 należa̧ do różnych zbiorów

podzia lu domatycznego W. Ponadto, wierzcho lek xn−1 należy do tego samego zbioru

podzia lu W, do którego należy wierzcho lek xn+1 albo do tego zbioru podzia lu W,

do którego należy wierzcho lek xn. Wobec tego otrzymujemy nastȩpuja̧ca̧ w lasność.

W lasność 1.1.1. i2(P2) = 1, i2(P3) = 1
oraz i2(Pn+1) = i2(Pn) + i2(Pn−1) dla n ≥ 3.

Wniosek 1.1.2. Dla n ≥ 3, i2(Pn) = Fn−3.
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Podamy teraz postać jawna̧ n-tego wyrazu cia̧gu (i2(Pn))n≥2 opisanego wzorem reku-

rencyjnym we W lasności 1.1.1. W tym celu wykorzystamy funkcje tworza̧ce [8].

Wprowadzimy najpierw pomocnicze oznaczenie.

Niech S bȩdzie dowolnym wyrażeniem logicznym maja̧cym wartość logiczna̧ 0 lub 1.

Fakt ten zapisujemy

[S] =

{
1, jeżeli S jest prawdziwe lub
0, w przeciwnym przypadku.

Twierdzenie 1.1.3. Dla n ≥ 2, i2(Pn) = Bφn + (1 − B)(1 − φ)n, gdzie B = 5−
√

5
10

oraz φ = 1+
√

5
2

.

Dowód. Z W lasności 1.1.1 wynika, że

i2(Pn) = i2(Pn−1) + i2(Pn−2) + [n = 2],

przy czym n jest dowolna̧ liczba̧ ca lkowita̧, bowiem definiujemy i2(P−n) = 0, dla n ≥

−1. Zamiast i2(Pn) bȩdziemy pisać in. Rozważmy funkcjȩ tworza̧ca̧ I(z) =
∑

n inzn.

Wówczas

I(z) =
∑

n in−1z
n +

∑
n in−2z

n +
∑

n [n = 2]zn =

∑
n inzn+1 +

∑
n inzn+2 + z2 =

zI(z) + z2I(z) + z2.

W konsekwencji,

I(z) = −1 + −z+1

(1−φz)(1−bφz)
,

gdzie φ jest z lotym podzia lem (φ = 1+
√

5
2

) i φ̂ = 1 − φ.

Rozk ladaja̧c tȩ funkcjȩ wymierna̧ na sumȩ u lamków prostych mamy

I(z) = −1 + B
1−φz

+ 1−B

1−bφz
, gdzie B = 5−

√
5

10
.

Zatem wykorzystuja̧c nastȩpuja̧ce elementarne funkcje tworza̧ce
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∑
n≥0 [n = 0]zn = 1 oraz

∑
n≥0 cnzn = 1

1−cz

otrzymujemy

I(z) =
∑

n≥0{−[n = 0] + Bφn + (1 − B)φ̂n}zn.

Ostatecznie jeżeli n ≥ 1, to i2(Pn) = in = Bφn + (1 − B)φ̂n, gdzie B = 5−
√

5
10

i

φ = 1 − φ̂ = 1+
√

5
2

. Tym samym twierdzenie zosta lo udowodnione. 2

1.2 LICZBA PODZIA LÓW

DOMATYCZNYCH GRAFU Cn

W tej czȩści rozdzia lu zdefiniujemy rekurencyjnie liczbȩ podzia lów domatycznych

grafu Cn+1, dla n ≥ 2. Liczby te wyrazimy za pomoca̧ liczb Lucasa. Ponadto

znajdziemy postać jawna̧ cia̧gu tych liczb wykorzystuja̧c funkcje tworza̧ce.

Nie jest trudno sprawdzić, że jeżeli n 6≡ 2(mod 3), to d(Cn+1) = 2; w przeci-

wnym przypadku d(Cn+1) = 3. Niech W = {D1, . . . , Dk} bȩdzie podzia lem domaty-

cznym grafu Cn+1. Zatem jeżeli n 6≡ 2(mod 3), to k ≤ 2, a przeciwnie k ≤ 3.

Jeżeli k = 1, to W = {V (Cn+1)} jest jedynym podzia lem domatycznym grafu

Cn+1. Co wiȩcej, nie jest trudno zauważyć, że jeżeli n ≡ 2(mod 3), to istnieje

dok ladnie jeden podzia l domatyczny W grafu Cn+1 taki, że W = {D1, D2, D3},

gdzie D1 = {x1, x4, . . . , xn−1}, D2 = {x2, x5, . . . , xn} oraz D3 = {x3, x6, . . . , xn+1}.

Z tych powodów jeżeli n 6≡ 2(mod 3), to ic(Cn) = i2(Cn) + 1, a w przeciwnym przy-

padku ic(Cn) = i2(Cn) + 2. Wobec tego wystarczy rozważyć podzia l domatyczny

W z dwoma zbiorami dominuja̧cymi grafu Cn+1. Niech W = {D1, D2} i dla n ≥ 3

oznaczmy

I(Cn+1) = {W : W− podzia l domatyczny grafu Cn+1 ∧ |W| = 2},

I1(Cn+1) = {W : W = {D1, D2}, x1, x3, xn+1 ∈ D1, x2 ∈ D2},
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I2(Cn+1) = {W : W = {D1, D2}, x2, x3, xn+1 ∈ D1, x1 ∈ D2},

I3(Cn+1) = {W : W = {D1, D2}, x1, xn+1 ∈ D1, x2, x3 ∈ D2},

I4(Cn+1) = {W : W = {D1, D2}, x3, xn+1 ∈ D1, x1, x2 ∈ D2},

I5(Cn+1) = {W : W = {D1, D2}, x2, xn+1 ∈ D1, x1, x3 ∈ D2}.

Można zaobserwować, że nie istnieje żaden podzia l domatyczny W = {D1,D2}

grafu Cn+1 taki, że x1, x2, xn+1 ∈ D1 oraz x3 ∈ D2. Ponadto, nie istnieje żaden

podzia l domatyczny grafu C4 należa̧cy do zbioru I1(C4), I2(C4) oraz nie istnieje

żaden podzia l domatyczny grafu C5, który należa lby do I3(C5). Zatem w dal-

szych rozważaniach I1(C4) = I2(C4) = I3(C5) = ∅. Pozosta le zbiory Ii(Ck) 6=

Ij(C4), I3(C5) dla j = 1, 2 sa̧ dobrze zdefiniowane. Wówczas

is(Cn+1)
df
= |Is(Cn+1)|, dla s = 1, . . . , 5 i n ≥ 3.

Zatem

i2(Cn+1) =

5∑

s=1

is(Cn+1), dla n ≥ 3. (1.2.1)

Równanie rekurencyjne rzȩdu drugiego dla cia̧gu (i2(Cn)), n = 3, 4, . . . jest postaci

Twierdzenie 1.2.1.

i2(C3) = i2(C4) = 3 (1.2.2)

oraz dla n ≥ 4

i2(Cn+1) =

{
i2(Cn) + i2(Cn−1) + 2, gdy n ≡ 2 (mod 3) lub

i2(Cn) + i2(Cn−1) − 1, w przeciwnym przypadku.
(1.2.3)

Dowód. Nie jest trudno zauważyć, że i2(C3) = i2(C4) = 3. Za lóżmy, że n =

4. Skonstruujemy podzia ly domatyczne, które należa̧ do zbioru Ii(C5), dla i =

1, 2, 4, 5 (przypomnijmy, że I3(C5) = ∅). Mianowicie, zbiory te sa̧ postaci: I1(C5) =

{{{x1, x3, x5}, {x2, x4}}}, I2(C5) = {{{x2, x3, x5}, {x1, x4}}}, I4(C5) = {{{x3, x5},
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{x1, x2, x4}}} oraz I5(C5) = {{{x2, x4, x5}, {x1, x3}}, {{x2, x5}, {x1, x3, x4}}}. Ozna-

cza to, że i1(C5) = i2(C5) = i4(C5) = 1, i3(C5) = 0, a i5(C5) = 2. W konse-

kwencji, wobec wzoru w (1.2.1) oraz ze wzoru w (1.2.2) otrzymujemy i2(C5) = 5 =

i2(C4) + i2(C3) − 1.

Za lóżmy, że n ≥ 5. Przyjmijmy, że W = {D1, D2} jest podzia lem domatycznym

grafu Cn+1. Rozważmy przypadki.

1. Niech x1, x3, xn+1 ∈ D1 oraz x2 ∈ D2. Ponieważ x1, xn+1 ∈ D1 oraz D2

jest zbiorem dominuja̧cym grafu Cn+1, sta̧d xn ∈ D2. Zatem podzia l {D1\{x1}, D2}

grafu 〈A〉Cn+1 , gdzie A = V (Cn+1)\{x1}, jest podzia lem domatycznym grafu H1

takiego, że V (H1) = A oraz E(H1) = (E(Cn+1)\{x1x2, x1xn+1}) ∪ {x2xn+1} (tzn.

H1 ≃ Cn). Co wiȩcej, {D1\{x1}, D2} ∈ I5(H1). Oznacza to, że

i1(Cn+1) = i5(H1) = i5(Cn), dla n = 5, 6, ... (1.2.4)

2. Niech x2, x3, xn+1 ∈ D1 oraz x1 ∈ D2. Sta̧d wynika, że x4 ∈ D2. Wówczas

podzia l {D1\{x2}, D2} grafu 〈B〉Cn+1 , gdzie B = V (Cn+1)\{x2}, jest podzia lem do-

matycznym grafu H2 takiego, że V (H2) = B oraz E(H2) = (E(Cn+1)\{x1x2, x2x3})∪

{x1x3} (tzn. H2 ≃ Cn). Zatem {D1\{x2}, D2} ∈ I5(H2), czyli

i2(Cn+1) = i5(H2) = i5(Cn), dla n = 5, 6, ... (1.2.5)

3. Niech x1, xn+1 ∈ D1 oraz x2, x3 ∈ D2. Ponieważ x1, xn+1 ∈ D1, to xn ∈ D2,

a ponieważ x2, x3 ∈ D2, wiȩc x4 ∈ D1. Zatem podzia l {D1\{x1}, D2\{x2}} grafu

〈L〉Cn+1 , gdzie L = V (Cn+1)\{x1, x2}, jest podzia lem domatycznym grafu H3, gdzie

V (H3) = L oraz E(H3) = (E(Cn+1)\{x1xn+1, x1x2, x2x3}) ∪ {x3xn+1} (tzn. H3 ≃

Cn−1). Oznacza to, że {D1\{x1}, D2\{x2}} ∈ I5(H3). Sta̧d

i3(Cn+1) = i5(H3) = i5(Cn−1). (1.2.6)
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4. Niech x3, xn+1 ∈ D1 oraz x1, x2, x4 ∈ D2. Nie jest trudno wykazać, że podzia l

{D1, D2\{x2}} grafu 〈B〉Cn+1 jest podzia lem domatycznym grafu H2, H2 ≃ Cn. Sta̧d

{D1, D2\{x2}} ∈ I5(H2).

5. Niech x3, x4, xn+1 ∈ D1 oraz x1, x2 ∈ D2. Ponieważ x3, x4 ∈ D1, to x5 ∈ D2.

Zatem podzia l {D1\{x3}, D2\{x2}} grafu 〈R〉Cn+1 , gdzie R = V (Cn+1)\{x2, x3} jest

podzia lem domatycznym grafu H4, gdzie V (H4) = R oraz E(H4) = (E(Cn+1)\{x1x2,

x2x3, x3x4}) ∪ {x1x4} (tzn. H4 ≃ Cn−1). W konsekwencji, {D1\{x3}, D2\{x2}} ∈

I5(H4).

Reasumuja̧c oba powyższe przypadki,

i4(Cn+1) = i5(H2) + i5(H4) = i5(Cn) + i5(Cn−1), dla n = 5, 6, ... (1.2.7)

6. Niech x2, xn+1 ∈ D1 oraz x1, x3, x4 ∈ D2. Ponieważ x3, x4 ∈ D2, to x5 ∈ D1 i

podzia l {D1\{x2}, D2\{x3}} grafu 〈R〉Cn+1 jest podzia lem domatycznym grafu H4,

H4 ≃ Cn−1. Zatem {D1\{x2}, D2\{x3}} ∈ I4(H4).

7. Niech x2, x4, xn+1 ∈ D1 oraz x1, x3 ∈ D2. Wtedy podzia l {D1\{x2}, D2}

grafu 〈B〉Cn+1 jest podzia lem domatycznym grafu H2, H2 ≃ Cn. Wówczas {D1\{x2},

D2} ∈ I4(H2).

Reasumuja̧c przypadki 6 i 7 mamy

i5(Cn+1) = i4(H2) + i4(H4) = i4(Cn) + i4(Cn−1), dla n = 5, 6, ... (1.2.8)

Podstawiaja̧c do wzoru w (1.2.1) wyrażenia z (1.2.4)−(1.2.8) otrzymujemy, że

i2(Cn+1) = 3i5(Cn) + 2i5(Cn−1) + i4(Cn) + i4(Cn−1). (1.2.9)

Przez zasta̧pienie liczb i5(Cn), i5(Cn−1) i i5(Cn−1) we wzorze w (1.2.9) przez wyrażenia

z (1.2.8), (1.2.5) i (1.2.4), odpowiednio otrzymujemy, że

i2(Cn+1) = 2i5(Cn) + i4(Cn) + 2i4(Cn−1) + i4(Cn−2) + i2(Cn) + i1(Cn), (1.2.10)



ROZDZIA L 1. ZLICZANIE PODZIA LÓW DOMATYCZNYCH... 23

przy czym przyjmujemy, że i4(Cn−2) = 1 dla n = 5.

Z kolei w (1.2.10) zastȩpuja̧c i4(Cn−1) przez wyrażenie z (1.2.7), a nastȩpnie zastȩpuja̧c

i5(Cn−2) przez wyrażenie z (1.2.6) i stosuja̧c wzór z (1.2.1) otrzymujemy

i2(Cn+1) = i2(Cn) + i5(Cn) + i5(Cn−3) + i4(Cn−1) + i4(Cn−2), (1.2.11)

przy czym przyjmujemy, że C2 = P2 oraz i5(Cn−3) = 1 dla n = 5 i i5(Cn−3) = 0 dla

n = 6.

Podstawiaja̧c wyrażenie z ( 1.2.6) pod i5(Cn−3) w ( 1.2.11), a nastȩpnie dodaja̧c

i jednocześnie odejmuja̧c i1(Cn−1), i2(Cn−1), i5(Cn−1) do wyrażenia w ( 1.2.11) i

stosuja̧c wzór z (1.2.1) dostajemy prawa̧ stronȩ wyrażenia w (1.2.11) w postaci

i2(Cn) + i2(Cn−1) + i5(Cn) − i5(Cn−1) + i4(Cn−2) − i2(Cn−1) − i1(Cn−1). (1.2.12)

W (1.2.12) zastȩpuja̧c i1(Cn−1), i2(Cn−1) przez wyrażenia z (1.2.4), (1.2.5), odpowie-

dnio, a nastȩpnie zastȩpuja̧c wyrażenie i5(Cn−1)+i5(Cn−2) przez liczbȩ i4(Cn) wobec

(1.2.7) mamy

i2(Cn+1) = i2(Cn) + i2(Cn−1) + i5(Cn) − i5(Cn−2) + i4(Cn−2) − i4(Cn). (1.2.13)

Dodaja̧c i odejmuja̧c i4(Cn−1), i5(Cn−1) do prawej strony wyrażenia w (1.2.13) otrzy-

mujemy

i2(Cn+1) = i2(Cn) + i2(Cn−1) + i5(Cn) − i5(Cn+1) + i4(Cn+1) − i4(Cn) (1.2.14)

wobec równości z (1.2.7) i (1.2.8).

Aby zakończyć dowód wystarczy wykazać, że

i5(Cn) − i5(Cn+1) + i4(Cn+1) − i4(Cn) =

{
2, jeżeli n ≡ 2 (mod 3) lub

−1, w przeciwnym przypadku.

(1.2.15)
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Stosuja̧c metodȩ indukcji matematycznej ze wzglȩdu na liczbȩ n, n ≡ 2(mod 3)

udowodnimy, że

i5(Cn) − i5(Cn+1) + i4(Cn+1) − i4(Cn) = 2. (1.2.16)

Jeżeli n = 5, wówczas nie jest trudno pokazać, że i5(C5) = i5(C6) = 2, i4(C6) = 3,

i4(C5) = 1, a zatem równość w (1.2.16) zachodzi. Za lóżmy prawdziwość równości

w (1.2.16) dla n = k, gdzie k ≡ 2(mod 3). Pokażemy, że równość w (1.2.16) jest

prawdziwa dla n = k + 3, czyli

i5(Ck+3) − i5(Ck+4) + i4(Ck+4) − i4(Ck+3) = 2. (1.2.17)

Stosuja̧c (1.2.8) do liczb i5(Ck+3) oraz i5(Ck+4) i jednocześnie stosuja̧c (1.2.7) do

liczb i4(Ck+4) oraz i4(Ck+3) otrzymujemy, że lewa strona równości w (1.2.17) wynosi

i4(Ck+1) − i4(Ck+3) + i5(Ck+3) − i5(Ck+1). (1.2.18)

Z kolei stosuja̧c odpowiednio (1.2.7) i (1.2.8) do liczb i4(Ck+3) i i5(Ck+3) otrzymu-

jemy, że wyrażenie w (1.2.18) ma postać

2i4(Ck+1) − 2i5(Ck+1) − i5(Ck+2) + i4(Ck+2). (1.2.19)

Na mocy wzorów z (1.2.8) i (1.2.7) zastȩpujemy w (1.2.19) liczby i5(Ck+2) oraz

i4(Ck+2), odpowiednio i wówczas wyrażenie z (1.2.19) jest równe i5(Ck)− i5(Ck+1)+

i4(Ck+1) − i4(Ck) = 2, co wynika z za lożenia indukcyjnego. Zatem z twierdzenia

o indukcji matematycznej wynika, że dla n ≡ 2(mod 3) równość w (1.2.16) jest

prawdziwa. Nie jest trudno zauważyć, że dowód dla n 6≡ 2(mod 3) jest analogiczny,

co kończy dowód. 2

Nastȩpnie wyrazimy wyrazy cia̧gu (i2(Cn)), n = 3, 4, ... za pomoca̧ liczb Lucasa.
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Twierdzenie 1.2.2. Niech 0 ≤ k ≤ 2. Dla n ≥ 5, n ≡ k(mod 3),

i2(Cn+1) = 3F ⋆
n−3 + (2[k = 2] − [k 6= 2])F ⋆

0 + 2
∑

i∈An−4,k

F ⋆
i −

∑

i∈Bn−4,k

F ⋆
i ,

gdzie An−4,k = {i ∈ N : i ≡ k(mod 3) ∧ i < n − 4},

Bn−4,k = {i ∈ N : i < n − 4}\An−4,k.

Dowód. Rozważymy przypadek k = 2. W pozosta lych przypadkach sposób dowo-

dzenia jest analogiczny.

Na pocza̧tek stosuja̧c indukcjȩ wzglȩdem p wykażemy, że

i2(Cn+1) = F ⋆
p i2(Cn−p) + F ⋆

p−1i
2(Cn−p−1) + 2F ⋆

0 + 2
∑

i∈Ap,2

F ⋆
i −

∑

i∈Bp,2

F ⋆
i , (1.2.20)

gdzie Ap,2 = {i ∈ N : i ≡ 2(mod 3) ∧ i < p}, Bp,2 = {i ∈ N : i < p}\Ap,2 dla

p = 1, . . . , n − 4 oraz n ≡ 2(mod 3).

Niech p = 1 oraz n ≡ 2(mod 3). Zatem wobec wzoru z (1.2.3), i2(Cn+1) = i2(Cn) +

i2(Cn−1) + 2. Stosuja̧c dalej wzór z (1.2.3) do liczby i2(Cn) otrzymujemy, że prawa

strona powyższej równości jest postaci 2i2(Cn−1) + i2(Cn−2) + 1 = F ∗
1 i2(Cn−1) +

F ∗
0 i2(Cn−2) + F ∗

0 , na mocy definicji rekurencyjnej liczb Lucasa. Oznacza to, że dla

p = 1 równość w (1.2.20) jest prawdziwa, bowiem A1,2 = ∅, B1,2 = {0}.

Za lóżmy, że równość w (1.2.20) jest prawdziwa dla p = l. Pokażemy, że jest ona

prawdziwa dla p = l + 1. Z za lożenia indukcyjnego otrzymujemy, że

i2(Cn+1) = F ⋆
l i2(Cn−l) + F ⋆

l−1i
2(Cn−l−1) + 2F ⋆

0 + 2
∑

i∈Al,2

F ⋆
i −

∑

i∈Bl,2

F ⋆
i , (1.2.21)

gdzie Al,2 = {i ∈ N : i ≡ 2(mod 3) ∧ i < l}, Bl,2 = {i ∈ N : i < l}\Al,2.

Za lóżmy, że l ≡ 2(mod 3). Wówczas n − l ≡ 0(mod 3). Zatem wobec wzoru z

(1.2.3) i2(Cn−l) = i2(Cn−l−1) + i2(Cn−l−2) + 2 i prawa strona równości z (1.2.21) jest

postaci (F ∗
l +F ∗

l−1)i
2(Cn−l−1)+F ∗

l i2(Cn−l−2)+2F ∗
0 +2(F ∗

l +
∑

i∈Al,2
F ∗

i )−∑
i∈Bl,2

F ∗
i .

Ponieważ F ∗
l +F ∗

l−1 = F ∗
l+1 na mocy definicji rekurencyjnej liczb Lucasa oraz poprzez
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prosta̧ obserwacjȩ, że F ∗
l +

∑
i∈Al,2

F ∗
i =

∑
i∈Al+1,2

F ∗
i oraz

∑
i∈Bl,2

F ∗
i =

∑
i∈Bl+1,2

F ∗
i ,

wiȩc w tym przypadku teza indukcyjna jest prawdziwa.

Dowód tezy indukcyjnej dla l 6≡ 2(mod 3) zostanie pominiȩty, bowiem jest on

analogiczny do powyższego dowodu.

Zatem z twierdzenia o indukcji matematycznej wynika, że równość w (1.2.20)

jest prawdziwa dla p = 1, . . . , n − 4.

Wobec tego zastȩpujemy p przez n − 4 w równości w (1.2.20). Na koniec w

tak otrzymanej równości zastȩpujemy i2(C3) oraz i2(C4) przez 3 wobec wzoru w

(1.2.2) oraz na mocy definicji rekurencyjnej liczb Lucasa wyrażenie F ⋆
n−4 + F ⋆

n−5

zastȩpujemy przez liczbȩ F ⋆
n−3, co kończy dowód. 2

Podamy teraz postać liczby i2(Cn), n ≥ 3 wykorzystuja̧c funkcje tworza̧ce.

Twierdzenie 1.2.3. Dla n ≥ 2, i2(Cn+1) = 1
2
(αn+1 + α̂n+1 + φn+1 + φ̂n+1),

gdzie α = −1−
√

3i
2

, φ = 1+
√

5
2

oraz α̂ = −1 − α, φ̂ = 1 − φ.

Dowód. Z Twierdzenia 1.2.1 wynika równość

i2(Cn) = i2(Cn−1) + i2(Cn−2) − [n > 4] + 3[3\n, n > 0], (1.2.22)

która jest spe lniona również dla wszystkich liczb ca lkowitych jeżeli i2(Cn) = 0, dla

n ≤ 2. Zamiast i2(Cn) bȩdziemy pisać in. Rozważmy funkcjȩ tworza̧ca̧ I(z) =

∑
n inzn. Wówczas wykorzystuja̧c równość z (1.2.22) otrzymujemy

I(z) =
∑

n in−1z
n +

∑
n in−2z

n − ∑
n>4 zn + 3

∑
n>0 [3\n]zn =

∑
n inzn+1 +

∑
n inzn+2 − ∑

n≥0 zn +
∑4

n=0 zn + 3
∑

n≥0 [3\n]zn − 3
∑

n=0 [3\n]zn.

Z kolei wykorzystuja̧c nastȩpuja̧ce funkcje elementarne
∑

n≥0 cnzn = 1
1−cz

,

∑
n≥0 [m\n]zn = 1

1−zm otrzymujemy, że

I(z) = zI(z) + z2I(z) − 1
1−z

+ 3
1−z3 + z4 + z3 + z2 + z − 2.
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Ostatecznie,

I(z) = −z2 − 2 + z4−z2−2z+2
(1−z)(1+z+z2)(1−z−z2)

.

Przypomnijmy, że 1 − z − z2 = (1 − φz)(1 − φ̂z), gdzie φ = 1+
√

5
2

oraz φ̂ = 1 − φ

(oznaczenia jak w dowodzie Twierdzenia 1.1.3). Ponadto, z2 + z + 1 = (1−αz)(1−

α̂z), gdzie α = −1−
√

3i
2

, α̂ = −1 − α. Wówczas

I(z) = −z2 − 2 + 1
2
( 1

1−αz
+ 1

1−bαz
+ 1

1−φz
+ 1

1−bφz
).

Ponieważ
∑

n≥0 [n = m]zn = zm oraz
∑

n≥0 cnzn = 1
1−cz

, to

I(z) =
∑

n≥0{−[n = 2] − 2[n = 0] + 1
2
(αn + α̂n + φn + φ̂n)}zn.

W konsekwencji,

in = 1
2
(αn + α̂n + φn + φ̂n),

co kończy dowód. 2

Na mocy Twierdzenia 1.2.3 oraz równości αn+1 = α̂n+1 = 1 dla n ≡ 2(mod 3)

otrzymujemy

Wniosek 1.2.4. Jeżeli n ≡ 2(mod 3), wówczas i2(Cn+1) = 1+ 1
2
(φn+1+φ̂n+1), gdzie

φ = 1+
√

5
2

oraz φ̂ = 1 − φ.

1.3 LICZBA PODZIA LÓW DOMATYCZNYCH

GRAFU Km,n

W tej czȩści pracy rozważamy graf pe lny dwudzielny Km,n+l taki, że V (Km,n+l) =

A∪B, gdzie A = {x1, . . . , xm}, m ≥ 2 oraz B = R∪S, przy czym R = {y1, . . . , yn},

S = {yn+1, . . . , yn+l}, n ≥ 2, l ≥ 1. Bez straty ogólności rozważań za lóżmy, że m ≤

n+l. Wtedy d(Km,n+l) = m. Obliczymy liczbȩ im(Km,n+l) podzia lów domatycznych

o mocy m grafu Km,n+l.

W dowodach poniższych twierdzeń wykorzystamy rezultat z [26].



ROZDZIA L 1. ZLICZANIE PODZIA LÓW DOMATYCZNYCH... 28

W lasność 1.3.1. [26] Niech V (Km,n) = A∪B. Jeżeli D jest zbiorem dominuja̧cym

grafu Km,n, to albo D = A albo D = B albo D ∩ A 6= ∅ oraz D ∩ B 6= ∅.

Twierdzenie 1.3.2. i2(K2,2) = 3 oraz

i2(K2,n+1) = 2i2(K2,n) + 1 dla n ≥ 2.

Dowód. Ponieważ K2,2 ≃ C4, wiȩc na mocy Twierdzenia 1.2.1 i2(K2,2) = 3.

Wyprowadzimy teraz wzór rekurencyjny dla liczby i2(K2,n+1) podzia lów do-

matycznych o mocy 2 grafu K2,n+1, przy czym n ≥ 2. Na mocy W lasności 1.3.1

{A, B} jest jednym z podzia lów domatycznych o mocy 2 grafu K2,n+1. Zatem wobec

W lasności 1.3.1 wystarczy, że zliczymy podzia ly domatyczne {D1, D2} grafu K2,n+1

takie, że Di ∩ A 6= ∅ oraz Di ∩ B 6= ∅, dla i = 1, 2. Rozważmy przypadki.

1. Za lóżmy, że wierzcho lki zbioru R należa̧ do tego samego zbioru podzia lu

{D1, D2} grafu K2,n+1. Bez straty ogólności rozważań niech R ⊂ D1. Wówczas

yn+1 ∈ D2. Ponadto, ponieważ A ∩ Di 6= ∅ dla i = 1, 2, wiȩc albo x1 ∈ D1 oraz

x2 ∈ D2 albo x1 ∈ D2 oraz x2 ∈ D1. Oznacza to, że w tym przypadku mamy

dwa nastȩpuja̧ce podzia ly domatyczne grafu K2,n+1: {R ∪ {x1}, {x2, yn+1}} oraz

{R ∪ {x2}, {x1, yn+1}}.

2. Za lóżmy, że wierzcho lki zbioru R należa̧ do różnych zbiorów podzia lu do-

matycznego {D1, D2} grafu K2,n+1. Niech yn+1 ∈ D1. Wówczas {D1\{yn+1}, D2}

jest podzia lem domatycznym grafu K2,n takim, że (D1\{yn+1})∩R 6= ∅ oraz D2∩R 6=

∅. Takich podzia lów mamy i2(K2,n)−1 (pomijamy podzia l {A, R} grafu K2,n). Jeżeli

yn+1 ∈ D2, to liczba podzia lów domatycznych o mocy 2 grafu K2,n+1 wynosi również

i2(K2,n) − 1.

Reasumuja̧c, i2(K2,n+1) = 1 + 2 + 2(i2(K2,n) − 1) = 2i2(K2,n) + 1. 2

Wniosek 1.3.3. Dla n ≥ 2, i2(K2,n) = 2n − 1.

Nie jest trudno zauważyć, że im(Km,m) = m! dla m ≥ 3. Podamy teraz równanie

rekurencyjne dla cia̧gu (im(Km,n+l)), gdy n ≥ m ≥ 3 oraz l ≥ 1. Przypomnijmy,
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że {V (Km,n)} jest jedynym podzia lem domatycznym o mocy 1 grafu Km,n, czyli

i1(Km,n) = 1 dla każdych m, n.

Twierdzenie 1.3.4. Dla n ≥ 2, i2(K2,n) = 2n − 1.

Niech n ≥ m ≥ 3 oraz niech l ≥ 1. Wtedy

im(Km,n+l) =
∑min{l,m}

r=1

∑n−m+r
k=0 (

(
m
r

)(
n
k

)
r!(ir(Kr,l)− [r = 2])(im−r(Km−r,n−k)− [m−

r = 2])([k = 0] + [k 6= 0](
∑min{r,k}

s=1 (
(

r
s

)
(is(Ks,k) − [s = 2]))))).

Dowód. Na mocy Wniosku 1.3.3 warunek pocza̧tkowy zachodzi. Niech n ≥

m ≥ 3. Ponieważ d(Km,n+l) = m dla m ≤ n, wiȩc niech {D1, . . . , Dm} bȩdzie

podzia lem domatycznym o mocy m grafu Km,n+l. Za lóżmy, że wierzcho lki ze zbioru

S należa̧ do r (1 ≤ r ≤ min{l, m}) zbiorów, powiedzmy Dm−r+1, . . . , Dm z podzia lu

{D1, . . . , Dm}. Rozmieszczenie wierzcho lków zbioru S w zbiorach Dm−r+1, . . . , Dm

możemy ustalić na ir(Kr,l)−[r = 2] sposobów. Ponadto, do zbiorów Dm−r+1, . . . , Dm

należy dok ladnie r wierzcho lków, powiedzmy xm−r+1, . . . , xm ze zbioru A na mocy

W lasności 1.3.1 oraz za lożenia m ≥ 3. Wierzcho lki te możemy wybrać na
(

m
r

)

sposobów, a rozmieszczenie tych wierzcho lków w zbiorach Dm−r+1, . . . , Dm możemy

ustalić na r! sposobów. Rozważmy przypadki.

1. Za lóżmy, że istnieje dok ladnie k (1 ≤ k ≤ n − m + r) wierzcho lków,

powiedzmy yn−k+1, . . . , yn w zbiorze R należa̧cych do s (1 ≤ s ≤ min{r, k}) spośród

r zbiorów Dm−r+1, . . . , Dm. Niech tymi s zbiorami bȩda̧ zbiory Dm−s+1 . . . , Dm;

zbiory te możemy wybrać na
(

r
s

)
sposobów. Z kolei wierzcho lki yn−k+1, . . . , yn ze

zbioru R możemy wybrać na
(

n
k

)
sposobów. Wtedy rozmieszczenie wierzcho lków

yn−k+1, . . . , yn w zbiorach Dm−s+1, . . . , Dm możemy ustalić na is(Ks,k) − [s = 2]

sposobów. Wówczas (A\{xm−r+1, . . . , xm})∪ (R\{yn−k+1, . . . , yn}) =
⋃m−r

j=1 Dj oraz

〈(A\{xm−r+1, . . . , xm}) ∪ (R\{yn−k+1, . . . , yn})〉Km,n+l
≃ Km−r,n−k. Oznacza to, że

{D1, . . . , Dm−r} jest podzia lem domatycznym grafu Km−r,n−k takim, że Dj ∩ (A\

{xm−r+1, . . . , xm}) 6= ∅ oraz Dj ∩ (R\{yn−k+1, . . . , yn}) 6= ∅ dla j = 1, . . . , m −

r. Takich podzia lów mamy im−r(Km−r,n−k) − [m − r = 2] (pomijamy podzia l
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{A\{xm−r+1, . . . , xm}, R\{yn−k+1, . . . , yn}} grafu Km−r,n−k, jeżeli m − r = 2). W

konsekwencji, w tym przypadku mamy
∑min{l,m}

r=1

∑n−m+r
k=1

∑min{r,k}
s=1 (

(
m
r

)(
n
k

)(
r
s

)
r!

(ir(Kr,l) − [r = 2])(is(Ks,k) − [s = 2])(im−r(Km−r,n−k) − [m − r = 2])) podzia lów

domatycznych o mocy m grafu Km,n+l.

2. Za lóżmy, że żaden z wierzcho lków ze zbioru R nie należy do żadnego ze

zbiorów Dm−r+1, . . . , Dm. Sta̧d R ⊂ ⋃m−r
j=1 Dj . Zatem (A\{xm−r+1, . . . , xm}) ∪

R =
⋃m−r

j=1 Dj oraz 〈(A\{xm−r+1, . . . , xm}) ∪ R〉Km,n+l
≃ Km−r,n. Oznacza to, że

{D1, . . . , Dm−r} jest podzia lem domatycznym grafu Km−r,n takim, że Dj∩(A\{xm−r+1,

. . . , xm}) 6= ∅ oraz Dj ∩ R 6= ∅ dla j = 1, . . . , m − r. Takich podzia lów mamy

im−r(Km−r,n) − [m − r = 2] (pomijamy podzia l {A\{xm−r+1, . . . , xm}, R} grafu

Km−r,n, jeżeli m − r = 2). Reasumuja̧c, w tym przypadku mamy
∑min{l,m}

r=1 (
(

m
r

)
r!

(ir(Kr,l) − [r = 2])(im−r(Km−r,n) − [m − r = 2])) podzia lów domatycznych o mocy

m grafu Km,n+l.

Ostatecznie, im(Km,n+l) =
∑min{l,m}

r=1

∑n−m+r
k=1

∑min{r,k}
s=1 (

(
m
r

)(
n
k

)(
r
s

)
r!(ir(Kr,l) −

[r = 2])(is(Ks,k)−[s = 2])(im−r(Km−r,n−k)−[m−r = 2]))+
∑min{l,m}

r=1 (
(

m
r

)
r!(ir(Kr,l)−

[r = 2])(im−r(Km−r,n)− [m− r = 2])) =
∑min{l,m}

r=1

∑n−m+r
k=0 (

(
n
k

)(
m
r

)
r!(ir(Kr,l)− [r =

2])(im−r(Km−r,n−k) − [m − r = 2])([k = 0] + [k 6= 0](
∑min{r,k}

s=1 (
(

r
s

)
(is(Ks,k) − [s =

2]))))). 2

Wniosek 1.3.5. Niech l ≥ 1. Niech W bȩdzie podzia lem domatycznym grafu

Km,n+l, do którego należy zbiór Di taki, że S ⊂ Di. Wówczas ilość takich podzia lów

jest równa liczbie im(Km,n+1).

Wniosek 1.3.6. Dla n ≥ 2, i2(K2,n) = 2n − 1.

i3(K3,n+1) = 3
∑n−2

k=0(
(

n
k

)
(i2(K2,n−k) − 1)).

Wniosek 1.3.7. Dla n ≥ 3, i3(K3,n) = 3(3n−1 − 2n + 1).

Wniosek 1.3.8. Dla n ≥ m − 1 ≥ 3, i3(K3,n) = 3(3n−1 − 2n + 1).

im(Km,n+1) = m
∑n−m+1

k=0 (
(

n
k

)
im−1(Km−1,n−k)).

Stosuja̧c m−3 krotnie równanie rekurencyjne z Wniosku 1.3.8 do liczby im(Km,n+1),
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a nastȩpnie wykorzystuja̧c warunek pocza̧tkowy tego równania rekurencyjnego otrzy-

mujemy postać jawna̧ liczby im(Km,n+1), dla każdych n, m takich, że n ≥ m−1 ≥ 3.

Wniosek 1.3.9. Dla n ≥ m − 1 ≥ 3, im(Km,n+1) = m!
2

∑n−m−k0+1
k1=0

∑n−m−k0−k1+1
k2=0

. . .
∑n−m−k0−k1−...−km−4+1

km−3=0 {∏m−3
l=1

(n−
Pl−1

p=0 kp−l+1

kl

)
(3n−

Pm−3
r=1 kr−m+3 −2n−

Pm−3
r=1 kr−m+4+

1)}, przy czym k0 = 0.

Na koniec rozważmy graf pe lny dwudzielny Km+l,n taki, że V (Km+l,n) = P ∪ Q,

gdzie P = T ∪ U , T = {x1, . . . , xm}, m ≥ 3, U = {xm+1, . . . , xm+l}, l ≥ 1 oraz

Q = {y1, . . . , yn}, n ≥ m + l.

Twierdzenie 1.3.10. Dla n ≥ 3, i3(K3,n) = 3(3n−1 − 2n + 1).

Niech n ≥ m + l, m ≥ 3 oraz l ≥ 1. Wtedy im+l(Km+l,n) ={ ∑n−m
k=1 (

(
n
k

)
im(Km,n−k)), dla l = 1 lub

∑n−m
k=l

∑a1

k1=1

∑a2

k2=1 . . .
∑al−1

kl−1=1{
∏l

p=1(
(

n
k

)(Pl
r=p kr

kp

)
)im(Km,n−k)}, dla l ≥ 2,

gdzie ai =
∑l

j=i kj − (l − i) dla i = 1, . . . , l − 1.

Dowód powyższego twierdzenia jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 1.3.4.

1.4 LICZBA PODZIA LÓW DOMATYCZNYCH

WYBRANYCH KLAS GRAFÓW

DOMATYCZNIE PE LNYCH

W tej czȩści rozdzia lu pierwszego zliczamy podzia ly domatyczne wybranych klas

grafów domatycznie pe lnych. Graf G nazywamy grafem domatycznie pe lnym, jeżeli

d(G) = δ(G) + 1. Rozważmy najpierw cia̧g (Gp)p≥0 grafów taki, że:

a) G0 jest grafem domatycznie pe lnym oraz

b) Dla każdego p ≥ 1, V (Gp) = V (Gp−1)∪{wp}, gdzie wp jest nowym wierzcho lkiem

spoza grafów G0, . . . , Gp−1 oraz E(Gp) = E(Gp−1)∪{wpy : y ∈ NG0(x0)}, przy czym

dG0(x0) = δ(G0).

Z definicji cia̧gu (Gp)p≥0 wynika, że wszystkie jego wyrazy sa̧ grafami domatycznie

pe lnymi oraz d(Gp) = d(G0). Podamy teraz liczbȩ podzia lów domatycznych o mocy
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r grafu Gp oznaczana̧ przez ir(Gp), p ≥ 0, jeżeli r = d(G0).

Twierdzenie 1.4.1. Dla każdego p ≥ 1, ir(Gp) = ir(G0), gdzie r = d(G0) ≥ 1.

Dowód. Jeżeli d(G0) = 1, to {V (Gp)} jest jedynym podzia lem domatycznym o

mocy 1 grafu Gp dla p ≥ 0 i ir(Gp) = ir(G0) = 1 dla r = d(G0) = 1. Niech

teraz d(G0) ≥ 2. Ponieważ d(Gp) = d(G0) dla każdego p ≥ 1, wiȩc istnieje podzia l

domatyczny {D1, . . . , Dr} grafu Gp, gdzie r = d(G0). Bez straty ogólności rozważań

niech x0 ∈ D1. Wówczas NGp
(x0) ⊆ ⋃r

j=2 Dj , bowiem dGp
(x0) = δ(Gp) i Gp jest

grafem domatycznie pe lnym. Ponieważ NGp
(wi) = NGp

(x0) ⊆ ⋃r
j=2 Dj oraz D1

jest zbiorem dominuja̧cym grafu Gp, to wi ∈ D1, dla i = 1, . . . , p. Oznacza to, że

wierzcho lki w1, . . . , wp zawsze należa̧ do tego samego zbioru z podzia lu domatycznego

o mocy r = d(G0) grafu Gp, do którego należy wierzcho lek x0. Zatem ir(Gp) =

ir(G0), jeżeli r = d(G0), co należa lo wykazać. 2

Wniosek 1.4.2. Dla każdego p ≥ 1, ir(Gp) = ir(G0), gdzie r = d(G0).

W pracy [15] autorzy zdefiniowali rodzinȩ grafów F = {Hk : k ≥ 1}. Mianowicie,

niech H1 = P6 oraz dla k ≥ 2 niech Hk bȩdzie drzewem otrzymanym z roz la̧cznej

sumy gwiazdy K1,k+1 oraz gwiazdy podzielonej (ang. subdivided star) K∗
1,k poprzez

po la̧czenie za pomoca̧ krawȩdzi líscia gwiazdy z centrum gwiazdy podzielonej.

Za lóżmy, że V (K1,k+1) = {x1, . . . , xk+1} ∪ {xa}, gdzie xa jest centrum gwiazdy

K1,k+1.

Niech V (K∗
1,k) = {y1, . . . , y2k} ∪ {yb}, gdzie yb jest centrum podzielonej gwiazdy

K∗
1,k. Wiadomo, że dK∗

1,k
(yb, yi) =

{
1, dla 1 ≤ i ≤ k,
2, dla k + 1 ≤ i ≤ 2k

oraz

dK∗
1,k

(yj, yl) = 1 dla j ≡ l(mod k).

Bardziej formalnie, H1 = P6 (V (H1) = {x1, xa, x2, yb, y1, y2}, E(H1) = {x1xa, xax2,

x2yb, yby1, y1y2}) oraz dla k ≥ 2 Hk jest grafem takim, że V (Hk) = V (Hk−1) ∪

{xk+1, yk, y2k} oraz E(Hk) = E(Hk−1) ∪ {xaxk+1, ybyk, yky2k}.
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Jest oczywiste, że δ(Hk) = 1 oraz d(Hk) = 2, dla k ≥ 1.

Twierdzenie 1.4.3. i2(H1) = 5 oraz

i2(Hk) = 2i2(Hk−1), dla k ≥ 2.

Dowód. Ponieważ H1 = P6 oraz na mocy W lasności 1.1.1 mamy i2(H1) = i2(P6) =

5. Rozważmy graf Hk, dla dowolnego, ustalonego k ≥ 2. Ponieważ d(Hk) = 2, wiȩc

niech {D1, D2} bȩdzie podzia lem domatycznym grafu Hk. Oznaczmy przez I(Hk)

zbiór podzia lów domatycznych {D1, D2} grafu Hk. Bez straty ogólności niech xa ∈

D1. Wtedy xk+1 ∈ D2. Przyjmijmy, że Is(Hk) = {{D1, D2} : yb ∈ Ds}, dla s = 1, 2.

Zatem I(Hk) = I1(Hk)∪ I2(Hk) oraz i2(Hk) = |I(Hk)|. Niech is(Hk)
df
= |Is(Hk)|, dla

s = 1, 2. Rozważmy przypadki.

1. Za lóżmy, że yb ∈ D1. Wtedy x2 ∈ D2. Zatem yk ∈ D1 i y2k ∈ D2 lub

yk ∈ D2 i y2k ∈ D1. Jeżeli yk ∈ D1 i y2k ∈ D2, to podzia l {D1\{yk}, D2\{xk+1, y2k}}

grafu 〈A〉Hk
, gdzie A = V (Hk)\{xk+1, yk, y2k}, jest podzia lem domatycznym grafu

Q takim, że V (Q) = A oraz E(Q) = E(Hk)\{xk+1xa, ybyk, yky2k} (tzn. Q ≃ Hk−1).

Co wiȩcej, {D1\{yk}, D2\{xk+1, y2k}} ∈ I1(Q). Jeżeli yk ∈ D2 i y2k ∈ D1, to

podzia l {D1\{y2k}, D2\{xk+1, yk}} grafu 〈A〉Hk
jest podzia lem domatycznym grafu

Q, Q ≃ Hk−1. Ponadto, {D1\{y2k}, D2\{xk+1, yk}} ∈ I1(Q). Oznacza to, że

i1(Hk) = 2|I1(Q)| = 2|I1(Hk−1)| = 2i1(Hk−1).

2. Za lóżmy, że yb ∈ D2. Wtedy istnieje wierzcho lek w ∈ NHk
(yb) taki, że

w ∈ D1. Przyjmijmy, że I2,l(Hk) = {{D1, D2} ∈ I2(Hk) : x2 ∈ Dl}, dla l = 1, 2.

Zatem I2(Hk) = I2,1(Hk) ∪ I2,2(Hk). Niech i2,l(Hk)
df
= |I2,l(Hk)|, dla l = 1, 2.

Za lóżmy, że x2 ∈ D1. Wówczas dalej rozważaja̧c analogicznie jak w przypadku 1

otrzymujemy i2,1(Hk) = 2i2,1(Hk−1).

Niech teraz x2 6∈ D1, tzn. x2 ∈ D2. Wtedy istnieje k0 ∈ {1, . . . , k} takie, że yk0 ∈ D1.

Zatem yp ∈ D1 i y2p ∈ D2 lub yp ∈ D2 i y2p ∈ D1, dla pewnego p ∈ {1, . . . , k},

p 6= k0. Dalej rozważaja̧c jak w przypadku 1 otrzymujemy i2,2(Hk) = 2i2,2(Hk−1). To
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wszystko gwarantuje, że i2(Hk) = i2,1(Hk) + i2,2(Hk) = 2(i2,1(Hk−1) + i2,2(Hk−1)) =

2i2(Hk−1).

Ostatecznie, i2(Hk) = i1(Hk) + i2(Hk) = 2(i1(Hk−1) + i2(Hk−1)) = 2i2(Hk−1), co

kończy dowód. 2

Wniosek 1.4.4. Dla k ≥ 1, i2(Hk) = 5 · 2k−1.



Rozdzia l 2

LICZBY DOMATYCZNE
PRODUKTÓW GRAFÓW

W tym rozdziale bȩda̧ oszacowane liczby domatyczne wybranych produktów grafów,

tzn. produktu kartezjańskiego dwóch grafów, produktu silnego dwóch grafów, z la̧cze-

nia grafów oraz k-korony dwóch grafów. Ponadto, podane zostana̧ pe lne lub czȩściowe

charakteryzacje grafów, dla których uzyskane oszacowania liczb domatycznych sa̧

osia̧gane. Inspiracja̧ do badania produktów grafów by ly prace [1], [4], [23], gdzie po-

dano dok ladna̧ wartość liczby domatycznej produktu kartezjańskiego grafów Pn oraz

Pm, liczby domatycznej z la̧czenia grafu G i grafu Kn, oszacowano liczbȩ domatyczna̧

oraz totalna̧ liczbȩ domatyczna̧ grafu zwanego sklejeniem grafów G i H wierzcho lkami

oraz grafu zwanego z la̧czeniem grafów G i H krawȩdzia̧.

2.1 LICZBY DOMATYCZNE

PRODUKTU KARTEZJAŃSKIEGO

DWÓCH GRAFÓW

W tej czȩści pracy podamy oszacowania dla wybranych liczb domatycznych pro-

duktu kartezjańskiego G1�G2 grafów G1 i G2. Ponadto, wyznaczymy te liczby dla

wybranych klas grafów. Jedna̧ z rozważanych klas grafów jest klasa grafów domaty-

35
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cznie pe lnych. Przypomnimy, że graf G nazywamy grafem domatycznie pe lnym,

jeżeli d(G) = δ(G) + 1.

W lasność 2.1.1. [4] Dla dowolnego grafu G rzȩdu n, n ≥ 1
a) d(G) ≤ δ(G) + 1,

b) d(G) ≤ n/γ(G).

W lasność 2.1.2. [4], [2]
a) d(Pn) = 2 oraz Pn jest grafem domatycznie pe lnym dla n ≥ 2,

b) Dla n ≥ 3, d(Cn) =

{
2, jeżeli n 6= 0(mod 3) lub

3, w przeciwnym przypadku

oraz Cn jest grafem domatycznie pe lnym jeżeli n ≡ 0(mod 3),
c) d(Kn) = n oraz Kn jest grafem domatycznie pe lnym dla n ≥ 1,

d) d(Km,n) = min{m, n} dla m, n ≥ 2,

e) d(K1,n) = 2 oraz K1,n jest grafem domatycznie pe lnym dla n ≥ 1.

W lasność 2.1.3. [1] Dla n, m ≥ 2,

d(Pn�Pm) =






2, jeżeli m = n = 2 lub n = 4 oraz m = 2 lub

n = 2 oraz m = 4, lub

3, w przeciwnym przypadku.

Powyższe w lasności bȩda̧ wykorzystane w dalszych rozważaniach. Nie jest trudno

zauważyć, że

W lasność 2.1.4. Dla dwóch dowolnych grafów G1, G2 mamy

max {d(G1), d(G2)} ≤ d(G1�G2) ≤ δ(G1) + δ(G2) + 1.

Wniosek 2.1.5. Jeżeli δ(G1) = 1, δ(G2) ≥ 1 oraz G2 jest grafem domatycznie

pe lnym, wówczas d(G2) ≤ d(G1�G2) ≤ d(G2) + 1.

Twierdzenie 2.1.6. Niech G1 bȩdzie grafem takim, że w jego drzewie spinaja̧cym

odleg lość miȩdzy każdymi dwoma lísćmi jest liczba̧ parzysta̧. Jeżeli G2 jest grafem

domatycznie pe lnym oraz δ(Gi) = 1 dla i = 1, 2, to d(G1�G2) = 3.

Dowód. Z Wniosku 2.1.5 wynika, że d(G1�G2) ≤ 3. Zatem aby dowieść tezȩ

twierdzenia wystarczy znaleźć podzia l domatyczny tego grafu na trzy zbiory W1, W2,

W3. Ponieważ δ(G2) = 1 oraz G2 jest grafem domatycznie pe lnym, to istnieje

podzia l domatyczny {D1, D2} grafu G2. Niech y ∈ V (G2). Ponadto, niech T bȩdzie

drzewem spinaja̧cym grafu G1 takim, że odleg lość miȩdzy jego każdymi dwoma
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lísćmi jest parzysta. Wybierzmy lísć r ∈ V (T ). Jeżeli y ∈ D1, to (r, y) ∈ W1; w

przeciwnym razie (r, y) ∈ W2. Za lóżmy teraz, że u ∈ V (T ), u 6= r. Jeżeli dT (u, r) ≡ 2

(mod 4) oraz y ∈ D1, to (u, y) ∈ W2, a jeżeli dT (u, r) ≡ 2(mod 4) oraz y ∈ D2, to

(u, y) ∈ W1. Jeżeli natomiast dT (u, r) ≡ 0(mod 4) oraz y ∈ Di, to (u, y) ∈ Wi, dla

i = 1, 2. W pozosta lych przypadkach (u, y) ∈ W3. Nie jest trudno zauważyć, że

zbiory W1, W2, W3 tworza̧ podzia l domatyczny grafu G1�G2, co kończy dowód. 2

Wniosek 2.1.7. a) Dla n, m ≥ 1,

d(K1,n�K1,m) =

{
2, jeżeli n = m = 1 lub
3, w przeciwnym przypadku,

b) d(Pn�K1,m) = 3, dla n ≥ 2, m ≥ 1.

Twierdzenie 2.1.8. Jeżeli G jest grafem rzȩdu m, wówczas d(Kn�G) = n, dla

n ≥ m ≥ 2.

Dla dowodu twierdzenia udowodnimy nastȩpuja̧cy lemat.

Lemat 2.1.9. Niech G bȩdzie grafem rzȩdu m, m ≥ 2. Jeżeli D jest zbiorem

dominuja̧cym grafu Kn�G, to |D| ≥ m, n ≥ m.

Dowód. Weźmy dowolny graf G rzȩdu m, m ≥ 2. Za lóżmy, że istnieje zbiór

dominuja̧cy D grafu Kn�G taki, że |D| = k < m. Zatem istnieje wierzcho lek

x ∈ V (Kn) taki, że A = {(x, yj) ∈ V (Kn�G) : j = 1, . . . , m} oraz A ∩ D = ∅. Co

wiȩcej, jest wierzcho lek y ∈ V (G) taki, że B = {(xi, y) ∈ V (Kn�G) : i = 1, . . . , n} i

B ∩D = ∅. Wobec tego wierzcho lek (x, y) ∈ A∩B ⊆ V (Kn�G) nie jest sa̧siedni do

żadnego wierzcho lka ze zbioru D, co jest sprzeczne z za lożeniem, że D jest zbiorem

dominuja̧cym grafu Kn�G. 2

Dowód tw. 2.1.8. Z W lasności 2.1.4 i W lasności 2.1.2c) d(Kn�G) ≥ max{n,

d(G)} = n, gdzie n ≥ m ≥ d(G). Pozostaje dowieść, że d(Kn�G) ≤ n. Zauważmy,

że D = {(x1, yj) ∈ V (Kn�G) : j = 1, . . . , m} jest zbiorem dominuja̧cym grafu

Kn�G. Istotnie: Knyj jest podgrafem pe lnym grafu Kn�G, dla każdego yj ∈

V (G). Wtedy każdy wierzcho lek (xi, yj) ∈ V (Kn�G)\D jest sa̧siedni do wierzcho lka
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(x1, yj) ∈ D. Ponieważ |D| = m, to γ(Kn�G) ≤ m. Sta̧d i na mocy Lematu 2.1.9

γ(Kn�G) = m. Dlatego d(Kn�G) ≤ n wobec W lasności 2.1.1b). W konsekwencji,

d(Kn�G) = n, co kończy dowód. 2

Na mocy Wniosku 2.1.5 i poprzez prosta̧ obserwacjȩ nie jest trudno wykazać, że

zachodzi

W lasność 2.1.10. Jeżeli G jest grafem r(r ≥ 1)-regularnym i domatycznie pe lnym,

to d(K2�G) = d(G).

Wniosek 2.1.11. Dla n, m ≥ 2,

d(Pn�Km) =






2, jeżeli n ∈ {2, 4}, m = 2 lub

3, jeżeli n = 2, m = 3 lub

n ∈ {3} ∪ {5, 6, . . .}, m = 2 lub

n > 2, m = 3 lub

m, w przeciwnym przypadku.

Dowód. Z Twierdzenia 2.1.8 mamy d(Pn�Km) = m, dla m ≥ n ≥ 2. Co

wiȩcej, z W lasności 2.1.3 wynika, że d(P4�K2) = 2 oraz d(Pn�K2) = 3, jeżeli

n ∈ {3, 5, 6, 7, 8, . . .}.

Niech n > m ≥ 3. Na mocy Wniosku 2.1.5 i W lasności 2.1.2c), m ≤ d(Pn�Km) ≤

m+1. Za lóżmy, że d(Pn�Km) = m+1 i niech {W1, . . . , Wm+1} bȩdzie podzia lem do-

matycznym grafu Pn�Km. Bez straty ogólności rozważań przypuśćmy, że (x1, y1) ∈

W1. Ponieważ dPn�Km
((x1, y1)) = m, wiȩc przyjmijmy, że (x1, yj) ∈ Wj dla j =

2, . . . , m oraz (x2, y1) ∈ Wm+1. Wynika sta̧d, że V (x2Km) ⊂ Wm+1, bowiem

zbiór Wm+1 musi dominować każdy z wierzcho lków ze zbioru V (x1Km). Zatem

NPn�Km
[(x2, y1)]\{(x3, y1)} ⊂ W1 ∪ Wm+1. Wobec tego wierzcho lek (x3, y1) musi

należeć do zbioru W2, bowiem W2 jest zbiorem dominuja̧cym grafu Pn�Km. Wte-

dy dla k = 3, . . . , m NPn�Km
[(x2, y1)] ∩ Wk = ∅ i zbiory W3, . . . , Wm nie dominuja̧

wierzcho lka (x2, y1). Ponieważ m ≥ 3, wiȩc co najmniej jeden taki zbiór istnieje.

Doszlísmy zatem do sprzeczności z za lożeniem. W konsekwencji, d(Pn�Km) = m,

co kończy dowód. 2
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W lasność 2.1.12. Niech n ≥ 2, m ≥ 3. Jeżeli m ≡ 0(mod 4), to

d(Pn�Cm) = 4.

Dowód. Na mocy W lasności 2.1.4 otrzymujemy d(Pn�Cm) ≤ δ(Pn) + δ(Cm) +

1 = 4. Niech m ≡ 0(mod 4). Wówczas zbiór V (Pn�Cm) może być podzielony

na cztery podzbiory: Dk = {(xi, yj) : i ≡ k(mod 4) oraz j ≡ 1(mod 2), 1 ≤

i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} ∪ {(xi, yj) : i ≡ (k + 2)(mod 4) oraz j ≡ 0(mod 2), 1 ≤

i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}, k = 1, 2, 3, 4. Zbiory D1, D2, D3, D4 sa̧ parami roz la̧czne,

⋃4
i=1 Di = V (Pn�Cm) oraz każdy z nich jest zbiorem dominuja̧cym grafu Pn�Cm.

W konsekwencji, {D1, D2, D3, D4} jest podzia lem domatycznym grafu Pn�Cm. 2

W lasność 2.1.13. Niech m ≥ 3. Wówczas d(P2�Cm) = 4 wtedy i tylko wtedy, gdy

m ≡ 0(mod 4), a w przeciwnym przypadku d(P2�Cm) = 3.

Dowód. Wobec W lasności 2.1.12 dowiedziemy tylko warunek konieczny na to,

aby d(P2�Cm) = 4. Za lóżmy, że d(P2�Cm) = 4 i niech {D1, D2, D3, D4} bȩdzie

podzia lem domatycznym grafu P2�Cm. Bez straty ogólności rozważań za lóżmy, że

(x1, y1) ∈ D1. Wówczas dok ladnie jeden z wierzcho lków (x1, y2), (x1, ym), (x2, y1)

jest w D2, dok ladnie jeden w D3 oraz dok ladnie jeden w D4, bowiem P2�Cm jest

grafem kubicznym. Przyjmijmy, że (x1, y2) ∈ D2, (x2, y1) ∈ D3 oraz (x1, ym) ∈ D4.

Wówczas (xi, yj) ∈ Dk wtedy i tylko wtedy, gdy i = 1 oraz j ≡ k(mod 4) lub i = 2

oraz j ≡ (k + 2)(mod 4), dla k = 1, 2, 3, 4. Tak wiȩc ponieważ (x1, ym) ∈ D4, to

m ≡ 0(mod 4) i warunek konieczny zachodzi.

Pokażemy teraz, że jeżeli m 6≡ 0(mod 4), to d(P2�Cm) = 3. Zauważmy, że

wystarczy znaleźć podzia l domatyczny grafu P2�Cm na trzy niepuste, roz la̧czne

zbiory dominuja̧ce. Najpierw za lóżmy, że m 6≡ 0(mod 4) oraz m jest liczba̧ nieparzysta̧.

Skonstruujemy podzia l domatyczny {D1, D2, D3} grafu P2�Cm. Niech

D1 = {(xi, yj) : i = 1 oraz j ≡ 1(mod 4) albo i = 2 oraz j ≡ 3(mod 4), 1 ≤ j ≤ m},

D2 = {(xi, yj) : i = 1 oraz j ≡ 3(mod 4) albo i = 2 oraz j ≡ 1(mod 4), 1 ≤ j ≤ m},
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D3 = {(xi, yj) : i ∈ {1, 2} oraz j ≡ 0(mod 2), 1 ≤ j ≤ m}.

Za lóżmy, że m 6≡ 0(mod 4) oraz m jest liczba̧ parzysta̧. Wówczas podzia l domaty-

czny grafu P2�Cm jest postaci

D1 = {(xi, yj) : i = 1 oraz j ≡ 1(mod 4) oraz 1 ≤ j ≤ m/2 albo i = 1 oraz j ≡ 0

(mod 4) oraz m/2 < j ≤ m albo i = 2 oraz j ≡ 3(mod 4) oraz 1 ≤ j ≤

m/2 albo i = 2 oraz j ≡ 2(mod 4) oraz m/2 < j ≤ m},

D2 = {(xi, yj) : i = 1 oraz j ≡ 3(mod 4) oraz 1 ≤ j ≤ m/2 albo i = 1 oraz j ≡ 2

(mod 4) oraz m/2 < j ≤ m albo i = 2 oraz j ≡ 1(mod 4) oraz 1 ≤ j ≤

m/2 albo i = 2 oraz j ≡ 0(mod 4) oraz m/2 < j ≤ m},

D3 = {(xi, yj) : i ∈ {1, 2} oraz (j ≡ 0(mod 2) oraz 1 ≤ j ≤ m/2 albo j ≡ 1

(mod 2) oraz m/2 < j ≤ m)}. 2

Podsumowuja̧c dla n ≥ 2, m ≥ 3 zachodza̧ nierówności 3 ≤ d(Pn�Cm) ≤ 4 na mocy

W lasności 2.1.3, bowiem Pn�Pm jest podgrafem rozpinaja̧cym grafu Pn�Cm oraz

na mocy W lasności 2.1.12 oraz W lasności 2.1.4. Co wiȩcej, wartości 4 oraz 3 sa̧

osia̧gane.

Rozważymy teraz produkt kartezjański dwóch grafów pe lnych dwudzielnych.

Twierdzenie 2.1.14. [24] Istnieje graf regularny, domatycznie pe lny G rzȩdu n
oraz d(G) = d wtedy i tylko wtedy, gdy d dzieli n. Zbiorem wierzcho lków V (G)
grafu G jest zbiór V (G) =

⋃d
i=1 Vi, Vi ∩ Vj = ∅, |Vi| = n/d oraz podgraf Gij grafu G

indukowany przez zbiór Vi∪Vj jest regularny stopnia 1 (dla i = 1, . . . , d; j = 1, . . . , d;

i 6= j).

W lasność 2.1.15. Niech n ≥ 2. Wówczas d(Kn,n�Kn,n) = 2n.

Dowód. Ponieważ δ(Kn,n�Kn,n) = 2n, wiȩc d(Kn,n�Kn,n) ≤ 2n + 1 na mocy

W lasności 2.1.1a). Z Twierdzenia 2.1.14 otrzymujemy, że d(Kn,n�Kn,n) ≤ 2n. Aby

zakończyć dowód skonstruujemy podzia l domatyczny grafu Kn,n�Kn,n z 2n zbio-

rami. Za lóżmy, że Mp = {(xi, yj) ∈ V (Kn,n�Kn,n) : j ≡ (i + p)(mod n) oraz



ROZDZIA L 2. LICZBY DOMATYCZNE PRODUKTÓW GRAFÓW 41

1 ≤ i ≤ 2n oraz 1 ≤ j ≤ n} oraz Dp = {(xi, yj) ∈ V (Kn,n�Kn,n) : j ≡ (i + p)

(mod n) oraz 1 ≤ i ≤ 2n oraz n + 1 ≤ j ≤ 2n}, dla p = 0, 1, . . . , n − 1. Postać

zbiorów M0, . . . , Mn−1, D0, . . . , Dn−1 gwarantuje, że sa̧ to parami roz la̧czne zbiory

dominuja̧ce grafu Kn,n�Kn,n oraz
⋃n−1

i=0 (Mi ∪ Di) = V (Kn,n�Kn,n). Ostatecznie,

{M0, . . . , Mn−1, D0, . . . , Dn−1} jest podzia lem domatycznym grafu Kn,n�Kn,n, co

kończy dowód. 2

Wyniki przedstawione w powyższej czȩści tego podrozdzia lu stanowia̧ czȩść artyku lu

[16], który zosta l przes lany do recenzji do czasopisma Journal of Mathematics and

Applications.

Podamy teraz oszacowania lub dok ladne wartości totalnej liczby domatycznej (def.

str. 13) produktu kartezjańskiego dwóch grafów. Z definicji totalnej liczby domaty-

cznej grafu wynika, że

W lasność 2.1.16. [3] Jeżeli δ(G) ≥ 1, to dt(G) ≤ δ(G).

Nie jest trudno znaleźć totalny podzia l domatyczny grafu G1�G2 o mocy dt(G1) lub

dt(G2). Sta̧d oraz na mocy W lasności 2.1.16 otrzymujemy

W lasność 2.1.17. Niech δ(G1) ≥ 1 oraz δ(G2) ≥ 1. Wówczas

max {dt(G1), dt(G2)} ≤ dt(G1�G2) ≤ δ(G1) + δ(G2).

Ponieważ {{(x1, yi), (x2, yi)} : i = 1, . . . , n} jest totalnym podzia lem domatycznym

grafu K2�Kn, wiȩc na mocy W lasności 2.1.17 otrzymujemy

Wniosek 2.1.18. Dla n ≥ 1, dt(K2�Kn) = n.

Mówimy, że G jest grafem totalnie domatycznie pe lnym, jeżeli dt(G) = δ(G).

Wniosek 2.1.19. Niech δ(G) ≥ 1. Jeżeli G jest grafem totalnie domatycznie

pe lnym, to dt(G) ≤ dt(K2�G) ≤ dt(G) + 1.

Wniosek 2.1.20. Niech δ(G) = 1. Wówczas dt(K2�G) = 2.
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Powyższy wniosek wynika z Wniosku 2.1.19, W lasności 2.1.16 oraz z obserwacji, że

{V (x1G), V (x2G)} jest podzia lem domatycznym grafu K2�G.

Twierdzenie 2.1.21. Niech G bȩdzie grafem totalnie domatycznie pe lnym.

Wówczas dt(K2�G) = d(G) = dt(G) + 1 wtedy i tylko wtedy, gdy G jest grafem

domatycznie pe lnym.

Dowód. Przypuśćmy, że G jest grafem totalnie domatycznie pe lnym, czyli dt(G) =

δ(G) oraz że d(G) = dt(G) + 1. Wówczas d(G) = δ(G) + 1, a zatem G jest grafem

domatycznie pe lnym.

Jeżeli graf G jest totalnie domatycznie pe lny oraz domatycznie pe lny (dt(G) =

δ(G) i d(G) = δ(G) + 1), to d(G) = dt(G) + 1. Ska̧d dt(K2�G) ≤ 1 + δ(G) =

d(G) na mocy W lasności 2.1.17. Zauważmy, że dt(K2�G) ≥ d(G). Przyjmijmy, że

{D1, . . . , Dd(G)} jest podzia lem domatycznym grafu G. Niech V (K2) = {x1, x2} oraz

niech y ∈ V (G). Wówczas definiujemy zbiory W1, . . . , Wd(G) w nastȩpuja̧cy sposób:

jeżeli y ∈ Dj , to (x1, y), (x2, y) ∈ Wj, dla j = 1, . . . , d(G). Nie jest trudno zauważyć,

że zbiory W1, . . . , Wd(G) tworza̧ totalny podzia l domatyczny grafu K2�G. Oznacza

to, że dt(K2�G) ≥ d(G), a zatem dt(K2�G) = d(G) = dt(G) + 1, co kończy dowód.

2

Wniosek 2.1.22. Niech n ≥ 2. dt(K2�Pn) = 2.

Prowadza̧c rozumowanie tak jak w dowodzie W lasności 2.1.12 oraz W lasności 2.1.13

otrzymujemy

W lasność 2.1.23. Niech n ≥ 2. Wtedy

dt(K2�Cn) =

{
dt(Cn) + 1 = 3, jeżeli n ≡ 0 (mod 3) lub

dt(Cn) = 2, w przeciwnym przypadku.

Wykorzystuja̧c idee dowodu Twierdzenia 2.1.21 otrzymujemy

Twierdzenie 2.1.24. Niech G bȩdzie grafem domatycznie pe lnym. Wówczas

dt(K2�G) = d(G).
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Oszacujemy teraz uzupe lniaja̧ca̧ liczbȩ domatyczna̧ (def. str. 13) dcp(G1�G2). W

tym celu wykorzystamy nastȩpuja̧ce w lasności

W lasność 2.1.25. [28] Dla dowolnego grafu G,

a) dcp(G) ≤ min{δ(G) + 1, |V (G)| − ∆(G)},
b) dcp(G) ≤ |V (G)|/γcp(G).

Ponieważ nie jest trudno znaleźć uzupe lniaja̧cy podzia l domatyczny grafu G1�G2 o

mocy dcp(G1) lub dcp(G2) i na mocy W lasności 2.1.25a) dostajemy, że

W lasność 2.1.26. Dla dowolnych grafów G1, G2,

max {dcp(G1), dcp(G2)} ≤ dcp(G1�G2) ≤

min {δ(G1) + δ(G2) + 1, |V (G1)| · |V (G2)| − ∆(G1) − ∆(G2)} .

W lasność 2.1.27. Dla dowolnego grafu G,

dcp(G) ≤ dcp(K2�G) ≤ |V (G)|.

Dowód. Dolne oszacowanie wynika bezpośrednio z W lasności 2.1.26. Ponieważ z

definicji uzupe lniaja̧cego zbioru dominuja̧cego grafu mamy γcp(G) ≥ 2, wiȩc na mocy

W lasności 2.1.25b) zachodzi dcp(K2�G) ≤ 2|V (G)|
γcp(G)

≤ |V (G)|, co kończy dowód. 2

W lasność 2.1.28. Jeżeli w grafie G istnieje wierzcho lek nasycony (sa̧siedni z wszy-

stkimi pozosta lymi wierzcho lkami grafu), to dcp(K2�G) ≥ 2.

Dowód. Jeżeli y1 jest wierzcho lkiem nasyconym w grafie G, to W1 = {(x1, y1), (x2, y1)}

oraz W2 = V (K2�G)\W1 tworza̧ uzupe lniaja̧cy podzia l domatyczny grafu K2�G.

Zatem dcp(K2�G) ≥ 2. 2

W lasność 2.1.29. Niech |V (G)| ≥ 3, V (K2) = {x1, x2} oraz niech {W1, . . . , W|V (G)|}
bȩdzie uzupe lniaja̧cym podzia lem domatycznym grafu K2�G. Wówczas

(i) |Wp ∩ V (xiG)| = 1 dla p = 1, . . . , |V (G)| oraz i = 1, 2 oraz

(ii) jeżeli (x1, yp) ∈ Wr i (x2, yp) ∈ Ws i r 6= s, to istnieje q 6= p takie, że

(x1, yq) ∈ Ws i (x2, yq) ∈ Wr (1 ≤ p, r, s ≤ |V (G)|).

Dowód. Przyjmijmy, że {W1, . . . , W|V (G)|} jest uzupe lniaja̧cym podzia lem domaty-

cznym grafu K2�G, przy czym |V (G)| ≥ 3.
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(i) Z definicji uzupe lniaja̧cego zbioru dominuja̧cego grafu wynika, że |Wp| ≥ 2

dla p = 1, . . . , |V (G)|. Tak wiȩc, ponieważ zbiory W1, . . . , W|V (G)| tworza̧ podzia l do-

matyczny grafu K2�G oraz |V (K2�G)| = 2|V (G)|, to |Wp| = 2 dla p = 1, . . . , |V (G)|.

Pokażemy teraz, że Wp ∩ V (xjG) 6= ∅ dla p = 1, . . . , |V (G)|, j = 1, 2. Bez straty

ogólności rozważań niech j = 1. Za lóżmy, że istnieje d ∈ {1, . . . , |V (G)|} takie, że

Wd ∩ V (x1G) = ∅, czyli Wd ⊆ V (x2G). Niech Wd = {(x2, y1), (x2, y2)}. Wówczas

wierzcho lki (x1, y3), . . . , (x1, y|V (G)|) nie sa̧ dominowane przez zbiór Wd. Ponieważ

|V (G)| ≥ 3, wiȩc co najmniej jeden taki wierzcho lek istnieje, co jest sprzeczne z

za lożeniem, że Wd jest uzupe lniaja̧cym zbiorem dominuja̧cym grafu K2�G.

(ii) Za lóżmy, że (x1, yp) ∈ Wr i (x2, yp) ∈ Ws oraz r 6= s, przy czym 1 ≤

p, r, s ≤ |V (G)|. Z warunku (i) wynika, że istnieje q 6= p takie, że (x1, yq) ∈ Ws.

Co wiȩcej, istnieje l 6= p takie, że (x2, yl) ∈ Wr. Pokażemy, że l = q. Za lóżmy,

że l 6= q. Ponieważ Wr jest uzupe lniaja̧cym zbiorem dominuja̧cym grafu K2�G, to

(x1, yp)(x1, yq) ∈ E(K2�G). Zatem (x2, yp)(x2, yq) ∈ E(K2�G) na mocy definicji

grafu K2�G. Ponadto, (x1, yq), (x2, yq) ∈ E(K2�G). Zatem wierzcho lek (x2, yq) ∈

V (K2�G)\Ws jest sa̧siedni do wierzcho lków (x1, yq), (x2, yp) ∈ Ws (Rys. 1). Sta̧d i

na mocy warunku (i) dostajemy, że w zbiorze Ws nie ma wierzcho lka, który nie by lby

sa̧siedni do wierzcho lka (x2, yq), co daje sprzeczność bowiem Ws jest uzupe lniaja̧cym

zbiorem dominuja̧cym grafu K2�G. Tym samym dowód zosta l zakończony. 2

Wniosek 2.1.30. Niech |V (G)| ≥ 3 oraz niech {W1, . . . , W|V (G)|} bȩdzie uzupe lnia-

ja̧cym podzia lem domatycznym grafu K2�G. Wówczas G = K|V (G)| wtedy i tylko

wtedy, gdy Wi = {(x1, yi), (x2, yi)}, dla i = 1, . . . , |V (G)|.

Podamy teraz oszacowania dla uzupe lniaja̧cej liczby domatycznej grafu Pn�G. Jeśli

G = K1, to dcp(Pn�K1) = dcp(Pn). Za lóżmy zatem, że |V (G)| ≥ 2.

W lasność 2.1.31. Niech n ≥ 3 oraz |V (G)| ≥ 2. Wówczas d(G) ≤ dcp(Pn�G) ≤
δ(G) + 2.
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Dowód. Niech {D1, . . . , Dd(G)} bȩdzie podzia lem domatycznym grafu G. Za lóżmy,

że {Di
1, . . . , D

i
d(G)} jest podzia lem domatycznym grafu xiG takim, że jeżeli y ∈ Dj , to

(xi, y) ∈ Di
j , dla i = 1, . . . , n oraz j = 1, . . . , d(G). Wówczas zbiory W1, . . . , Wd(G),

gdzie Wk =
⋃n

i=1 Di
k dla k = 1, . . . , d(G), tworza̧ uzupe lniaja̧cy podzia l domatyczny

grafu Pn�G i dcp(Pn�G) ≥ d(G).

Z W lasności 2.1.25a) wynika, że dcp(Pn�G) ≤ min{δ(G)+2, n|V (G)|−∆(G)−

2}. Jest oczywiste, że δ(G) + 1 ≤ |V (G)|, czyli δ(G) + 2 ≤ |V (G)| + 1. Ponadto,

∆(G) + 1 ≤ |V (G)|. Sta̧d i wobec za lożenia |V (G)| ≥ 2 otrzymujemy 2|V (G)| −

∆(G)−2 ≥ 1. Zatem jeżeli n ≥ 3, wiȩc n|V (G)|−∆(G)−2 ≥ 3|V (G)|−∆(G)−2 ≥

|V (G)| + 1. Ostatecznie, dcp(Pn�G) ≤ δ(G) + 2. 2

W lasność 2.1.32. Niech n ≥ 3. Jeżeli istnieja̧ wierzcho lki y1, y2, y3 w grafie G
takie, że NG[y1] = NG[y2] = NG[y3], to dcp(Pn�G) ≤ dG(y1) + 1.

Dowód. Przyjmijmy, że dG(y1) = r ≥ 2 oraz NG(y1) = {y2, y3, . . . , yr+1} i za lóżmy,

że dcp(Pn�G) ≥ r+2. Zatem dcp(Pn�G) = r+2 na mocy W lasności 2.1.31. Oznacza

to, że istnieje uzupe lniaja̧cy podzia l domatyczny, powiedzmy {W1, . . . , Wr+2} grafu

Pn�G. Ponieważ podzia l ten jest mocy r+2 oraz |NPn�G[(x1, y1)]| = r+2, wiȩc bez

straty ogólności rozważań przypuśćmy, że (x1, yj) ∈ Wj, dla j = 1, . . . , r + 1. Sta̧d

wynika, że (x2, y1), (x2, y2), (x2, y3) ∈ Wr+2, bowiem NG[y1] = NG[y2] = NG[y3] oraz

Wr+2 jest zbiorem dominuja̧cym grafu Pn�G. Wobec tego dla k = 2, . . . , r + 1 co

najmniej jeden z wierzcho lków ze zbioru NPn�G((x2, y1))\{(x1, y1), (x2, y2), (x2, y3)}

musi należeć do zbioru Wk. Zatem |NPn�G((x2, y1))| ≥ r + 3. Ponieważ n ≥ 3, to

|NG(y1)| ≥ r+1, co przeczy za lożeniu, że dG(y1) = r. W konsekwencji, dcp(Pn�G) ≤

dG(y1) + 1, co należa lo wykazać. 2

Wniosek 2.1.33. Niech G bȩdzie grafem r(r ≥ 2)-regularnym i domatycznie pe lnym

rzȩdu co najmniej 3. Jeżeli istnieja̧ wierzcho lki y1, y2, y3 w grafie G takie, że NG[y1] =
NG[y2] = NG[y3], to dcp(Pn�G) = d(G) = r + 1.
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Fakt ten wynika bezpośrednio z W lasności 2.1.31 i W lasności 2.1.32 oraz z definicji

grafu domatycznie pe lnego.

Ponadto, nie jest trudno wykazać, że

Wniosek 2.1.34. Niech n ≥ 3.

a) dcp(Pn�Km) = δ(Km) + 1 = d(Km) = m, dla m ≥ 2.

b) dcp(Pn�K1,m) = δ(K1,m) + 1 = d(K1,m) = 2, dla m ≥ 1.

c) dcp(Pn�Cm) = δ(Cm) + 2 = 4, jeżeli m ≡ 0(mod 4).
d) dcp(Pn�Pm) = δ(Pn) + 2 = 3, dla n ≥ 4.

e) Jeżeli G ma wierzcho lek izolowany lub wierzcho lek nasycony, to dcp(G�G) = 1.

f) Jeżeli G ma wierzcho lek izolowany lub wierzcho lek nasycony, to dcp(G�G) = 1.

g) dcp(Kn�Kn) = 1.

h) dcp(K1,n�K1,n) = 1.

2.2 LICZBY DOMATYCZNE

PRODUKTU SILNEGO

DWÓCH GRAFÓW

W tej czȩści rozdzia lu szacujemy najpierw liczbȩ domatyczna̧ produktu silnego dwóch

grafów. Ponadto, podana zostanie dok ladna wartość tej liczby dla produktu silnego

dwóch wybranych klas grafów. Zauważmy, że

W lasność 2.2.1. [1] Jeżeli H jest podgrafem spinaja̧cym grafu G, to d(H) ≤ d(G).

Powyższa̧ w lasność wykorzystamy do wykazania nastȩpuja̧cej w lasności.

W lasność 2.2.2. Dla dwóch dowolnych grafów G1, G2 mamy

max{d(G1), d(G2)} ≤ d(G1 ⊠ G2) ≤ δ(G1) + δ(G2) + δ(G1)δ(G2) + 1.

Dowód. Na mocy definicji produktu G1 ⊠G2 wnioskujemy natychmiast, że δ(G1 ⊠

G2) = δ(G1) + δ(G2) + δ(G1)δ(G2). Sta̧d i wobec W lasności 2.1.1a) otrzymujemy,

że d(G1 ⊠ G2) ≤ δ(G1) + δ(G2) + δ(G1)δ(G2) + 1.

Ponieważ G1�G2 jest podgrafem spinaja̧cym grafu G1⊠G2 oraz na mocy W lasności

2.2.1 i W lasności 2.1.4 otrzymujemy, że d(G1 ⊠ G2) ≥ max{d(G1), d(G2)}. 2



ROZDZIA L 2. LICZBY DOMATYCZNE PRODUKTÓW GRAFÓW 47

Podamy teraz kilka dok ladnych wartości liczby domatycznej produktu silnego dwóch

grafów należa̧cych do kilku wybranych klas.

Twierdzenie 2.2.3. Niech G1 bȩdzie grafem, dla którego δ(G1) = 1. Niech G2

bȩdzie grafem domatycznie pe lnym. Wówczas d(G1 ⊠ G2) = 2d(G2).

Dowód. Na mocy W lasności 2.2.2 oraz wobec za lożenia otrzymujemy, że d(G1 ⊠

G2) ≤ 2d(G2). Skonstruujemy podzia l domatyczny grafu G1 ⊠G2 z 2d(G2) zbiorami

dominuja̧cymi. Niech {D1, . . . , Dd(G2)} bȩdzie podzia lem domatycznym grafu G2.

Za lóżmy, że T jest drzewem spinaja̧cym grafu G1 i niech r bȩdzie jego lísciem.

Dla i = 1, . . . , d(G2) zdefiniujemy zbiory: Wi = {(x, y) ∈ V (G1 ⊠ G2) : dG1(r, x) ≡ 0

(mod 2)∧y ∈ Di} oraz Wi+d(G2) = {(x, y) ∈ V (G1⊠G2) : dG1(r, x) 6≡ 0(mod 2)∧y ∈

Di}. Nie jest trudno sprawdzić, że {W1, . . . , W2d(G2)} jest podzia lem domatycznym

grafu G1 ⊠ G2. 2

Wniosek 2.2.4. a) Dla n, m ≥ 2, d(Pn ⊠ Pm) = 4.

b) Dla n ≥ 2, m ≥ 1, d(Pn ⊠ K1,m) = 4.

c) Dla n, m ≥ 1, d(K1,n ⊠ K1,m) = 4.

Twierdzenie 2.2.5. Jeżeli G jest grafem domatycznie pe lnym, to d(G ⊠ Km) =
m · d(G), dla m ≥ 2.

Dowód. Wobec W lasności 2.2.2 otrzymujemy d(G⊠Km) ≤ m(δ(G)+1). Ponieważ

G jest grafem domatycznie pe lnym, czyli δ(G) = d(G)−1, wiȩc d(G⊠Km) ≤ m·d(G).

Niech V (G) = {x1, . . . , xn} oraz V (Km) = {y1, . . . , ym}. Przypomnijmy, że Gyi

oznacza podgraf grafu G⊠Km indukowany przez zbiór V (G)×{yi}, dla każdego 1 ≤

i ≤ m. Zatem d(Gyi) = d(G), bowiem Gyi ≃ G. Wobec tego niech {V i
1 , V i

2 , . . . , V i
d(G)}

bȩdzie podzia lem domatycznym grafu Gyi. Oznaczmy P = {V 1
1 , V 1

2 , . . . , V 1
d(G), V

2
1 , V 2

2 ,

. . . , V 2
d(G), . . . , V m

1 , V m
2 , . . . , V m

d(G)}. Wykażemy, że P jest podzia lem domatycznym

grafu G⊠Km. Ponieważ {V i
1 , V i

2 , . . . , V i
d(G)} jest podzia lem domatycznym grafu Gyi,

dla i = 1, . . . , m oraz V (Gyi) ∩ V (Gyj) = ∅, dla każdego i, j ∈ {1, . . . , m}, i 6= j,

wiȩc V i
k ∩ V j

l = ∅, dla i 6= j albo k 6= l, gdzie i, j = 1, . . . , m; k, l = 1, . . . , d(G).
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Co wiȩcej,
⋃m

i=1

⋃d(G)
k=1 V i

k = V (G ⊠ Km). Sta̧d wynika, że P jest podzia lem grafu

G ⊠ Km. Pozostaje dowieść, że V i
k jest zbiorem dominuja̧cym grafu G ⊠ Km. Niech

(xp, yq) ∈ V (G⊠Km)\V i
k , p ∈ {1, . . . , n}, q ∈ {1, . . . , m} dla ustalonego i, 1 ≤ i ≤ m

oraz k, 1 ≤ k ≤ d(G). Rozważmy przypadki.

1. Jeżeli q = i oraz (xp, yi) ∈ V (Gyi)\V i
k , to wierzcho lek (xp, yi) jest domi-

nowany przez wierzcho lek ze zbioru V i
k .

2. Jeżeli q 6= i oraz (xp, yq) ∈ V q
k , gdzie q ∈ {1, . . . , m}, wówczas wierzcho lek

(xp, yi) ∈ V i
k dominuje wierzcho lek (xp, yq), ponieważ yiyq ∈ E(Km) oraz istnieje

krawȩdź (xp, yi)(xp, yq) w grafie G ⊠ Km.

3. Niech (xp, yq) ∈ V q
z , z 6= k oraz q 6= i. Wtedy wierzcho lek (xp, yi) ∈ V i

z ⊂

V (Gyi) ⊂ V (G ⊠ Km) jest dominowany przez wierzcho lek, powiedzmy (xr, yi) ze

zbioru V i
k , (rys. 2) ponieważ V i

k jest zbiorem dominuja̧cym grafu Gyi. Ponadto,

istnieje wierzcho lek, powiedzmy (xr, yq) w zbiorze V (Gyq), który jest sa̧siedni do

(xr, yi) ∈ V i
k , bowiem yqyi ∈ E(Km). Ponieważ xrxp ∈ E(G) oraz yqyi ∈ E(Km),

wówczas na mocy definicji produktu silnego dwóch grafów wynika, że wierzcho lek

(xp, yq) jest dominowany przez wierzcho lek (xr, yi) ze zbioru V i
k .

Reasumuja̧c zbiór V i
k , dla i = 1, . . . , m oraz k = 1, . . . , d(G) jest zbiorem dominuja̧cym

grafu G ⊠ Km. W rezultacie, P jest podzia lem domatycznym grafu G ⊠ Km. Sta̧d

d(G ⊠ Km) ≥ m · d(G), co kończy dowód. 2

Wniosek 2.2.6. a) Dla n, m ≥ 2, d(Pn ⊠ Km) = 2m.

b) Dla n ≥ 1, m ≥ 2, d(K1,n ⊠ Km) = 2m.

c) Niech n ≥ 3, m ≥ 2. Wówczas d(Cn ⊠ Km) = 3m wtedy i tylko wtedy, gdy n ≡ 0
(mod 3).

d) Dla n, m ≥ 2, d(Kn ⊠ Km) = nm.

Wyniki przedstawione w powyższej czȩści tego podrozdzia lu stanowia̧ czȩść artyku lu

[16], który zosta l przes lany do recenzji do czasopisma Journal of Mathematics and

Applications.
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Podamy teraz oszacowania dla totalnej liczby domatycznej (def. str. 13) produktu

silnego grafu Kn oraz dowolnego grafu G.

W lasność 2.2.7. Niech δ(G) ≥ 1 oraz n ≥ 3. Wtedy

n · dt(G) ≤ dt(Kn ⊠ G) ≤ nδ(G) + n − 2,

a jeżeli n = 2, to

2dt(G) ≤ dt(K2 ⊠ G) ≤ 2δ(G) + 1.

Dowód. Za lóżmy, że {D1, . . . , Dd(G)} jest totalnym podzia lem domatycznym grafu

G. Wówczas zbiory Di
j = {(xi, y) ∈ V (Kn ⊠ G) : y ∈ Dj} dla i = 1, . . . , n oraz

j = 1, . . . , dt(G) tworza̧ totalny podzia l domatyczny grafu Kn⊠G i sta̧d dt(Kn⊠G) ≥

n · dt(G).

Jeżeli n = 2, to nierówność dt(K2 ⊠ G) ≤ 2δ(G) + 1 wynika bezpośrednio

z W lasności 2.1.16 oraz z definicji grafu K2 ⊠ G. Niech n ≥ 3. Za lóżmy, że

dt(Kn ⊠ G) ≥ nδ(G) + n − 1. Wobec tego istnieje totalny podzia l domatyczny

{W1, . . . , Wnδ(G)+n−1} grafu Kn ⊠ G. Przypuśćmy, że dG(y1) = δ(G) oraz NG(y1) =

{y2, . . . , yδ(G)+1}. Bez straty ogólności rozważań niech (x1, y1) ∈ W1. Ponieważ W1

jest totalnym zbiorem dominuja̧cym grafu Kn ⊠ G, wiȩc wierzcho lek (x1, y1) jest

sa̧siedni do pewnego wierzcho lka ze zbioru W1. Rozważmy przypadki.

1. Za lóżmy, że (xj , y1) ∈ W1 dla pewnego j, 2 ≤ j ≤ n. Bez straty ogólności

rozważań niech j = 2. Zatem możemy przyja̧ć, że (xp, yq) ∈ W(p−1)δ(G)+q dla

p = 1, . . . , n oraz q = 2, . . . , δ(G) + 1 i że (xr, y1) ∈ Wnδ(G)+r−1 dla r = 3, . . . , n.

Wówczas NKn⊠G[(x3, y1)] = NKn⊠G[(x1, y1)]. Oznacza to, że wierzcho lek (x3, y1) nie

jest sa̧siedni do żadnego wierzcho lka ze zbioru Wnδ(G)+2. Zatem zbiór Wnδ(G)+2 nie

jest totalnym zbiorem dominuja̧cym grafu Kn ⊠ G, co jest sprzeczne z za lożeniem.

2. Za lóżmy, że (xk, yl) ∈ W1 dla pewnych k, l, 1 ≤ k ≤ n, 2 ≤ l ≤ δ(G) + 1.

Bez straty ogólności rozważań niech k = 1, l = 2. Wówczas możemy przyja̧ć, że
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(x1, ys) ∈ Ws−1 dla s = 3, . . . , δ(G) + 1 oraz że (xt, yu) ∈ W(t−1)(δ(G)+1)+u−1 dla

t = 2, . . . , n i u = 1, . . . , δ(G) + 1. Wówczas jednak zbiór Wδ(G)+1 nie dominuje

wierzcho lka (x2, y1), sprzeczność.

Reasumuja̧c, dt(Kn ⊠ G) ≤ nδ(G) + n − 2. 2

Twierdzenie 2.2.8. Niech G bȩdzie grafem r(r ≥ 1)-regularnym i totalnie domaty-

cznie pe lnym. Wówczas dt(K2 ⊠ G) = 2dt(G).

Dowód. Wobec W lasności 2.2.7, dt(K2 ⊠ G) ≥ 2dt(G). Zatem wystarczy dowieść,

że dt(K2 ⊠ G) ≤ 2dt(G). Przypuśćmy, że dt(K2 ⊠ G) ≥ 2dt(G) + 1. Ponieważ

G jest grafem r-regularnym i totalnie domatycznie pe lnym, czyli dt(G) = r, wiȩc

dt(K2⊠G) ≥ 2r+1. Sta̧d wynika, że istnieje totalny podzia l domatyczny, powiedzmy

{W1, . . . , W2r+1} grafu K2 ⊠ G. Za lóżmy, że V (K2) = {x1, x2} i V (G) = {y1, . . . ,

y|V (G)|} oraz NG(yi) = {yi1, . . . , yir} dla i = 1, . . . , |V (G)|. Niech i bȩdzie dowolna̧,

ustalona̧ liczba̧ ze zbioru {1, . . . , |V (G)|}. Bez straty ogólności rozważań przyj-

mijmy, że (x1, yi) ∈ W1. Ponieważ W1 jest totalnym zbiorem dominuja̧cym grafu

K2⊠G, wiȩc wierzcho lek (x1, yi) musi być sa̧siedni do pewnego wierzcho lka należa̧cego

do zbioru W1.

Jeżeli (x2, yi) /∈ W1, to bez straty ogólności rozważań za lóżmy, że (x1, yi1) ∈ W1

oraz (x1, yis) ∈ Ws dla s = 2, . . . , r i (x2, yi) ∈ Wr+1 oraz (x2, yip) ∈ Wr+p+1 dla

p = 1, . . . , r. To jednak oznacza, że wierzcho lek (x2, yi) ∈ Wr+1 nie jest sa̧siedni

do żadnego wierzcho lka należa̧cego do zbioru Wr+1, sprzeczność bowiem Wr+1 jest

totalnym zbiorem dominuja̧cym grafu K2 ⊠ G. Zatem (x2, yi) ∈ W1. Reasumuja̧c,

dla każdego i ∈ {1, . . . , |V (G)|} wierzcho lki (x1, yi), (x2, yi) należa̧ do tego samego

zbioru z podzia lu {W1, . . . , W2r+1}. Wobec tego dK2⊠G((x1, yi)) ≥ 4r + 1. Ska̧d

dG(yi) ≥ 2r, co jest sprzeczne z za lożeniem. W konsekwencji, dt(K2 ⊠ G) ≤ 2dt(G),

co kończy dowód.

Wniosek 2.2.9. a) Niech n bȩdzie liczba̧ parzysta̧. Wówczas dt(K2 ⊠
n
2
K2) =
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2dt(
n
2
K2) = 2.

b) dt(K2 ⊠ C2n) = 2dt(C4n) = 4, dla n ≥ 1.

Na mocy W lasności 2.2.7 oraz przez skonstruowanie odpowiednich podzia lów do-

matycznych grafów Pn ⊠ K3, C4n ⊠ K3, Kn ⊠ Km nie jest trudno sprawdzić, że

zachodza̧ nastȩpuja̧ce rezultaty.

Wniosek 2.2.10. a) dt(Pn ⊠ K3) = 3δ(Pn) + 1 = 4, dla n ≥ 4.

b) dt(C4n ⊠ K3) = 3dt(C4n) = 6, dla n ≥ 1.

c) dt(Kn ⊠ Km) = dt(Knm) = ⌊nm
2
⌋, dla n ≥ 2 lub m ≥ 2.

Prowadza̧c dowód w sposób analogiczny do dowodu W lasności 2.2.7 otrzymujemy

W lasność 2.2.11. Niech δ(G) ≥ 1 oraz n ≥ 2. Wówczas 2dt(G) ≤ dt(Pn ⊠ G) ≤
2δ(G) + 1.

Wniosek 2.2.12. a) dt(Pn ⊠ Pm) = 2δ(Pm) + 1 = 3, jeżeli m 6≡ 0(mod 3) i n 6≡ 0
(mod 3), n, m ≥ 4.

b) dt(Pn ⊠ K1,m) = 2δ(K1,m) + 1 = 3.

Wykorzystuja̧c W lasność 2.2.11 i prowadza̧c dowód niewprost otrzymujemy

W lasność 2.2.13. Niech G bȩdzie grafem totalnie domatycznie pe lnym. Jeżeli

istnieja̧ wierzcho lki y1, y2, y3 w grafie G takie, że dG(yi) = δ(G) dla i = 1, 2, 3 oraz

NG[y1] = NG[y2] = NG[y3], to dt(Pn ⊠ G) = 2dt(G).

W lasność 2.2.14. Niech G bȩdzie grafem r(r ≥ 3)-regularnym i totalnie domaty-

cznie pe lnym. Jeżeli istnieja̧ wierzcho lki y1, y2 w grafie G takie, że NG[y1] = NG[y2],
to dt(Pn ⊠ G) = 2dt(G) = 2r.

Na koniec tej czȩści rozdzia lu podane zostana̧ warunki wystarczaja̧ce na to, aby

uzupe lniaja̧ce liczby domatyczne (def. str. 13) grafów Pn ⊠ G i Kn ⊠ G by ly równe

n · d(G), dla ustalonych n. Graf G, dla którego zachodzi równość dcp(G) = δ(G) + 1

bȩdziemy nazywali grafem uzupe lniaja̧co domatycznie pe lnym.

Twierdzenie 2.2.15. Niech n ≥ 5. Jeżeli G jest grafem uzupe lniaja̧co domatycznie

pe lnym, to dcp(Pn ⊠ G) = 2d(G).
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Dowód. Za lóżmy, że {D1, . . . , Ddcp(G)} jest uzupe lniaja̧cym podzia lem domaty-

cznym grafu G. Wówczas {Di
1, . . . , D

i
dcp(G)} jest uzupe lniaja̧cym podzia lem domaty-

cznym grafu xiG, gdzie Di
j = {(xi, y) ∈ V (xiG) : y ∈ Dj} dla i = 1, . . . , n, j =

1, . . . , dcp(G). Oznaczmy Wj =
⋃

1≤i≤n,i−nieparz. D
i
j oraz Wdcp(G)+j =

⋃
1≤i≤n,i−parz. D

i
j

dla każdego j. Zatem

dcp(Pn ⊠ G) ≥ 2dcp(G), (2.2.1)

bowiem zbiory W1, . . . , W2dcp(G) tworza̧ uzupe lniaja̧cy podzia l domatyczny grafu Pn⊠

G, n ≥ 5.

Na mocy W lasności 2.1.25a) mamy dcp(Pn ⊠ G) ≤ min{2(δ(G) + 1), n|V (G)| −

3∆(G) − 2} = 2(δ(G) + 1), dla n ≥ 5. Sta̧d i wobec za lożenia, że G jest grafem

uzupe lniaja̧co domatycznie pe lnym, czyli dcp(G) = δ(G) + 1, otrzymujemy, że

dcp(Pn ⊠ G) ≤ 2dcp(G). (2.2.2)

Wobec nierówności w (2.2.1) i w (2.2.2) otrzymujemy dcp(Pn ⊠ G) = 2dcp(G).

Ponieważ dcp(G) ≤ d(G) dla dowolnego grafu G i na mocy za lożenia, że G jest

grafem uzupe lniaja̧co domatycznie pe lnym wnioskujemy, że d(G) ≥ δ(G) + 1. Sta̧d

na mocy W lasności 2.1.1a) mamy d(G) = δ(G) + 1. Zatem d(G) = dcp(G) wobec

za lożenia i ostatecznie dcp(Pn ⊠ G) = 2d(G). 2

Z nierówności z (2.2.1) oraz na mocy Twierdzenia 2.1.25a) otrzymujemy nastȩpuja̧ca̧

w lasność.

W lasność 2.2.16. Niech G bȩdzie grafem uzupe lniaja̧co domatycznie pe lnym. Jeżeli

δ(G) + ∆(G) + k = |V (G)|, gdzie k ≥ 1, to dcp(P4 ⊠ G) = 2d(G).

Prowadza̧c dowód analogicznie jak dowód Twierdzenia 2.2.15 otrzymujemy

W lasność 2.2.17. Niech n ≥ 3 oraz niech G bȩdzie grafem uzupe lniaja̧co domaty-

cznie pe lnym. Jeżeli istnieje uzupe lniaja̧cy podzia l domatyczny o mocy dcp(G) grafu

G, dla którego każdy jego zbiór w grafie G indukuje podgraf bez wierzcho lków nasy-

conych oraz jeżeli δ(G)+∆(G)+k = |V (G)|, gdzie k ≥ 1, to dcp(Kn ⊠G) = n ·d(G).
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2.3 LICZBY DOMATYCZNE

Z LA̧CZENIA GRAFÓW

W tym podrozdziale szacujemy liczbȩ domatyczna̧ z la̧czenia grafu G i cia̧gu grafów

H1, . . . , Hn, n ≥ 2. Z uzyskanych oszacowań wynikaja̧ oszacowania liczb domaty-

cznych d(G+H) oraz d(G[H ]). Ponadto, zostana̧ podane warunki wystarczaja̧ce na

to, aby graf Kn + (H1, . . . , Hn) by l grafem domatycznie pe lnym. Zostanie również

podana pe lna charakteryzacja grafów H , dla których graf Kn[H ] jest grafem do-

matycznie pe lnym, dla n ≥ 2. Dodatkowo, wyznaczone zostana̧ liczby domatyczne

produktu leksykograficznego oraz z la̧czenia dwóch grafów.

Za lóżmy, że V (G) = {x1, x2, . . . , xn}, n ≥ 1, V (H) = {y1, y2, . . . , ym}, m =

|V (H)| ≥ 1 oraz V (Hi) = {yi
1, y

i
2, . . . , y

i
mi
}, mi ≥ 1 dla i = 1, . . . , n. Czasami

dla uproszczenia zapisu zamiast (xi, y
i
j) bȩdziemy pisać zi

j. Niech {V1, . . . , Vd(G)}

bȩdzie podzia lem domatycznym grafu G i niech {U i
1, . . . , U

i
d(Hi)

} bȩdzie podzia lem

domatycznym grafu Hi, dla i = 1, . . . , n.

W lasność 2.3.1. Dla dowolnego grafu G rzȩdu n ≥ 2 oraz dowolnego cia̧gu (H1, . . . , Hn),
∑

1≤j≤d(G)

min
k∈Bj

d(Hk) ≤ d(G + (H1, . . . , Hn)) ≤ min
1≤i≤n

{δ(Hi) +
∑

k∈Ai

|V (Hk)|} + 1,

gdzie Ai = {j : xixj ∈ E(G), j 6= i, 1 ≤ j ≤ n} oraz Bj = {i : xi ∈ Vj}.

Dowód. Bez straty ogólności rozważań niech dHi
(yi

1) = δ(Hi), dla i = 1, . . . , n. Na

mocy definicji grafu G+(H1, . . . , Hn), dG+(H1,...,Hn)((xi, y
i
1)) = δ(Hi)+

∑
k∈Ai

|V (Hk)|,

gdzie Ai = {j : xixj ∈ E(G), j 6= i, 1 ≤ j ≤ n}. Wówczas, δ(G + (H1, . . . , Hn)) =

min1≤i≤n dG+(H1,...,Hn)((xi, y
i
1)) = min1≤i≤n{δ(Hi)+

∑
k∈Ai

|V (Hk)|}. Zatem na mocy

W lasności 2.1.1a) dostajemy, że d(G + (H1, . . . , Hn)) ≤ min1≤i≤n{δ(Hi)+

∑
k∈Ai

|V (Hk)|} + 1.

Niech j bȩdzie liczba̧ ca lkowita̧ taka̧, że 1 ≤ j ≤ d(G). Przyjmijmy, że Bj =

{i : xi ∈ Vj} oraz aj = mink∈Bj
d(Hk) i a0 = 0. Za lóżmy, że zj =

∑j−1
i=0 ai dla
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j = 1, . . . , d(G). Wówczas dla j = 1, . . . , d(G) oznaczmy Wzj+lj =
⋃

k∈Bj
Uk

lj
,

lj = 1, . . . , aj − 1 oraz Wzj+aj
=

⋃
k∈Bj

⋃d(Hk)
p=aj

Uk
p . Zbiory W1, . . . , Wa1 , Wa1+1, . . . ,

Wa1+a2 , . . . , Wa1+...+ad(G)−1+1, . . . , Wa1+...+ad(G)
tworza̧ podzia l domatyczny grafu G+

(H1, . . . , Hn). Oznacza to, że d(G + (H1, . . . , Hn)) ≥ ∑
1≤j≤d(G) aj =

∑
1≤j≤d(G) mink∈Bj

d(Hk), co kończy dowód. 2

Wniosek 2.3.2. Dla dowolnych grafów H1 oraz H2,

d(H1) + d(H2) ≤ d(H1 + H2) ≤ min{δ(H1) + |V (H2)|, δ(H2) + |V (H1)|} + 1.

Wniosek 2.3.3. Niech n ≥ 1 oraz niech H bȩdzie grafem domatycznie pe lnym.

Wówczas d(Kn + H) = d(H) + n.

Powyższy wniosek jest szczególnym przypadkiem znanego twierdzenia.

Twierdzenie 2.3.4. [4] Dla dowolnego grafu G, d(G + Kn) = d(G) + n.

Wniosek 2.3.5. Dla dowolnych grafów G oraz H,

d(G)d(H) ≤ d(G[H ]) ≤ δ(G)|V (H)| + δ(H) + 1.

Z Wniosku 2.3.5 otrzymujemy

Wniosek 2.3.6. Niech G bȩdzie grafem domatycznie pe lnym oraz m ≥ 1. Wtedy

d(G[Km]) = m · d(G).

W lasność 2.3.7. Jeżeli G jest grafem spójnym, to d(G+(H1, . . . , Hn)) ≥ min1≤i≤n

{|V (Hi)|}, dla n ≥ 2.

Dowód. Z za lożenia, że G jest grafem spójnym rzȩdu co najmniej 2 i na mocy

definicji grafu G+(H1, . . . , Hn) otrzymujemy, że V (G)×{yi
j} jest zbiorem dominuja̧-

cym grafu G + (H1, . . . , Hn), dla i = 1, . . . , n oraz j = 1, . . . , min1≤i≤nmi. Czyli

d(G + (H1, . . . , Hn)) ≥ min1≤i≤n mi, gdzie mi = |V (Hi)|. 2

Z W lasności 2.3.1 oraz W lasności 2.3.7 wynikaja̧ nastȩpuja̧ce wnioski.

Wniosek 2.3.8. Dla dowolnych grafów H1 oraz H2,

d(H1 + H2) ≥ max{d(H1) + d(H2), min{|V (H1)|, |V (H2)|}}.
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Wniosek 2.3.9. Dla dowolnego grafu spójnego G rzȩdu co najmniej 2 oraz dla

dowolnego grafu H, d(G[H ]) ≥ max{2d(H), |V (H)|}.

Z Wniosku 2.3.8 oraz z W lasności 2.1.1b) otrzymujemy

Wniosek 2.3.10. Niech H1, H2 bȩda̧ grafami tego samego rzȩdu bez wierzcho lków

nasyconych. Wówczas d(H1 + H2) = |V (H1)|.

W lasność 2.3.11. Jeżeli H1 jest grafem domatycznie pe lnym rzȩdu m ≥ 1 (niekonie-

cznie H1 6= Km), to d(Kn + (H1, K
i
m . . . , Ki

m)) = d(H1) + (n−1)m, dla n ≥ 2, gdzie

Ki
m jest i-ta̧ kopia̧ grafu Km.

Dowód. Przypomnijmy, że {U1
1 , . . . , U1

d(H1)} jest podzia lem domatycznym grafu H1.

Wówczas {U1
1 , . . . , U1

d(H1)} ∪ {{(xi, y
i
j)} : j = 1, . . . , m; i = 2, . . . , n} jest podzia lem

domatycznym grafu Kn + (H1, K
i
m . . . , Ki

m) i

d(Kn + (H1, K
i
m . . . , Ki

m)) ≥ d(H1) + (n − 1)m. (2.3.1)

Z definicji grafu Kn + (H1, K
i
m . . . , Ki

m) mamy, że δ(Kn + (H1, K
i
m . . . , Ki

m)) =

δ(H1) + (n− 1)m. Ponieważ H1 jest grafem domatycznie pe lnym, czyli δ(H1) + 1 =

d(H1), wiȩc δ(Kn + (H1, K
i
m . . . , Ki

m)) = d(H1) + (n − 1)m − 1. Sta̧d i na mocy

W lasności 2.1.1a) otrzymujemy, że

d(Kn + (H1, K
i
m . . . , Ki

m)) ≤ d(H1) + (n − 1)m, a (2.3.2)

równość wynika z nierówności w (2.3.1). 2

Wniosek 2.3.12. Niech n ≥ 2. d(Kn[H ]) = δ(H) + (n−1)|V (H)|+ 1 wtedy i tylko

wtedy, gdy H jest izomorficzny z grafem Km.

Dowód. Na mocy W lasności 2.3.11 warunek wystarczaja̧cy zachodzi.

Nie jest trudno zauważyć, że jeżeli F jest grafem domatycznie pe lnym, to dla

każdego w ∈ V (F ) takiego, że dF (w) = δ(F ) wierzcho lek w i wierzcho lki sa̧siednie do

niego należa̧ do różnych zbiorów dowolnego podzia lu domatycznego o mocy δ(F )+1

grafu F .
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Za lóżmy, że d(Kn[H ]) = δ(H) + (n − 1)|V (H)| + 1. Ponieważ δ(Kn[H ]) = δ(H) +

(n − 1)|V (H)| na mocy definicji grafu Kn[H ], wiȩc d(Kn[H ]) = δ(Kn[H ]) + 1. Za-

tem Kn[H ] jest grafem domatycznie pe lnym. Bez straty ogólności rozważań niech

dH(y1) = δ(H). Zatem jeżeli n ≥ 2, to wierzcho lki (x1, y1), (x2, y1) maja̧ stopień

δ(Kn[H ]) w grafie Kn[H ]. Wobec powyższego każdy wierzcho lek grafu Kn[H ] tworzy

zbiór dominuja̧cy tego grafu. Oznacza to, że H ≃ Km. Tym samym dowód zosta l

zakończony. 2

Wyznaczymy teraz liczbȩ d(Kn+(H1, . . . , Hn)), przy czym (H1, . . . , Hn) jest cia̧giem

grafów tego samego rzȩdu. Symbol ⌊x⌋ oznacza najwiȩksza̧ liczbȩ ca lkowita̧ mniejsza̧

lub równa̧ x.

W lasność 2.3.13. Niech n ≥ 2 oraz niech (H1, . . . , Hn) bȩdzie cia̧giem grafów tego

samego rzȩdu m ≥ 2 bez wierzcho lków nasyconych. Wówczas d(Kn+(H1, . . . , Hn)) =⌊
nm
2

⌋
.

Dowód. Za lóżmy, że |V (Hi)| = m ≥ 2 dla i = 1, . . . , n. Rozważmy przypadki.

1. Niech n bȩdzie liczba̧ parzysta̧. Wówczas zbiory {zj
i , z

j+1
i } dla i = 1, 2, . . . , m

oraz j = 1, 3, . . . , n− 1 tworza̧ podzia l domatyczny grafu Kn + (H1, . . . , Hn). Zatem

d(Kn + (H1, . . . , Hn)) ≥ nm
2

=
⌊

nm
2

⌋
.

2. Niech n bȩdzie liczba̧ nieparzysta̧ oraz niech m bȩdzie liczba̧ parzysta̧. Wów-

czas podzia l domatyczny grafu Kn + (H1, . . . , Hn) tworzymy ze zbiorów postaci:

{zj
i , z

j+1
i } dla i = 1, 3, . . . , m− 1 oraz j = 1, 3, . . . , n− 2 lub i = 2, 4, . . . , m oraz j =

2, 4, . . . , n−1 oraz {zn
i , z1

i+1} dla i = 1, 3, . . . , m−1. Wtedy d(Kn +(H1, . . . , Hn)) ≥
m
2
· n−1

2
+ m

2
· n−1

2
+ m

2
= mn

2
=

⌊
mn
2

⌋
.

3. Niech n oraz m bȩda̧ liczbami nieparzystymi. Podzia l domatyczny grafu Kn+

(H1, . . . , Hn) tworzymy z nastȩpuja̧cych zbiorów: {zj
i , z

j+1
i } dla i = 1, 3, . . . , m − 2

oraz j = 1, 3, . . . , n − 2 lub i = 2, 4, . . . , m − 1 oraz j = 2, 4, . . . , n − 1 lub i = m

oraz j = 1, 3, . . . , n − 4 oraz {zn
i , z1

i+1} dla i = 1, 3, . . . , m − 2 oraz {zn−2
m , zn−1

m , zn
m}.
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Zatem d(Kn +(H1, . . . , Hn)) ≥ m−1
2

· n−1
2

+ m−1
2

· n−1
2

+ n−3
2

+ m−1
2

+1 = mn−1
2

=
⌊

mn
2

⌋
.

Reasumuja̧c,

d(Kn + (H1, . . . , Hn)) ≥
⌊mn

2

⌋
. (2.3.3)

Ponieważ Hi dla każdego i jest grafem bez wierzcho lków nasyconych, wiȩc

γ(Hi) ≥ 2. Sta̧d i z definicji grafu Kn +(H1, . . . , Hn) mamy γ(Kn +(H1, . . . , Hn)) ≥

2. Zatem wobec za lożenia, że |V (Hi)| = m dla każdego i oraz na mocy W lasności

2.1.1b) otrzymujemy d(Kn + (H1 . . . , Hn)) ≤ nm
2

. Natomiast z definicji liczby do-

matycznej grafu wynika, że jeżeli d(Kn + (H1, . . . , Hn)) ≤ nm
2

, to

d(Kn + (H1, . . . , Hn)) ≤
⌊nm

2

⌋
, a równość (2.3.4)

wynika z nierówności w (2.3.3). 2

Wniosek 2.3.14. Niech H1 oraz H2 bȩda̧ grafami tego samego rzȩdu m ≥ 2 bez

wierzcho lków nasyconych. Wówczas d(H1 + H2) = m.

Wniosek 2.3.15. Niech n ≥ 2 oraz niech H bȩdzie grafem rzȩdu co najmniej 2 nie

zawieraja̧cym wierzcho lków nasyconych. Wówczas d(Kn[H ]) =
⌊

n
2
· |V (H)|

⌋
.

Wykorzystuja̧c W lasność 2.3.13 oraz Twierdzenie 2.3.4 otrzymujemy

Wniosek 2.3.16. Niech n ≥ 2. Niech H bȩdzie grafem rzȩdu co najmniej k +2 ≥ 3
zawieraja̧cym k wierzcho lków nasyconych. Wówczas d(Kn[H ]) = nk +

⌊
n
2
|A|

⌋
, gdzie

A jest zbiorem wierzcho lków nienasyconych grafu H.

Przyk lad 2.3.17. Niech n ≥ 2. Jeżeli m ≥ 2 i H = K1,m, to |A| = m oraz

d(Kn[K1,m]) =
⌊

n(m+2)
2

⌋
.

Wyniki przedstawione w tym podrozdzia le stanowia̧ czȩść artyku lu [17], który zosta l

przes lany do recenzji do czasopisma Graph Theory Notes of New York.

2.4 LICZBY DOMATYCZNE

k-KORONY GRAFÓW

W tej czȩści rozdzia lu szacowane sa̧ liczby domatyczne grafu kG ◦ H , dla k ≥ 1.

W szczególności, zostana̧ wyznaczone dok ladne wartości liczb domatycznych grafu
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G ◦ H oraz podane zostana̧ pe lne lub czȩściowe charakteryzacje grafów 2G ◦ H , dla

których uzyskane oszacowania sa̧ osia̧gane.

Twierdzenie 2.4.1. Niech k ≥ 1. Dla dwóch dowolnych grafów G i H,

d(H) + 1 ≤ d(kG ◦ H) ≤ d(H) + k.

Dowód. Za lóżmy, że {U1, . . . , Ud(H)} jest podzia lem domatycznym grafu H . Roz-

ważmy podzia l domatyczny {U i
1, . . . , U

i
d(H)} i-tej kopii H i grafu H taki, że U i

l =

{yi ∈ V (H i) : y ∈ Ul}, dla i = 1, . . . , |V (G)|, l = 1, . . . , d(H). Ponieważ {W1, . . . ,

Wd(H),
⋃k

j=1 V (Gj)} jest podzia lem domatycznym grafu kG◦H , gdzie Wl =
⋃|V (G)|

i=1 U i
l

dla l = 1, . . . , d(H), wiȩc d(kG ◦ H) ≥ d(H) + 1.

Niech r = d(kG ◦ H) oraz niech {W1, W2, . . . , Wr} bȩdzie podzia lem domatycznym

grafu kG ◦ H . Jeżeli dla i = 1, . . . , k V (Gi) = {xi
1, . . . , x

i
n}, to z w lasności podzia lu

{W1, . . . , Wr} grafu kG◦H i bez straty ogólności rozważań wynika, że {x1
1, . . . , x

k
1} ⊆

⋃p
j=1 Wj dla pewnego p, 1 ≤ p ≤ k. Wówczas każdy ze zbiorów Wp+1 ∩ V (H1), . . . ,

Wr ∩ V (H1) jest zbiorem dominuja̧cym grafu H1 i zbiory te sa̧ parami roz la̧czne.

Sta̧d r − p ≤ d(H), co kończy dowód wobec p ≤ k. 2

Wniosek 2.4.2. Jeżeli k = 1, to d(G ◦ H) = d(H) + 1.

Ponieważ {Dj
1, . . . , D

j
d(G)} oraz {U i

1, . . . , U
i
d(H)} jest odpowiednio podzia lem domaty-

cznym grafu Gj oraz H i, wiȩc {W1, . . . , Wd(H)+k} jest podzia lem domatycznym grafu

kG ◦ H , gdzie Wj =
⋃j−1

i=0 Di+k−j+1
i ∪ ⋃k−1

i=j Di−j+1
i , przy czym Da

0 =
⋃d(G)

i=k Da
i oraz

Wl =
⋃|V (G)|

i=1 U i
l−k (j = 1, . . . , k; l = k + 1, . . . , d(H) + k; a = 1, . . . , k). Wobec tego

faktu oraz na mocy Twierdzenia 2.4.1 otrzymujemy nastȩpuja̧cy wniosek.

Wniosek 2.4.3. Niech d(G) ≥ k ≥ 2. Wówczas d(kG ◦ H) = d(H) + k.

Wyniki przedstawione w powyższej czȩści podrozdzia lu stanowia̧ czȩść artyku lu [17],

który zosta l przes lany do recenzji do czasopisma Graph Theory Notes of New York.
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Twierdzenie 2.4.4. Niech G bȩdzie grafem z co najmniej jednym wierzcho lkiem

izolowanym. Jeżeli istnieja̧ wierzcho lki u, v w grafie H takie, że d(H − {u, v}) ≥
d(H), to d(2G ◦ H) = d(H) + 2, w przeciwnym przypadku d(2G ◦ H) = d(H) + 1.

Dowód. Za lóżmy, że istnieja̧ dwa wierzcho lki u, v w grafie H takie, że d(H −

{u, v}) ≥ d(H). Oznacza to, że istnieje podzia l domatyczny {U1, . . . , Ud(H)} grafu

H − {u, v}. Oznaczmy {U i
1, . . . , U

i
d(H)} jako podzia l domatyczny i-tej kopii H i −

{ui, vi} grafu H−{u, v}. Wówczas zbiory W1 = V (G1)∪⋃|V (G)|
i=1 {ui}, W2 = V (G2)∪

⋃|V (G)|
i=1 {vi} oraz Wi+2 =

⋃|V (G)|
j=1 U i

j , i = 1, . . . , d(H), tworza̧ podzia l domatyczny

grafu 2G ◦ H . Zatem d(2G ◦ H) ≥ d(H) + 2. Sta̧d i na mocy Twierdzenia 2.4.1

otrzymujemy, że d(2G ◦ H) = d(H) + 2.

Za lóżmy, że d(2G ◦ H) = d(H) + 2. Zatem niech {W1, . . . , Wd(H)+2} bȩdzie

podzia lem domatycznym grafu 2G ◦ H . Oznaczmy V (Gi) = {xi
1, . . . , x

i
|V (G)|}, i =

1, 2. Wykażemy, że wierzcho lki x1
j , x

2
j należa̧ do różnych zbiorów wspomnianego

podzia lu, dla j = 1, . . . , |V (G)|. Przyjmijmy, że istnieje p ∈ {1, . . . , d(H) + 2} takie,

że x1
j , x

2
j ∈ Wp. Bez straty ogólności rozważań niech x1

j , x
2
j ∈ W1. Wtedy zbiory

W2 ∩ V (Hj), . . . , Wd(H)+2 ∩ V (Hj) sa̧ parami roz la̧cznymi zbiorami dominuja̧cymi

grafu Hj. Oznacza to, że d(Hj) ≥ d(H) + 1, co jest sprzeczne z faktem, że Hj ≃

H . Dowiedlísmy zatem, że wierzcho lki x1
j , x

2
j należa̧ do różnych zbiorów podzia lu

{W1, . . . , Wd(H)+2}.

Na mocy za lożenia przypuśćmy, że x1
1, x

2
1 sa̧ odpowiednio wierzcho lkami izolowa-

nymi grafów G1, G2. Ponadto, wobec powyższej czȩści dowodu za lóżmy bez straty

ogólności rozważań, że x1
1 ∈ W1 oraz x2

1 ∈ W2. Wówczas nie jest trudno zauważyć,

że W3∩V (H1), . . . , Wd(H)+2∩V (H1) sa̧ parami roz la̧cznymi zbiorami dominuja̧cymi

grafu H1. Oznaczmy przez K zbiór V (H1)\⋃d(H)+2
r=3 Wr. Gdyby K ∩ W1 = ∅, to

wierzcho lek x2
1 nie by lby sa̧siedni do żadnego wierzcho lka ze zbioru W1 w grafie

2G ◦ H , sprzeczność z za lożeniem, że W1 jest zbiorem dominuja̧cym grafu 2G ◦ H .
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Wobec tego K ∩W1 6= ∅. Podobnie możemy zauważyć, że K ∩W2 6= ∅. Oznacza to,

że istnieja̧ wierzcho lki u1, v1 w grafie H1 takie, że u1 ∈ W1 i v1 ∈ W2.

Wszystko to oznacza, że W3∩V (H1), . . . , Wd(H)+2∩V (H1) sa̧ parami roz la̧cznymi

zbiorami dominuja̧cymi grafu H1 − {u1, v1}. Zatem d(H1 − {u1, v1}) ≥ d(H).

Wobec Twierdzenia 2.4.1 dowód zosta l zakończony. 2

Z dowodu powyższego twierdzenia wynika nastȩpuja̧cy wniosek.

Wniosek 2.4.5. Jeżeli istnieja̧ wierzcho lki u, v w grafie H takie, że d(H−{u, v}) ≥
d(H), to d(2G ◦ H) = d(H) + 2.

Rozważmy teraz totalna̧ liczbȩ domatyczna̧ (def. str. 13) grafu kG ◦ H , gdy k ≥

1. Wyniki otrzymane w tej czȩści rozdzia lu pozostawiamy bez dowodów, bowiem

ich dowody należy przeprowadzić w sposób analogiczny do dowodów odpowiednich

twierdzeń dotycza̧cych liczby domatycznej grafu kG ◦ H .

Twierdzenie 2.4.6. Niech k ≥ 1 oraz niech δ(G) ≥ 1 i δ(H) ≥ 1. Wtedy

dt(H) + 1 ≤ dt(kG ◦ H) ≤ dt(H) + k.

Wniosek 2.4.7. Niech δ(G) ≥ 1 i δ(H) ≥ 1. Jeżeli k = 1, to dt(G◦H) = dt(H)+1.

Wniosek 2.4.8. Niech δ(G) ≥ 1 i δ(H) ≥ 1. Jeżeli dt(G) ≥ k ≥ 2, to dt(kG◦H) =
dt(H) + k.

Z w lasności totalnego podzia lu domatycznego grafu 2G ◦ H wynika, że

Uwaga 2.4.9. Dla każdego i = 1, . . . , n x1
i , x

2
i należa̧ do różnych zbiorów totalnego

podzia lu domatycznego o mocy dt(H) + 2 grafu 2G ◦ H. Co wiȩcej, jeżeli każdy

ze zbiorów każdego totalnego podzia lu domatycznego o mocy dt(H) grafu H jest 1-

minimalnym zbiorem dominuja̧cym grafu H, to x1
i , x

2
i nie należa̧ do tych ze zbiorów

dowolnego totalnego podzia lu domatycznego o mocy dt(H)+2 grafu 2G◦H, do których

należa̧ wierzcho lki i-tej kopii H i grafu H.

W lasność 2.4.10. a) Niech δ(G) ≥ 1 i δ(H) ≥ 1. Jeżeli istnieja̧ wierzcho lki u, v w

grafie H takie, że dt(H − {u, v}) ≥ dt(H), to dt(2G ◦ H) = dt(H) + 2.

b) Niech δ(G) = 1 i δ(H) ≥ 1. Jeżeli każdy ze zbiorów każdego totalnego podzia lu do-

matycznego o mocy dt(H) grafu H jest 1-minimalnym totalnym zbiorem dominuja̧cym

grafu H, to dt(2G ◦ H) = dt(H) + 1.
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Za lóżmy, że {U i
1, . . . , U

i
dt(H)} jest totalnym podzia lem domatycznym i-tej kopii H i

grafu H . Oznaczmy Wl =
⋃|V (G)|

i=1 U i
l , dla l = 1, . . . , dt(H). Ponadto, niech Wdt(H)+1 =

{xq
p ∈ V (C1

n) ∪ V (C2
n) : q = 1 ∧ (p ≡ 1(mod 4) ∨ p ≡ 2(mod 4)) ∨ q = 2 ∧ (p ≡ 3

(mod 4) ∨ p ≡ 0(mod 4)), 1 ≤ p ≤ n} oraz Wdt(H)+2 = (V (C1
n) ∪ V (C2

n))\Wdt(H)+1.

Nietrudno sprawdzić, że {W1, . . . , Wdt(H)+2} jest totalnym podzia lem domatycznym

grafu 2Cn ◦ H . Sta̧d oraz na mocy Twierdzenia 2.4.6 otrzymujemy nastȩpuja̧cy

wniosek.

Wniosek 2.4.11. Niech δ(H) ≥ 1. Jeżeli n ≡ 0(mod 4), to dt(2Cn◦H) = dt(H)+2.

Prowadza̧c dowód analogicznie do dowodu Twierdzenia 2.4.4 otrzymujemy

W lasność 2.4.12. Niech δ(H) ≥ 1 oraz niech n 6≡ 0(mod 4). Jeżeli istnieja̧ wierz-

cho lki u, v w grafie H takie, że dt(H −{u, v}) ≥ dt(H), to dt(2Cn ◦H) = dt(H) + 2;

w przeciwnym przypadku dt(2Cn ◦ H) = dt(H) + 1.

W kolejności oszacujemy uzupe lniaja̧ca̧ liczbȩ domatyczna̧ (def. str13) grafu kG ◦

H , dla k ≥ 1. Za lóżmy, że {U i
1, . . . , U

i
d(H)} jest podzia lem domatycznym i-tej

kopii H i grafu H . Oznaczmy Ws =
⋃|V (G)|

i=1 U i
s, dla s = 1, . . . , d(H). Wówczas

{W1, . . . , Wd(H),
⋃k

r=1 V (Gr)} jest uzupe lniaja̧cym podzia lem domatycznym grafu

kG ◦ H . Sta̧d oraz na mocy Twierdzenia 2.4.1 i faktu, że dcp(G) ≤ d(G) otrzymu-

jemy

Wniosek 2.4.13. Niech G bȩdzie grafem rzȩdu co najmniej 2. Wtedy

d(H) + 1 ≤ dcp(kG ◦ H) ≤ d(H) + k.

Wniosek 2.4.14. Niech G bȩdzie grafem rzȩdu co najmniej 2. Jeżeli k = 1, to

dcp(G ◦ H) = d(H) + 1.

Jest oczywiste, że każdy uzupe lniaja̧cy podzia l domatyczny grafu jest jego podzia lem

domatycznym. Co wiȩcej, nie jest trudno zauważyć, że każdy podzia l domatyczny

grafu kG ◦ H jest jego uzupe lniaja̧cym podzia lem domatycznym dla k ≥ 2. Wobec

tego faktu i na mocy Wniosku 2.4.3 oraz Twierdzenia 2.4.4 otrzymujemy
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Wniosek 2.4.15. Niech d(G) ≥ k ≥ 2. Wówczas dcp(kG ◦ H) = d(H) + k.

Wniosek 2.4.16. Niech G bȩdzie grafem rzȩdu co najmniej 2 oraz niech G bȩdzie

grafem z co najmniej jednym wierzcho lkiem izolowanym. Jeżeli istnieja̧ wierzcho lki

u, v w grafie H takie, że d(H − {u, v}) ≥ d(H), to dcp(2G ◦ H) = d(H) + 2; w

przeciwnym przypadku dcp(2G ◦ H) = d(H) + 1.

Wyznaczymy dok ladna̧ wartość spójnej liczby domatycznej (def. str.13) grafu kG ◦

H , gdzie k ≥ 1. Nastȩpuja̧cy lemat bȩdzie użyty w dowodach serii twierdzeń.

Lemat 2.4.17. Wierzcho lki x1
i , . . . , x

k
i należa̧ do różnych zbiorów spójnego podzia lu

domatycznego o mocy k ≥ 2 grafu kG ◦ H.

Dowód. Za lóżmy, że {W1, . . . , Wk} jest spójnym podzia lem domatycznym grafu

kG◦H . Przyjmijmy, że co najmniej dwa spośród wierzcho lków x1
i , . . . , x

k
i , powiedzmy

x1
i , x

2
i należa̧ do tego samego zbioru, powiedzmy W1 podzia lu {W1, . . . , Wk}. Wówczas

dla co najmniej jednego spośród zbiorów W2, . . . , Wk, powiedzmy Wk mamy
⋃k

j=1{xj
i}∩

Wk = ∅. Wobec tego Wk ∩ V (H i) jest zbiorem dominuja̧cym grafu H i. Co wiȩcej,

Wk * V (H i). Zatem graf 〈Wk〉kG◦H nie jest spójny, co przeczy za lożeniu i kończy

dowód. 2

Twierdzenie 2.4.18. Niech G bȩdzie grafem spójnym oraz |V (H)| ≥ k ≥ 2.

Wówczas dc(kG ◦ H) = k.

Dowód. Aby wykazać, że dc(kG ◦ H) ≥ k, wystarczy zauważyć, że {V (G1) ∪
⋃|V (G)|

i=1 {yi
1}, . . . , V (Gk−1)∪⋃|V (G)|

i=1 {yi
k−1}, V (Gk)∪⋃|V (G)|

i=1 {yi
k, . . . , y

i
|V (H)|}} jest spój-

nym podzia lem domatycznym grafu kG ◦ H .

Za lóżmy, że {W1, . . . , Wk+1} jest spójnym podzia lem domatycznym grafu kG ◦

H . Zatem zbiory W1, . . . , Wk−1, Wk ∪ Wk+1 tworza̧ spójny podzia l domatyczny o

mocy k grafu kG ◦ H . Na mocy Lematu 2.4.17 wierzcho lki x1
1, . . . , x

k
1 należa̧ do

różnych zbiorów spośród zbiorów W1, . . . , Wk−1, Wk ∪ Wk+1. Bez straty ogólności

rozważań niech xl
1 ∈ Wl dla l = 1, . . . , k − 1 oraz xk

1 ∈ Wk ∪ Wk+1. Ponieważ

Wk∩Wk+1 = ∅, wiȩc albo xk
1 ∈ Wk albo xk

1 ∈ Wk+1. Jeżeli xk
1 ∈ Wk, to Wk+1∩V (H1)
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jest zbiorem dominuja̧cym grafu H1 oraz {x1
1, . . . , x

k
1} ∩ Wk+1 = ∅. Oznacza to,

że graf 〈Wk+1〉kG◦H nie jest spójny, co oznacza sprzeczność z za lożeniem. Gdyby

xk
1 ∈ Wk+1, to rozumuja̧c w analogiczny sposób otrzymujemy sprzeczność. Tym

samym twierdzenie zosta lo udowodnione. 2

Twierdzenie 2.4.19. Jeżeli G jest grafem spójnym, wówczas dc(G ◦ H) = 1.

Dowód powyższego twierdzenia jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 2.4.18.

Twierdzenie 2.4.20. Niech G bȩdzie grafem spójnym. Wtedy dc(2G ◦ K1) = 1.

Dowód. Wobec za lożenia graf 2G ◦ K1 jest spójny, a zatem dc(2G ◦ K1) ≥ 1.

Przyjmijmy, że {W1, W2} jest spójnym podzia lem domatycznym grafu 2G ◦K1.

Gdyby W1 ∩ V (G1) = ∅, to W2 ∩ V (G1) = V (G1). Zatem W1 ∩ V (G2) = V (G2)

na mocy Lematu 2.4.17. Wobec tego
⋃|V (G)|

i=1 V (Ki
1) ⊂ W1 oraz

⋃|V (G)|
i=1 V (Ki

1) ⊂

W2 (przeciwnie, W1, W2 nie by lyby zbiorami dominuja̧cymi grafu 2G ◦ K1). Sta̧d

⋃|V (G)|
i=1 V (Ki

1) ⊂ W1 ∪ W2 = ∅, sprzeczność. Oznacza to, że W1 ∩ V (G1) 6= ∅.

W analogiczny sposób można wykazać, że W1 ∩ V (G2) 6= ∅. Wobec tego oraz na

mocy Lematu 2.4.17 mamy W2 ∩ V (G2) 6= ∅ i W2 ∩ V (G1) 6= ∅. Co wiȩcej jeżeli

za lożymy bez straty ogólności rozważań, że W1 ∩V (G1) = {x1
1, . . . , x

1
p}, dla 1 ≤ p ≤

|V (G)| − 1, to W1 ∩ V (G2) = {x2
p+1, . . . , x

2
|V (G)|}, W2 ∩ V (G1) = {x1

p+1, . . . , x
1
|V (G)|}

oraz W2 ∩ V (G2) = {x2
1, . . . , x

2
p}. Zatem nie jest trudno sprawdzić, że nie istnieje

droga z wierzcho lka x1
1 do wierzcho lka x2

p+1 w grafie 〈W1〉2G◦K1 na mocy definicji

grafu 2G ◦ K1. Oznacza to, że graf 〈W1〉2G◦K1 nie jest spójny, co jest sprzeczne z

za lożeniem. W konsekwencji, dc(2G ◦ K1) ≤ 1 i ostatecznie dc(2G ◦ K1) = 1. 2

Na koniec tej czȩści rozdzia lu podamy dok ladna̧ wartość liczby ps-domatycznej (def.

str. 13) grafu kG ◦ H , k ≥ 1. Na mocy definicji grafu kG ◦ H oraz definicji zbioru

ps-dominuja̧cego dowolnego grafu otrzymujemy nastȩpuja̧cy rezultat pomocniczy.
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Lemat 2.4.21. Wierzcho lki co najmniej |V (G)|−1 kopii grafu H należa̧ do każdego

zbioru ps-dominuja̧cego grafu kG ◦ H.

Twierdzenie 2.4.22. Niech G bȩdzie grafem rzȩdu co najmniej 3 oraz k ≥ 1.

Wówczas dps(kG ◦ H) = 1.

Dowód. Jeżeli G nie jest grafem spójnym, to graf kG ◦H nie jest spójny i dps(kG ◦

H) = 1. Za lóżmy, że G jest grafem spójnym oraz niech {W1, W2} bȩdzie podzia lem

ps-domatycznym grafu kG◦H . Na mocy Lematu 2.4.21 oraz za lożenia, że |V (G)| ≥

3 istnieje i ∈ {1, . . . , |V (G)|} takie, że V (H i) ⊂ W1 oraz V (H i) ⊂ W2. Jest to

jednak niemożliwe na mocy definicji podzia lu ps-domatycznego grafu. Oznacza to,

że dps(kG ◦H) ≤ 1, a ponieważ {V (kG ◦H)} jest podzia lem ps-domatycznym grafu

kG ◦ H , wiȩc dps(kG ◦ H) = 1. 2

Wniosek 2.4.23. Niech G bȩdzie grafem rzȩdu co najmniej 3. Wtedy

dps(G ◦ H) = 1.

Uwaga 2.4.24. Jeżeli G jest grafem rzȩdu 1, to dps(H) + 1 ≤ dps(kG ◦ H) ≤
dps(H) + k. Zatem dps(G ◦ H) = dps(H) + 1, jeżeli G jest grafem rzȩdu 1.

Jeżeli G jest grafem niespójnym rzȩdu 2, to dps(kG ◦ H) = 1.

Jeżeli G jest grafem spójnym rzȩdu 2, to dps(kG ◦ H) =

{
1, dla k ≥ 2 lub

2, dla k = 1.

Dowód. Jeżeli G jest grafem rzȩdu 1, to prowadza̧c analogiczne rozumowanie jak w

dowodzie Twierdzenia 2.4.1 otrzymujemy, że dps(H)+1 ≤ dps(kG◦H) ≤ dps(H)+k.

Jeżeli G jest grafem niespójnym rzȩdu 2, to {V (kG◦H)} jest jedynym podzia lem

ps-domatycznym grafu kG ◦ H i dps(kG ◦ H) = 1.

Za lóżmy, że G jest grafem spójnym rzȩdu 2, czyli G = P2. Jeżeli k = 1, to

zbiory V (H1) ∪ {x1
2}, V (H2) ∪ {x1

1} tworza̧ podzia l ps-domatyczny grafu P2 ◦ H i

dps(P2 ◦ H) ≥ 2. Wobec Lematu 2.4.21, dps(P2 ◦ H) ≤ 2. Zatem dps(P2 ◦ H) = 2.

Przyjmijmy, że k ≥ 2. Ponieważ {V (kP2 ◦ H)} jest podzia lem ps-domatycznym

grafu kP2◦H , to dps(kP2◦H) ≥ 1. Oznaczmy {W1, W2} jako podzia l ps-domatyczny

grafu kP2 ◦ H . Na mocy Lematu 2.4.21 bez straty ogólności rozważań za lóżmy, że
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V (H i) ⊂ Wi, dla i = 1, 2. Wobec tego V (P j
2 )∩Wi 6= ∅, dla j = 1, . . . , k oraz i = 1, 2.

Co wiȩcej, istnieja̧ liczby p, q ∈ {1, . . . , k} takie, że xp
1 ∈ W2 oraz xq

2 ∈ W1. Wtedy

xp
2 ∈ W1 oraz xq

1 ∈ W2. Tak wiȩc nie istnieje wierzcho lek w ∈ W2, dla którego

graf 〈{xp
2, x

q
2, y

1
1, w}〉kP2◦H by lby spójny, co daje sprzeczność z za lożeniem, że W2 jest

zbiorem ps-dominuja̧cym grafu kP2 ◦ H . Zatem dps(kP2 ◦ H) ≤ 1. Ostatecznie,

dps(kP2 ◦ H) = 1. 2

2.5 LICZBY DOMATYCZNE GRAFÓW G ∗ H,

G#H

W tej czȩści rozdzia lu rozważamy k-ta̧ liczbȩ domatyczna̧, k-krotna̧ liczbȩ domatyczna̧

oraz uzupe lniaja̧ca̧ liczbȩ domatyczna̧ grafów G ∗ H , G#H , których definicje sa̧ za-

mieszczone na stronie 14. Graf G ∗ H powstaje w wyniku sklejenia grafów G i H

przy użyciu dwóch wierzcho lków, a graf G#H otrzymujemy  la̧cza̧c grafy G i H

za pomoca̧ nowej krawȩdzi. Inspiracja̧ do badania liczb domatycznych powyższych

grafów by la praca [23], w której rozważano liczbȩ domatyczna̧ oraz totalna̧ liczbȩ

domatyczna̧ takich grafów. Przypomnȩ, że uzupe lniaja̧ca̧ liczbȩ domatyczna̧ grafu

G oznaczamy symbolem dcp(G).

W lasność 2.5.1. Dla dowolnych grafów G, H, dcp(G ∗ H) ≥ min{dcp(G), dcp(H)}.

Dowód. Za lóżmy, że {D1, . . . , Ddcp(G)} jest uzupe lniaja̧cym podzia lem domaty-

cznym grafu G, a {V1, . . . , Vdcp(H)} jest uzupe lniaja̧cym podzia lem domatycznym

grafu H . Bez straty ogólności rozważań przyjmijmy, że dcp(G) ≤ dcp(H) oraz

x ∈ Ddcp(G), y ∈ Vdcp(H). Dla i = 1, . . . , dcp(G) − 1 oznaczmy Wi = Di ∪ Vi

oraz Wdcp(G) = (Ddcp(G) ∪
⋃dcp(H)

j=dcp(G) Vj)\{x, y} ∪ {u}. Wtedy zbiory W1, . . . , Wdcp(G)

tworza̧ uzupe lniaja̧cy podzia l domatyczny grafu G ∗ H i dcp(G ∗ H) ≥ dcp(G) =

min{dcp(G), dcp(H)}. 2
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Wniosek 2.5.2. Niech G i H bȩda̧ grafami takimi, że dcp(G) ≤ dcp(H) i dcp(G) =
d(G). Jeżeli x jest jednym z wierzcho lków sklejaja̧cych grafy G i H oraz x jest

wierzcho lkiem nasyconym w grafie G, to dcp(G ∗ H) = d(G).

Dowód. Na mocy W lasności 2.5.1, dcp(G ∗ H) ≥ d(G). Za lóżmy, że dcp(G ∗ H) ≥

d(G)+1 oraz {W1, . . . , Wd(G)+1} jest uzupe lniaja̧cym podzia lem domatycznym grafu

G ∗ H . Ponadto, bez straty ogólności rozważań przyjmijmy, że u ∈ Wd(G)+1.

Wierzcho lek u jest sa̧siedni do każdego wierzcho lka ze zbioru V (G)\{x} w grafie

G ∗ H , bowiem x jest wierzcho lkiem nasyconym w grafie G. Zatem Wi ∩ V (G) jest

zbiorem dominuja̧cym grafu G, dla i = 1, . . . , d(G). Ponadto, (Wd(G)+1 ∩ V (G)) ∪

{x} jest zbiorem dominuja̧cym grafu G. Wobec tego {W1 ∩ V (G), . . . , Wd(G) ∩

V (G), (Wd(G)+1 ∩ V (G)) ∪ {x}} jest podzia lem domatycznym grafu G i d(G) ≥

d(G) + 1, sprzeczność. Ostatecznie, dcp(G ∗ H) = d(G). 2

Dowody poniższych wniosków prowadzimy w sposób analogiczny do dowodów powy-

ższych wyników.

Wniosek 2.5.3. Niech G i H bȩda̧ grafami takimi, że d(G) ≤ d(H). Jeżeli x jest

jednym z wierzcho lków sklejaja̧cych grafy G i H oraz x jest wierzcho lkiem nasyconym

w grafie G, to d(G ∗ H) = d(G).

Wniosek 2.5.4. Niech k ≥ 1 oraz niech G i H bȩda̧ grafami takimi, że dcp(H) ≥
dcp(G). Jeżeli d(G ∗ H) ≥ dcp(G) + k, to d(G) − dcp(G) ≥ k.

Kolejne cytowane twierdzenia zostana̧ wykorzystane w dowodzie Twierdzenia 2.5.8.

Twierdzenie 2.5.5. [28] Niech G bȩdzie grafem, którego dope lnienie nie jest grafem

spójnym. Wówczas dcp(G) = d(G).

Twierdzenie 2.5.6. [19] G ma wierzcho lek izolowany wtedy i tylko wtedy, gdy

d(G) = 1.

W lasność 2.5.7. [28] Dla dowolnego grafu G rzȩdu n, dcp(G) ≤ n/γ(G).

Twierdzenie 2.5.8. (1) Dla dowolnych grafów G i H,

dcp(G#H) ≥ min{dcp(G), dcp(H)}.

(2) Dla dowolnej dodatniej liczby ca lkowitej q, q ≥ 1 istnieja̧ grafy G, H takie, że

dcp(G#H) = min{dcp(G), dcp(H)} + q.
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Dowód. Dowód (1) jest analogiczny do dowodu W lasności 2.5.1. Zatem przeprowa-

dzimy jedynie dowód (2). Za lóżmy, że G = Kq+1 oraz V (G) = {x, x1, . . . , xq} i

H ≃ G. Jeżeli ϕ jest bijekcja̧ zbioru V (G) na V (H), to ϕ(x) = y oraz dla i = 1, . . . , q

ϕ(xi) = yi. Ponieważ G nie jest grafem spójnym, wiȩc dcp(G) = d(Kq+1) = 1 na

mocy Twierdzenia 2.5.5 oraz Twierdzenia 2.5.6. Co wiȩcej, dcp(H) = 1, bowiem

H ≃ G. Zatem min{dcp(G), dcp(H)} = 1.

Ponieważ rza̧d grafu G#H jest równy 2(q +1), wiȩc dcp(G#H) ≤ 2(q+1)
2

= q +1

na mocy W lasności 2.5.7 oraz definicji uzupe lniaja̧cego zbioru dominuja̧cego grafu.

Zauważmy, że zbiory {x, y}, {x1, y1}, {x2, y2}, . . . , {xq, yq} tworza̧ uzupe lniaja̧cy

podzia l domatyczny grafu G#H . W konsekwencji, dcp(G#H) = q + 1, co kończy

dowód. 2

Oszacujemy teraz k-ta̧ liczbȩ domatyczna̧ (def. str.13) grafu G ∗ H , k ≥ 1.

W dowodzie Twierdzenia 2.5.11 wykorzystamy nastȩpuja̧ca̧ w lasność i oszacowanie

k-tej liczby domatycznej grafu.

W lasność 2.5.9. [25] Niech k, m bȩda̧ liczbami naturalnymi, k ≤ m. Wówczas

każdy m-ty zbiór dominuja̧cy grafu G jest k-tym zbiorem dominuja̧cym grafu G.

Twierdzenie 2.5.10. [25] Dla dowolnego grafu G, dk(G) ≤
⌊

δ(G)
k

⌋
+ 1.

Twierdzenie 2.5.11. Niech k ≥ 1 oraz x, y sa̧ wierzcho lkami sklejaja̧cymi grafy G
i H, x ∈ V (G), y ∈ V (H).

(1) Dla dowolnych grafów G i H,

min{dk(G), dk(H)} ≤ dk(G ∗ H) ≤ 1 + min{dk(G − x), dk(H − y)}.

(2) Dla dowolnych grafów G i H,

dk(G ∗ H) ≤ min{dk−1(G − x), dk−1(H − y)}, dla k ≥ 2.

(3) Dla dowolnej dodatniej liczby ca lkowitej q, q ≥ 1 istnieja̧ grafy G, H takie, że

dk(G ∗ H) = min{dk(G), dk(H)} + q.

(4) Dla dowolnej dodatniej liczby ca lkowitej q, 1 ≤ q ≤ min{dk(G−x), dk(H−y)}−1
istnieja̧ grafy G, H takie, że dk(G ∗ H) = min{dk(G − x), dk(H − y)} − q.

Dowód (1). Dowód nierówności dk(G ∗ H) ≥ min{dk(G), dk(H)} jest analo-

giczny do dowodu W lasności 2.5.1. Wykażemy, że dk(G ∗ H) ≤ 1 + min{dk(G −
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x), dk(H − y)}. Jeżeli dk(G ∗ H) = 1, to nierówność jest prawdziwa. Za lóżmy,

że dk(G ∗ H) ≥ 2. Niech {Z1, . . . , Zdk(G∗H)} bȩdzie k-tym podzia lem domaty-

cznym grafu G ∗ H , k ≥ 1. Przypomnijmy, że u jest wierzcho lkiem grafu G ∗ H

powsta lym w wyniku sklejenia wierzcho lków x, y. Bez straty ogólności rozważań

za lóżmy, że u ∈ Zdk(G∗H). Oznaczmy Ri = Zi ∩ V (G) oraz Si = Zi ∩ V (H), dla

i = 1, . . . , dk(G ∗ H) − 1. Zauważmy, że Ri 6= ∅ oraz Si 6= ∅, dla każdego i. Niech

j ∈ {1, . . . , dk(G ∗H)− 1} oraz p ∈ V (G−x)\Rj ⊂ V (G ∗H)\Zj. Ponieważ Zj jest

k-tym zbiorem dominuja̧cym grafu G∗H , wiȩc wierzcho lek p jest sa̧siedni do co naj-

mniej k wierzcho lków zbioru Zj. Co wiȩcej, wierzcho lki te należa̧ również do zbioru

Rj na mocy definicji grafu G ∗ H , czyli Rj jest k-tym zbiorem dominuja̧cym grafu

G−x. Dlatego {R1, . . . , Rdk(G∗H)−2, Rdk(G∗H)−1∪Rdk(G∗H)} jest k-tym podzia lem do-

matycznym grafu G−x i dk(G−x) ≥ dk(G∗H)−1. Analogicznie należy dowieść, że

dk(H−y) ≥ dk(G∗H)−1. Ostatecznie, dk(G∗H) ≤ 1+min{dk(G−x), dk(H−y)},

co kończy dowód (1).

Dowód (2). Niech k ≥ 2. Ponieważ zbiory R1, . . . , Rdk(G∗H)−1 sa̧ k-tymi zbio-

rami dominuja̧cymi grafu G − x, wiȩc na mocy W lasności 2.5.9 sa̧ one również

(k − 1)-wszymi zbiorami dominuja̧cymi grafu G − x. Również Rdk(G∗H) jest także

(k − 1)−wszym zbiorem dominuja̧cym grafu G − x. Istotnie: weźmy q ∈ V (G −

x)\Rdk(G∗H). Wierzcho lek q jest sa̧siedni do co najmniej k wierzcho lków ze zbioru

Zdk(G∗H) grafu G ∗ H . Ponieważ wierzcho lek q może być sa̧siedni do wierzcho lka u

w grafie G ∗ H , to q jest sa̧siedni do co najmniej k − 1 wierzcho lków ze zbioru

Rdk(G∗H) grafu G − x. Oznacza, że zbiór Rdk(G∗H) jest (k − 1)-wszym zbiorem

dominuja̧cym grafu G − x. Reasumuja̧c, {R1, . . . , Rdk(G∗H)} jest (k − 1)-wszym

podzia lem domatycznym grafu G − x i dk−1(G − x) ≥ dk(G ∗ H). W analogiczny

sposób dowodzimy, że dk−1(H − y) ≥ dk(G ∗ H). W konsekwencji, dk(G ∗ H) ≤

min{dk−1(G − x), dk−1(H − y)}.
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Dowód (3). Niech q bȩdzie liczba̧ naturalna̧, q ≥ 1. Niech G bȩdzie grafem takim,

że V (G) = {x} ∪ {xi,j : 1 ≤ i ≤ q + 1, 1 ≤ j ≤ 2k} oraz G − x ≃ K2k(q+1) i

wierzcho lek x jest sa̧siedni do wierzcho lków x1,l, . . . , xq+1,l, dla l = 1, . . . , k. Niech

H bȩdzie grafem izomorficznym z G. Jeżeli ϕ jest bijekcja̧ zbioru V (G) na V (H),

to ϕ(x) = y oraz ϕ(xi,j) = yi,j dla i = 1, . . . , q + 1, j = 1, . . . , 2k. Z definicji

grafu G dG(x) = k(q + 1), a zatem dk(G) ≤
⌊

δ(G)
k

⌋
+ 1 =

⌊
k(q+1)

k

⌋
+ 1 = q +

2 na mocy Twierdzenia 2.5.10. Zbiory: {xi,1, xi,2, . . . , xi,k} dla i = 1, . . . , q + 1

oraz {x, x1,k+1, . . . , xq+1,k+1, . . . , x1,2k, . . . , xq+1,2k} tworza̧ k-ty podzia l domatyczny o

mocy q + 2 grafu G i dk(G) = q + 2. Ponieważ H ≃ G, wiȩc również dk(H) = q + 2.

Zatem min{dk(G), dk(H)} = q + 2.

Ponieważ δ(G∗H) = dG∗H(x1,k+1) = 2k(q+1)−1, to dk(G∗H) ≤
⌊

2k(q+1)−1
k

⌋
+1 na

mocy Twierdzenia 2.5.10. Zatem dk(G ∗H) ≤ 2q + 2. Przypomnijmy, że u jest wie-

rzcho lkiem grafu G∗H powsta lym w wyniku sklejenia wierzcho lków x, y grafów G, H .

Zbiory: {u, x1,1, x1,2, . . . , x1,k, y1,k+1, y1,k+2, . . . , y1,2k}, {xp,1, xp,2, . . . , xp,k, yp,k+1,

yp,k+2, . . . , yp,2k} dla p = 2, . . . , q + 1 oraz {yi,1, yi,2, . . . , yi,k, xi,k+1, xi,k+2, . . . , xi,2k}

dla i = 1, . . . , q + 1 tworza̧ k-ty podzia l domatyczny o mocy 2q + 2 grafu G ∗ H .

Czyli dk(G ∗ H) = 2q + 2. Tym samym dowód (3) zosta l zakończony. Dla k = 1

konstrukcja grafów G i H zosta la podana w [23].

Dowód (4). Niech G − x bȩdzie grafem pe lnym o k(q + 3) wierzcho lkach. Graf G

otrzymamy z grafu G − x przez dodanie wierzcho lka x oraz krawȩdzi  la̧cza̧cych ten

wierzcho lek z dok ladnie k wybranymi wierzcho lkami grafu G − x. Niech H bȩdzie

grafem izomorficznym z grafem G. Dalej dowód prowadzimy identycznie jak dowód

(3). 2

Dowód kolejnego twierdzenia jest analogiczny do dowodu W lasności 2.5.1 oraz do

dowodu czȩści (1) Twierdzenia 2.5.11.
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Twierdzenie 2.5.12. Niech k ≥ 1. Dla dowolnych grafów G i H,

min{dk(G), dk(H)} ≤ dk(G#H) ≤ 1 + min{dk(G), dk(H)}.

Uwaga 2.5.13. Można podać pe lna̧ charakteryzacjȩ grafów G i H, dla których

osia̧gane sa̧ górne i dolne oszacowania liczby dk(G#H) z Twierdzenia 2.5.12. Chara-

kteryzacje te sa̧ sformu lowane w terminach (k−1)-wszych i k-tych zbiorów dominuja̧-

cych grafów G, H.

Za lóżmy, że min{dk(G), dk(H)} = dk(G) oraz dk(G#H) = 1+dk(G). Wówczas

istnieja̧ wierzcho lki w grafie G, które nie sa̧ sa̧siednie do wierzcho lka x. Przez po la̧cze-

nie krawȩdziami tych wierzcho lków z wierzcho lkiem x powstanie graf, którego k-ta

liczba domatyczna jest równa dk(G) + 1.

Podane zostana̧ oszacowania k-krotnej liczby domatycznej (def. str.13) grafów G∗H ,

G#H .

Twierdzenie 2.5.14. Niech δ(G) ≥ k − 1, δ(H) ≥ k − 1 dla k ≥ 1 oraz x, y sa̧

wierzcho lkami sklejaja̧cymi grafy G i H, x ∈ V (G), y ∈ V (H). Wówczas

(1) min{dk(G), dk(H)} ≤ dk(G ∗ H) ≤ 1 + min{dk(G − x), dk(H − y)}.

(2) Dla dowolnej dodatniej liczby ca lkowitej q, q ≥ 1 istnieja̧ grafy G, H takie, że

dk(G ∗ H) = min{dk(G), dk(H)} + q.

(3) Dla dowolnej dodatniej liczby ca lkowitej q, 1 ≤ q ≤ min{dk(G−x), dk(H−y)}−1
istnieja̧ grafy G, H takie, że dk(G ∗ H) = min{dk(G − x), dk(H − y)} − q.

Dowód tego twierdzenia jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 2.5.11. Zatem

podamy jedynie konstrukcjȩ grafu G dla dowodu (2) i (3), dla k ≥ 2. Dla k = 1 graf

G skonstruowany zosta l w pracy [23].

Dowód (2). Niech G−x bȩdzie grafem pe lnym dwudzielnym takim, że V (G−x) =

A ∪ B, gdzie |A| = |B| = 2k(q + 1). Graf G otrzymamy z grafu G − x przez

dodanie wierzcho lka x oraz krawȩdzi  la̧cza̧cych wierzcho lek x z k(q+2) wierzcho lkami

należa̧cymi do zbioru A.

Dowód (3). Niech G−x bȩdzie grafem pe lnym dwudzielnym takim, że V (G−x) =

C ∪D, gdzie |C| = |D| = k(q + 2). Graf G otrzymamy z grafu G− x przez dodanie

wierzcho lka x oraz krawȩdzi  la̧cza̧cych wierzcho lek x z k wierzcho lkami należa̧cymi

do zbioru C. 2
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Z czȩści (2) tezy Twierdzenia 2.5.14 wynika, że liczba dk(G ∗ H) może przyjmować

dowolna̧ wartość nie mniejsza̧ niż min{dk(G), dk(H)}. Natomiast liczba dk(G#H)

przyjmuje tylko dwie wartości.

Twierdzenie 2.5.15. Niech δ(G) ≥ k − 1 oraz niech δ(H) ≥ k − 1. Wówczas

min{dk(G), dk(H)} ≤ dk(G#H) ≤ 1 + min{dk(G), dk(H)}.

Dowód powyższego rezultatu jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 2.5.12.

Z Twierdzeń 2.5.11, 2.5.12, 2.5.14 oraz 2.5.15 dla k = 1 otrzymujemy rezultaty P.

D. Vestergaarda oraz B. Zelinki ([23]) odnosza̧ce siȩ do liczby domatycznej grafów

G ∗ H oraz G#H .



Rozdzia l 3

LICZBY DOMATYCZNE
GRAFÓW SPECJALNYCH

W podrozdziale 3.1 zosta ly porównane ze soba̧ liczby domatyczne: uzupe lniaja̧ca

liczba domatyczna, liczba ps-domatyczna i spójna liczba domatyczna grafu dwudziel-

nego i jego dope lnienia. Motywacja̧ do rozpatrywania tego problemu by la praca [35]

B. Zelinki, w której autor porówna l liczbȩ domatyczna̧ oraz totalna̧ liczbȩ domatyczna̧

grafu dwudzielnego i jego dope lnienia. W podrozdzia lach 3.2 i 3.3 znajduja̧ siȩ

odpowiednio oszacowania kilku liczb domatycznych grafu G/Km powsta lego w wy-

niku ścia̧gniȩcia podgrafu Km grafu G do nowego wierzcho lka i grafu Gx powsta lego

w wyniku duplikacji wierzcho lka x w grafie G. Ponadto, podane zosta ly pe lne lub

czȩściowe charakteryzacje grafów, dla których osia̧gane sa̧ dolne lub górne oszaco-

wania liczb domatycznych grafu Gx. W ostatnim podrozdziale podane zosta ly pe lne

charakteryzacje grafów k-domatycznie krytycznych i k-krotnie domatycznie kryty-

cznych. Dla k = 1 problem ten rozwia̧za l B. Zelinka w [24].

72
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3.1 LICZBY DOMATYCZNE

DOPE LNIENIA GRAFU

W niniejszym podrozdziale porównujemy uzupe lniaja̧ca̧ liczbȩ domatyczna̧, liczbȩ

ps-domatyczna̧ i spójna̧ liczbȩ domatyczna̧ grafu dwudzielnego z liczbami domaty-

cznymi jego dope lnienia. Symbolem G(A, B) bȩdziemy oznaczali graf dwudzielny, w

którym V (G(A, B)) = A∪B, A∩B = ∅ oraz |A| = a, |B| = b, gdzie a ≥ b ≥ 2. Jeżeli

zakres zmienności parametrów a, b bȩdzie inny, to zostanie to wyraźnie zaznaczone

w treści twierdzeń. Jeżeli G = G(A, B), to dla b ≤ 2 dcp(G) = dcp(G) = b.

Twierdzenie 3.1.1. Jeżeli G = G(A, B) oraz a ≥ b ≥ 3, to dcp(G) = b wtedy i

tylko wtedy, gdy:

(i) dla każdego x ∈ A, dG(x) ∈ {a − 1, a} oraz

(ii) dla każdego x ∈ A takiego, że dG(x) = a istnieje dok ladnie jeden y ∈ B taki, że:

xy ∈ E(G) oraz x, y należa̧ do tego samego zbioru uzupe lniaja̧cego podzia lu domaty-

cznego o mocy b grafu G.

Dowód. Przyjmijmy, że A = {x1, . . . , xa}, B = {y1, . . . , yb}, b ≥ 3 oraz dcp(G) = b.

Niech {D1, . . . , Db} bȩdzie uzupe lniaja̧cym podzia lem domatycznym grafu G. Na

mocy W lasności 1.3.1 i ponieważ b ≥ 3, wiȩc Di∩B 6= ∅. Zatem bez straty ogólności

rozważań za lóżmy, że Di ∩B = {yi}, dla i = 1, . . . , b. Rozważmy dowolny, ustalony

wierzcho lek x ze zbioru A w grafie G. Ponieważ 〈A〉G ≃ Ka, to dG(x) ≥ a − 1.

Pokażemy, że wierzcho lek x jest sa̧siedni do co najwyżej jednego wierzcho lka ze

zbioru B. Na mocy definicji uzupe lniaja̧cego podzia lu domatycznego grafu x ∈ Dp,

dla pewnego p ∈ {1, . . . , b}. Ponieważ x jest sa̧siedni do każdego wierzcho lka ze

zbioru A, to w zbiorze B musza̧ być takie wierzcho lki, które należa̧ do zbiorów

D1, . . . , Dp−1, Dp+1, . . . , Db, a wierzcho lek x nie jest do nich sa̧siedni. Sta̧d oraz

ponieważ Di ∩ B = {yi} dla i = 1, . . . , b, wiȩc wierzcho lek x nie jest sa̧siedni

do wierzcho lków y1, . . . , yp−1, yp+1, . . . , yb w grafie G. Zatem NG(x) = A\{x} lub

NG(x) = (A\{x})∪{yp}. Czyli dG(x) ∈ {a−1, a} i warunek (i) zachodzi. Ponadto,
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wobec powyższego jeżeli dG(x) = a oraz x ∈ Dp, to xyp ∈ E(G) i yp ∈ Dp, co

dowodzi prawdziwości warunku (ii).

Wykażemy teraz, że jeżeli zachodza̧ warunki (i) oraz (ii), to dcp(G) = b. Nie

jest trudno pokazać, że dcp(G) ≤ b. Aby zakończyć dowód wystarczy skonstruować

uzupe lniaja̧cy podzia l domatyczny o mocy b grafu G. Niech Mi = {x ∈ A : xyi ∈

E(G)} dla i = 1, . . . , b oraz J = {i ∈ {1, . . . , b} : dG(yi) = b − 1}. Za lóżmy, że:

a) yi ∈ Di dla i = 1, . . . , b oraz

b) dla i = 1, . . . , b jeżeli x ∈ Mi, to x ∈ Di (wobec (i) oraz (ii)) oraz

c) jeżeli J 6= ∅, to weźmy |J | wierzcho lków ze zbioru A takich, które nie należa̧

do zbioru
⋃b

i=1 Mi; oznaczmy je przez xi1 , . . . , xi|J|
. Wtedy dla każdego j ∈ J

wybierzmy dok ladnie jedno k ∈ {1, . . . , |J |} takie, że xik ∈ Dj (przy czym jeżeli

j1, j2 ∈ J i j1 6= j2 oraz xik ∈ Dj1 i xil ∈ Dj2, to k 6= l) oraz

d) jeżeli A\(
⋃b

i=1 Mi ∪{xi1 , . . . , xi|J|
}) 6= ∅, to niech wierzcho lki z tego zbioru należa̧

do D1.

Nie jest trudno sprawdzić, że zbiory D1, . . . , Db tworza̧ uzupe lniaja̧cy podzia l do-

matyczny grafu G, co kończy dowód. 2

Wniosek 3.1.2. Jeżeli G = G(A, B) oraz a ≥ b ≥ 3, to dcp(G) = b wtedy i tylko

wtedy, gdy:

(i) dla każdego x ∈ A, dG(x) ∈ {b − 1, b} oraz

(ii) dla każdego x ∈ A takiego, że dG(x) = b − 1 istnieje dok ladnie jeden y ∈ B
taki, że: xy /∈ E(G) oraz x, y należa̧ do tego samego zbioru uzupe lniaja̧cego podzia lu

domatycznego o mocy b grafu G.

Podamy teraz inna̧ charakteryzacjȩ grafów dwudzielnych G = G(A, B), dla których

zachodzi równość dcp(G) = b, gdzie a ≥ b ≥ 2.

Twierdzenie 3.1.3. Jeżeli G = G(A, B), to dcp(G) = b wtedy i tylko wtedy, gdy:

(i) dla każdego x ∈ A, dG(x) ∈ {b − 1, b} oraz

(ii) |{x ∈ A : dG(x) = b}| ≥ |{y ∈ B : dG(y) = a}|.

Dowód. Niech warunki (i), (ii) zachodza̧. Niech B = {y1, . . . , yb}, M0 = {x ∈ A :
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NG(x) = B} oraz Mi = {x ∈ A : yi /∈ NG(x)} dla i = 1, . . . , b. Wobec warunku

(i) zbiory M0, M1, . . . , Mb sa̧ parami roz la̧czne (niektóre z nich moga̧ być puste).

Niech J0 = {i ∈ {1, . . . , b} : Mi = ∅}, J1 = {i ∈ {1, . . . , b} : Mi 6= ∅}. Dla i ∈ J0,

dG(yi) = a. Z warunku (ii) mamy |M0| ≥ |J0|. Wobec tego istnieje rodzina zbiorów

{Li : i ∈ J0} taka, że dla każdego i ∈ J0 Li 6= ∅ oraz
⋃

i∈J0
Li = M0. Zdefiniujemy

zbiory Di, dla i = 1, . . . , b. Jeżeli i ∈ J0, to Di = Li ∪ {yi}. Jeżeli i ∈ J1, wtedy

Di = Mi ∪ {yi}. Zatem {D1, . . . , Db} jest uzupe lniaja̧cym podzia lem domatycznym

grafu G i dcp(G) ≥ b. Nie jest trudno wykazać, że dcp(G) ≤ b. Czyli dcp(G) = b.

Za lóżmy, że dcp(G) = b i niech {V1, . . . , Vb} bȩdzie uzupe lniaja̧cym podzia lem

domatycznym grafu G. Jeżeli a ≥ b = 2, to warunki w (i) oraz w (ii) sa̧ spe lnione.

Niech zatem a ≥ b ≥ 3. Wtedy Vi ∩ B 6= ∅, dla każdego i ∈ {1, . . . , b}. Niech

Vi ∩ B = {yi} dla każdego i. Ponadto, przyjmijmy, że warunek w (i) nie zachodzi.

Oznacza to, że dla każdego x ∈ A, dG(x) ≤ b − 2. Niech x0 ∈ A. Wtedy istnieja̧

dwa wierzcho lki y1, y2 ∈ B takie, że NG(x0) ∩ {y1, y2} = ∅. Zatem x0 musi należeć

jednocześnie do zbioru V1 i do zbioru V2, co jest sprzeczne z definicja̧ uzupe lniaja̧cego

podzia lu domatycznego grafu. Tym samym warunek w (i) jest spe lniony.

Za lóżmy, że warunek w (ii) nie zachodzi, czyli |M0| < |J0|. Jeżeli i ∈ J1, to

Mi ⊆ Vi\{yi}. Jeżeli i ∈ J0, to (Vi\{yi}) ⊆ M0 i |Vi\{yi}| ≥ 1. Zatem |M0| ≥
∑

i∈J0
|Vi\{yi}| ≥ |J0|, co jest sprzeczne z za lożeniem. Tym samym warunek w (ii)

zachodzi. 2

Wniosek 3.1.4. Jeżeli G = G(A, B), to dcp(G) = b wtedy i tylko wtedy, gdy:

(i) dla każdego x ∈ A, dG(x) ∈ {a − 1, a} oraz

(ii) |{x ∈ A : dG(x) = a − 1}| ≥ |{x ∈ B : dG(x) = b − 1}|.

Nastȩpnie podamy relacjȩ pomiȩdzy liczbami ps-domatycznymi (def. str. 13) grafu

dwudzielnego i jego dope lnienia. Najpierw przypomnimy znane w lasności, które

bȩda̧ wykorzystane w dowodach Twierdzenia 3.1.6 i Twierdzenia 3.1.7.
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W lasność 3.1.5. a) [33] Niech G bȩdzie grafem dwudzielnym. Jeżeli dp(G) ≥ 3, to

G jest grafem pe lnym dwudzielnym.

b) Jeżeli G jest grafem dwudzielnym różnym od grafu pe lnego dwudzielnego, to dp(G) =
2 wtedy i tylko wtedy, gdy G ma drzewo spinaja̧ce T takie, że diam(T ) ≤ 3.

c) Niech G bȩdzie dowolnym grafem. Jeżeli dp(G) ≥ 3, to diam(G) ≤ 2.

d) Niech G bȩdzie dowolnym grafem. Jeżeli dp(G) = 2, to diam(G) ≤ 3.

e) dp(Km,n) = m dla n ≥ m ≥ 2.

Z W lasności 3.1.5e) wynika, że dp(Ka,b) > dp(Ka,b). Ponadto, zauważmy, że jeżeli G

jest grafem dwudzielnym zawieraja̧cym co najmniej jeden wierzcho lek izolowany, to

dp(G) 6= dp(G).

Twierdzenie 3.1.6. Jeżeli G = G(A, B), a ≥ b ≥ 2 oraz G 6= Ka,b, wówczas

dp(G) ≤ 2 ≤ dp(G).

Dowód. Na mocy W lasności 3.1.5a) dp(G) ≤ 2. Ponieważ G 6= Ka,b, to istnieja̧

wierzcho lki x ∈ A, y ∈ B takie, że xy /∈ E(G), czyli xy ∈ E(G). Wykażemy, że

{D1, D2}, gdzie D1 = (A\{x}) ∪ {y} oraz D2 = (B\{y}) ∪ {x} jest podzia lem ps-

domatycznym grafu G. Ponieważ Di ∩ A 6= ∅ i Di ∩ B 6= ∅, wiȩc Di jest zbiorem

dominuja̧cym grafu G, dla i = 1, 2.

Niech S ⊆ V (G)\D1 = D2. Jeżeli S ⊂ B, to zbiór S ∪ {y} indukuje podgraf grafu

G izomorficzny z grafem pe lnym o |S| + 1 wierzcho lkach.

Jeżeli S ⊂ A, to S = {x}. Wtedy zbiór {x, y} indukuje podgraf K2 grafu G, bowiem

xy ∈ E(G). Jeżeli natomiast S ∩ A 6= ∅ oraz S ∩ B 6= ∅, to S = C ∪ {x}, gdzie

C ⊂ B. Wówczas zbiór C ∪ {x, y} indukuje podgraf grafu G izomorficzny z grafem

pe lnym o |C| + 2 wierzcho lkach.

Reasumuja̧c, ponieważ każdy z otrzymanych podgrafów jest grafem spójnym oraz

D1 jest zbiorem dominuja̧cym grafu G, wiȩc D1 jest zbiorem ps-dominuja̧cym grafu

G. W analogiczny sposób dowodzimy, że D2 jest zbiorem ps-dominuja̧cym grafu G.

Zatem D1, D2 tworza̧ podzia l ps-domatyczny grafu G i dp(G) ≥ 2, co kończy dowód.

2
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Twierdzenie 3.1.7. Niech G = G(A, B) oraz a ≥ b ≥ 2. Równość dp(G) = dp(G)
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy:

(i) G 6= Ka,b oraz

(ii) G zawiera drzewo spinaja̧ce T , dla którego diam(T ) ≤ 3.

Dowód. Za lóżmy, że warunki (i), (ii) zachodza̧. Zatem na mocy W lasności 3.1.5b)

dp(G) = 2. Z warunku (ii) wynika, że w grafie G istnieje wierzcho lek x ∈ A, który

jest sa̧siedni do wszystkich wierzcho lków ze zbioru B oraz istnieje wierzcho lek y ∈ B,

który jest sa̧siedni do wszystkich wierzcho lków ze zbioru A. Oznacza to, że w G nie

ma krawȩdzi xy i dG(x, y) ≥ 2. Co wiȩcej, ponieważ x nie jest sa̧siedni do żadnego

wierzcho lka ze zbioru B w grafie G oraz y nie jest sa̧siedni do żadnego wierzcho lka ze

zbioru A w G, to dG(x, y) ≥ 3. Zatem diam(G) ≥ 3. Sta̧d na mocy W lasności 3.1.5c)

mamy dp(G) ≤ 2. Na mocy warunku (i) istnieja̧ wierzcho lki u ∈ A, v ∈ B takie,

że uv /∈ E(G). Czyli uv ∈ E(G). Wówczas {(A\{u}) ∪ {v}, (B\{v}) ∪ {u}} jest

podzia lem ps-domatycznym grafu G. Oznacza to, że dp(G) = 2 i dp(G) = dp(G).

Za lóżmy, że dp(G) = dp(G). Ponadto przyjmijmy, że nie zachodzi warunek (i),

czyli G ≃ Ka,b. Na mocy W lasności 3.1.5e) dp(G) = dp(Ka,b) = b ≥ 2. Natomiast

dp(G) = dp(Ka,b) = 1. Czyli dp(G) > dp(G), co przeczy za lożeniu. Zatem warunek

(i) zachodzi.

Niech teraz dp(G) = dp(G) i G 6= Ka,b oraz za lóżmy, że nie zachodzi warunek

(ii). Z W lasności 3.1.5b) oraz z W lasności 3.1.5a) otrzymujemy, że dp(G) = 1.

Natomiast na mocy Twierdzenia 3.1.6, dp(G) ≥ 2. Czyli dp(G) < dp(G), co jest

sprzeczne z za lożeniem. Oznacza to, że warunek (ii) zachodzi. 2

Podamy teraz charakteryzacjȩ grafów dwudzielnych G, dla których dc(G) = dc(G)

(oczywíscie G 6= Ka,b). W dowodzie poniższego twierdzenia wykorzystamy

W lasność 3.1.8. [14] Jeżeli G jest dowolnym grafem oraz γ(G) ≥ 2, to dc(G) ≤
δ(G).
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Twierdzenie 3.1.9. Niech G = G(A, B), a ≥ 2, b = 2 oraz G jest grafem spójnym

i G 6= Ka,b. Wówczas dc(G) = dc(G) wtedy i tylko wtedy, gdy dok ladnie jeden

wierzcho lek ze zbioru B jest stopnia a w grafie G.

Dowód. Za lóżmy, że B = {y1, y2}. Przyjmijmy, że dok ladnie jeden wierzcho lek

ze zbioru B jest stopnia a w grafie G. Niech dG(y1) = a oraz dG(y2) ≤ a − 1.

Wówczas istnieje wierzcho lek x w zbiorze A, który nie jest sa̧siedni do y2 w G,

czyli dG(x) = 1. Sta̧d i na mocy W lasności 3.1.8 oraz z definicji spójnej liczby

domatycznej grafu otrzymujemy dc(G) = 1. Natomiast wierzcho lek y1 jest stopnia

1 w grafie G, wiȩc dc(G) = 1. W rezultacie, dc(G) = 1 = dc(G).

Za lóżmy, że dc(G) = dc(G) oraz przyjmijmy, że żaden z wierzcho lków ze zbioru

B nie jest stopnia a w grafie G (ponieważ G 6= Ka,b, wiȩc nie jest możliwe, aby dwa

wierzcho lki ze zbioru B by ly stopnia a w grafie G). Wtedy istnieja̧ dwa wierzcho lki,

powiedzmy x1, x2 w zbiorze A, które nie sa̧ sa̧siednie odpowiednio do wierzcho lków

y1, y2 ze zbioru B w grafie G (Gdyby istnia l tylko jeden taki wierzcho lek x w zbiorze

A, to x by lby wierzcho lkiem izolowanym w G, co przeczy loby spójności grafu G).

Zatem wierzcho lki x1, x2 sa̧ stopnia 1 w grafie G i dc(G) = 1.

Przyjmijmy, że D1 = {x2, y2} oraz D2 = (A\{x2}) ∪ {y1}. Nietrudno wykazać,

że D1, D2 sa̧ zbiorami dominuja̧cymi grafu G. Ponieważ x2y2 ∈ E(G), x1y1 ∈ E(G)

oraz 〈A\{x2}〉G ≃ Ka−1, wiȩc podgrafy indukowane na zbiorach D1, D2 w grafie G sa̧

spójne. Zatem {D1, D2} jest spójnym podzia lem domatycznym grafu G i dc(G) ≥ 2.

W konsekwencji, dc(G) 6= dc(G), co jest sprzeczne z za lożeniem. Oznacza to, że

jeżeli dc(G) = dc(G), to dok ladnie jeden wierzcho lek ze zbioru B jest stopnia a w

grafie G. Tym samym dowód zosta l zakończony. 2
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3.2 LICZBY DOMATYCZNE

ŚCIA̧GNIȨCIA PODGRAFU Km GRAFU

DO NOWEGO WIERZCHO LKA

W tej czȩści rozdzia lu znajduja̧ siȩ oszacowania k-tej liczby domatycznej, k-krotnej

liczby domatycznej, totalnej liczby domatycznej, spójnej liczby domatycznej oraz

uzupe lniaja̧cej liczby domatycznej grafu G/Km. Niech Km < G, m ≥ 2. Graf

G/Km taki, że: V (G/Km) = (V (G)\V (Km)) ∪ {u} oraz E(G/Km) = {xy ∈ E(G) :

{x, y} ∩ V (Km) = ∅} ∪ {uy : y ∈ V (G)\V (Km) oraz istnieje v ∈ V (Km) taki, że

yv ∈ E(G)} zosta l otrzymany z grafu G w wyniku operacji ścia̧gniȩcia podgrafu Km

do nowego wierzcho lka u.

Podamy teraz dolne oszacowanie k-tej liczby domatycznej (def. str.13) grafu G/Km,

dla k ≥ 1.

Twierdzenie 3.2.1. Niech m ≥ 2 oraz niech Km < G. Wówczas dk(G/Km) ≥
dk(G) − m + 1.

Dowód. Niech Km < G oraz niech V (Km) = {x1, . . . , xm}, m ≥ 2. Dowód

przeprowadzimy w oparciu o indukcjȩ matematyczna̧ ze wzglȩdu na liczbȩ m. Na

pocza̧tek przyjmijmy, że m = 2, czyli rozważmy graf G/K2. Udowodnimy, że

dk(G/K2) ≥ dk(G) − 1. Za lóżmy, że {D1, . . . , Ddk(G)} jest k-tym podzia lem do-

matycznym grafu G. Jeżeli dk(G) = 1 lub dk(G) = 2, to dk(G/K2) ≥ 1 ≥ dk(G)− 1

(bowiem k-ta liczba domatyczna jest dobrze zdefiniowana dla każdego grafu).

Niech teraz dk(G) ≥ 3. Na mocy definicji k-tego podzia lu domatycznego grafu

istnieja̧ dwie liczby p, q, 1 ≤ p, q ≤ dk(G) (niekoniecznie różne) takie, że x1 ∈ Dp

oraz x2 ∈ Dq. Rozważmy przypadki.

1. Bez straty ogólności rozważań za lóżmy, że x1, x2 ∈ D1. Wówczas nie jest

trudno zauważyć, że zbiory (D1\{x1, x2}) ∪ {u} ∪ D2, D3, . . . , Ddk(G) tworza̧ k-ty



ROZDZIA L 3. LICZBY DOMATYCZNE GRAFÓW SPECJALNYCH 80

podzia l domatyczny grafu G/K2. Zatem dk(G/K2) ≥ dk(G) − 1.

2. Bez straty ogólności rozważań przyjmijmy, że x1 ∈ D1 oraz x2 ∈ D2. Nie-

trudno wykazać, że D3, . . . , Ddk(G) sa̧ k-tymi zbiorami dominuja̧cymi grafu G/K2.

Dowiedziemy, że zbiór (D1\{x1})∪(D2\{x2})∪{u} jest k-tym zbiorem dominuja̧cym

grafu G/K2. Za lóżmy, że a ∈ V (G/K2)\[(D1\{x1}) ∪ (D2\{x2}) ∪ {u}]. Oznacza

to, że a /∈ D1 i a /∈ D2 i a 6= u. Sta̧d i ponieważ Di, dla i = 1, 2 jest k-tym

zbiorem dominuja̧cym grafu G, to wierzcho lek a jest sa̧siedni do co najmniej k − 1

wierzcho lków ze zbioru Di\{xi}, dla i = 1, 2. Nietrudno sprawdzić, że jeżeli a jest

sa̧siedni do co najmniej k wierzcho lków ze zbioru D1\{x1} lub D2\{x2}, to a jest

sa̧siedni do co najmniej 2k−1 wierzcho lków ze zbioru (D1\{x1})∪ (D2\{x2})∪{u}.

Za lóżmy zatem, że wierzcho lek a jest sa̧siedni do dok ladnie k − 1 wierzcho lków ze

zbioru D1\{x1} oraz ze zbioru D2\{x2}. Sta̧d i ponieważ D1 oraz D2 sa̧ k-tymi

zbiorami dominuja̧cymi grafu G, to x1 oraz x2 sa̧ sa̧siednie do wierzcho lka a w grafie

G. Zatem wobec definicji grafu G/K2 wierzcho lek u jest sa̧siedni do wierzcho lka a w

G/K2. Wszystko to gwarantuje, że wierzcho lek a jest sa̧siedni do 2k−1 wierzcho lków

ze zbioru (D1\{x1})∪ (D2\{x2})∪ {u}. Reasumuja̧c, (D1\{x1})∪ (D2\{x2})∪ {u}

jest (2k − 1)-wszym zbiorem dominuja̧cym grafu G/K2. Co wiȩcej, zbiór ten jest

również k-tym zbiorem dominuja̧cym grafu G/K2. W konsekwencji, {(D1\{x1}) ∪

(D2\{x2}) ∪ {u}, D3, . . . , Ddk(G)} jest k-tym podzia lem domatycznym grafu G/K2

oraz dk(G/K2) ≥ dk(G) − 1. Zatem twierdzenie jest prawdziwe dla m = 2.

Za lóżmy, że twierdzenie jest prawdziwe dla m = l. Pokażemy, że jest ono

prawdziwe dla m = l + 1. Ponieważ G/Kl+1 ≃ (G/Kl)/K2 oraz wobec pierwszego

kroku indukcyjnego, a nastȩpnie na mocy za lożenia indukcyjnego otrzymujemy, że

dk(G/Kl+1) = dk((G/Kl)/K2) ≥ dk(G/Kl) − 1 ≥ dk(G) − l. W rezultacie, z

twierdzenia o indukcji matematycznej wynika, że twierdzenie jest prawdziwe dla

m ≥ 2. 2
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W lasność 3.2.2. Niech k ≥ 2. Jeżeli Km < G oraz wierzcho lki grafu Km należa̧ do

l (1 ≤ l ≤ min{m, dk(G)} − 1) zbiorów k-tego podzia lu domatycznego o mocy dk(G)
grafu G, to dk(G/Km) ≥ dk(G) − l.

Dowód. Niech {D1, . . . , Ddk(G)} bȩdzie k-tym podzia lem domatycznym grafu G.

Ponadto, za lóżmy, że wierzcho lki x1, . . . , xm podgrafu Km grafu G należa̧ do l (1 ≤

l ≤ min{m, dk(G)}− 1) zbiorów tego podzia lu. Bez straty ogólności za lożenia niech

V (Km) ⊆ ⋃l
i=1 Di. Wówczas {⋃l

i=1 Di\V (Km)∪{u}∪Dl+1, Dl+2 . . . , Ddk(G)} jest k-

tym podzia lem domatycznym grafu G/Km. W konsekwencji, dk(G/Km) ≥ dk(G)−l.

2

Przyjmuja̧c oznaczenia jak w dowodzie W lasności 3.2.2 nie jest trudno sprawdzić,

że {⋃l
i=1 Di\V (Km)∪{u}, Dl+1, Dl+2 . . . , Dd(G)} jest podzia lem domatycznym grafu

G/Km.

W lasność 3.2.3. Niech Km < G oraz wierzcho lki grafu Km należa̧ do l (1 ≤
l ≤ min{m, d(G)}) zbiorów podzia lu domatycznego o mocy d(G) grafu G, wówczas

d(G/Km) ≥ d(G) − l + 1.

W dowodzie kolejnego twierdzenia wykorzystamy nastȩpuja̧ce trzy rezultaty.

Twierdzenie 3.2.4. [25] Niech k bȩdzie dodatnia̧ liczba̧ ca lkowita̧. Wówczas dk(Kn) ={
1, dla n < k,
⌊n/k⌋, dla n ≥ k.

Twierdzenie 3.2.5. [25] dk(Km,n) =






1, dla min(m, n) < k,
2, dla k ≤ min(m, n) < 2k,
⌊min(m, n)/k⌋ , dla min(m, n) ≥ 2k.

Twierdzenie 3.2.6. [25] Dla k ≥ 1, dk(G) ≤ ⌊ δ(G)
k

⌋ + 1.

Twierdzenie 3.2.7. Dla dowolnych liczb naturalnych q oraz m, m ≥ 2 istnieje graf

G, który ma podgraf indukowany Km taki, że dk(G/Km) = dk(G) + q.

Dowód. Za lóżmy, że m ≥ k. Weźmy graf Km oraz graf Ka,a, gdzie a = k
(⌊

m
k

⌋
+ q

)
.

Niech V (Km) = {x1, . . . , xm} oraz V (Ka,a) = P∪Q. Konstruujemy graf G jako sumȩ

roz la̧czna̧ grafów Km oraz Ka,a z dodatkowymi krawȩdziami  la̧cza̧cymi dok ladnie
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jeden wierzcho lek grafu Km, powiedzmy x1 ze wszystkimi wierzcho lkami należa̧cymi

do jednego ze zbiorów P, Q.

Na mocy Twierdzenia 3.2.4, dk(Km) = ⌊m
k
⌋. Ponieważ a ≥ 2k, wiȩc z Twierdze-

nia 3.2.5 otrzymujemy, że dk(Ka,a) = ⌊a
k
⌋ = ⌊k(⌊m

k ⌋+q)
k

⌋ = ⌊m
k
⌋ + q. Oznaczmy ⌊m

k
⌋

przez b. Ponadto, za lóżmy, że {D1, . . . , Db} jest k-tym podzia lem domatycznym

grafu Km oraz {V1, . . . , Vb+q} jest k-tym podzia lem domatycznym grafu Ka,a. Niech

Wi = Di ∪Vi dla i = 1, . . . , b− 1 oraz Wb = Db ∪
⋃b+q

i=b Vi. Zbiory W1, . . . , Wb tworza̧

k-ty podzia l domatyczny grafu G czyli

dk(G) ≥ b =
⌊m

k

⌋
. (3.2.1)

Ponieważ δ(G) = dG(x2) = m − 1 wiȩc na mocy W lasności 3.2.6 otrzymujemy

dk(G) ≤ ⌊m − 1

k
⌋+1 = ⌊m − 1

k
+1⌋ = ⌊m

k
+

k − 1

k
⌋ ≤ ⌊m

k
⌋+⌊k − 1

k
⌋+1 = ⌊m

k
⌋+1

(3.2.2)

Z nierówności w ( 3.2.1) oraz w ( 3.2.2) wynika, że dk(G) = ⌊m
k
⌋ albo dk(G) =

⌊m
k
⌋ + 1. Zauważmy, że równość dk(G) = ⌊m

k
⌋ + 1 nie jest prawdziwa. Przypuśćmy,

że dk(G) = ⌊m
k
⌋+1. Jeżeli k = 1, to d(G) = m+1. Ponieważ d(G) ≤ δ(G)+1, wiȩc

δ(G) ≥ m. Zatem dG(x2) ≥ m, co jest sprzeczne wobec konstrukcji grafu G. Niech

teraz k ≥ 2. Przyjmijmy, że {R1, . . . , R⌊m
k ⌋+1} jest k-tym podzia lem domatycznym

grafu G. Bez straty ogólności rozważań niech x1 ∈ R1. Nietrudno sprawdzić, że

R1 ∩ V (Km) jest k-tym zbiorem dominuja̧cym grafu Km. Wobec tego za lóżmy, że

x2, . . . , xk ∈ R1. Ponieważ Ri jest k-tym zbiorem dominuja̧cym grafu G, to w zbiorze

(V (Km)\R1)∩Ri jest co najmniej k wierzcho lków, które sa̧ sa̧siednie do wierzcho lka

x2, dla i = 2, . . . , ⌊m
k
⌋+1. Zatem dG(x2) ≥ k⌊m

k
⌋+k−1 > k(m

k
−1)+k−1 = m−1,

co daje sprzeczność, bowiem dG(x2) = m − 1 wobec konstrukcji grafu G.

Reasumuja̧c, dk(G) =
⌊

m
k

⌋
.
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Dalej ponieważ G/Km ≃ Ka,a+1, to dk(G/Km) =
⌊

m
k

⌋
+q na mocy Twierdzenia

3.2.5.

Dla m < k konstrukcja grafu G jest taka sama, przy czym a = k(q + 1). 2

Oszacujemy teraz k-krotna̧ liczbȩ domatyczna̧ (def. str.13) grafu G/Km. Nietrudno

zauważyć, że δ(G/Km) ≥ δ(G), dla m ≥ 2. Jeżeli zatem istnieje k-krotna liczba

domatyczna grafu G, to istnieje również k-krotna liczba domatyczna grafu G/Km.

Twierdzenie 3.2.8. Niech Km < G dla m ≥ 2 oraz niech δ(G) ≥ k − 1. Wówczas

dk(G/Km) ≥ dk(G) − m + 1. Co wiȩcej, dla dowolnych liczb naturalnych q oraz m,

m ≥ 2 istnieje graf G taki, że Km < G oraz dk(G/Km) = dk(G) + q.

Dowód pierwszej czȩści powyższego twierdzenia jest analogiczny do dowodu Twie-

rdzenia 3.2.1, a dowód drugiej czȩści jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 3.2.7.

Twierdzenie 3.2.9. Niech Km < G dla m ≥ 2. Jeżeli graf 〈V (Km)〉G nie jest

komponenta̧ spójności grafu G, to dt(G/Km) ≥ dt(G) − m + 1. Co wiȩcej, dla

dowolnych liczb naturalnych q oraz m, m ≥ 2 istnieje graf G taki, że Km < G oraz

dt(G/Km) = dt(G) + q.

Pierwsza̧ czȩść twierdzenia można udowodnić analogicznie jak Twierdzenie 3.2.1,

a dowód drugiej czȩści jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 3.2.7, przy czym

należy przyja̧ć a = ⌊m
2
⌋ + q.

Podamy teraz oszacowanie dla spójnej liczby domatycznej (def. str.13) grafu G/Km.

Za lóżmy, że G jest grafem spójnym. Zatem z definicji grafu G/Km wynika, że graf

G/Km jest spójny dla m ≥ 2. Dla dowodu poniższego twierdzenia wykorzystamy

znany fakt.

W lasność 3.2.10. [14] Jeżeli G jest dowolnym grafem oraz γ(G) ≥ 2, to

dc(G) ≤ δ(G).

Twierdzenie 3.2.11. Niech G bȩdzie grafem spójnym i niech Km < G dla m ≥ 2.

Wówczas dc(G/Km) ≥ dc(G)−m + 1. Co wiȩcej, dla dowolnych liczb naturalnych q
oraz m, m ≥ 2 istnieje graf spójny G taki, że Km < G oraz dc(G/Km) = dc(G) + q.
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Pierwsza̧ czȩść twierdzenia można udowodnić analogicznie jak Twierdzenie 3.2.1.

Udowodnimy druga̧ czȩść twierdzenia.

Dowód. Rozważmy graf Km, m ≥ 2 oraz graf Km+q,m+q, q ≥ 1. Za lóżmy, że

V (Km) = {x1, . . . , xm}, V (Km+q,m+q) = P ∪ Q, gdzie P = {y1, . . . , ym+q} oraz

Q = {z1, . . . , zm+q}. Konstruujemy teraz graf G bȩda̧cy suma̧ roz la̧czna̧ grafów Km

oraz Km+q,m+q i maja̧cy dodatkowe krawȩdzie xiyi dla i = 1, . . . , m. Ponieważ

δ(G) = dG(x1) = m, wiȩc na mocy W lasności 3.2.10 mamy dc(G) ≤ m. Nie jest

trudno wykazać, że zbiory Vi = {xi, yi, zi} dla i = 1, . . . , m − 1 oraz zbiór Vm =

V (G)\⋃m−1
i=1 Vi tworza̧ spójny podzia l domatyczny grafu G. Wobec tego dc(G) ≥ m.

Zatem dc(G) = m.

Ponieważ G/Km ≃ Km+q,m+q+1, to dc(G/Km) = dc(Km+q,m+q+1) = m + q, co

kończy dowód twierdzenia. 2

Na koniec podamy oszacowania uzupe lniaja̧cej liczby domatycznej (def. str. 13)

grafu G/Km, m ≥ 2. Najpierw jednak przypomnimy znany rezultat.

W lasność 3.2.12. [28] Dla dowolnego grafu G, dcp(G) ≤ min{δ(G) + 1, |V (G)| −
∆(G)}.

Twierdzenie 3.2.13. Niech Km < G dla m ≥ 2. Wówczas dcp(G/Km) ≥ dcp(G)−
m + 1. Co wiȩcej, dla dowolnych liczb naturalnych q oraz m, m ≥ 2 istnieje graf G
taki, że Km < G oraz dcp(G/Km) = dcp(G) + q.

Udowodnimy jedynie druga̧ czȩść twierdzenia, bowiem dowód pierwszej czȩści twie-

rdzenia jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 3.2.1.

Dowód. Weźmy graf Km, m ≥ 2 oraz graf Km+q,m+q, q ≥ 1. Za lóżmy, że

V (Km) = {x1, . . . , xm}, V (Km+q,m+q) = P ∪ Q, gdzie P = {y1, . . . , ym+q} oraz Q =

{z1, . . . , zm+q}. Wówczas niech G bȩdzie suma̧ roz la̧czna̧ grafów Km oraz Km+q,m+q

z dodatkowymi krawȩdziami  la̧cza̧cymi dok ladnie jeden wierzcho lek, powiedzmy xm

grafu Km z wszystkimi wierzcho lkami jednego ze zbiorów P , Q, powiedzmy P grafu

Km+q,m+q. Wobec powyższej konstrukcji mamy δ(G) = dG(x1) = m − 1 oraz



ROZDZIA L 3. LICZBY DOMATYCZNE GRAFÓW SPECJALNYCH 85

∆(G) = dG(xm) = 2m + q − 1. Zatem na mocy W lasności 3.2.12, dcp(G) ≤ m.

Ponadto, nie jest trudno wykazać, że Di = {xi, yi, zi} dla i = 1, . . . , m − 1 oraz

Dm = V (G)\⋃m−1
i=1 Di sa̧ uzupe lniaja̧cymi zbiorami dominuja̧cymi grafu G. Czyli

dcp(G) ≥ m. Reasumuja̧c, dcp(G) = m.

Ponieważ G/Km ≃ Km+q,m+q+1, to dcp(G/Km) = dcp(Km+q,m+q+1) = m + q, co

kończy dowód. 2

3.3 LICZBY DOMATYCZNE

DUPLIKACJI WIERZCHO LKA W GRAFIE

W niniejszym podrozdziale szacujemy liczbȩ domatyczna̧ i spójna̧ liczbȩ domatyczna̧

graf Gx zwanego duplikacja̧ wierzcho lka x w grafie G.(def. str.14) Ponadto, dajemy

pe lne lub czȩściowe charakteryzacje grafów, które realizuja̧ dolne lub górne oszaco-

wania tych liczb.

Najpierw podajemy oszacowania liczby d(Gx).

Twierdzenie 3.3.1. Dla dowolnego grafu G, d(G) ≤ d(Gx) ≤ d(G) + 1.

Dowód. Wykażemy, że d(Gx) ≥ d(G). Jeżeli d(G) = 1, to d(Gx) ≥ d(G). Za lóżmy

teraz, że d(G) ≥ 2 oraz {V1, . . . , Vd(G)} jest podzia lem domatycznym grafu G. Po-

nadto, bez straty ogólności rozważań możemy przyja̧ć, że x ∈ V1. Ponieważ V1

dominuje wszystkie wierzcho lki ze zbioru Vi, dla i = 2, . . . , d(G), to V1 ∪ {u} jest

zbiorem dominuja̧cym grafu Gx. Nastȩpnie do zbioru Vi, dla i = 2, . . . , d(G) należy

wierzcho lek sa̧siedni do x, a zatem sa̧siedni do u. Sta̧d Vi jest również zbiorem

dominuja̧cym grafu Gx, dla każdego i. W konsekwencji, {V1 ∪ {u}, V2, . . . , Vd(G)}

jest podzia lem domatycznym grafu Gx i d(Gx) ≥ d(G).

Wykażemy teraz, że d(Gx) ≤ d(G) + 1. Za lóżmy, że d(Gx) ≥ d(G) + 2. Wobec

tego istnieje podzia l domatyczny, powiedzmy {U1, . . . , Ud(G)+2} grafu Gx. Rozważmy

przypadki.
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1. Za lóżmy bez straty ogólności rozważań, że x, u ∈ U1. Wtedy {U1\{u}, U2, . . . ,

Ud(G)+2} jest podzia lem domatycznym grafu G. Istotnie: U1\{u} jest zbiorem

dominuja̧cym grafu G, bowiem dowolny wierzcho lek ze zbioru V (G)\U1 sa̧siedni

do u w grafie Gx jest również sa̧siedni do x w grafie G. Zbiory U2, . . . , Ud(G)+2

sa̧ zbiorami dominuja̧cymi grafu Gx, a zatem również grafu G. Czyli znaleźlísmy

podzia l domatyczny o mocy d(G)+2 grafu G. Zatem d(G) ≥ d(G)+2, sprzeczność.

2. Za lóżmy bez straty ogólności rozważań, że u ∈ U1 oraz x ∈ U2. Wówczas

{(U1\{u}) ∪ U2,U3, . . . , Ud(G)+2} jest podzia lem domatycznym grafu G. Istotnie:

ponieważ U2 jest zbiorem dominuja̧cym grafu Gx, to U2 jest również zbiorem dominu-

ja̧cym grafu G. Zatem (U1\{u}) ∪ U2 jest zbiorem dominuja̧cym grafu G. Każdy

ze zbiorów U3, . . . , Ud(G)+2 jest zbiorem dominuja̧cym grafu Gx, a zatem również G.

W rezultacie znaleźlísmy podzia l domatyczny o mocy d(G) + 1 grafu G. Oznacza

to, że d(G) ≥ d(G) + 1, sprzeczność.

Reasumuja̧c, d(Gx) ≤ d(G) + 1, co kończy dowód twierdzenia. 2

Podamy teraz kilka warunków koniecznych na to, aby d(Gx) = d(G) + 1 oraz kilka

warunków wystarczaja̧cych na to, aby d(Gx) = d(G).

Przypomnȩ, że symbolem u oznaczany jest wierzcho lek bȩda̧cy kopia̧ wierzcho lka x

w grafie Gx.

W lasność 3.3.2. Jeżeli d(Gx) = d(G)+1, to wierzcho lki x oraz u należa̧ do różnych

zbiorów podzia lu domatycznego o mocy d(G) + 1 grafu Gx.

Dowód powyższej w lasności pomijamy, bowiem jest on analogiczny do dowodu górnego

oszacowania liczby d(Gx) z Twierdzenia 3.3.1.

Na mocy W lasności 3.3.2 oraz definicji grafu Gx otrzymujemy

Wniosek 3.3.3. Jeżeli d(Gx) = d(G) + 1, to dG(x) ≥ d(G) + 1.

Twierdzenie 3.3.4. Niech G bȩdzie grafem domatycznie pe lnym oraz x ∈ V (G).

Niech x bȩdzie orygina lem w grafie Gx. Jeżeli dG(x) = δ(G) lub dla każdego y ∈
NG(x) dG(y) 6= δ(G), to d(Gx) = d(G).
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Dowód. Z Twierdzenia 3.3.1 wynika, że d(Gx) ≥ d(G). Udowodnimy teraz, że

d(Gx) ≤ d(G). Za lóżmy najpierw, że dG(x) = δ(G). Ponieważ x nie jest sa̧siedni do

u w Gx, to dGx(x) = dG(x) = δ(G). Ponadto, δ(Gx) = dGx(x) = δ(G). Ponieważ

G jest grafem domatycznie pe lnym, wiȩc δ(G) = d(G) − 1. Wobec tego δ(Gx) =

d(G) − 1. Tak wiȩc na mocy W lasności 2.1.1a), d(Gx) ≤ d(G). Pozosta lo wykazać,

że dla każdego y ∈ NG(x) takiego, że dG(y) 6= δ(G) mamy d(Gx) ≤ d(G). Ponieważ

rozważania w tej czȩści dowodu sa̧ identyczne do powyższych, wiȩc je pomijamy.

Tym samym teza twierdzenia jest prawdziwa. 2

Wniosek 3.3.5. Jeżeli x jest orygina lem w grafie Gx oraz dG(x) = δ(G), to d(Gx) ≤
δ(G) + 1.

Z Twierdzenia 3.3.1 oraz Wniosku 3.3.5 otrzymujemy nastȩpuja̧cy rezultat

Wniosek 3.3.6. Jeżeli x jest orygina lem w grafie Gx i dG(x) = d(G)−1, to d(Gx) =
d(G).

Twierdzenie 3.3.7. Jeżeli x jest orygina lem w grafie Gx i dG(x) = d(G), to

d(Gx) = d(G).

Dowód. Wobec Twierdzenia 3.3.1, d(Gx) ≥ d(G). Pokażemy teraz, że d(Gx) ≤

d(G). Przypuśćmy, że d(Gx) ≥ d(G) + 1. Zatem na mocy Twierdzenia 3.3.1 mamy

d(Gx) = d(G)+1. To gwarantuje, że istnieje co najmniej jeden podzia l domatyczny,

powiedzmy {V1, . . . , Vd(G)+1} grafu Gx. Za lóżmy, że dG(x) = d(G) i niech NG(x) =

{y1, . . . , yd(G)}. Na mocy definicji grafu Gx, NGx(x) = NG(x). Zatem bez straty

ogólności rozważań przyjmijmy, że x ∈ V1 oraz yj ∈ Vj+1 dla j = 1, . . . , d(G).

Ponieważ NGx(u) = NGx(x) oraz NGx(x) = NG(x), wiȩc NGx(u) = NG(x). Zatem

wierzcho lek u musi należeć do zbioru V1. Istotnie: gdyby u /∈ V1 i ponieważ NGx(u)∩

V1 = ∅, to zbiór V1 nie dominowa lby wierzcho lka u, co przeczy za lożeniu, że V1 jest

zbiorem dominuja̧cym grafu G. Oznacza to, że wierzcho lki x oraz u należa̧ do zbioru

V1 z podzia lu {V1, . . . , Vd(G)+1}, sprzeczność z teza̧ W lasności 3.3.2. Reasumuja̧c,

d(Gx) = d(G), co należa lo dowieść. 2
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Twierdzenie 3.3.8. Jeżeli 〈NG(x)〉G ≃ Kd(G)+1, to d(Gx) = d(G).

Dowód. Ponieważ 〈NG(x)〉G ≃ Kd(G)+1, to za lóżmy, że NG(x) = {y1, . . . , yd(G)+1}.

Na mocy Twierdzenia 3.3.1 jedynie dowiedziemy, że d(Gx) ≤ d(G). Przyjmijmy, że

d(Gx) ≥ d(G) + 1. Tak wiȩc wobec Twierdzenia 3.3.1, d(Gx) = d(G) + 1. Zatem

istnieje podzia l domatyczny {V1, . . . , Vd(G)+1} grafu Gx. Bez straty ogólności niech

x ∈ V1. Wobec tego za lożenia oraz na mocy W lasności 3.3.2 przyjmijmy, że u ∈ V2.

Ponieważ Vi jest zbiorem dominuja̧cym grafu Gx, wiȩc x oraz u sa̧ sa̧siednie do

pewnego wierzcho lka, powiedzmy yi ∈ Vi, dla i = 1, . . . , d(G)+1. Pokażemy teraz, że

V2\{u} jest zbiorem dominuja̧cym grafu G. Niech w ∈ V (G)\V2. Jeżeli wierzcho lek

w nie jest sa̧siedni w grafie Gx do wierzcho lka u, to jest on sa̧siedni w grafie G do

pewnego wierzcho lka ze zbioru V2\{u}, bowiem V2 jest zbiorem dominuja̧cym grafu

Gx. Jeżeli natomiast wierzcho lek w jest sa̧siedni w grafie Gx do wierzcho lka u, to

jest on również sa̧siedni w grafie G do wierzcho lka x. Ponieważ 〈NG(x)〉G ≃ Kd(G)+1,

to w jest sa̧siedni w G do y2 ∈ V2. Zatem V2\{u} jest zbiorem dominuja̧cym grafu

G. Ponadto, zbiory V1, V3, V4, . . . , Vd(G)+1 sa̧ zbiorami dominuja̧cymi grafu G. W

rezultacie {V1, V2\{u}, V3, . . . , Vd(G)+1} jest podzia lem domatycznym grafu G. Ska̧d

d(G) ≥ d(G) + 1. Sprzeczność ta kończy dowód. 2

W nastȩpnej kolejności rozważymy spójna̧ liczbȩ domatyczna̧ (def. str.13) duplikacji

wierzcho lka w grafie. Przypomnijmy, że spójna liczba domatyczna jest dobrze

określona dla każdego grafu spójnego. Co wiȩcej, {V (G)} jest spójnym podzia lem

domatycznym takiego grafu i wobec tego dc(G) ≥ 1. Jeżeli |V (G)| = 1, to Gx

nie jest grafem spójnym. Z tego powodu w poniższych rozważaniach |V (G)| ≥ 2.

Nietrudno sprawdzić, że dc(K
x
n) = dc(Kn) − 1 = n − 1, dla n ≥ 2.

W lasność 3.3.9. Niech G bȩdzie grafem spójnym rzȩdu co najmniej 2 oraz G 6= Kn.

Wtedy dc(G) ≤ dc(G
x) ≤ dc(G) + 1.
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Dowód. Udowodnimy, że dc(G
x) ≥ dc(G). Jeżeli dc(G) = 1, to nierówność za-

chodzi. Niech zatem dc(G) ≥ 2 i G 6= Kn. Rozważmy przypadki.

1. Niech x bȩdzie wierzcho lkiem nasyconym w G (tzn. wierzcho lkiem sa̧siednim

do wszystkich pozosta lych wierzcho lków grafu G). Wybierzmy taki spójny podzia l

domatyczny {V1, . . . , Vdc(G)} grafu G, że V1 = {x}. Ponieważ G 6= Kn, wiȩc za lóżmy,

że |V2| ≥ 2. Zatem niech y, z ∈ V2. Ponieważ x dominuje każdy wierzcho lek ze

zbioru V (G) w G oraz y dominuje u w Gx i x, y sa̧ wierzcho lkami sa̧siednimi w G,

wiȩc {x, y} jest spójnym zbiorem dominuja̧cym grafu Gx. Co wiȩcej, (V2\{y})∪{u}

indukuje podgraf spójny grafu Gx. Ponadto, u dominuje każdy wierzcho lek ze zbioru

V (Gx)\{x} w Gx oraz z dominuje x w Gx. Dla każdego i = 3, . . . , dc(G), do zbioru Vi

należy wierzcho lek sa̧siedni do x, a zatem również do u. Otrzymujemy zatem spójny

podzia l domatyczny {{x, y}, (V2\{y}) ∪ {u}, V3, . . . , Vdc(G)} grafu Gx. Oznacza to,

że dc(G
x) ≥ dc(G).

2. Za lóżmy, że x nie jest wierzcho lkiem nasyconym w G oraz niech {V1, . . . , Vdc(G)}

bȩdzie spójnym podzia lem domatycznym grafu G. Niech x ∈ V1. Ponieważ V1 6=

{x}, to przyjmijmy, że w ∈ V1 i w jest wierzcho lkiem sa̧siednim do x w G. Na

mocy definicji grafu Gx wierzcho lek w jest sa̧siedni do wierzcho lka u w grafie Gx.

Wobec tego V1 ∪ {u} jest spójnym zbiorem dominuja̧cym grafu Gx. Ponadto, do

każdego zbioru Vi, 2 ≤ i ≤ dc(G) należy wierzcho lek sa̧siedni do x w G. Oznacza

to, że ten sam wierzcho lek jest sa̧siedni do u w Gx. Sta̧d Vi, dla i = 2, . . . , dc(G)

jest spójnym zbiorem dominuja̧cym grafu Gx. Zatem {V1 ∪ {u}, V2, . . . , Vdc(G)} jest

spójnym podzia lem domatycznym grafu Gx i dc(G
x) ≥ dc(G).

Wykażemy teraz, że dc(G
x) ≤ dc(G)+1. Za lóżmy, że dc(G

x) ≥ dc(G)+2 i niech

{U1, . . . , Udc(G)+2} bȩdzie spójnym podzia lem domatycznym grafu Gx. Rozważmy

przypadki.

1. Bez straty ogólności rozważań za lóżmy, że x, u ∈ U1. Ponieważ U1 indukuje
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podgraf spójny grafu Gx, wtedy co najmniej jeden wierzcho lek sa̧siedni do wie-

rzcho lków x oraz u należy do U1. Zatem zbiór U1\{u} indukuje podgraf spójny grafu

G oraz jest zbiorem dominuja̧cym grafu G, bowiem NG(x) = NGx(u). Ponadto,

każdy zbiór Ui, 2 ≤ i ≤ dc(G) + 2 jest spójnym zbiorem dominuja̧cym grafu G.

Zatem {U1\{u}, U2, . . . , Udc(G)+2} jest spójnym podzia lem domatycznym grafu G i

dc(G) ≥ dc(G) + 2, sprzeczność.

2. Bez straty ogólności rozważań przypuśćmy, że u ∈ U1, x ∈ U2. Wobec tego

(U1\{u})∪U2, U3, . . . , Udc(G)+2 sa̧ spójnymi zbiorami dominuja̧cymi grafu G. Zatem

tworza̧ one spójny podzia l domatyczny grafu G i dc(G) ≥ dc(G) + 1, sprzeczność.

Otrzymane sprzeczności dowodza̧, że dc(G
x) ≤ dc(G) + 1, co kończy dowód. 2

Za lóżmy teraz, że x jest wierzcho lkiem nasyconym w grafie G. Niech V i = {V i
1 , V i

2 , . . . ,

V i
dc(G)}, 1 ≤ i ≤ k bȩdzie rodzina̧ spójnych podzia lów domatycznych o mocy dc(G)

grafu G taka̧, że x ∈ V i
dc(G). Dla każdego V i

j istnieje U i
j ⊆ V i

j taki, że U i
j jest

najmniejszym spójnym zbiorem dominuja̧cym grafu G. Zatem U i
dc(G) = {x}. Oz-

naczmy: a(G) = max{|V i
dc(G)| +

∑
1≤j≤dc(G)−1 |V i

j \U i
j | : 1 ≤ i ≤ k} − 1 oraz

Z i
dc(G) = V i

dc(G)∪
⋃

1≤j≤dc(G)−1(V i
j \U i

j). Wtedy {U i
1, . . . , U

i
dc(G)−1, Z

i
dc(G)} jest spójnym

podzia lem domatycznym grafu G. Ostatecznie,

a(G) = max{|Z i
dc(G)| : 1 ≤ i ≤ k} − 1. (3.3.1)

Twierdzenie 3.3.10. Niech G bȩdzie grafem spójnym rzȩdu co najmniej 3 oraz

G 6= Kn. Jeżeli x jest wierzcho lkiem nasyconym w grafie G, to dc(G
x) ={

dc(G), jeżeli 0 ≤ a(G) ≤ 1 lub

dc(G) + 1, w przeciwnym przypadku.

Dowód. Za lóżmy, że 0 ≤ a(G) ≤ 1 oraz |V (G)| ≥ 3. Ponieważ G 6= Kn, wiȩc

na mocy W lasności 3.3.9 dc(G
x) ≥ dc(G). Wykażemy teraz, że dc(G

x) ≤ dc(G).

Przypuśćmy, że dc(G
x) ≥ dc(G) + 1. Sta̧d oraz na mocy W lasności 3.3.9 otrzymu-

jemy, że dc(G
x) = dc(G) + 1. Nietrudno zauważyć, że dc(G

x) ≥ 2.
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Jeżeli dc(G
x) = 2, to dc(G) = 1. Wówczas {V (G)} jest jedynym spójnym

podzia lem domatycznym grafu G. Ponieważ |V (G)| ≥ 3, wiȩc a(G) = |V (G)| − 1 ≥

2, co przeczy za lożeniu.

Za lóżmy teraz, że dc(G
x) ≥ 3, czyli dc(G) ≥ 2. Niech W = {W1, . . . , Wdc(G)+1}

bȩdzie spójnym podzia lem domatycznym grafu Gx. Jeżeli x, u należa̧ do tego

samego zbioru z podzia lu W, to dowód prowadzimy identycznie jak w czȩści 1

W lasności 3.3.9. Przypuśćmy zatem bez straty ogólności rozważań, że x ∈ W1,

u ∈ W2. Ponieważ x oraz u nie sa̧ sa̧siednie w Gx, to |Wi| ≥ 2, i = 1, 2. Wobec

tego niech y ∈ W1, y 6= x oraz z ∈ W2, z 6= u. Nie jest trudno sprawdzić, że zbiory

V1 = {x}, V2 = (W1\{x}) ∪ (W2\{u}) ∪ W3, V3 = W4, . . . , Vdc(G) = Wdc(G)+1 tworza̧

spójny podzia l domatyczny grafu G. Ponieważ y, z ∈ (W1\{x}) ∪ (W2\{u}), wiȩc

a(G) ≥ |V2\W3| = |(W1\{x}) ∪ (W2\{u})| ≥ 2, co jest sprzeczne z za lożeniem.

Reasumuja̧c jeżeli 0 ≤ a(G) ≤ 1, to dc(G
x) = dc(G).

Pozosta lo udowodnić, że jeżeli a(G) ≥ 2, to dc(G
x) = dc(G)+1. Na mocy W lasności

3.3.9 wystarczy znależć spójny podzia l domatyczny o mocy dc(G) + 1 grafu Gx.

1. Za lóżmy, że dc(G) = 1. Ponieważ |V (G)| ≥ 3, to niech w, v ∈ V (G),

w 6= x, v 6= x. Wówczas zbiory {x, w}, (V (G)\{x, w})∪ {u} tworza̧ spójny podzia l

domatyczny o mocy 2 grafu Gx.

2. Za lóżmy, że dc(G) ≥ 2. Niech {U1, . . . , Udc(G)−1, Zdc(G)} bȩdzie spójnym

podzia lem domatycznym grafu G definiuja̧cym liczbȩ a(G). Ponieważ a(G) ≥ 2,

to |Zdc(G)| ≥ 3, przy czym x ∈ Zdc(G). Zatem niech a ∈ Zdc(G), a 6= x. Wówczas

{U1, . . . , Udc(G)−1, Zdc(G)\{a}, {u, a}} jest spójnym podzia lem domatycznym o mocy

dc(G) + 1 grafu Gx. Tym samym twierdzenie zosta lo udowodnione. 2

Z dowodu powyższego twierdzenia natychmiast wynika

Wniosek 3.3.11. Niech G bȩdzie grafem spójnym rzȩdu co najmniej 3. Jeżeli x
jest wierzcho lkiem nasyconym w grafie G oraz dc(G) = 1, to dc(G

x) = 2.
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3.4 GRAFY DOMATYCZNIE KRYTYCZNE

E. J. Cockayne w [2] oraz B. Zelinka w [24] rozważali grafy domatycznie krytyczne.

Graf G jest nazywany grafem domatycznie krytycznym, jeżeli dla dowolnej krawȩdzi

e grafu G zachodzi d(G − e) < d(G), gdzie d(G) jest liczba̧ domatyczna̧ grafu G.

W tym podrozdziale rozważane sa̧ grafy k-domatycznie krytyczne oraz k-krotnie

domatycznie krytyczne. Graf G nazywamy grafem k-domatycznie krytycznym, jeżeli

dk(G − e) < dk(G) dla dowolnej krawȩdzi e grafu G. Graf G nazywamy grafem

k-krotnie domatycznie krytycznym, jeżeli dk(G − e) < dk(G) dla dowolnej krawȩdzi

e grafu G. Podamy pe lne charakteryzacje grafów k-domatycznie krytycznych i k-

krotnie domatycznie krytycznych. W tym celu symbolem H(Vi, Vj) bȩdziemy ozna-

czali graf dwudzielny H taki, że V (H) = Vi ∪ Vj , Vi, Vj 6= ∅.

Twierdzenie 3.4.1. Graf G jest grafem k-domatycznie krytycznym wtedy i tylko wt-

edy, gdy dla każdego k-tego podzia lu domatycznego {V1, . . . , Vdk(G)} grafu G zachodza̧

nastȩpuja̧ce warunki:

(i) dla i 6= j 〈Vi ∪ Vj〉G ≃ H(Vi, Vj), (i, j = 1, . . . , dk(G)) oraz

(ii) jeżeli xy ∈ E(〈Vi ∪ Vj〉G), to d〈Vi∪Vj〉G(x) = k oraz d〈Vi∪Vj〉G(y) ≥ k.

Dowód. Za lóżmy, że G jest grafem k-domatycznie krytycznym oraz niech {V1, . . . ,

Vdk(G)} bȩdzie jego dowolnym k-tym podzia lem domatycznym.

Aby wykazać, że warunek (i) zachodzi wystarczy udowodnić, że Vi jest zbiorem

niezależnym grafu G dla dowolnego, ustalonego i, i ∈ {1, . . . , dk(G)}. Przyjmijmy,

że istnieje krawȩdź e incydentna z dwoma wierzcho lkami należa̧cymi do zbioru Vi w

grafie G. Wówczas zbiory V1, . . . , Vdk(G) tworza̧ k-ty podzia l domatyczny grafu G−e

i dk(G − e) ≥ dk(G). Oznacza to, że G nie jest grafem k-domatycznie krytycznym,

co przeczy za lożeniu. Zatem Vi jest zbiorem niezależnym grafu G.

Za lóżmy, że xy ∈ E(〈Vi∪Vj〉G), i, j ∈ {1, . . . , dk(G)}, i 6= j. Zatem d〈Vi∪Vj〉G(x) ≥

k oraz d〈Vi∪Vj〉G(y) ≥ k, bowiem Vi, Vj sa̧ k-tymi zbiorami dominuja̧cymi grafu G.

Wykażemy teraz, że stopień jednego z wierzcho lków x, y grafu 〈Vi ∪Vj〉G jest równy
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k. Przyjmijmy, że d〈Vi∪Vj〉G(x) > k oraz d〈Vi∪Vj〉G(y) > k, czyli dG(x) > k oraz

dG(y) > k. Wobec tego jeżeli usuniemy krawȩdź xy z grafu G, to dG(x) ≥ k oraz

dG(y) ≥ k. Zatem każdy ze zbiorów V1, . . . , Vdk(G) jest k-tym zbiorem dominuja̧cym

grafu G− xy i zbiory te tworza̧ k-ty podzia l domatyczny grafu G− xy. Oznacza to,

że dk(G − xy) ≥ dk(G), co przeczy za lożeniu i warunek (ii) zachodzi.

Za lóżmy, że zachodza̧ warunki (i) oraz (ii) i G nie jest grafem k-domatycznie

krytycznym, czyli dk(G− e) ≥ dk(G) dla pewnej krawȩdzi e ∈ E(G). Zatem istnieje

k-ty podzia l domatyczny {D1, . . . , Ddk(G)} grafu G − e. Niech e = xy. Bez straty

ogólności rozważań przyjmijmy, że x ∈ D1 oraz y ∈ D2 na mocy warunku (i). Nie

jest trudno zauważyć, że zbiory D1, . . . , Ddk(G) tworza̧ k-ty podzia l domatyczny grafu

G. Co wiȩcej, d〈D1∪D2〉G(x) = d〈D1∪D2〉G−e
(x) + 1 = k + 1 > k oraz d〈D1∪D2〉G(y) =

d〈D1∪D2〉G−e
(y) + 1 ≥ k + 1 > k, co jest sprzeczne z warunkiem (ii). Tym samym

twierdzenie zosta lo udowodnione. 2

Na mocy tego twierdzenia otrzymujemy nastȩpuja̧cy wniosek.

Wniosek 3.4.2. Jeżeli G jest grafem domatycznie krytycznym (k = 1), to graf

〈Vi∪Vj〉G jest gwiazda̧ lub suma̧ roz la̧czna̧ gwiazd. Jeżeli k ≥ 2, to każda komponenta

spójności zawiera cykl.

Postȩpuja̧c analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 3.4.1 można udowodnić nastȩ-

puja̧ce twierdzenie.

Twierdzenie 3.4.3. Graf G jest grafem k-krotnie domatycznie krytycznym wtedy i

tylko wtedy, gdy dla każdego k-krotnego podzia lu domatycznego {V1, . . . , Vdk(G)} grafu

G zachodza̧ warunki:

(i) jeżeli xy ∈ E(〈Vi〉G), to d〈Vi〉G(x) = k − 1 oraz d〈Vi〉G(y) ≥ k − 1, dla i =
1, . . . , dk(G) oraz

(ii) jeżeli x ∈ Vi oraz y ∈ Vj, to d〈Vi∪Vj〉G(x) = k oraz d〈Vi∪Vj〉G(y) ≥ k, dla dowolnych

i, j, i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ dk(G).

Wniosek 3.4.4. Niech G bȩdzie grafem domatycznie krytycznym. Wówczas każdy

zbiór Vi jest zbiorem niezależnym grafu 〈Vi〉G.



Rozdzia l 4

PROBLEMY TYPU
NORDHAUSA-GADDUMA

W tej czȩści pracy rozważamy problemy typu Nordhausa-Gadduma dla liczby ps-

domatycznej, k-tej liczby domatycznej oraz uzupe lniaja̧cej liczby domatycznej grafów.

W pracach [12], [4] oraz [9] rozwia̧zany zosta l problem typu Nordhausa-Gadduma

dla liczby domatycznej grafu.

4.1 PROBLEMY TYPU NORDHAUSA-

GADDUMA

Twierdzenie 4.1.1. Dla dowolnego grafu G rzȩdu n ≥ 1, dp(G) + dp(G) ≤ n + 1 +
δ(G) − ∆(G).

Dowód. Ponieważ dp(G) ≤ d(G) oraz d(G) ≤ δ(G)+1, to dp(G) ≤ δ(G)+1. Zatem

dp(G) + dp(G) ≤ δ(G) + δ(G) + 2. Jest oczywiste, że n = ∆(G) + δ(G) + 1, czyli

δ(G) = n−∆(G)−1. W konsekwencji, dp(G) + dp(G) ≤ δ(G) + n−∆(G)−1 + 2 =

n + 1 + δ(G) − ∆(G). 2

Wniosek 4.1.2. Dla dowolnego grafu regularnego G rzȩdu n ≥ 1, dp(G) + dp(G) ≤
n + 1, a równość zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy G = Kn lub G = Kn.

Dowód. Niech G bȩdzie grafem r-regularnym. Wówczas z Twierdzenia 4.1.1 otrzy-

mujemy, że dp(G) + dp(G) ≤ n + 1.

94
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Udowodnimy teraz, że dp(G) + dp(G) = n+ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy G = Kn

lub G = Kn. Nie jest trudno sprawdzić, że jeżeli G = Kn lub G = Kn, to dp(G) +

dp(G) = n+1. Przypuśćmy teraz, że G jest grafem, dla którego dp(G)+dp(G) = n+1.

Za lóżmy najpierw, że dp(G) = 1 lub dp(G) = 1.

Jeżeli dp(G) = 1, to dp(G) = n, a to jest możliwe jeżeli G = Kn. Podobnie

jeżeli dp(G) = 1, to dp(G) = n, ska̧d G = Kn.

Przyjmijmy teraz, że dp(G) ≥ 2 oraz dp(G) ≥ 2. Oznacza to, że G 6= Kn oraz G 6=

Kn. Ponieważ G 6= Kn, to r ≤ n − 2. Czyli w grafie G nie ma żadnego wierzcho lka

nasyconego. Sta̧d γp(G) ≥ 2. Zatem dp(G) ≤ n
γp(G)

≤ n
2
. Analogicznie pokazujemy,

że dp(G) ≤ n
2

(bowiem G jest grafem (n−1− r)-regularnym). Reasumuja̧c, dp(G) +

dp(G) ≤ n < n + 1, sprzeczność z za lożeniem. Oznacza to, że dp(G) + dp(G) = n + 1

wtedy i tylko wtedy, gdy G = Kn lub G = Kn, co należa lo dowieść. 2

Z Twierdzenia 4.1.1 otrzymujemy nastȩpuja̧cy

Wniosek 4.1.3. Niech G bȩdzie grafem rzȩdu n ≥ 1. Jeżeli G nie jest grafem

regularnym, to dp(G) + dp(G) ≤ n.

Zauważmy, że jeżeli G = Kn − e, gdzie e jest dowolna̧ krawȩdzia̧ grafu Kn, to

dp(G) + dp(G) = n.

Rozważmy teraz grafy spójne G takie, że diam(G) > 3. Niech Z = {P5, P6, T
∗
6 , T▽

6 }

bȩdzie rodzina̧ grafów, przy czym V (T ∗
6 ) = V (T▽

6 ) = {x1, . . . , x6} oraz E(T ∗
6 ) =

{x1x2, x2x3, x3x4, x4x5, x2x6}, E(T▽
6 ) = E(T ∗

6 )\{x2x6} ∪ {x3x6}.

Twierdzenie 4.1.4. Jeżeli diam(G) > 3 oraz G jest grafem spójnym, to dp(G) +
dp(G) ≤ n − 2, a równość zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy G ∈ Z.

Dowód. Za lóżmy, że diam(G) > 3. Wówczas na mocy W lasności 3.1.5c) oraz

W lasności 3.1.5d) ze str 76, dp(G) = 1. Wobec za lożenia istnieja̧ co najmniej dwa

wierzcho lki, powiedzmy u, z w grafie G takie, że dG(u, z) = 4 oraz uvwxz jest
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najkrótsza̧ droga̧ od wierzcho lka u do wierzcho lka z w grafie G. Wobec tego zbiory

{u}, {v},{w}, {x}, {z} nie sa̧ zbiorami ps-dominuja̧cymi grafu G. Oznacza to, że

jednoelementowych zbiorów ps-dominuja̧cych grafu G może być co najwyżej n − 5.

Wówczas wierzcho lki u, v, w, x, z moga̧ być elementami co najwyżej dwóch zbiorów

ps-dominuja̧cych grafu G. Zatem dp(G) ≤ n − 3, a dp(G) + dp(G) ≤ n − 2.

Wykażemy, że jeżeli G ∈ Z, to dp(G) + dp(G) = n − 2. Niech G ∈ Z. Oznacza

to, że G = P5 lub G = P6 lub G = T ∗
6 lub G = T▽

6 . Nie jest trudno sprawdzić,

że dp(P5) = dp(P6) = dp(T ∗
6 ) = dp(T

▽
6 ) = 1 oraz dp(P5) = 2, dp(P6) = dp(T ∗

6 ) =

dp(T
▽
6 ) = 3 i dla każdego z grafów G dp(G) + dp(G) = n − 2.

Pokażemy teraz, że tylko dla grafów należa̧cych do rodziny Z zachodzi powyższa

równość. Przypuśćmy, że dp(G) + dp(G) = n − 2. Zatem dp(G) = n − 3, bowiem

dp(G) = 1 na mocy W lasności 3.1.5c), W lasności 3.1.5d) i za lożenia diam(G) > 3.

Ponieważ G jest grafem spójnym i diam(G) > 3, to w grafie G istnieje droga o

piȩciu wierzcho lkach, ska̧d n ≥ 5. Pokażemy, że n ≤ 6. Za lóżmy, że n ≥ 7. Tak

wiȩc niech n = 7 + k, k ≥ 0. Oznacza to, że dp(G) = 4 + k. Wobec tego k + 1

wierzcho lków grafu G tworzy k + 1 zbiorów ps-dominuja̧cych grafu G. Zatem każdy

z tych wierzcho lków jest wierzcho lkiem nasyconym w grafie G. To gwarantuje, że

każdy z tych k + 1 wierzcho lków jest wierzcho lkiem izolowanym w G. Sta̧d G nie

jest grafem spójnym, co jest sprzeczne z za lożeniem. Oznacza to, że nie istnieje graf

spójny G rzȩdu wiȩkszego niż 6, dla którego dp(G) + dp(G) = n − 2.

Na koniec nie jest trudno sprawdzić, że grafy P5, P6, T
∗
6 , T▽

6 sa̧ wszystkimi możli-

wymi grafami spójnymi G rzȩdu 5 lub 6 takimi, że diam(G) > 3 oraz dp(G)+dp(G) =

n − 2. Tym samym dowód zosta l zakończony. 2

Wniosek 4.1.5. Jeżeli diam(G) > 3 oraz G jest grafem spójnym, to dp(G) ≤ n−3,

a równość zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy G ∈ Z.

Twierdzenie 4.1.6. Niech G bȩdzie dowolnym grafem. Wtedy γp(G) + dp(G) ≤
n + 1, a równość zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy G = Kn lub G = Kn.
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Dowód. Niech G bȩdzie dowolnym grafem. Ponieważ dp(G) ≤ n
γp(G)

, to γp(G) +

dp(G) ≤ n
dp(G)

+ dp(G) i 1 ≤ dp(G) ≤ n. Ponieważ funkcja f(x) = n
x

+ x jest

maleja̧ca dla 1 ≤ x ≤ √
n, a rosna̧ca dla x ≥ √

n, to n
dp(G)

+ dp(G) ≤ n + 1 i

γp(G) + dp(G) ≤ n + 1.

Nie jest trudno pokazać, że jeżeli G = Kn lub G = Kn, to γp(G)+dp(G) = n+1.

Wykażemy, że jedynie dla grafów G = Kn lub G = Kn powyższa równość zachodzi.

Przyjmijmy, że G jest grafem, dla którego γp(G) + dp(G) = n + 1. Za lóżmy, że

γp(G) = 1 lub dp(G) = 1. Jeżeli γp(G) = 1, to dp(G) = n. To jest możliwe

jedynie dla G = Kn. Jeżeli dp(G) = 1, to γp(G) = n. Niech x1, x2 ∈ V (G)

oraz x1x2 ∈ E(G). Wówczas V (G)\{x1} jest zbiorem ps-dominuja̧cym grafu G i

γp(G) ≤ |V (G)\{x1}| = n − 1, sprzeczność z za lożeniem. Oznacza to, że G = Kn.

Jeżeli γp(G) ≥ 2 oraz dp(G) ≥ 2, to wobec nierówności dp(G) ≤ n
γp(G)

otrzymujemy

γp(G) + dp(G) ≤ n
dp(G)

+ n
γp(G)

≤ n
2

+ n
2

< n + 1, sprzeczność. W konsekwencji, jeżeli

γp(G) + dp(G) = n + 1, to G = Kn lub G = Kn, co kończy dowód. 2

Rozwia̧żemy teraz problem typu Nordhausa-Gadduma dla k-tej liczby domatycznej

grafu (def. str.13). W tym celu wykorzystamy nastȩpuja̧ca̧ w lasność.

W lasność 4.1.7. [25] Dla dowolnego grafu G, dk(G) ≤
⌊

δ(G)
k

⌋
+ 1.

W lasność 4.1.8. Dla dowolnego grafu G, dk(G) + dk(G) ≤ n−∆(G)+δ(G)−1
k

+ 2.

Dowód. Na mocy W lasności 4.1.7, dk(G) ≤ δ(G)
k

+ 1. Zatem dk(G) + dk(G) ≤
δ(G)+δ(G)

k
+ 2. Jest oczywiste, że n = δ(G) + ∆(G) + 1, czyli δ(G) = n − ∆(G) − 1.

Wobec tego dk(G) + dk(G) ≤ δ(G)+n−∆(G)−1
k

+ 2, co należa lo wykazać. 2

Wykorzystuja̧c metodȩ dowodzenia z Twierdzenia 2 oraz z Twierdzenia 3 z [10] oraz

metody dowodzenia twierdzeń z pracy [13] podamy górne oszacowanie dla γk(G) +

dk(G).
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Twierdzenie 4.1.9. Niech k ≥ 2 oraz dk(G) ≥ 2. Wtedy γk(G) +dk(G) ≤
⌊

n
2

⌋
+ 2,

a równość zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy:

(i) dk(G) = 2 oraz γk(G) =
⌊

n
2

⌋
lub

(ii) γ2(G) = 2 oraz d2(G) =
⌊

n
2

⌋
lub

(iii) k = 2, n = 9 oraz d2(G) = γ2(G) = 3 lub

(iv) k = 3, n = 9 oraz d3(G) = γ3(G) = 3.

Dowód. Niech k ≥ 2 oraz niech G bȩdzie grafem, dla którego dk(G) ≥ 2. Ponieważ

dk(G) ≤ n
γk(G)

, wiȩc γk(G) + dk(G) ≤ n
dk(G)

+ dk(G). Zauważmy, że 2 ≤ dk(G) ≤ n
k
,

bowiem dk(G) ≤ n
γk(G)

i γk(G) ≥ k.

Z w lasności funkcji f(x) z dowodu Twierdzenia 4.1.6 wynika, że n
dk(G)

+dk(G) ≤

max{n
2

+ 2, n
n/k

+ n
k
}. Ponieważ dk(G) ≥ 2, γk(G) ≥ k oraz γk(G) · dk(G) ≤ n,

wiȩc n ≥ 2k. Sta̧d i z za lożenia k ≥ 2 otrzymujemy n
2

+ 2 ≥ n
k

+ k. Zatem

n
dk(G)

+ dk(G) ≤ n/2 + 2, czyli γk(G) + dk(G) ≤ ⌊n
2
⌋ + 2.

Nie jest trudno zauważyć, że każdy z warunków (i)-(iv) implikuje równość

γk(G) + dk(G) =
⌊

n
2

⌋
+ 2. Niech teraz G bȩdzie grafem takim, że dk(G) ≥ 2,

dla k ≥ 2 oraz γk(G) + dk(G) =
⌊

n
2

⌋
+ 2. Za lóżmy, że γk(G) = 2 lub dk(G) = 2.

Jeżeli dk(G) = 2, to γk(G) =
⌊

n
2

⌋
i warunek (i) zachodzi. Jeżeli γk(G) = 2, to

dk(G) =
⌊

n
2

⌋
. Co wiȩcej, k ≤ 2, bowiem γk(G) ≥ k. Zatem z za lożenia, że k ≥ 2

otrzymujemy k = 2 i γ2(G) = 2 oraz d2(G) = ⌊n
2
⌋. Zatem warunek (ii) jest

spe lniony.

Jeżeli γk(G) ≥ 4 oraz dk(G) ≥ 4, to γk(G) + dk(G) ≤ n
dk(G)

+ n
γk(G)

≤ n
4

+ n
4

<
⌊

n
2

⌋
+ 2, co jest sprzeczne z za lożeniem, że γk(G) + dk(G) = ⌊n/2⌋ + 2.

Pozostaje rozważyć przypadek, że γk(G) = 3 i dk(G) ≥ 3 lub dk(G) = 3 i

γk(G) ≥ 3. Jeżeli γk(G) = 3, to dk(G) ≤
⌊

n
3

⌋
, bowiem γk(G) · dk(G) ≤ n. Jeżeli

dk(G) = 3, to γk(G) ≤
⌊

n
3

⌋
. Wobec powyższego mamy γk(G) + dk(G) ≤

⌊
n
3

⌋
+ 3,

czyli
⌊

n
2

⌋
+ 2 =

⌊
n
3

⌋
+ 3 lub równoważnie

⌊
n
2

⌋
−

⌊
n
3

⌋
= 1.

Równość ta oznacza, że jeżeli n = 6t lub n = 6t + 1 lub n = 6t + 3, t ≥ 0, to
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t = 1. Jeżeli natomiast n = 6t + 2 lub n = 6t + 4 lub n = 6t + 5, t ≥ 0, to t = 0.

Zatem n ∈ {2, 4, 5, 6, 7, 9}. Ponieważ γk(G) · dk(G) ≤ n i γk(G) ≥ 3 i dk(G) ≥ 3, to

n ≥ 9. Czyli n = 9. Wówczas γk(G) + dk(G) = 6 a skoro γk(G) = 3 lub dk(G) = 3,

to γk(G) = dk(G) = 3. Oznacza to, że k ≤ 3, a wobec za lożenia k ≥ 2. Tym samym

warunki (iii) i (iv) sa̧ spe lnione i dowód zosta l zakończony. 2

Zauważmy, że warunek (iv) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy graf 6-regularny rzȩdu

n = 9 jest podgrafem spinaja̧cym (niekoniecznie w laściwym) grafu G.

Rozważymy teraz sumȩ γcp(G) + dcp(G). Przypomnȩ, że γcp(G) oznacza moc naj-

mniejszego uzupe lniaja̧cego zbioru dominuja̧cego grafu G, a dcp(G) oznacza uzupe lnia-

ja̧ca̧ liczbȩ domatyczna̧ grafu G. W dowodzie Twierdzenia 4.1.11 wykorzystamy

nastȩpuja̧cy rezultat.

W lasność 4.1.10. a) [28] Niech G bȩdzie grafem, którego dope lnienie G nie jest

grafem spójnym. Wówczas dcp(G) = d(G).

b) [19] d(G) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy G ma co najmniej jeden wierzcho lek

izolowany.

Twierdzenie 4.1.11. Niech G bȩdzie dowolnym grafem. Wówczas γcp(G)+dcp(G) ≤
n + 1, a równość zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy G = Kn lub G = Kn.

Dowód. Nie jest trudno sprawdzić, że dla grafów rzȩdu 1,2 i 3 twierdzenie jest

prawdziwe. Rozważmy zatem graf G rzȩdu co najmniej 4. Na mocy definicji

uzupe lniaja̧cej liczby domatycznej grafu otrzymujemy γcp(G) + dcp(G) ≤ n
dcp(G)

+

dcp(G) i 1 ≤ dcp(G) ≤ n/2. Ponieważ funkcja f(x) = n
x

+ x jest maleja̧ca dla

1 ≤ x ≤ √
n, a rosna̧ca dla x ≥ √

n, to n
dcp(G)

+dcp(G) ≤ max{n+1, 1
2
n+2} = n+1.

Zatem γcp(G) + dcp(G) ≤ n + 1.

Nietrudno pokazać, że dla G = Kn lub G = Kn zachodzi γcp(G)+dcp(G) = n+1.

Za lóżmy teraz, że γcp(G)+dcp(G) = n+1. Ponieważ dcp(G) ≤ n
2
, wiȩc γcp(G) ≥ n

2
+1.

Wobec tego dcp(G) = 1. Zatem γcp(G) = n wobec za lożenia γcp(G)+dcp(G) = n+1.
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Jeżeli G nie jest grafem spójnym, to na mocy W lasności 4.1.10a), d(G) =

1. Czyli G ma co najmniej jeden wierzcho lek izolowany, powiedzmy x1 wobec

W lasności 4.1.10b). Za lóżmy, że x2x3 ∈ E(G), gdzie x2, x3 ∈ V (G). Ponieważ

x2x3 ∈ E(G) i x1x3 /∈ E(G), to V (G)\{x3} jest uzupe lniaja̧cym zbiorem dominuja̧cym

grafu G. Zatem γcp(G) ≤ |V (G)\{x3}| = n−1 < n, co przeczy równości γcp(G) = n.

Otrzymana sprzeczność oznacza, że G = Kn, czyli G = Kn.

Jeżeli G jest grafem spójnym i G 6= Kn, to istnieja̧ w grafie G takie dwa wierzcho lki

x, y, że xy /∈ E(G). Zbiór V (G)\{x} jest uzupe lniaja̧cym zbiorem dominuja̧cym

grafu G. Istotnie: ponieważ G jest grafem spójnym, to wierzcho lek x musi być

sa̧siedni do pewnego wierzcho lka ze zbioru V (G)\{x} w grafie G. Ponadto, wie-

rzcho lek y ∈ V (G)\{x} nie jest sa̧siedni do wierzcho lka x w grafie G. W kon-

sekwencji, γcp(G) ≤ |V (G)\{x}| = n − 1 < n, sprzeczność, bowiem γcp(G) = n.

Ostatecznie, G = Kn, co kończy dowód. 2



Bibliografia

[1] G. J. Chang, The domatic number problem, Discrete Mathematics 125 (1994),

115–122.

[2] E. J. Cockayne, Domination in undirected graphs - a survey., In: Theory and

Applications of Graphs, Proc. Michigan 1976, ed. by Y. Alavi and D. R. Lick

(Springer-Verlang Berlin-Heldelberg-New York), New York, 1978 (141-147).

[3] E. J. Cockayne, R. M. Dawes, and S. T. Hedetniemi, Total domination in

graphs, Networks 10 (1980), 211–219.

[4] E. J. Cockayne and S. T. Hedetniemi, Towards a theory of domination in graphs,

Networks 7 (1977), 247–261.

[5] P. Dankelmann and N. Calkin, The Domatic Number of Regular Graphs, Ars

Combinatoria 73 (2004), 247–255.

[6] J. E. Dunbar, T. W. Haynes, and M. A. Henning, The codomatic number of a

cubic graph, JCMCC 32 (2000), 139–147.

[7] M. R. Garey and D. S. Johnson, Computers and Intractability: A Guide to the

Theory of NP-Completeness, Freeman, San Francisco, CA, 1979.

[8] R. L. Graham, D. E. Knuth, and O. Patashnik, Concrete mathematics. A foun-

dation for computer science, Addition-Wesley Publishing Company, Inc. 01867,

USA, 1994.

[9] F. Harary and T. W. Haynes, Nordhaus-Gaddum inequalities for domination in

graphs, Discrete Mathematics 155 (1996), 99–105.

101



102

[10] F. Harary, T. W. Haynes, and H. Skovera, The k-tuple domatic number of a

graph, Math. Slovaca 48 (1998), no. 2, 161–166.

[11] B. L. Hartnell and D. F. Rall, Connected domatic number in planar graphs,

Czech. Math. J. 51 (2001), no. 126, 173–179.

[12] T. W. Haynes and M. A. Henning, The domatic numbers of factors of graphs,

Ars Combinatoria 56 (2000), 161–173.

[13] T. W. Haynes and P. J. Slater, Paired-domination and the paired-domatic num-

ber, Congr. Numer. 109 (1995), 67–72.

[14] S. T. Hedetniemi and R. Laskar, Connected domination in graphs, Graph The-

ory and Combinatorics. Academic Press, London-New York (1984), 209–217.

[15] M. A. Henning and J. E. Maritz, Stratification and domination in graphs II,

Discrete Mathematics 286 (2004), 203–211.

[16] M. Kijewska, Domatic number of graph products, praca wys lana do recenzji do

Journal of Mathematics and Applications.

[17] , Domatic number of some products of two graphs, praca wys lana do

recenzji do Graph Theory Notes of New York.

[18] , Total numbers of domatic partitions of special graphs, praca przyjȩta
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