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Wstep

Trescia niniejszej pracy sa podzialy domatyczne graféw prostych. Podziat do-
matyczny grafu rozumiany jako podziat zbioru wierzcholkéw na rozlaczne zbiory
dominujace zostal wprowadzony przez E. J. Cockayne’a i S. T. Hedetniemi w [4].
W literaturze znane sa podzialty, w ktérych role zbioréw dominujacych przejety
m. in. totalne zbiory dominujace, spéjne zbiory dominujace, uzupetniajace zbiory
dominujace, k-te zbiory dominujace, k-krotne zbiory dominujace, zbiory ps-dominu-
jace. Podzialy te sa przedmiotem rozwazan w mojej pracy. Najwicksza liczba
zbioréw podziatu domatycznego grafu nosi nazwe liczby domatycznej grafu. M. R.
Garey oraz D. S. Johnson ([7]) ustalili, ze wyznaczenie tej liczby jest NP—problemem.
W latach 80-tych pojawito sie wiele prac dotyczacych réznych liczb domatycznych
grafu (tzn. liczb zwiazanych z podzialami grafu na wyzej wymienione zbiory dominu-
jace). Na przetomie lat 80-tych i 90-tych oraz pdzniej m. in. B. Zelinka (m.
in. [27], [28], [29], [30], [31], [32], [34], [35]), D. F. Rall ([21]), F. Harary, T.
W. Haynes, H. Skovera ([10]), D. Rautenbach, L. Volkmann ([22]), J. E. Dun-
bar, T. W. Haynes, M. A. Henning ([6]), T. W. Haynes, M. A. Henning ([12]),
B. L. Hartnell, D. F. Rall ([11]), P. Dankelmann, N. Calkin ([5]) opublikowali prace,
ktorych trescia byly modyfikacje podzialu domatycznego grafu zwiazane z pojawia-
niem sie coraz to nowych zbioréw dominujacych grafu. Szacowano liczby domaty-
czne grafow, charakteryzowano grafy, dla ktorych osiagane saich gérne lub dolne

oszacowania, rozwazano grafy domatycznie pelne oraz grafy domatycznie krytyczne,



WSTEP 5

rozwiazywano rowniez problemy typu Nordhausa-Gadduma.

Tres¢ pracy nawiazuje do tej tematyki. Ponadto, rozwazany jest problem
zliczania podzialéw domatycznych w pewnych klasach graféw. Liczba podzialow
wyrazona zostala m. in. przy pomocy liczb Fibonacci’ego i liczb Lucasa. Zostaly
oszacowane lub podane doktadne wartosci liczb domatycznych kilku produktéw
graféw i pewnych grafow specjalnych, tj. dopelnienia grafu, grafu zwanego duplikacja
wierzchotka oraz grafu otrzymanego w wyniku operacji sciagniecia podgrafu danego

grafu do nowego wierzchotka.
Oto bardziej szczegotowy przeglad tresci poszczegdlnych rozdzialéw.

W rozdziale pierwszym wyznaczona zostata liczba podzialéw domatycznych
grafu P,, n > 2, grafu C,, n > 3, grafu K,,,, m,n > 2 oraz liczba podzialow
domatycznych graféw domatycznie pelnych. Liczby te zostaly zdefiniowane rekuren-
cyjnie, a nastepnie zostaly podane ich jawne postacie. Ponadto, udowodnione zostaty
zalezno$ci miedzy liczba wszystkich mozliwych podzialéw domatycznych grafu P,

(C,), aliczbami Fibonacci’ego (Lucasa). Liczby te maja swoja interpretacje grafowa.

Rozdzial drugi zawiera oszacowania lub dokladne wartosci liczby domatycznej,
totalnej liczby domatycznej, uzupemmiajacej liczby domatycznej, spéjnej liczby do-
matycznej oraz liczby ps-domatycznej wybranych produktéw grafow, tzn. produktu
kartezjanskiego dwéch graféw, produktu silnego dwéch graféw, zlaczenia graféw (w
szczegblnosci produktu leksykograficznego dwéch graféw), k-korony dwéch graféw
(dla k& > 1) oraz sklejenia dwéch graféw wierzchotkami i ztaczenia dwéch graféw
krawedzia. Ponadto, udowodnione zostaly warunki konieczne lub warunki wystarcza-
jace na to, aby dany produkt graféw byt grafem domatycznie pelnym. Inspiracja do

badania produktéw graféw byly prace [1], [4], [23], gdzie podano doktadna wartosé
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liczby domatycznej produktu kartezjanskiego graféw P, oraz P,,, liczby domaty-
cznej zlaczenia grafu G i grafu K, oszacowano liczbe domatyczna oraz totalna
liczbe domatyczna grafu zwanego sklejeniem graféw GG i H wierzchotkami oraz grafu

zwanego zlaczeniem graféw G i H krawedzia.

W podrozdziale 3.1 poréwnywane sa ze soba, liczby domatyczne grafu dwudziel-
nego i jego dopelnienia. Motywacja do rozpatrywania tego problemu byla praca
[35] B. Zelinki, w ktérej autor poréwnuje liczbe domatyczna oraz totalng liczbe
domatyczna grafu dwudzielnego i jego dopemienia. W podrozdziale 3.2 znalezione
zostaly dolne oszacowania k-tej liczby domatycznej, k-krotnej liczby domatycznej,
spojnej liczby domatycznej oraz uzupemiajacej liczby domatycznej grafu powstalego
w wyniku Sciagniecia jego podgrafu K,,, m > 2, do nowego wierzchotka. W pod-
rozdziale 3.3 zostala oszacowana liczba domatyczna oraz spdjna liczba domaty-
czna grafu zwanego duplikacja, wierzchotka. Ponadto, podano pewne klasy graféw,
dla ktérych osiagane sa otrzymane oszacowania. Podana zostala réwniez pelna
charakteryzacja grafow, dla ktérych osiagane sa gérne lub dolne oszacowania spojnej
liczby domatycznej duplikacji wierzchotka. W podrozdziale 3.4 podane zostaly pelne
charakteryzacje graféw k-domatycznie krytycznych oraz graféw k-krotnie domaty-
cznie krytycznych. Twierdzenia te sauogdlnieniami klasycznych juz rezultatow

dotyczacych graféw domatycznie krytycznych uzyskanych przez B. Zelinke w [24].

Znane sa w literaturze prace, w ktérych rozwiazywane byly problemy typu
Nordhausa-Gadduma dla liczb domatycznych grafu ([4], [3], [13], [10]). W rozdziale
czwartym zostaly rozwiazane problemy typu Nordhausa-Gadduma dla liczby ps-

domatycznej, k-tej liczby domatycznej oraz uzupehiajacej liczby domatycznej grafu.

Czescé rezultatéw zawartych w pracy byta prezentowana na konferencjach nauko-

wych. Rezultaty zawarte w podrozdziatach 1.1 oraz 1.2 stanowia tres¢ artykulu
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przyjetego do druku w czasopi$mie Graph Theory Notes of New York ([18]). Wyniki
z podrozdziatéw 2.1, 2.2, 2.3 oraz 2.4 zostaly opracowane w postaci artykutéw [16],
[17] i zostaty przedlozone do recenzji w czasopismach Graph Theory Notes of New

York oraz Journal of Mathematics and Applications.



Wykaz oznaczen

G graf

V(Q) zbiér wierzchotkéw grafu G

E(G) zbiér krawedzi grafu G

G ~ H grafy G i H saizomorficzne

|G| rzad grafu G

| D| moc zbioru D

N¢(z) sasiedztwo otwarte wierzchotka = w grafie G

N¢ (D) sasiedztwo otwarte zbioru D w grafie G

Ne¢[z] sasiedztwo domknigte wierzchotka = w grafie G
N¢[D] sasiedztwo domknigte zbioru D w grafie G

dg(z) stopienn wierzchotka x w grafie G

d(G) minimalny stopien grafu G

A(G) maksymalny stopien grafu G

dg(x,y) odlegtosé miedzy wierzchotkami z i y w grafie G
diam(G) srednica grafu G

G dopetienie grafu G

G—H réznica graféw Gi H

H < G (H < G) H jest podgrafem (wlasciwym) grafu G

(D) podgraf grafu G indukowany przez zbiér D, D C V(G)



WYKAZ OZNACZEN

G—D graf powstaly z grafu G w wyniku usuniecia zbioru D, D C V(G)

G—x graf powstaly z grafu G w wyniku usuniecia wierzchotka z, z € V(G)

G—e graf powstaly z grafu G w wyniku usuniecia krawedzi e, e € E(G)

P, droga o n wierzchotkach rozumiana jako graf

C,, cykl o n wierzchotkach rozumiany jako graf

K, graf pelny o n wierzchotkach

K, , graf pelny dwudzielny

K, ,, gwiazda o n lisciach

T drzewo

G” duplikacja wierzchotka x w grafie G

G/H graf powstaly w wyniku $ciagniecia podgrafu H grafu G
GUOH produkt kartezjanski graféw G i H

G X H produkt silny graféw G i H

G+ (Hy,..., H,) zlaczenie grafu G i ciagu graféw Hy, ..., H,, n > 2
G[H] produkt leksykograficzny graféw G i H

G#H zlaczenie graféw G i H krawedzia

G = H sklejenie graféw G i H wierzchotkami

kG o H k-korona graféw G i H, k> 1

7(G) liczba dominowania grafu G

7:(G) totalna liczba dominowania grafu G

Yep(G) uzupemiajaca liczba dominowania grafu G

(€

~—

k-ta liczba dominowania grafu G, k > 1
(G
Ve(G
(G

~—

k-krotna liczba dominowania grafu G, k > 1

spojna liczba dominowania grafu G

~_

d(G) liczba domatyczna grafu G

liczba ps-dominowania grafu G' (ang. the point-set domination number of )
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d;(G) totalna liczba domatyczna grafu G
dep(G) uzupehiajaca liczba domatyczna grafu G
d*(G) k-ta liczba domatyczna grafu G (ang. the k-ply domatic number of G)
dp(G) k-krotna liczba domatyczna grafu G
d.(G) spéjna liczba domatyczna grafu G
d(

)
»(G) liczba ps-domatyczna grafu G (ang. the point-set domatic number of G)

10



Podstawowe definicje i oznaczenia

Symbol G oznaczaé¢ bedzie graf prosty, to znaczy taki, ktory nie ma petli ani krawedzi
wielokrotnych. Przez V(G) oraz E(G) oznaczaé bedziemy odpowiednio zbidr wie-
rzchotkéw oraz zbidr krawedzi grafu G, przy czym V(G) # (). Krawedzie grafu G
bedziemy oznacza¢ przez x;x; lub x;y;. Méwimy, ze wierzcholki x,y sa sasiednie
w grafie G, jezeli istnieje krawedz zy w grafie G. Podgraf grafu G indukowany
przez zbiér Vi, Vo C V(G) bedziemy oznaczaé przez (Vy)e. Symbolem G bedziemy
oznaczaé graf zwany dopehieniem grafu G.

Niech D C V(G). Zbiér D nazywamy zbiorem dominujgcym grafu G jezeli dla
kazdego wierzcholka x € V(G)\D istnieje wierzcholek y € D taki, ze 2y € E(G).
Moéwimy wowcezas, ze zbiér D dominuje wierzcholek x lub wierzchotek y domi-
nuje wierzchotek x. Liczbg dominowania grafu G nazywamy moc najmniejszego
zbioru dominujacego grafu G i oznaczamy ja symbolem ~(G). Przez podziat do-
matyczny {D1,...,D,} grafu G rozumiemy podzial zbioru wierzchotkéw V(G)
na niepuste, parami rozlaczne zbiory dominujace Di,...,D,,, m > 1 grafu G
oraz |J;*, D; = V(G). Liczbe domatyczng d(G) grafu G definiujemy jako moc
najwiekszego podzialu domatycznego grafu . Dla dowolnego grafu G, mamy
d(G) < 6(G) + 1. Jezeli d(G) = §(G) + 1, to graf G nazywamy grafem domaty-
cznie petnym.

Oproécz zbioru dominujacego grafu G beda rozwazane w pracy pewne jego mody-

fikacje, tzn. zbiory dominujace majace dodatkowa wlasnosé.

11
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Niech £ > 1. Woéwczas k-tym zbiorem dominujgcym D grafu G nazywamy
podzbiér D zbioru wierzchotkéw V(G) grafu G taki, ze dla kazdego wierzchotka
x € V(G)\D istnieje k wierzchotkéw yy, ...,y € Dorazzy; € E(G)dlai=1,... k.
Jezeli k = 1, to D jest zbiorem dominujacym grafu G. Z kolei, k-krotnym zbiorem
dominujgeym D grafu G nazywamy podzbiér D zbioru wierzchotkéw V(G) grafu
G taki, ze dla kazdego wierzcholka x € V(G) istnieje k wierzchotkéw w zbiorze D,
ktére sa sasiednie w grafie G do wierzchotka x. Poniewaz kazdy wierzcholek grafu
dominuje sam siebie, wiec jezeli x € D i D jest k-krotnym zbiorem dominujacym
grafu G, to z jest sasiedni do co najmniej £ — 1 wierzchotkéw zbioru D réznych od
wierzchotka x. Jezeli k = 1, to D jest zbiorem dominujacym grafu G.

Totalnym zbiorem dominujgcym D grafu G nazywamy podzbiér D zbioru wie-
rzchotkéw V(G) grafu G taki, ze dla kazdego wierzchotka z € V(@) istnieje wie-
rzchotek y € D, y # z oraz xy € E(G).

Uzupetniajgcym zbiorem dominujgcym D grafu G nazywamy zbiér dominujacy
D taki, ze dla kazdego wierzchotka = € V(G)\D istnieje wierzchotek z € D, xz ¢
E(G).

Spognym zbiorem dominujgcym D grafu G nazywamy zbiér dominujacy D grafu
G, ktéry w grafie G indukuje podgraf spéjny. Przy obliczaniu spdjnej liczby domaty-
cznej grafu G bedziemy rozwazaé wierzchotki nasycone. Wierzchotkiem nasyconym
w grafie G nazywamy wierzchotek, ktory jest sasiedni do pozostalych wierzchotkow
tego grafu, a w przeciwnym przypadku wierzchotek taki nazywamy wierzchotkiem
nienasyconym. 7 kolei zbiorem ps-dominujgcym D (ang. the point-set dominating
set) grafu G nazywamy zbiér dominujacy D taki, ze dla kazdego zbioru S C V(G)\D
istnieje wierzchotek = € D oraz S U {z} w grafie G indukuje podgraf spdjny.

Dla kazdego z wyzej zdefiniowanych typow zbiorow dominujacych mozna dokonaé

podziatu zbioru wierzcholtkéw grafu GG na rozlaczne zbiory dominujace ustalonego
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typu. Takie podzialy bedziemy nazywaé¢ podzialami domatycznymi grafu G. Moce
najwiekszych podzialéw grafu G bedziemy nazywacé: k-ta liczba domatyczna grafu G
i oznaczaé¢ symbolem d*(G), k-krotna, liczba domatyczna di.(G), totalna liczba doma-
tyczna di(G), uzupekiajaca liczba domatyczng d.,(G), spéjna liczba domatyczna
d.(G) i liczba ps-domatyczng grafu G, ktéra oznaczamy symbolem d,(G).

Symbolami P, (n > 2), C,, (n >3), K, (n > 1), G(A, B), K., T bedziemy
oznacza¢ odpowiednio: graf zwany droga n-wierzchotkowa, — cyklem n-wierzchotko-
wym, graf pelny n-wierzchotkowy, graf dwudzielny, graf pelny dwudzielny, drzewo.

Produktem kartezjariskim graféw G'1 H nazywamy graf GOH taki, ze V(GOH) =
{(z,y):x € V(G)Ny € V(H)} oraz E(GOH) = {(x1,y1)(22,92) : 11 = T2 A y1y2 €
E(H)Vy, = ys AN x129 € E(G)}. Graf K1OH bedziemy oznaczaé przez xH, gdzie
{z} = V(K;). Podobnie zapisujemy Gy zamiast GOKj.

Dla danych grafow G i H definiujemy ich produkt silny jako grat GX H, dla ktorego
V(GXR H) = V(GOH) oraz E(GX H) = E(GOH) U {(z1,y1)(x2,y2) : 129 €
E(G)ANyy2 € E(H)}.

Niech bedzie dany graf G taki, ze V(G) = {x1,...,x,}, n > 2 oraz ciag graféw
Hi,...,H,, gdzie V(H;) = {y},...,y,.}, mi > 1 dlai = 1...,n. Zlgczeniem
grafu G i ciagu graféw Hy, ..., H, nazywamy graf G+ (Hy, ..., H,) taki, ze V(G +
(Hy, ..., Hy)) = {(z5,95) : 1 < i <n,1 < j < my} oraz E(G+ (Hy,..., Hy)) =
{(@i,y))(wn,yr) + vy € BE(G)Vi = kAylyt € BE(H),1 < ik <n1<j<
m;, 1 <1 < my}. W szczegdlnosci, gdy Hy = ... = H,, = H otrzymujemy produkt
leksykograficzny graféw G i H oznaczany symbolem G[H]. Z kolei, jezeli G = Ko,
to dostajemy graf nazywany zlaczeniem grafow H; i H, oznaczany przez H, + H,.

Niech x € V(G). Grafem powstatym z grafu G w wyniku usuniecia wierzchotka
x nazywamy graf G —z taki, ze V(G —z) = V(G)\{z} oraz E(G—z) = E(G)\{zy :

y € Ng(x)}.
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Niech G'i H beda grafami wierzchotkowo rozlacznymi oraz niech x € V(G), y €
V(H), a u bedzie nowym wierzcholkiem spoza graféw G i H. Wéwcezas sklejeniem
graféw G i H wierzchotkami nazywamy graf G x H, dla ktérego V(G * H) =
V(G—2)UV(H —y)U{u} oraz E(GxH) = E(G—2)UEH —y)U{zu: z €
Neg(x) U Ng(y)}. Zlgezeniem graféw G i H krawedzia nazywamy graf G#H taki,
ze V(G#H)=V(G)UV(H) oraz E(G#H) = E(G) U E(H) U {xy}.

Niech G, H beda danymi grafami oraz V(G) = {z1,...,2,}, n > 11 V(H) =
{y1,...,Ym}, m > 1. Niech i bedzie dowolna, ustalong liczba naturalng. Mdwimy,
ze graf G* jest i-ta kopiq grafu G jezeli V(G') = {a,..., x}} oraz E(G") = {z}x}, :
zjzp € E(G),1 < 3,k <n}. Graf kG o H, k > 1, nazywamy k-korona graféw G i
H, jezeli V(kG o H) = UL, V(G UL, V(H?) oraz E(kG o H) = U, BE(G') U
UL, E(H") U {:E;yi 1 <i<k1<j<n,1<t<m}. W szezegdlnosci, 1-korona
grafow G i H jest nazywana korong graféw G i H i oznaczana symbolem G o H.

Niech z € V(G), a u niech bedzie nowym wierzchotkiem spoza grafu G. Dupli-
kacjqg wierzchotka x w grafie G nazywamy graf G* taki, ze V(G*) = V(G)U{u} oraz
E(G*) = E(G)U{yu: y € Ng(z)}. Wierzcholek u jest nazywany kopig wierzchotka
x, a wierzcholek x nazywamy oryginatem.

Niech K,,, < G, m > 2. Graf G/K,, taki, ze V(G/K,,) = (V(G)\V(K,,))U{u}
oraz E(G/K,,) = {zy € E(G) : {z,y} NV(K,,) = 0} U{uy : y € V(G)\V(K,,)
oraz istnieje v € V(K,,) taki, ze yv € E(G)} zostal otrzymany z grafu G w wyniku

operacji sciagniecia podgrafu K,, do nowego wierzchotka wu.



Rozdzial 1

ZLICZANIE PODZIALOW
DOMATYCZNYCH
WYBRANYCH KLAS GRAFOW

W rozdziale tym wyznaczona zostanie liczba podzialéw domatycznych grafu P,, n >
2, Cp, n > 31igrafu K,, ,, m,n > 2 oraz dwéch wybranych klas graféw domatycznie
pelnych. Liczby te zostana zdefiniowane rekurencyjnie, a nastepnie zostana podane
postacie jawne ciagdéw tych liczb. Rezultaty zawarte w podrozdzialach 1.1 oraz 1.2

stanowig tres¢ artykutu przyjetego do druku w czasopismie Graph Theory Notes of

New York ([18]).

Najpierw zostanie wyznaczona liczba podzialow domatycznych grafu P, oraz
grafu C,. Ponadto, podane zostang zaleznosci miedzy tymi liczbami a liczbami

Fibonacci’ego i Lucasa.

Niech X = {1,...,n}, n > 1. Niech Y C X takim, ze |Y| = k, dla ustalonego
k, 0 < k < n oraz Y nie zawiera dwéch kolejnych liczb catkowitych. Przez f(n,k)
oznaczmy liczbe wszystkich mozliwych podzbioréw Y zbioru X majacych doktadnie
k elementéw. Wéwezas f(n, k) = ("_ZH). Liczbe F,, = >, f(n, k) nazywamy n-tq

liczbg Fibonacci’ego, n > 1. Dodatkowo przyjmijmy, ze jezeli n = 0, to X = () i

15
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wowczas Fy = 1.

Zmnane sa réwnania rekurencyjne rzedu drugiego dla liczb Fibonacci’ego postaci

F(] = 1, F1 =2
Fn+1 = Fn -+ Fn—h dla n Z 1.

Niech X = {1,...,n}, n > 1. Niech Y* C X takim, ze |Y*| = k, dla
ustalonego k, 0 < k < n oraz Y* nie zawiera ani dwoch kolejnych liczb catkowitych
ani jednoczesnie 1 oraz n. Liczba wszystkich mozliwych podzbioréw Y* zbioru X
majacych doktadnie k elementéw jest oznaczana przez f*(n, k). Ponadto dla n > 3,
frnk)=fn=3k—1)+ f(n—1,k) = -2 ("."). Oczywiscie, f*(n, k) = f(n, k)
dlan =0,1,2. Liczbe F = )", f*(n, k) nazywamy n-tq liczbg Lucasa.

Liczby Lucasa zostaly zdefiniowane nastepujacym wzorem rekurencyjnym

Fy=1,Ff =2

Fro =F+F , dan>1.

W pracy [20] H. Prodinger i R. F. Tichy podali interpretacje liczb Fibonacci’ego
oraz liczb Lucasa w terminach teorii graféow. W tym celu wykorzystali oni pojecie
zbioru niezaleznego grafu, tzn. takiego, ktory indukuje w danym grafie podgraf
bezkrawedziowy. Ponadto, przyjmuje sie, ze zbiér pusty jest réwniez zbiorem niezale-
znym grafu. Wéwcezas n-ta liczba Fibonacci’ego F, , dlan > 1 jest liczba wszystkich
mozliwych zbioréw niezaleznych grafu P, (,przy czym P; = K;). Dodatkowo, P,
oznacza¢ bedzie graf pusty (V () = ), ktérego jedynym zbiorem niezaleznym jest
zbiér pusty. Tak wiec liczba Fjy ma réwniez swoja interpretacje grafowa. Mianowicie,
odpowiada ona liczbie zbioréw niezaleznych grafu Fy. Z kolei dla n > 0, n-ta liczba
Lucasa F jest rowna liczbie wszystkich mozliwych zbioréw niezaleznych grafu C,

(, przy czym C, = P, dlan =0,1,2).
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Zauwazmy, ze jezeli W = {Dy, ..., Dy} jest podzialem domatycznym grafu G,
to k < d(G). Ponadto, jezeli k =1, wowczas W = {V(G)} jest jedynym podzialem
domatycznym grafu G. Niech i"(G) oznacza liczbe podzialéw domatycznych o mocy
r grafu G. Liczba wszystkich mozliwych podzialéw domatycznych grafu G bedzie

oznaczana przez i.(G).

1.1 LICZBA PODZIALOW
DOMATYCZNYCH GRAFU P,

Liczba podzialéw domatycznych grafu P,, n > 2 zostanie podana za pomoca rowna-
nia rekurencyjnego rzedu drugiego. Ponadto, liczbe te wyrazimy za pomoca liczb
Fibonacci’ego. Podamy tez jawna postaé ciagu liczb podzialow domatycznych grafu

P,, n > 2 wykorzystujac funkcje tworzace [8].

Niech W = {Dy, ..., Dy} bedzie podzialem domatycznym grafu P,,1, n > 1.
Nie jest trudno sprawdzi¢, ze d(P,+1) = 2 dlan > 1. Zatem k < 2. Poniewaz
{V(P,11)} jest jedynym podzialem domatycznym o mocy 1 grafu P, .1, wiec i.(P,41)
= i%(P,41) + 1. Wobec tego obliczymy liczbe i%(P,,1) podzialéw domatycznych o

mocy 2 grafu P, 1.

Mozna zauwazy¢, ze wierzcholki x,,, 1 grafu P, 1 naleza do réznych zbioréw
podziatu domatycznego V. Ponadto, wierzcholek x,,_; nalezy do tego samego zbioru
podzialu W, do ktorego nalezy wierzchotek x,.; albo do tego zbioru podziatu W,

do ktérego nalezy wierzcholek x,,. Wobec tego otrzymujemy nastepujaca wiasnosc.

Wiasnosé 1.1.1. #(R,) =1, *(P3) =1
oraz i*(Ppy1) = i*(P,) +i*(P,_1) dlan > 3.

Whniosek 1.1.2. Dlan > 3, i*(P,) = F,_3.
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Podamy teraz postac¢ jawna n-tego wyrazu ciagu (i%(P,)),>2 opisanego wzorem reku-
rencyjnym we Wiasnosci 1.1.1. W tym celu wykorzystamy funkcje tworzace [8].
Wprowadzimy najpierw pomocnicze oznaczenie.

Niech S bedzie dowolnym wyrazeniem logicznym majacym wartos¢ logiczna 0 lub 1.

Fakt ten zapisujemy

1, jezeli S jest prawdziwe lub
[S] = .
0, w przeciwnym przypadku.

Twierdzenie 1.1.3. Dlan > 2, i*(P,) = B¢™ + (1 — B)(1 — ¢)", gdzie B = 5_1(\)/5
1+v5
2.

oraz ¢ =
Dowdéd. Z Wlasnosci 1.1.1 wynika, ze
Z2(Pn) = ’i2(Pn_1) + ’i2(Pn_2) + [n = 2],

przy czym n jest dowolna liczba catkowita, bowiem definiujemy i%(P_,) = 0, dlan >
—1. Zamiast i*(P,) bedziemy pisaé i,. Rozwazmy funkcje tworzaca I(z) =Y, i,2".

Wéwezas

I(z) = in-12" + D in02" + ), [n=2]2" =
Zn Z'nzn—i-l + Zn Z'nzn—i-Z + 22 —

21(2) + 221(2) + 2%
W konsekwencji,

_ —z+1 _
I(z) = -1+ Sy

gdzie ¢ jest zlotym podziatem (¢ = 1+T\/g) i QAS =1-¢.

Rozktadajac te funkcje wymierna na sume utamkow prostych mamy

I(z) = -1+ 1_B¢Z +11_;£, gdzie B = %.

Zatem wykorzystujac nastepujace elementarne funkcje tworzace
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ano [n = 0]z" =1 oraz ano A" = 1_lcz
otrzymujemy
I(2) = X s0f—[n = 0] + Bé" + (1 — B)g"}=".

c e e 1. . e n n . 55
Ostatecznie jezeli n > 1, to i*(P,) = i, = B¢" + (1 — B)¢", gdzie B = o i

op=1-— <$ = % Tym samym twierdzenie zostalo udowodnione. O

1.2 LICZBA PODZIALOW
DOMATYCZNYCH GRAFU C,

W tej czesci rozdzialu zdefiniujemy rekurencyjnie liczbe podzialéw domatycznych
grafu C,;1, dla n > 2. Liczby te wyrazimy za pomoca liczb Lucasa. Ponadto

znajdziemy posta¢ jawna ciagu tych liczb wykorzystujac funkcje tworzace.

Nie jest trudno sprawdzié, ze jezeli n # 2(mod 3), to d(C,11) = 2; w przeci-
wnym przypadku d(C,,41) = 3. Niech W = {Dy, ..., Dy} bedzie podzialem domaty-
cznym grafu C, 1. Zatem jezeli n # 2(mod 3), to k < 2, a przeciwnie k < 3.
Jezeli k = 1, to W = {V(C,41)} jest jedynym podzialem domatycznym grafu
Cpy1- Co wiecej, nie jest trudno zauwazyé, ze jezeli n = 2(mod 3), to istnieje
dokladnie jeden podzial domatyczny W grafu C,, . taki, ze W = {Dy, Dy, D3},
gdzie Dy = {x1,24,...,2n_1}, Do = {9, x5,...,2,} oraz D3 = {x3,76,...,Tps1}-
Z tych powodéw jezeli n # 2(mod 3), to i.(C,) = i*(C,) + 1, a w przeciwnym przy-
padku i.(C,) = i3(C,) + 2. Wobec tego wystarczy rozwazy¢ podzial domatyczny
W z dwoma zbiorami dominujacymi grafu C, ;. Niech W = {Dy, Do} i dlan > 3

oznaczmy

I(Chi1) = {W : W— podzial domatyczny grafu C, .1 A |W| = 2},
Il(Cn—i-l) = {W W = {Dl,Dg},l’l,l’g,xn+1 € Dl,ZL'Q € DQ},
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L(Cpyr) = {W W ={Dy, Do}, 29,23, 21 € D1,21 € Do},
L(Chyt) = {W W ={Dy, Do}, 21, y1 € D1, 20,23 € Do},
Ii(Crit) = {W W = {Dy, Do}, 23,11 € D1, 21,22 € Do},
I5(Crit) = {W W = {Dy, Do}, 29, ps1 € Dy, 1,23 € Dy}

Mozna zaobserwowaé, ze nie istnieje zaden podzial domatyczny W = {Dy,Ds}
grafu C, 1 taki, ze x1,29, 2,01 € Dy oraz x3 € Dy. Ponadto, nie istnieje zaden
podzial domatyczny grafu C; nalezacy do zbioru I1(Cy), I,(Cy) oraz nie istnieje
zaden podzial domatyczny grafu Cs, ktéry nalezatby do I3(Cs). Zatem w dal-
szych rozwazaniach [1(Cy) = I(Cy) = I3(C5) = (0. Pozostale zbiory [;(Cy) #
1;(Cy), I3(Cs) dla j = 1,2 sa dobrze zdefiniowane. Wéwczas
i5(Coit) L |1, (Cosr)], dlas =1,...,51in > 3.

Zatem

#(Cry1) = Y _is(Copr), dla n >3, (1.2.1)

s=1

Réwnanie rekurencyjne rzedu drugiego dla ciagu (i2(C,)), n = 3,4, ... jest postaci

Twierdzenie 1.2.1.
i2(C3) = i%(Cy) = 3 (1.2.2)

oraz dla n > 4

. i2(C,) +i%(Ch1) + 2, gdy n=2 (mod 3) lub
#Cu) ={ i) Tl T3 i = ot ) (123

2(Ch) (Cn-1) — 1, w przeciwnym przypadku.

Dowdd. Nie jest trudno zauwazy¢, ze i(C3) = *(Cy) = 3. Zalézmy, ze n =
4. Skonstruujemy podzialy domatyczne, ktére naleza do zbioru [;(Cs), dla i =
1,2,4,5 (przypomnijmy, ze I3(Cs) = (). Mianowicie, zbiory te sa postaci: I;(C5) =

{Hzr, 23,25}, {0, 24} b}, L(Cs) = {{{za, w3, x5}, {w1, 24}t 1a(Cs) = {{{zs, 25},
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{x1, 29,24} } } oraz I5(Cs) = {{{wxa, x4, x5}, {1, 23} }, {{x2, 5}, {71, T3, 24} }}. Ozna-
cza to, ze i1(Cs) = i2(C5) = 4(C5) = 1, 13(C5) = 0, a i5(C5) = 2. W konse-
kwencji, wobec wzoru w (1.2.1) oraz ze wzoru w (1.2.2) otrzymujemy i*(Cs) = 5 =
i2(Cy) +4%(C3) — 1.

Zalézmy, ze n > 5. Przyjmijmy, ze W = { D1, D»} jest podzialem domatycznym
grafu C), ;1. Rozwazmy przypadki.

1. Niech xy,x3,2,41 € Dy oraz o € Dy. Poniewaz xy,z,,1 € Dy oraz D,
jest zbiorem dominujacym grafu C,, .1, stad x, € Ds. Zatem podzial {D;\{x1}, Do}
grafu (A)c,,,, gdzie A = V(Cpy1)\{x1}, jest podzialem domatycznym grafu H;
takiego, ze V(Hy) = A oraz E(H;) = (E(Chi1)\{T172, T12011}) U {x2x,41} (tzn.
H, ~ C,). Co wiecej, {D1\{x1}, D2} € I5(H;). Oznacza to, ze

il(Cn+1) = ’L5(H1) = Z5(Cn), dlan = 5, 6, (124)

2. Niech w9, x3, 2,41 € Dy oraz x; € Dy. Stad wynika, ze x4 € Dy. Wowcezas
podzial {Di\{z2}, Do} grafu (B)¢,,,, gdzie B = V(Cp41)\{22}, jest podzialem do-
matycznym grafu Hj takiego, ze V(Hs) = B oraz E(Hs) = (E(Chi1)\{z122, T223})U
{z123} (tzn. Hy ~ C,,). Zatem {Di\{xz2}, Do} € I5(H>), czyli

i2(0n+1) = Z5(H2) = Z5(Cn), dlan = 5, 6, (125)

3. Niech zy,x,41 € Dy oraz x9,x3 € Dy. Poniewaz x1,x,,1 € Dy, to x, € Ds,
a poniewaz x9,x3 € Do, wiec x4 € D;. Zatem podzial {Dy\{z1}, Do\{x2}} grafu
(L) gdzie L = V(Cpyr)\{21, 22}, jest podzialem domatycznym grafu Hs, gdzie
V(H3) = L oraz E(Hs) = (E(Chi1)\{712Znt1, 129, xow3}) U {23201} (tzn. Hy ~
Cy—1). Oznacza to, ze {D1\{x1}, Do\{z2}} € I5(H3). Stad

i3(Cos) = is(Hy) = i5(Chy). (1.2.6)



ROZDZIAL 1. ZLICZANIE PODZIALOW DOMATYCZNYCH... 22

4. Niech x3,x,41 € Dy oraz xy, 29, x4 € Dy. Nie jest trudno wykazac, ze podziat
{D1, Do\{z2}} grafu (B)c,,, jest podzialem domatycznym grafu Hy, Hy ~ C,,. Stad
{D1, Doa\{w2}} € I5(Hy).

5. Niech x3, x4, ,41 € Dy oraz x1, 29 € Dy. Poniewaz x3, x4 € Dy, to x5 € Ds.

Zatem podzial {Di\{z3}, Do\{x2}} grafu (R)c, .., gdzie R = V(Cyq1)\{z2, x5} jest

1+1)
podzialem domatycznym grafu Hy, gdzie V (Hy) = Roraz E(Hy) = (E(Cpi1)\{z172,
I2$3,$3I4}) U {I1$4} (tZIl. H4 ~ n—l)- W kOIlSGkWGIlei, {Dl\{lg},Dg\{l'Q}} c
I5(Hy).

Reasumujac oba powyzsze przypadki,
'é4(Cn+1) = Z5(H2) + Z5(H4) = Z5(Cn) + ’é5(0n_1), dlan = 5, 6, (127)

6. Niech x5, z,11 € Dy oraz x1,x3, x4 € Dy. Poniewaz z3, x4 € Dy, to x5 € Dy i
podzial {D1\{z2}, Do\{z3}} grafu (R)c, ., jest podzialem domatycznym grafu Hy,
Hy~ C,_y. Zatem {D;\{xa}, Do\{z3}} € I4(Hy).

7. Niech x9, 24, 2,11 € Dy oraz x1,23 € Dy. Wtedy podzial {Di\{x2}, Do}
grafu (B)¢,,, jest podzialem domatycznym grafu Hy, Hy ~ C,,. Wéwczas { D1\ {z,},
Dy} € I4(Hs).

Reasumujac przypadki 6 1 7 mamy
i5(Cny1) = ia(Hz) + i4(Hy) = i4(Cy) +i4(Crmq), dlan = 5,6, ... (1.2.8)
Podstawiajac do wzoru w (1.2.1) wyrazenia z (1.2.4)—(1.2.8) otrzymujemy, ze
i2(Chy1) = 3i5(Cy) + 2i5(Cpy) +is(Cr) +ig(Cpy). (1.2.9)

Przez zastapienie liczb i5(C,,), i5(Ch_1) 115(Cr—1) we wzorze w (1.2.9) przez wyrazenia

z (1.2.8), (1.2.5) i (1.2.4), odpowiednio otrzymujemy, ze

i2(Cpi1) = 2i5(Cp) +4(C) + 2i4(Cr1) +i4(Cpa) +ia(Cy) +i1(Cy),  (1.2.10)
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przy czym przyjmujemy, ze i4(C,_2) = 1 dlan = 5.
Z kolei w (1.2.10) zastepujac i4(C,,_1) przez wyrazenie z (1.2.7), a nastepnie zastepujac

i5(Ch—2) przez wyrazenie z (1.2.6) i stosujac wzér z (1.2.1) otrzymujemy
i2(Char) = i2(C) +i5(Ch) + i5(Cr_s) 4 ia(Cp_y) + is(Cps), (1.2.11)

przy czym przyjmujemy, ze Cy = P oraz i5(C,_3) = 1 dlan =51i5(C,_3) =0 dla
n = 6.

Podstawiajac wyrazenie z (1.2.6) pod i5(C,—3) w (1.2.11), a nastepnie dodajac
i jednoczesnie odejmujac 11(Chp_1), i2(Ch_1), i5(Cp_1) do wyrazenia w (1.2.11) i

stosujac wzér z (1.2.1) dostajemy prawa strone wyrazenia w (1.2.11) w postaci
i2(C) +i*(Cry) +i5(Cp) — i5(Cry) + ia(Crg) — ia(Cpq) — i1(Cry). (1.2.12)

W (1.2.12) zastepujac i1 (Cy—1), i2(Cpn_1) przez wyrazenia z (1.2.4), (1.2.5), odpowie-
dnio, a nastepnie zastepujac wyrazenie i5(C,,_1)+1i5(Cy_2) przez liczbe i4(C,,) wobec

(1.2.7) mamy
(Cpr) = 2(Cn) +13(Coa) +15(Cn) — i5(Crg) +ia(Crg) — ia(Cy). (1.2.13)

Dodajac i odejmujac ig(C),_1), i5(C,—1) do prawej strony wyrazenia w (1.2.13) otrzy-

mujemy
i2(Crpr) = i2(Cp) + i2(Cp_y) +i5(Cp) — i5(Cpgr) +ia(Cryr) —ia(Cy)  (1.2.14)

wobec réwnosci z (1.2.7) 1 (1.2.8).

Aby zakonczyé dowdd wystarczy wykazad, ze

. : . . 2, jezeli n =2 (mod 3) lub
Z5(Cn> - 15(Cn+1> + Z4(Cn+1) - Z4(Cn> = { -1 iN pI"ZGCiWIIYI(Il przygadku.

(1.2.15)
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Stosujac metode indukcji matematycznej ze wzgledu na liczbe n, n = 2(mod 3)

udowodnimy, ze

Jezeli n = 5, wéwcezas nie jest trudno pokazaé, ze i5(Cs) = i5(Cs) = 2, i4(Cg) = 3,
i4(C5) = 1, a zatem réwno$¢ w (1.2.16) zachodzi. Zalézmy prawdziwosé réwnosci
w (1.2.16) dla n = k, gdzie k = 2(mod 3). Pokazemy, ze réwnosé¢ w (1.2.16) jest

prawdziwa dla n = k + 3, czyli

i5(Chors) — i5(Chsa) + 14(Chpa) — i4(Chys) = 2. (1.2.17)

Stosujac (1.2.8) do liczb i5(Cyy3) oraz i5(Clryq) 1 jednoczesnie stosujac (1.2.7) do

liczb i4(Cly4) oraz ig(Cris) otrzymujemy, ze lewa strona réwnosci w (1.2.17) wynosi

14(Cry1) — 14(Crys) + i5(Crgs) — 15(Clsr). (1.2.18)

Z kolei stosujac odpowiednio (1.2.7) i (1.2.8) do liczb i4(Cki3) i i5(Crys) otrzymu-

jemy, ze wyrazenie w (1.2.18) ma postaé

2i4(Chosr) — 2is(Crr1) — i5(Crsa) + i4(Cha)- (1.2.19)

Na mocy wzoréw z (1.2.8) i (1.2.7) zastepujemy w (1.2.19) liczby i5(Cyy2) oraz
i14(Cra2), odpowiednio i wéwczas wyrazenie z (1.2.19) jest réwne i5(Cy) —i5(Clri1) +
14(Cra1) — 14(Cr) = 2, co wynika z zalozenia indukcyjnego. Zatem z twierdzenia
o indukcji matematycznej wynika, ze dla n = 2(mod 3) réwnosé¢ w (1.2.16) jest
prawdziwa. Nie jest trudno zauwazy¢, ze dowod dla n Z 2(mod 3) jest analogiczny,

co konczy dowdd. O

Nastegpnie wyrazimy wyrazy ciagu (i%(C,,)), n = 3,4, ... za pomoca liczb Lucasa.
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Twierdzenie 1.2.2. Niech 0 < k <2. Dlan > 5, n = k(mod 3),

P(Cosr) =3Fpy+ k=21 — [k £2)F;+2 Y Fr— Y Ff,

i€An 4k i€Bp_a 1
gdzie Ap_g ={i € N : i =k(mod 3) A i <n—4},
By ar={ieN:i<n—4\A,_4x.
Dowdéd. Rozwazymy przypadek k = 2. W pozostatych przypadkach sposéb dowo-
dzenia jest analogiczny.
Na poczatek stosujac indukcje wzgledem p wykazemy, ze
#(Crgr) = F3i*(Coy) + Fy 4% (Copor) +2F +2 > FF = > Fr, (1.2.20)
i€Ap2 1€Bp 2
gdzie Apo ={i € N : i =2mod 3) Ni <p}, Byo ={i € N:i<p}\A4,, dla
p=1,...,n—4 oraz n = 2(mod 3).
Niech p = 1 oraz n = 2(mod 3). Zatem wobec wzoru z (1.2.3), i*(Cp1) = 2(C),) +
i?(Cy_1) + 2. Stosujac dalej wzoér z (1.2.3) do liczby i?(C,) otrzymujemy, ze prawa
strona powyzszej réwnosci jest postaci 2i2(C,,_1) + i2(Cyg) + 1 = F}i?(Cp_y) +
F}i*(Ch_2) + Fy, na mocy definicji rekurencyjnej liczb Lucasa. Oznacza to, ze dla
p=1r16wnos¢ w (1.2.20) jest prawdziwa, bowiem Ay o = (), By, = {0}.
Zalézmy, ze réwnos¢ w (1.2.20) jest prawdziwa dla p = [. Pokazemy, ze jest ona
prawdziwa dla p = [ + 1. Z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy, ze
#(Crgr) = 2 (Cos) + Ff 4% (Comimn) +2F5 +2 ) Ff = Y Fr, (1.2.21)
Q€A o i€B) 5
gdzie Ajo ={i € N:i=2(mod 3) Ni <}, Bjo={i € N :i<Il}\A,.
Zatézmy, ze | = 2(mod 3). Woéwezas n — [ = 0(mod 3). Zatem wobec wzoru z
(1.2.3) 2(Cp_y) = i*(Cr_i—1) +7*(Cr_1_2) + 2 i prawa strona réwnosci z (1.2.21) jest
postact (Fy + B )2 (Coi 1)+ B2 (Co i o)+ 2B +2(F7 + Ysen, B~ Yo, Fr-

Poniewaz F;"+F}" | = F,; na mocy definicji rekurencyjnej liczb Lucasa oraz poprzez
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prosta obserwacjg, ze F[HLZieAly2 Fr = ZieAlH,g F oraz ZZEBM Fr= Zz’eBm,z Fr,
wiec w tym przypadku teza indukcyjna jest prawdziwa.

Dowdd tezy indukcyjnej dla [ # 2(mod 3) zostanie pominiety, bowiem jest on
analogiczny do powyzszego dowodu.

Zatem z twierdzenia o indukcji matematycznej wynika, ze réwnosé w (1.2.20)
jest prawdziwa dla p=1,...,n — 4.

Wobec tego zastepujemy p przez n — 4 w réwnosci w (1.2.20). Na koniec w
tak otrzymanej réwnosci zastepujemy i%(Cs) oraz i?(Cy) przez 3 wobec wzoru w
(1.2.2) oraz na mocy definicji rekurencyjnej liczb Lucasa wyrazenie F_, + F¥_.

zastepujemy przez liczbe F7_5, co konczy dowdd. O

Podamy teraz postaé liczby i%(C,,), n > 3 wykorzystujac funkcje tworzace.
Twierdzenie 1.2.3. Dian > 2, i*(Cyy1) = 2 (™™ + @t + ¢ + oy,
gdziea:_l_T‘/gi, ¢:1+T\/5 oraza=—-1—a,d=1-¢.

Dowéd. Z Twierdzenia 1.2.1 wynika réwnosé

i2(C) = i*(Cr_1) +3%(Cps) — [n > 4] + 3[3\n,n > 0], (1.2.22)

ktora jest spelniona réwniez dla wszystkich liczb calkowitych jezeli i3(C,) = 0, dla
n < 2. Zamiast i*(C,) bedziemy pisa¢ i,. Rozwazmy funkcje tworzaca [(z) =

>, in2". Wowezas wykorzystujac rownosé z (1.2.22) otrzymujemy

I(2) =3 in—12" + D, in—22" =D o4 2"+ 3> .0 [3\n]2" =
P D Donz0 "+ Zi:o 230 0 [3\n]2" =332, [B\n]2"

1

Z kolei wykorzystujac nastepujace funkcje elementarne ano "2t =,

Y nso [M\n]2" = L_ otrzymujemy, ze

1—zm

I(2) =z2l(2) +2°1(z) — =+ 2 + 2+ 2+ 22+ 2 -2,
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Ostatecznie,

_ 2 242292249
I(z) = —2" =2+ (1—z)(1+z+22)(2—li_—z—22)'

Przypomnijmy, ze 1 — 2z — 2% = (1 — ¢2)(1 — quﬁz), gdzie ¢ = 1+2\/5 oraz ngﬁ =1-—9¢

(oznaczenia jak w dowodzie Twierdzenia 1.1.3). Ponadto, 22 + 2+ 1= (1 —az)(1 —

az), gdzie a = _I_T\/gl, a=—1—«a. Wbwczas

2 11 L L -
[(Z) =—z—-2+ §<1_az tiE T 1-¢z + 1—$z)'

I(2) = Y, s0l—ln=2] = 2[n = 0] + (" +@" + ¢" + §") }2"
W konsekwencji,

in =@+ @+ ¢" + o),

co konczy dowdd. O
Na mocy Twierdzenia 1.2.3 oraz réwnoéci a1 = @™ = 1 dla n = 2(mod 3)
otrzymujemy

Whiosek 1.2.4. Jezelin = 2(mod 3), wéwczas i*(Cpy1) = 1+%(¢"+1+$"+1), gdzie
¢ = _1+2\/5 orazp=1—¢.

1.3 LICZBA PODZIALOW DOMATYCZNYCH
GRAFU K,

W tej czesci pracy rozwazamy graf pelny dwudzielny K, ,+; taki, ze V(K ) =
AUB, gdzie A = {x1,..., 2}, m > 2o0raz B= RUS, przy czym R = {y1,...,yn},
S ={Yns1s- -y Ynsi}, n > 2,1 > 1. Bez straty ogdlnosci rozwazan zatézmy, ze m <
n+l. Wtedy d(K,, n41) = m. Obliczymy liczbe i"™ (K, n41) podzialéw domatycznych
o mocy m grafu K, .

W dowodach ponizszych twierdzen wykorzystamy rezultat z [26].
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Wiasnosé 1.3.1. [26] Niech V(K,,,) = AUB. Jezeli D jest zbiorem dominujgcym
grafu K, to albo D = A albo D = B albo DN A # () oraz DN B # 0.
Twierdzenie 1.3.2. i*(Ky5) = 3 oraz

i*(Kopt1) = 20(Kap) + 1 dlan > 2.

Dowdd. Poniewaz Kj o ~ Cy, wigc na mocy Twierdzenia 1.2.1 *(K52) = 3.

Wyprowadzimy teraz wzér rekurencyjny dla liczby i?(Ks,,41) podzialéw do-
matycznych o mocy 2 grafu Ks,41, przy czym n > 2. Na mocy Wlasnosci 1.3.1
{A, B} jest jednym z podzialéw domatycznych o mocy 2 grafu K ,,41. Zatem wobec
Wiasnosci 1.3.1 wystarczy, ze zliczymy podzialy domatyczne {Dy, Do} grafu Ko ,,41
takie, ze D; M A # () oraz D; N B # (), dla i = 1,2. Rozwazmy przypadki.

1. Zalézmy, ze wierzcholki zbioru R naleza do tego samego zbioru podziatu
{D1, Dy} grafu Ks,.1. Bez straty ogdlnosci rozwazain niech R C D;. Woéwezas
Yns1 € Do. Ponadto, poniewaz AN D; # () dla i = 1,2, wigc albo xz; € D; oraz
Ty € Dy albo 1 € Dy oraz x5 € D;. Oznacza to, ze w tym przypadku mamy
dwa nastepujace podzialy domatyczne grafu Ks, 11 {R U {x1}, {22, yns1}} oraz
{RU{22}, {21, yns1 }}

2. Zalézmy, ze wierzcholki zbioru R naleza do réznych zbioréw podziatu do-
matycznego {Dq, Do} grafu Ky, 4q1. Niech y,11 € Dy. Wowcezas {D1\{yn+1}, D2}
jest podzialem domatycznym grafu Ko, takim, ze (D1 \{yn+1})NR # 0 oraz DoNR #
(). Takich podzialéw mamy i*(Ks,,)—1 (pomijamy podziat { A, R} grafu Ks,,). Jezeli
Yn+1 € Do, to liczba podzialéw domatycznych o mocy 2 grafu Ks,, 11 wynosi réwniez
i*(Kay) — 1.

Reasumujac, i*(Kapni1) = 14+ 24 2(i%(Ka,) — 1) = 2i%(Ka,) + 1. 0

Whiosek 1.3.3. Dian > 2, i%(K,,) = 2" — 1.

Nie jest trudno zauwazy¢, ze i"™ (K, ) = m! dla m > 3. Podamy teraz réwnanie

rekurencyjne dla ciagu (i (K n1)), gdy n > m > 3 oraz [ > 1. Przypomnijmy,
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ze {V(Kpn)} jest jedynym podzialem domatycznym o mocy 1 grafu K, ,, czyli

i'(Kmn) = 1 dla kazdych m, n.

Twierdzenie 1.3.4. Dian > 2, i*(K,,) = 2" — 1.
Niech n > m > 3 oraz niech | > 1. Wtedy

(o) = S S0 () ()0 (Kot) = [ = 2) 7 (Ko i) = [m—
r=2])(k=0]+[k# 0](2’”"{”}((8) (*(Ksn) = [s = 2])))))-

Dowdéd. Na mocy Wniosku 1.3.3 warunek poczatkowy zachodzi. Niech n >
m > 3. Poniewaz d(K,, 1) = m dla m < n, wigc niech {Dy,...,D,,} bedzie
podzialem domatycznym o mocy m grafu K, ,4;. Zalézmy, ze wierzcholki ze zbioru
S naleza do r (1 < r < min{l, m}) zbioréw, powiedzmy D,, .1, ..., Dy, z podzialu
{Dy,...,D,}. Rozmieszczenie wierzchotkow zbioru S w zbiorach D,,_,11,..., Dy
mozemy ustali¢ na i" (K, ;) —[r = 2] sposobéw. Ponadto, do zbioréw D,,_,11, ..., Dy,
nalezy dokladnie r wierzchotkéw, powiedzmy ., 11, ..., %, ze zbioru A na mocy
Witasnosci 1.3.1 oraz zalozenia m > 3. Wierzchotki te mozemy wybraé¢ na (T)
sposobdw, a rozmieszczenie tych wierzchotkow w zbiorach D,,, .41, ..., D,, mozemy
ustali¢ na r! sposobéw. Rozwazmy przypadki.

1. Zalézmy, ze istnieje doktadnie k (1 < k < n — m + r) wierzcholkéw,
powiedzmy ¥, g1, - - -, Yn W zbiorze R nalezacych do s (1 < s < min{r, k}) sposréd
r zbiorow D,,_,i1,...,D,. Niech tymi s zbiorami beda zbiory Dy, si1 ..., Dy;
zbiory te mozemy wybrac¢ na (2) sposobow. 7 kolei wierzchotki vy, xi1,...,y, ze
zbioru R mozemy wybra¢ na (Z) sposobéw. Wtedy rozmieszczenie wierzchotkow
Yn—kt1s - - -» Yn W zblorach Dy,_giq, ..., Dy, mozemy ustali¢ na i*(Ky) — [s = 2]
sposobow. Wéwezas (A\{@m—ri1,- -5 Tm}) U (B\{Un—k11, - > Un}) = U2, D; oraz
(A{Tm—ri1s T ) U (B\{Yn—tt15 - > Un})) Kops =~ Kin—rin—k- Oznacza to, ze
{D1,..., Dy} jest podzialem domatycznym grafu K,,_,,_j takim, ze D; N (A\
{Tm—rs1s- -y xm}) # 0 oraz D; N (R\{Yn—k+1,---,Yn}) # O dlaj = 1,...,m —

r. Takich podzialéw mamy ™" (K,—rn_r) — [m —r = 2] (pomijamy podzial
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{A\{@m—rs1s- s}y R\{Yn—k+1,- -  Yn}} grafu Ky, g, jezeli m —r = 2). W
konsekwencji, w tym przypadku mamy me{l m} S ZZL’?{M}((T) ()t
(i"(Kyp) — [r =2])(°(Ksk) — [s = 2]) ("™ " (Kim—rn—k) — [m — r = 2])) podzialéw
domatycznych o mocy m grafu K,, ;.

2. Zalézmy, ze zaden z wierzchotkéw ze zbioru R nie nalezy do zadnego ze
zbioréw D,,_yi1,...,D,,. Stad R C U;n:_lr D;. Zatem (A\{Zpm—rt1,-..,Tm}) U

R = UL D; oraz (A\{@m—rt1,- -, Tm}) U R)k ~ Ky_rn. Oznacza to, ze

mn«H -

{D1, ..., Dy} jest podzialem domatycznym grafu K,,_, , takim, ze D;N(A\{Zy—r+1,
Tm}) # O oraz D;NR # O dlaj =1,...,m —r. Takich podzialéw mamy

i (Kp—ypn) — [m —r = 2] (pomijamy podzial {A\{z;—r41,...,2n}, R} grafu

Koy, jezeli m — r = 2). Reasumujac, w tym przypadku mamy » " 7!

()
(i"(Kyp) = [r = 2)) (™" (Kp—yn) — [m — r = 2])) podzialéw domatycznych o mocy
m grafu Ky, ..

Ostatecznie, " (K ) = Sorirtbmd Soammdr shmindnld ((m) () (M)l (47 (K ) —
[r = 20)(&° (Kax)—[s = 20) (i" " (Krini)—[m—r = 20)+ 300 O (7)1 (07 (K ) —
[r = 2) (i (Konen) — [m— 1 = 2])) = Sy ™ Smem (1) (7))t () — [r =
20) (i (Konerni) — [m — 1 = 2)([k = 0] + [k # 0} () (5 (Kop) = [s =
2))))). D

Whniosek 1.3.5. Niech | > 1. Niech W bedzie podziatem domatycznym grafu
Ky i1, do ktorego nalezy zbior D; taki, ze S C D,;. Wowczas ilos¢ takich podziatow
jest rowna liczbie i"™ (K ni1)-

Whiosek 1.3.6. Dian > 2, i%(K,,) = 2" — 1.

P (K1) = 3420 ((1) ((Kzpop) — 1))

Whiosek 1.3.7. Dian > 3, i*(K3,) = 3(3""1 — 2" 4+ 1).
Whiosek 1.3.8. Dlan >m —1> 3, (Ks,) =3(3""'—2"+1).
Z.m([(m,n-i-l) mzn m+1(( ) ™ 1(Km—17n—k))'

Stosujac m — 3 krotnie réwnanie rekurencyjne z Wniosku 1.3.8 do liczby i (K, nt1),
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a nastepnie wykorzystujac warunek poczatkowy tego rownania rekurencyjnego otrzy-
mujemy postaé jawna liczby " (K, n41), dla kazdych n, m takich, zen > m—1 > 3.

. . | n—m—ko+1 n—m—ko—k1+1
Whniosek 1.3.9. Dian >m —1 > 3 " (Konnt1) = 5 Dk kom0

Z;n";—lgo—lm— =k 4+1{H ( klkp—l‘*‘l) (3~ P ke—mA3 _gn=32 k- —m+d

1)}, przy czym ko = 0.

Na koniec rozwazmy graf pelny dwudzielny K1, taki, ze V(Kpn) = P UQ,
gdzie P =TUU, T = {x1,...,xn}, m > 3, U = {xms1,-- -, Tmy}, | > 1 oraz
Q=A{v1,.--,un},n>m—+1L

Twierdzenie 1.3.10. Dian > 3, i3(K3,,) = 3(3""' — 2" + 1).
Niechn >m+1, m >3 orazl > 1. Wtedy i" ™ (Ki,) =

Z_T((Z)im(Kmn k) - dla 1 =1 lub
Zkl 1 k2 1 ZZE 1 I{Hp 1(( )( i, pkr))im(Km,n—k)}a dla [ > 2,

P

gdzzeaizzl ki—({—i)dlai=1,...,1—1.

1= =1

Dowdéd powyzszego twierdzenia jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 1.3.4.

1.4 LICZBA PODZIALOW DOMATYCZNYCH
WYBRANYCH KLAS GRAFOW
DOMATYCZNIE PELNYCH

W tej czesci rozdzialu pierwszego zliczamy podzialy domatyczne wybranych klas
graféow domatycznie pelnych. Graf G nazywamy grafem domatycznie petnym, jezeli
d(G) = §(G) + 1. Rozwazmy najpierw ciag (G,),>o graféw taki, ze:

a) Gy jest grafem domatycznie pelnym oraz

b) Dla kazdego p > 1, V(G)) = V(Gp—1) U{w,}, gdzie w, jest nowym wierzchotkiem
spoza grafow Go, ..., G,_1 oraz E(G)) = E(Gp_1)U{w,y : y € Ng,(x0)}, przy czym
de,(z0) = 0(Gy).

Z definicji ciagu (G)),>0 wynika, ze wszystkie jego wyrazy sa grafami domatycznie

pelnymi oraz d(G,) = d(Gy). Podamy teraz liczbe podzialéw domatycznych o mocy
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r grafu G, oznaczana przez i"(G,), p > 0, jezeli r = d(Gy).

Twierdzenie 1.4.1. Dla kazdego p > 1, i"(G,) = i"(Gy), gdzie r = d(Gy) > 1.

Dowéd. Jezeli d(Gy) = 1, to {V(G))} jest jedynym podzialem domatycznym o
mocy 1 grafu G, dla p > 01 " (G,) = i"(Gy) = 1 dla r = d(Gp) = 1. Niech
teraz d(Gy) > 2. Poniewaz d(G)) = d(Gp) dla kazdego p > 1, wiec istnieje podzial
domatyczny {Dy, ..., D,} grafu G,, gdzie r = d(G)). Bez straty ogélnosci rozwazan
niech zg € Dy. Wéwezas Ng,(70) € Uj_, D), bowiem dg,(z0) = §(Gy) i G, jest
grafem domatycznie pelnym. Poniewaz Ng,(w;) = Ng,(z0) C Uj_, D; oraz Dy
jest zbiorem dominujacym grafu G, to w; € Dy, dla i =1,...,p. Oznacza to, ze
wierzcholki wy, . . ., w, zawsze naleza do tego samego zbioru z podzialu domatycznego
o mocy r = d(Gy) grafu G, do ktérego nalezy wierzcholek zy. Zatem i"(G,) =

i"(Go), jezeli r = d(Gy), co nalezalo wykazac. O

Wnhiosek 1.4.2. Dia kazdego p > 1, i"(G,) = i"(Gy), gdzie r = d(Gp).

W pracy [15] autorzy zdefiniowali rodzing graféw § = {Hy : k > 1}. Mianowicie,
niech Hy, = Py oraz dla k > 2 niech Hj, bedzie drzewem otrzymanym z roziacznej
sumy gwiazdy K1 oraz gwiazdy podzielonej (ang. subdivided star) K7, poprzez
polaczenie za pomoca krawedzi liScia gwiazdy z centrum gwiazdy podzielone;j.
Zalozmy, ze V(Kyp1) = {z1,. ., 2p1 ) U {x,}, gdzie z, jest centrum gwiazdy
K1kt

Niech V(K7 ) = {y1,--.,y2r} U {w}, gdzie y, jest centrum podzielonej gwiazdy
1, dlal<i<k,

2, dlak+1<i<2k o

K71 - Wiadomo, ze dgy , (yb, yi) = {
dry, (yj, ) = 1 dla j = {(mod k).

Bardziej formalnie, Hy = Ps (V(H1) = {x1, Ta, T2, Yp, Y1, Y2}, E(H1) = {x124, T4,
Toly, YoU1, Y1Yy2}) oraz dla k > 2 Hy jest grafem takim, ze V(Hy) = V(Hp_1) U

{Tht1, Yk, Yor } oraz E(Hy) = E(Hp—1) U{TaZr11, YoYks YrY2k }-
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Jest oczywiste, ze 0(Hy) = 1 oraz d(Hy) = 2, dla k > 1.
Twierdzenie 1.4.3. i*(H,) =5 oraz
i?(Hy) = 2i*(Hy_1), dla k > 2.
Dowdd. Poniewaz H; = Pg oraz na mocy Whasnosci 1.1.1 mamy i?(H;) = i%(BPs) =
5. Rozwazmy graf Hy, dla dowolnego, ustalonego k > 2. Poniewaz d(Hj) = 2, wiec
niech {D1, Dy} bedzie podzialem domatycznym grafu Hy. Oznaczmy przez [(Hy,)
zbiér podzialéw domatycznych {Dy, Do} grafu Hy. Bez straty ogdlnosci niech z, €
D;. Wtedy 211 € Do. Przyjmijmy, ze I (Hy) = {{D1, D2} : yp € Ds}, dla s =1,2.
Zatem I[(Hy) = I,(Hy) U Iy(Hy) oraz i*(Hy) = |I(Hy)|. Niech i,(Hy,) i |Is(Hy)|, dla
s = 1,2. Rozwazmy przypadki.

1. Zalézmy, ze y, € D,. Wtedy xo € Dy. Zatem y, € Dy i yop € Do lub
Yp € Dy iysy € Dy. Jezeli yy, € Dy i yax, € Do, to podzial { D1 \{yr}, Do\{Zx+1,y2r}}
grafu (A)p,, gdzie A = V(Hp)\{Zr+1, Yk, Yor }, jest podzialem domatycznym grafu
@ takim, ze V(Q) = A oraz E(Q) = E(H)\{Zkt1%a, YUk, YrYor } (tzn. Q ~ Hy_4).
Co wigeej, {Di\{yx}, D2\{Tr11, var}} € L(Q). Jezeli yp € Dy i ya € Dy, to
podzial {Di\{yar}, Do\{Zk+1, yr}} grafu (A)p, jest podzialem domatycznym grafu
Q, Q ~ Hp_1. Ponadto, {Di;\{yor}, D2\{zrs1, yx}} € 1(Q). Oznacza to, ze
i(Hi) = 2|1(Q) = 2|11 (Hy-1)| = 2i1(Hi-1).

2. Zalozmy, ze y, € D,. Wtedy istnieje wierzcholek w € Ny, (y,) taki, ze
w € Dy. Przyjmijmy, ze Iy;(Hy) = {{D1, D2} € Is(Hy) : x2 € D}, dlal = 1,2.
Zatem Iy(Hy) = Io1(Hy) U Iy 2(Hy). Niech o (Hy) 4 |Io,(Hy)|, dlal=1,2.
Zalézmy, ze x4 € Di. Wowcezas dalej rozwazajac analogicznie jak w przypadku 1
otrzymujemy is 1 (Hy) = 2091 (Hg—1).
Niech teraz xo & Dy, tzn. xo € Dy. Wtedy istnieje ky € {1,. .., k} takie, ze yy, € D;.
Zatem y, € D11 ys, € Dy lub y, € Dy i yo, € Dy, dla pewnego p € {1,...,k},

p # ko. Dalej rozwazajac jak w przypadku 1 otrzymujemy is o(Hy) = 2i92(Hy—1). To
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wszystko gwarantuje, ze io(Hy) = io1(Hy) + i22(Hy) = 2(io1(Hg—1) +i22(Hk—1)) =
2i9(Hg_1).
Ostatecznie, i?(Hy,) = i1 (Hy) + i2(Hy) = 2(i1(Hy_1) + i2(Hy_1)) = 2i*(Hg_1), co

konczy dowdd. O

Whiosek 1.4.4. Dla k > 1, i?(Hy) =521,



Rozdziatl 2

LICZBY DOMATYCZNE
PRODUKTOW GRAFOW

W tym rozdziale beda oszacowane liczby domatyczne wybranych produktéw graféw,
tzn. produktu kartezjanskiego dwoch graféw, produktu silnego dwoch grafow, zlacze-
nia graféw oraz k-korony dwoch graféw. Ponadto, podane zostana pelne lub czesciowe
charakteryzacje grafow, dla ktorych uzyskane oszacowania liczb domatycznych sa
osiagane. Inspiracja do badania produktéw graféw byly prace [1], [4], [23], gdzie po-
dano doktadna wartos¢ liczby domatycznej produktu kartezjanskiego grafow P, oraz
P,,, liczby domatycznej zlaczenia grafu G i grafu K,,, oszacowano liczbe domatyczna
oraz totalna liczbe domatyczna grafu zwanego sklejeniem graféw G'i H wierzchotkami

oraz grafu zwanego zlaczeniem graféw G i H krawedzia,.

2.1 LICZBY DOMATYCZNE
PRODUKTU KARTEZJANSKIEGO
DWOCH GRAFOW

W tej czedci pracy podamy oszacowania dla wybranych liczb domatycznych pro-
duktu kartezjanskiego G1JG5 graféw GG; i Go. Ponadto, wyznaczymy te liczby dla

wybranych klas graféw. Jedna z rozwazanych klas graféw jest klasa graféw domaty-

35
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cznie pelnych. Przypomnimy, ze graf G nazywamy grafem domatycznie petnym,
jezeli d(G) = 6(G) + 1.

Wiasnosé 2.1.1. [4] Dla dowolnego grafu G rzedun, n > 1
a) d(G) < 46(G) +1,
b) d(G) < n/v(G).

Wiasnosé 2.1.2. [4], [2]
a) d(P,) =2 oraz P, jest grafem domatycznie pelnym dla n > 2,

| 2, jezeli n# O(mod 3) lub
b) Dlan = 3, d(Cy) = { 3, w przectwnym przypadku

oraz C,, jest grafem domatycznie pelnym jezeli n = 0(mod 3),

c) d(K,) =n oraz K, jest grafem domatycznie pelnym dlan > 1,
d) d(K,,) = min{m,n} dla m,n > 2,

e) d(Ky,) =2 oraz Ky, jest grafem domatycznie petnym dla n > 1.

Wiasnosé 2.1.3. [1] Dian,m > 2,

2, gezeli m=n=2 lub n=4 oraz m =2 ludb
d(P,0P,,) = n=2 oraz m=4, lub
3, w przeciwnym przypadku.

Powyzsze wlasnoéci beda wykorzystane w dalszych rozwazaniach. Nie jest trudno
zauwazyc, ze
Wiasnosé 2.1.4. Dla dwoch dowolnych grafow G1, Gy mamy

max {d(G1),d(G2)} < d(G10G3) < 0(Gq) + 0(Ge) + 1.

Wnhiosek 2.1.5. Jezeli 6(G1) = 1, §(Ga) > 1 oraz Gy jest grafem domatycznie
pelnym, wowcezas d(Gs) < d(G10G:) < d(Ga) + 1.

Twierdzenie 2.1.6. Niech G bedzie grafem takim, Ze w jego drzewie spinajgcym
odlegtosé miedzy kazdymi dwoma lisémi jest liczbq parzystq. Jezeli Gy jest grafem
domatycznie pelnym oraz 6(G;) =1 dlai = 1,2, to d(G10G2) = 3.

Dowéd. 7Z Wniosku 2.1.5 wynika, ze d(G;0Gy) < 3. Zatem aby dowies¢ teze
twierdzenia wystarczy znalez¢ podzial domatyczny tego grafu na trzy zbiory Wy, Wa,
W3. Poniewaz §(Gs) = 1 oraz Gs jest grafem domatycznie pelnym, to istnieje

podzial domatyczny {D;, Do} grafu Gs. Niech y € V(G3). Ponadto, niech T' bedzie

drzewem spinajacym grafu G, takim, ze odleglo$¢ miedzy jego kazdymi dwoma
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lisémi jest parzysta. Wybierzmy lisé¢ r € V(T'). Jezeli y € Dy, to (r,y) € Wi; w
przeciwnym razie (r,y) € Wy. Zaltézmy teraz, ze u € V(T), u # r. Jezeli dr(u,r) =2
(mod 4) oraz y € Dy, to (u,y) € Wa, a jezeli dr(u,r) = 2(mod 4) oraz y € Dy, to
(u,y) € Wy. Jezeli natomiast dp(u,r) = 0(mod 4) oraz y € D;, to (u,y) € W;, dla
i = 1,2. W pozostatych przypadkach (u,y) € Ws. Nie jest trudno zauwazyé, ze
zbiory Wy, Wy, W3 tworza, podzial domatyczny grafu G100G,, co konczy dowod. O

Whniosek 2.1.7. a) Dla n,m > 1,

d( K1 00K m) = { §: g?ﬁieﬁi;n?m:pi’z;zzdku,

b) d(P,0K, ) =3, dlan>2, m>1.

Twierdzenie 2.1.8. Jezeli G jest grafem rzedu m, woéwczas d(K,0G) = n, dla
n>m>2.

Dla dowodu twierdzenia udowodnimy nastepujacy lemat.

Lemat 2.1.9. Niech G bedzie grafem rzedu m, m > 2. JeZeli D jest zbiorem
dominujgeym grafu K,0G, to |D| > m, n > m.

Dowdéd. Wezmy dowolny graf G rzedu m, m > 2. Zalézmy, ze istnieje zbior
dominujacy D grafu K,00G taki, ze |D| = k < m. Zatem istnieje wierzcholek
r € V(K,) taki, ze A = {(z,y;) € V(K,O0G) : j=1,...,m} oraz AND = (). Co
wiecej, jest wierzchotek y € V(G) taki, ze B = {(z;,y) € V(K,OG) :i=1,...,n}i
BN D = (. Wobec tego wierzchotek (x,y) € AN B C V(K,OG) nie jest sasiedni do
zadnego wierzchotka ze zbioru D, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze D jest zbiorem
dominujacym grafu K,0G. O
Dowéd tw. 2.1.8. 7 Wiasnosci 2.1.4 i Wiasnosei 2.1.2¢) d(K,00G) > max{n,
d(G)} = n, gdzie n > m > d(G). Pozostaje dowies¢, ze d(K,00G) < n. Zauwazmy,
ze D = {(z1,y;) € V(K,O0G) : j = 1,...,m} jest zbiorem dominujacym grafu
K,0G. Istotnie: K,y; jest podgrafem pelnym grafu K,0G, dla kazdego y; €
V(G). Wtedy kazdy wierzcholek (z;,y;) € V(K,0G)\D jest sasiedni do wierzchotka
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(x1,y;) € D. Poniewaz |D| = m, to v(K,0G) < m. Stad i na mocy Lematu 2.1.9
v(K,O0G) = m. Dlatego d(K,00G) < n wobec Wlasnosci 2.1.1b). W konsekwencji,
d(K,0G) = n, co konczy dowdd. O

Na mocy Wniosku 2.1.5 i poprzez prosta obserwacje nie jest trudno wykazac¢, ze
zachodzi

Wiasnosé 2.1.10. Jezeli G jest grafem r(r > 1)-reqularnym i domatycznie pelnym,
to d(K,0G) = d(G).

Whniosek 2.1.11. Dia n,m > 2,

2, gjezeli n € {2,4}, m =2 lub
3, gezelin=2 m=3 lub
d(P,0K,,) = ne{3}U{5,6,...}, m=2 lub
n>2 m=3 lub
m, w przeciwnym przypadku.

Dowéd. 7 Twierdzenia 2.1.8 mamy d(P,0K,,) = m, dlam > n > 2. Co
wiecej, z Wiasnosci 2.1.3 wynika, ze d(P,0K5) = 2 oraz d(P,0K5) = 3, jezeli
ne{3,56,7,8,...}.

Niech n > m > 3. Na mocy Wniosku 2.1.5 i Wlasnosci 2.1.2¢), m < d(P,0K,,) <
m+1. Zatézmy, ze d(P,0K,,) = m+1iniech {Wy,... , W,,.1} bedzie podziatem do-
matycznym grafu P,0K,,. Bez straty ogélnosci rozwazani przypusémy, ze (z1,41) €
Wy. Poniewaz dp,0k,,((21,y1)) = m, wigc przyjmijmy, ze (zr1,y;) € W; dla j =
2,...,m oraz (x2,y1) € Wyi1. Wynika stad, ze V(x2K,,) C W,,11, bowiem
zbiér W,,11 musi dominowaé kazdy z wierzchotkéw ze zbioru V(z1K,,). Zatem
Np, ok, [(x2, y1)\{(z3,51)} € W1 UW,,;41. Wobec tego wierzcholek (x3,y;) musi
naleze¢ do zbioru W5, bowiem Wj jest zbiorem dominujacym grafu P,L1K,,. Wte-
dy dla k = 3,...,m Np,oxk,,[(z2,y1)] " Wi, = 0 i zbiory W3, ..., W, nie dominuja
wierzchotka (z5,7;). Poniewaz m > 3, wiec co najmniej jeden taki zbidr istnieje.
Doszlismy zatem do sprzecznosci z zatozeniem. W konsekwencji, d(P,0K,,) = m,

co konczy dowdd. O
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Wiasno$é 2.1.12. Niech n > 2, m > 3. Jezeli m = 0(mod 4), to

d(P,0C,,) = 4.

Dowéd. Na mocy Wiasnosci 2.1.4 otrzymujemy d(P,0C,,) < §(P,) + 0(Cy,) +
1 = 4. Niech m = 0(mod 4). Wéwczas zbiér V(P,0C,,) moze byé¢ podzielony
na cztery podzbiory: Dy = {(z;,y;) : ¢ = k(mod 4) oraz j = 1(mod 2), 1 <
i<mn, 1 <j<m}U{(z;,y;):i=(k+2)(mod4) oraz j = O(mod 2), 1 <
i <mn, 1<j7<m}, k=123,4. Zbiory Dy, Dy, D3, D, sa parami rozlaczne,

U?:l D; = V(P,OC,,) oraz kazdy z nich jest zbiorem dominujacym grafu P,[1C,,.

W konsekwencji, {D1, Dy, D3, Dy} jest podzialem domatycznym grafu P,JC,,. O

Wiasnosé 2.1.13. Niech m > 3. Wowczas d(P,OC,,) = 4 wtedy i tylko wtedy, gdy
m = 0(mod 4), a w przeciwnym przypadku d(P,0C,,) = 3.

Dowod. Wobec Wiasnosci 2.1.12 dowiedziemy tylko warunek konieczny na to,
aby d(P,0C,,) = 4. Zalézmy, ze d(P,C,,) = 4 i niech {D;, Do, D3, D4} bedzie
podziatem domatycznym grafu P,L1C,,. Bez straty ogdlnosci rozwazan zatézmy, ze
(x1,11) € D1. Wéwezas dokladnie jeden z wierzchotkéw (z1,v2), (21, Ym), (22,v1)
jest w D, dokladnie jeden w D3 oraz dokladnie jeden w Dy, bowiem P,C,, jest
grafem kubicznym. Przyjmijmy, ze (x1,y2) € Do, (22,y1) € D3 oraz (x1,ym) € Dy.
Wéwezas (x;,y;) € Dy, wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = 1 oraz j = k(mod 4) lub i = 2
oraz j = (k + 2)(mod 4), dla k = 1,2,3,4. Tak wiec poniewaz (z1,¥y,) € Dy, to
m = 0(mod 4) i warunek konieczny zachodzi.

Pokazemy teraz, ze jezeli m # O(mod 4), to d(P0C,,) = 3. Zauwazmy, ze
wystarczy znalez¢ podzial domatyczny grafu P,UIC,, na trzy niepuste, rozlaczne
zbiory dominujace. Najpierw zalézmy, ze m # 0(mod 4) oraz m jest liczba nieparzysta,.
Skonstruujemy podziat domatyczny {D;, Do, D3} grafu P,0JC,,. Niech
Dy = {(x;,y;) : i =1oraz j = 1(mod 4) albo i = 2 oraz j = 3(mod 4), 1 < j < m},

Dy = {(x;,y;) : i =1oraz j = 3(mod 4) albo i = 2 oraz j = 1(mod 4), 1 < j < m},
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D3 = {(x;,y;) i € {1,2} oraz j =0(mod 2), 1 <j<m}.

Zalézmy, ze m # 0(mod 4) oraz m jest liczba parzysta. Woéwcezas podziat domaty-
czny grafu P,OC,, jest postaci

Dy = {(x;,y;) :i=1 oraz j = 1(mod 4) oraz 1 <j <m/2 albo i =1 oraz j =0
(mod 4) oraz m/2 < j < m albo i =2 oraz j = 3(mod 4) oraz 1 < j <
m/2 albo i =2 oraz j = 2(mod 4) oraz m/2 < j < m},

Dy = {(x;,y;) :i=1 oraz j = 3(mod 4) oraz 1 <j <m/2 albo i =1 oraz j =2
(mod 4) oraz m/2 < j < m albo i =2 oraz j = 1(mod 4) oraz 1 < j <
m/2 albo i =2 oraz j = 0(mod 4) oraz m/2 < j < m},

D3 = {(x;,y;) i € {1,2} oraz (j = O(mod 2) oraz 1 < j < m/2 albo j =1

(mod 2) oraz m/2 < j <m)}. O

Podsumowujac dla n > 2, m > 3 zachodza nieréwnosci 3 < d(P,0C,,) < 4 na mocy
Wiasnosci 2.1.3, bowiem P,0JFP,, jest podgrafem rozpinajacym grafu P,JC,, oraz
na mocy Wtasnosci 2.1.12 oraz Wtasnosci 2.1.4. Co wigcej, wartosci 4 oraz 3 sa

osiagane.

Rozwazymy teraz produkt kartezjariski dwoch graféw pelnych dwudzielnych.

Twierdzenie 2.1.14. [24] Istnieje graf reqularny, domatycznie pelny G rzedu n
oraz d(G) = d wtedy i tylko wtedy, gdy d dzieli n. Zbiorem wierzchotkow V(Q)
grafu G jest zbior V(G) = UL, Vi, VinV; =0, |Vi| = n/d oraz podgraf Gy; grafu G
indukowany przez zbior V;UV; jest reqularny stopnia 1 (dlai=1,...,d;j=1,...,d;
)

Wiasnosé 2.1.15. Niech n > 2. Wowczas d(K,, ,0K,, ) = 2n.

Dowéd. Poniewaz §(K, 0K, ,) = 2n, wiec d(K, ,0K,,) < 2n + 1 na mocy
Wiasnosci 2.1.1a). Z Twierdzenia 2.1.14 otrzymujemy, ze d(K, 0K, ,) < 2n. Aby

zakonczy¢ dowdd skonstruujemy podzial domatyczny grafu K, 0K, , z 2n zbio-

rami. Zalézmy, ze M, = {(z;,y;) € V(K,,O0K,,) : j = (i + p)(mod n) oraz
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1 <i<2noraz 1 <j < n}oraz D, = {(x;,y;) € V(K,,0K,,) : j = (i+Dp)
(mod n) oraz 1 < i <2norazn+1<j<2n},dlap=0,1,...,n—1. Postaé
zbiorow My, ..., M, 1, Dy,..., D, 1 gwarantuje, ze sa to parami rozlaczne zbiory
dominujace grafu K, ,00K, , oraz Uyz_ol(Mi UD;) = V(K,,OK,,). Ostatecznie,
{Mo,...,M,_1,Dy,...,D,_1} jest podzialem domatycznym grafu K, ,0K, ,, co

konczy dowdd. O

Wyniki przedstawione w powyzszej czedci tego podrozdziatu stanowia czes¢ artykutu
[16], ktory zostal przestany do recenzji do czasopisma Journal of Mathematics and

Applications.

Podamy teraz oszacowania lub dokladne wartosci totalnej liczby domatycznej (def.
str. 13) produktu kartezjanskiego dwéch graféw. Z definicji totalnej liczby domaty-
cznej grafu wynika, ze

Wiasnosé 2.1.16. [3] Jezeli 6(G) > 1, to di(G) < §(G).

Nie jest trudno znalezé totalny podzial domatyczny grafu G;00G5 o mocy dy(G1) lub
di(Gs). Stad oraz na mocy Wlasnosci 2.1.16 otrzymujemy

Wiasnosé 2.1.17. Niech 6(G1) > 1 oraz 6(Gq) > 1. Wowczas

max {dt(Gl), dt(Gg)} S dt(Glleg) < (S(Gl) + 5(G2)

Poniewaz {{(z1, ), (x2,y:)} : 1 = 1,...,n} jest totalnym podzialem domatycznym
grafu KK, wiec na mocy Wiasnosci 2.1.17 otrzymujemy
Whniosek 2.1.18. Dian > 1, di(K,0K,,) = n.

Moéwimy, ze G jest grafem totalnie domatycznie petnym, jezeli di(G) = §(G).

Whniosek 2.1.19. Niech 6(G) > 1. Jezeli G jest grafem totalnie domatycznie
petnym, to di(G) < di(K:0G) < dy(G) + 1.

Whiosek 2.1.20. Niech §(G) = 1. Wowczas di( K,0G) = 2.
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Powyzszy wniosek wynika z Wniosku 2.1.19, Wiasnosci 2.1.16 oraz z obserwacji, ze
{V(21G), V(22G)} jest podziatem domatycznym grafu KoOG.

Twierdzenie 2.1.21. Niech G bedzie grafem totalnie domatycznie petnym.
Wowczas dy( K.OG) = d(G) = di(G) + 1 wtedy i tylko wtedy, gdy G jest grafem
domatycznie pelnym.

Dowéd. Przypusémy, ze G jest grafem totalnie domatycznie pelnym, czyli d,(G) =
)(Q) oraz ze d(G) = di(G) + 1. Wéwezas d(G) = §(G) + 1, a zatem G jest grafem
domatycznie pelnym.

Jezeli graf G jest totalnie domatycznie pelny oraz domatycznie pely (di(G) =
0(G) i d(G) = §(G) + 1), to d(G) = di(G) + 1. Skad dy(K.0G) < 1+ 0(G) =
d(G) na mocy Wiasnosci 2.1.17. Zauwazmy, ze d;(K>;00G) > d(G). Przyjmijmy, ze
{D1,..., Dy} jest podzialem domatycznym grafu G. Niech V(K5) = {x1,z,} oraz
niech y € V(G). Wéwezas definiujemy zbiory Wi, ..., Wy w nastepujacy sposéb:
jezeliy € Dj, to (z1,y), (x2,y) € W;,dlaj=1,...,d(G). Nie jest trudno zauwazy¢,
ze zbiory Wi, ..., Wy tworza totalny podzial domatyczny grafu K,UG. Oznacza
to, ze d;( K,OG) > d(G), a zatem d,(K,0G) = d(G) = di(G) + 1, co koriczy dowdd.
O

Whniosek 2.1.22. Niech n > 2. d,(K,0P,) = 2.

Prowadzac rozumowanie tak jak w dowodzie Wiasnosci 2.1.12 oraz Wilasnosci 2.1.13
otrzymujemy
Wiasnosé 2.1.23. Niech n > 2. Wtedy

di(C,) +1=3, jeieli n=0 (mod 3) lub

di(K,0C,) = { d,(C,) = 2, w przeciwnym przypadku.

Wykorzystujac idee dowodu Twierdzenia 2.1.21 otrzymujemy

Twierdzenie 2.1.24. Niech G bedzie grafem domatycznie peltnym. Wowczas
d,(KL0G) = d(G).
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Oszacujemy teraz uzupelniajaca liczbe domatyczna (def. str. 13) d.,(G10G2). W
tym celu wykorzystamy nastepujace wlasnosci
Wiasnosé 2.1.25. [28] Dla dowolnego grafu G,
a) dep(G) < min{d(G) + 1, [V(G)] — A(G)},
b) dep(G) < V(G| /7ep(G)-
Poniewaz nie jest trudno znalez¢ uzupehiajacy podziat domatyczny grafu G1L0G5 o
mocy de,(G1) lub d.,(G2) 1 na mocy Wiasnosci 2.1.25a) dostajemy, ze
Wiasno$é 2.1.26. Dla dowolnych grafow Gy, Gs,
max {de,(G1), dep(Ga) } < dep(G10Go) <

min {0(G1) + (G2) + L, |V(Gy)| - [V(Ga)| — A(G1) — A(G2)} .

Wiasnos$é¢ 2.1.27. Dla dowolnego grafu G,

dep(G) < dop(K0G) < [V(G)].

Dowdéd. Dolne oszacowanie wynika bezposrednio z Wlasnosci 2.1.26. Poniewaz z

definicji uzupemiajacego zbioru dominujacego grafu mamy ~.,(G) > 2, wigc na mocy

Wiasnosci 2.1.25b) zachodzi d.,(K,0G) < %l‘;((g))‘ < |V(G)], co koriczy dowéd. O

Wiasnosé 2.1.28. Jezeli w grafie G istnieje wierzcholek nasycony (sgsiedni z wszy-
stkimi pozostatymi wierzchotkami grafu), to d.,(K.0G) > 2.

Dowéd. Jezeli y; jest wierzchotkiem nasyconym w grafie G, to Wy = {(x1,y1), (22, 1)}
oraz Wy = V(K,OG)\W; tworza uzupehiajacy podzial domatyczny grafu KoOG.
Zatem d.,(K,0G) > 2. O

Wiasnosé 2.1.29. Niech |V (G)| > 3, V(K3) = {x1, 22} oraz niech {Wh, ..., Wy}
bedzie uzupetniajgcym podziatem domatycznym grafu KOG, Wowcezas

(i) WoNV(x,G)|=1dlap=1,...,|V(G)| orazi=1,2 oraz

(i1) jezeli (w1,yp,) € W, i (x2,y,) € Wi i1 # s, to istnieje ¢ # p takie, Ze
(01, 50) € Wy i (22,) € Wy (1< p,1ys < [V(G))).

Dowdéd. Przyjmijmy, ze {W1,..., Wy(g)} jest uzupeliajacym podzialem domaty-

cznym grafu KoOG, przy czym |V(G)| > 3.
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(1) Z definicji uzupelniajacego zbioru dominujacego grafu wynika, ze |W,| > 2
dlap =1,...,|V(G)|. Tak wiec, poniewaz zbiory Wy, ..., W)y () tworza podzial do-
matyczny grafu KOG oraz |V (K,OG)| = 2|V (G)|, to [W,| =2dlap =1,...,|[V(G)].
Pokazemy teraz, ze W, N V(x,;G) # 0 dlap = 1,...,|V(G)|, j = 1,2. Bez straty
og6lnosei rozwazan niech j = 1. Zalézmy, ze istnieje d € {1,...,|V(G)|} takie, ze
WaNV(x1G) = 0, czyli Wy C V(2oG). Niech Wy = {(z2,11), (22,92)}. Wowezas
wierzcholki (x1,ys3),..., (21, yjv(e)) nie sa dominowane przez zbiér Wy. Poniewaz
|[V(G)| > 3, wiec co najmniej jeden taki wierzcholek istnieje, co jest sprzeczne z
zalozeniem, ze Wy jest uzupehiajacym zbiorem dominujacym grafu K>UIG.

(17) Zalézmy, ze (x1,y,) € W, 1 (22,y,) € Wy oraz r # s, przy czym 1 <
p,r,s < |V(G)|. Z warunku (i) wynika, ze istnieje ¢ # p takie, ze (z1,y,) € Wi.
Co wiecej, istnieje | # p takie, ze (xq,y,) € W,. Pokazemy, ze | = q. Zalézmy,
ze | # q. Poniewaz W, jest uzupeliajacym zbiorem dominujacym grafu K,G, to
(1, yp)(21,y,) € E(KOG). Zatem (za,y,)(22,y,) € E(K20G) na mocy definicji
grafu Ko,OG. Ponadto, (z1,y,), (22,y,) € E(K2OG). Zatem wierzcholek (z2,y,) €
V (K,OG)\Wy jest sasiedni do wierzchotkéw (z1,y,), (2, y,) € Wy (Rys. 1). Stad i
na mocy warunku () dostajemy, ze w zbiorze Wy nie ma wierzchotka, ktéry nie bytby
sasiedni do wierzchotka (x9,y,), co daje sprzecznosé bowiem Wy jest uzupeiajacym

zbiorem dominujacym grafu KOG, Tym samym dowdd zostal zakonczony. O

Whiosek 2.1.30. Niech |V(G)| > 3 oraz niech {Wy, ..., Wiy} bedzie uzupetnia-
Jacym podziatem domatycznym grafu Ko,UG. Wowczas G = Ky (q) wtedy i tylko
wtedy} gdy VVZ = {(xbyi)a (x2>yi)}7 dla i = 1a SRR |V(G)|

Podamy teraz oszacowania dla uzupetiajacej liczby domatycznej grafu P,JG. Jesli
G = Ky, to dep(P,OK,) = dep(Py). Zalézmy zatem, ze |V (G)| > 2.

Wiasnosé 2.1.31. Niech n > 3 oraz |V(G)| > 2. Wiéwcezas d(G) < d,(P,0G) <
I(G) +2.
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Dowdéd. Niech {Dy, ..., Dgg)} bedzie podzialem domatycznym grafu G. Zalézmy,
ze {D:, ..., DZ(G)} jest podziatem domatycznym grafu x;G takim, ze jezeli y € Dj, to
(zi,y) € D, dlai=1,...,noraz j =1,...,d(G). Wéwczas zbiory Wi, ..., Wy,
gdzie W, =J;_, D} dla k = 1,...,d(G), tworza uzupeliajacy podzial domatyczny
grafu P,00G i d.,(P,0G) > d(G).

Z Wlasnosci 2.1.25a) wynika, ze d.,(P,0G) < min{dé(G)+2,n|V(G)| - A(G) —
2}. Jest oczywiste, ze 0(G) +1 < |[V(G)], czyli 6(G) + 2 < |V(G)| + 1. Ponadto,
A(G) 4+ 1 < |V(G)|. Stad i wobec zalozenia |V (G)| > 2 otrzymujemy 2|V (G)| —
A(G)—2 > 1. Zatem jezelin > 3, wiec n|V(G)|—A(G)—2 > 3|V(G)|—A(G) -2 >
|[V(G)| + 1. Ostatecznie, d.,(P,0G) < 6(G) + 2. O
Wiasnosé 2.1.32. Niech n > 3. Jezeli istniejg wierzchotki y1,y2,ys w grafie G
takie, ze Ng|y1) = Ng(ye] = Nelys], to dep(P,0G) < dg(yr) + 1.
Dowéd. Przyjmijmy, ze dg(y1) =1 > 2 oraz Ng(v1) = {y2,9s, - - -, Yrs1} 1 zalézmy,
ze dep(P,0G) > r+2. Zatem d.,(P,0G) = r+2 na mocy Wiasnosci 2.1.31. Oznacza
to, ze istnieje uzupeliajacy podzial domatyczny, powiedzmy {Wy, ..., W, 5} grafu
P,0G. Poniewaz podzial ten jest mocy r+2 oraz |Np,oc|(x1, y1)]| = 7+ 2, wiec bez
straty ogélnosci rozwazan przypusémy, ze (z1,y;) € W;, dlaj =1,...,r+ 1. Stad
wynika, ze (z2,v1), (T2, Y2), (T2, y3) € Wy ya, bowiem Ng(y1] = Nglya| = Nglys) oraz
W, jest zbiorem dominujacym grafu P,[JG. Wobec tego dla k = 2,...,r+ 1 co
najmniej jeden z wierzchotkéw ze zbioru Np oo ((we, y1))\{(x1,v1), (z2,v2), (72, y3)}
musi naleze¢ do zbioru Wy. Zatem |Np,oc((z2,91))| > 7 + 3. Poniewaz n > 3, to
|Nc(y1)| > r+1, co przeczy zalozeniu, ze dg(y;) = r. W konsekwencji, d.,(P,0G) <
da(y1) + 1, co nalezalo wykazac. O

Whiosek 2.1.33. Niech G bedzie grafem r(r > 2)-reqularnym i domatycznie petnym
rzedu co najmniej 3. Jezeli istniejq wierzchotki yr, vz, ys w grafie G takie, ze Ngly,| =
Nelya] = Neglys), to dep(P,OG) = d(G) =r + 1.
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Fakt ten wynika bezposrednio z Wilasnosci 2.1.31 i Wiasnosci 2.1.32 oraz z definicji

grafu domatycznie pelnego.

Ponadto, nie jest trudno wykazaé, ze

Whniosek 2.1.34. Niech n > 3.
a) dop( PO = 0(K) +1 = d(Kp) = m, dlam > 2.
b) cp(P DKl m) = 5(K1 m) + 1= d(Kl,m) = 2, dla m 2 1.
) dep(P,OC,,) = 0(C) + 2 =4, jezeli m = 0(mod 4).
) dep(PuOP,) = 6(P,) +2 =3, dlan > 4.
) Jezelz G ma wierzcholek izolowany lub wierzchotek nasycony, to d.,(GOG) =

c

d

e

f) Jezeli G ma wierzcholek izolowany lub wierzchotek nasycony, to d.,(GOG) =
g) dep(K,OK,) = 1.

h) cp(Kl 2K n) =1.

2.2 LICZBY DOMATYCZNE
PRODUKTU SILNEGO
DWOCH GRAFOW

W tej czesci rozdziatu szacujemy najpierw liczbe domatyczna produktu silnego dwdoch
graféw. Ponadto, podana zostanie doktadna wartosé tej liczby dla produktu silnego
dwéch wybranych klas grafow. Zauwazmy, ze

Wiasnosé 2.2.1. [1] Jezeli H jest podgrafem spinajgcym grafu G, to d(H) < d(G).

Powyzsza wlasnos¢ wykorzystamy do wykazania nastepujacej wlasnosci.

Wiasnosé 2.2.2. Dla dwoch dowolnych grafow G1, Gy mamy

Dowdd. Na mocy definicji produktu Gy X G5 wnioskujemy natychmiast, ze §(G1 X
Gs) = §(G1) + 6(Ga) + 6(G1)0(Gs). Stad i wobec Wiasnosci 2.1.1a) otrzymujemy,
ze d(Gh1 X Gy) < 6(Gh) + 0(G2) + 6(Gh)0(G2) + 1.

Poniewaz G1JG, jest podgrafem spinajacym grafu Gy XG5 oraz na mocy Wlasnosci

2.2.1 i Wiasnosci 2.1.4 otrzymujemy, ze d(Gy X Gy) > max{d(G;),d(G2)}. O
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Podamy teraz kilka doktadnych wartosci liczby domatycznej produktu silnego dwéch
graféw nalezacych do kilku wybranych klas.

Twierdzenie 2.2.3. Niech G| bedzie grafem, dla ktorego 6(G1) = 1. Niech Gy
bedzie grafem domatycznie pelnym. Wowcezas d(G1 K Gy) = 2d(Gs).

Dowéd. Na mocy Wiasnosci 2.2.2 oraz wobec zalozenia otrzymujemy, ze d(G1 X
G9) < 2d(Gs). Skonstruujemy podzial domatyczny grafu Gy X Gy z 2d(G5) zbiorami
dominujacymi. Niech {Dy, ..., Dgq,)} bedzie podzialem domatycznym grafu Go.
Zaltozmy, ze T jest drzewem spinajacym grafu G7 i niech r bedzie jego liSciem.
Dla i =1,...,d(Gy) zdefiniujemy zbiory: W, = {(x,y) € V(G1 K Gs) : dg,(r,x) =0
(mod 2) Ay € D;} oraz Wiya,) = {(z,y) € V(G1XGs) : dg, (r, ) # 0(mod 2)Ay €
D;}. Nie jest trudno sprawdzi¢, ze {Wi, ..., Waq@q,)} jest podzialem domatycznym
grafu G X Gj. O

Whiosek 2.2.4. a) Dla n,m > 2, d(P,X P,,) = 4.
b) Dian >2,m>1, d(P,X K, ,,) =4.
¢) Dian,m > 1, d(K,, X K, ,,) = 4.

Twierdzenie 2.2.5. Jezeli G jest grafem domatycznie petnym, to d(G X K,,) =
m-d(G), dlam > 2.

Dowéd. Wobec Wiasnosci 2.2.2 otrzymujemy d(GX K,,) < m(5(G)+1). Poniewaz
G jest grafem domatycznie pelnym, czyli 6(G) = d(G)—1, wige d(GRK,,) < m-d(G).
Niech V(G) = {z1,...,x,} oraz V(K,,,) = {y1,...,Ym}. Przypomnijmy, ze Gy;
oznacza podgraf grafu GX K,,, indukowany przez zbiér V(G) x {y;}, dla kazdego 1 <
i <m. Zatem d(Gy;) = d(G), bowiem Gy; ~ G. Wobec tego niech {V/, V3,..., Vj}
bedzie podzialem domatycznym grafu Gy;. Oznaczmy P = {V}, VI, ..., le(G), V2 VE,
e Vd2(G), v v VdTG)}. Wykazemy, ze P jest podzialem domatycznym
grafu GXK,,. Poniewaz {V/, VJ, ..., Vdi(G)} jest podzialem domatycznym grafu Gy;,
dlai=1,...,m oraz V(Gy;) N V(Gy;) = 0, dla kazdego 7,7 € {1,...,m}, i # j,
wiee ViNV/ =0, dlai # j albo k # I, gdzie 4,5 = 1,...,m; k,l = 1,...,d(G).
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Co wigcej, Ui~ UZ(:GB Vi =V(GK K,,). Stad wynika, ze P jest podzialem grafu
G X K,,. Pozostaje dowies¢, ze V)i jest zbiorem dominujacym grafu G X K,,. Niech
(zp,y,) € VIGREK )\VE, pe{l,...,n},q€{1,...,m} dlaustalonegoi, 1 <i <m
oraz k, 1 < k < d(G). Rozwazmy przypadki.

1. Jezeli ¢ = i oraz (z,,y;) € V(Gy;)\V}, to wierzchotek (z,,v;) jest domi-
nowany przez wierzcholek ze zbioru V..

2. Jezeli q # i oraz (z,,y,) € V!, gdzie ¢ € {1,...,m}, wéwczas wierzcholek
(zp,y;) € Vi dominuje wierzcholek (x,,v,), poniewaz y;y, € FE(K,,) oraz istnieje
krawedz (z,, yi)(xp, y,) W grafie G X K,,.

3. Niech (zp,y,) € V4, 2z # k oraz q # i. Wtedy wierzcholek (z,,y;) € V! C
V(Gy;) € V(G X K,,) jest dominowany przez wierzchotek, powiedzmy (z,,y;) ze
zbioru V}', (rys. 2) poniewaz V}' jest zbiorem dominujacym grafu Gy;. Ponadto,
istnieje wierzcholek, powiedzmy (x,,y,) w zbiorze V(Gy,), ktéry jest sasiedni do
(z,,y;) € Vi, bowiem y,y; € E(K,,). Poniewaz x,z, € E(G) oraz y,y; € E(Kp),
wéwezas na mocy definicji produktu silnego dwoch graféw wynika, ze wierzcholek
(z,,1,) jest dominowany przez wierzcholek (x,,y;) ze zbioru V}.

Reasumujac zbiér Vi, dlai = 1,...,morazk = 1,...,d(G) jest zbiorem dominujacym
grafu G X K,,. W rezultacie, P jest podzialem domatycznym grafu G X K,,. Stad

d(GX K,,) > m-d(G), co koriczy dowdd. O

Whiosek 2.2.6. a) Dla n,m > 2, d(P, X K,,) = 2m.

b) Dian >1, m > 2, d(K;, X K,,) = 2m.

¢) Niechn >3, m > 2. Wowczas d(C,, X K,,,) = 3m wtedy i tylko wtedy, gdy n =0
(mod 3).

d) Dla n,m > 2, d(K, X K,,) = nm.

Wyniki przedstawione w powyzszej czedci tego podrozdziatu stanowia czes¢ artykutu
[16], ktory zostal przestany do recenzji do czasopisma Journal of Mathematics and

Applications.
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Podamy teraz oszacowania dla totalnej liczby domatycznej (def. str. 13) produktu
silnego grafu K, oraz dowolnego grafu G.

Wiasnosé 2.2.7. Niech §(G) > 1 orazn > 3. Wtedy
a jezelin =2, to

24,(G) < dy( K2 R G) < 26(G) + 1.

Dowdéd. Zalézmy, ze {D;, ..., Dyq)} jest totalnym podzialem domatycznym grafu
G. Wéwczas zbiory D) = {(z;,y) € V(K, X G) : y € D;} dlai =1,...,n oraz
j=1,...,d,(G) tworza totalny podzial domatyczny grafu K,XG istad d,(K,XG) >
n - di(QG).

Jezeli n = 2, to nieréwnosé¢ dy(Ky X G) < 26(G) + 1 wynika bezposrednio
z Wiasnosci 2.1.16 oraz z definicji grafu Ky X G. Niech n > 3. Zalézmy, ze
di(K, X G) > no(G) + n — 1. Wobec tego istnieje totalny podzial domatyczny
Wi, .., Was(@)4n—1} grafu K, X G. Przypusémy, ze dg(y1) = 0(G) oraz Ng(y1) =
{2, .-, ¥s(c)+1}- Bez straty ogdlnosci rozwazan niech (x1,y1) € Wi. Poniewaz W,
jest totalnym zbiorem dominujacym grafu K, X G, wiec wierzcholtek (xq,y;) jest
sasiedni do pewnego wierzchotka ze zbioru W;. Rozwazmy przypadki.

1. Zalézmy, ze (xj,11) € Wi dla pewnego j, 2 < j < n. Bez straty ogélnosci
rozwazan niech j = 2. Zatem mozemy przyjacé, ze (z,,yq) € Wp-1)sG)+e dla
p=1...,noraz q=2,...,0(G)+1ize (x,,51) € Was@)4r—1 dlar = 3,... n.
Wowcezas Nk, xc|(23,y1)] = Nk, xc[(z1,y1)]. Oznacza to, ze wierzcholek (x3,y;) nie
jest sasiedni do zadnego wierzchotka ze zbioru Wsay4+2. Zatem zbior Ws5qy42 nie
jest totalnym zbiorem dominujacym grafu K, X G, co jest sprzeczne z zalozeniem.

2. Zatérmy, ze (zy,y;) € Wh dla pewnych kI, 1 < k <n, 2 <1 <§G)+ 1.

Bez straty ogdlnosci rozwazan niech k = 1, [ = 2. Wdéwczas mozemy przyjac, ze



ROZDZIAL 2. LICZBY DOMATYCZNE PRODUKTOW GRAFOW 50

(1,ys) € Wey dla s = 3,...,0(G) + 1 oraz ze (24, yu) € Wi—1)5(@)+1)+u—1 dla
t=2,...,niu=1,...,6(G) + 1. Wéwczas jednak zbiér Wj);1 nie dominuje
wierzchotka (2, y1), sprzecznosé.

Reasumujac, di(K, K G) < nd(G) +n — 2. O
Twierdzenie 2.2.8. Niech G bedzie grafem r(r > 1)-regularnym i totalnie domaty-
cznie petnym. Wowcezas di( Ko K G) = 2d,(G).

Dowéd. Wobec Wiasnosei 2.2.7, di (Ko K G) > 2d,(G). Zatem wystarczy dowiesé,
ze di(Ky X G) < 2di(G). Przypusémy, ze dy(Ks X G) > 2d,(G) + 1. Poniewaz
G jest grafem r-regularnym i totalnie domatycznie pelnym, czyli d,(G) = r, wiec
di(KoXG) > 2r4-1. Stad wynika, ze istnieje totalny podzial domatyczny, powiedzmy
{Wi,..., Wy} grafu Ky X G. Zalézmy, ze V(Ks) = {x1, 22} 1 V(G) = {y1, ...,
Yyt oraz Na(yi) = {vir, - vy dlai = 1,...,|V(G)]. Niech i bedzie dowolna,
ustalong liczba ze zbioru {1,...,|V(G)|}. Bez straty ogdlnosci rozwazan przyj-
mijmy, ze (z1,y;) € W;. Poniewaz W jest totalnym zbiorem dominujacym grafu
K,XG, wiec wierzchotek (1, y;) musi by¢ sasiedni do pewnego wierzchotka nalezacego
do zbioru Wj.

Jezeli (z9,y;) ¢ W1, to bez straty ogdlnosci rozwazan zalézmy, ze (x1,y;1) € Wi
oraz (x1,ys) € Wsdlas = 2,...,r 1 (x,y;) € Wyyq oraz (z2,vi,) € Woppr dla
p =1,...,r. To jednak oznacza, ze wierzcholek (xs,y;) € W, nie jest sasiedni
do zadnego wierzchotka nalezacego do zbioru W, sprzecznosé¢ bowiem W, jest
totalnym zbiorem dominujacym grafu Ky X G. Zatem (z,y;) € Wi. Reasumujac,
dla kazdego i € {1,...,|V(G)|} wierzcholki (x1,y;), (z2,y;) naleza do tego samego
zbioru z podziatu {Wq,..., Ws.11}. Wobec tego dr,xa((x1,y:)) > 4r + 1. Skad
da(y:i) > 2r, co jest sprzeczne z zatozeniem. W konsekwencji, d;(Ky X G) < 2d,(G),
co konczy dowdd.

Whiosek 2.2.9. a) Niech n bedzie liczbg parzystg. Wowczas di(Ky W §Ky) =
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2dt(%K2) - .

b) dt(KQ X an) = th(C4n) = 4, dla n 2 1.

Na mocy Wtasnosci 2.2.7 oraz przez skonstruowanie odpowiednich podzialéw do-
matycznych grafow P, X K3, Cy, K K3, K, X K,, nie jest trudno sprawdzi¢, ze
zachodza nastepujace rezultaty.

Whiosek 2.2.10. a) di(P, X K3) =3§(FP,) +1 =4, dlan > 4.
b) dt(04n X Kg) = 3dt(C4n) = 6, dla n 2 1.
c) di(Kn W Kp,) = dy(Kpm) = [%5*], dlan > 2 lubm > 2.

Prowadzac dowdd w sposéb analogiczny do dowodu Wtasnosci 2.2.7 otrzymujemy

Wiasnosé 2.2.11. Niech 6(G) > 1 oraz n > 2. Wowczas 2d,(G) < di(P, K G) <
26(G)+1.

Whiosek 2.2.12. a) di(P, X P,,) = 26(P,,) + 1 = 3, jezeli m # 0(mod 3) in # 0
(mod 3), n,m > 4.
b) dy(Py B K1) = 26(K 1) + 1 = 3.

Wykorzystujac Wiasnoséé 2.2.11 i prowadzac dowdd niewprost otrzymujemy

Wiasnos$é 2.2.13. Niech G bedzie grafem totalnie domatycznie petnym. Jezeli
istniejq wierzchotki y1, Yo, y3 w grafie G takie, ze dg(y;) = 0(G) dlai = 1,2,3 oraz
Nely1] = Nglyz] = Nelysl, to di(P, R G) = 2d,(G).

Wiasno$é 2.2.14. Niech G bedzie grafem r(r > 3)-reqularnym i totalnie domaty-
cznie pelnym. Jezeli istniejg wierzchotki yi,yo w grafie G takie, ze Ng[y1] = Nelya),
Na koniec tej czesci rozdzialu podane zostana warunki wystarczajace na to, aby
uzupeiajace liczby domatyczne (def. str.13) graféw P, X G i K, K G byly réwne
n-d(G), dla ustalonych n. Graf G, dla ktérego zachodzi réwnosé d.,(G) = §(G) + 1

bedziemy nazywali grafem uzupetniajgco domatycznie petnym.

Twierdzenie 2.2.15. Niechn > 5. Jezeli G jest grafem uzupetniajgco domatycznie
pelnym, to d.,(P, X G) = 2d(Q).
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Dowéd. Zalézmy, ze {Di,...,Dq. ()} jest uzupeliajacym podzialem domaty-
cznym grafu G. Wowezas {D?, ..., DQCP(G)} jest uzupemiajacym podzialem domaty-
cznym grafu ;G gdzie D) = {(z5,y) € V(2,G) 1y € D} dlai =1,...,n, j =
L., dep(G). Ozmaczmy Wy = U\ <i<piniepars. D 0182 Wiy (@)+5 = Ur<iznipars. Dj
dla kazdego j. Zatem

dep(P, R G) > 2d.,(G), (2.2.1)

bowiem zbiory Wi, ..., Waq,_, (@) tworza uzupekniajacy podziat domatyczny grafu P,X
G, n>5.

Na mocy Wilasnosci 2.1.25a) mamy d.,(P, ¥ G) < min{2(6(G) + 1),n|V(G)| —
3A(G) — 2} = 2(6(G) + 1), dlan > 5. Stad i wobec zalozenia, ze G jest grafem

uzupeliajaco domatycznie pelnym, czyli d.,(G) = 6(G) + 1, otrzymujemy, ze
dep(Pr B G) < 2d,(G). (2.2.2)

Wobec nieréwnosci w (2.2.1) i w (2.2.2) otrzymujemy d.,(P, X G) = 2d.,(G).
Poniewaz d.,(G) < d(G) dla dowolnego grafu G i na mocy zalozenia, ze G jest

grafem uzupehiajaco domatycznie pelnym wnioskujemy, ze d(G) > §(G) + 1. Stad

na mocy Wiasnosci 2.1.1a) mamy d(G) = §(G) + 1. Zatem d(G) = d.,(G) wobec

zalozenia i ostatecznie dg,(FP, K G) = 2d(G). O

Z nieréwnosci z (2.2.1) oraz na mocy Twierdzenia 2.1.25a) otrzymujemy nastepujaca
wlasnosc.

Wiasnosé 2.2.16. Niech G bedzie grafem uzupetniajgco domatycznie pelnym. Jezeli
Q)+ A(G) + k= |V(G)|, gdzie k > 1, to dop,( Py R G) = 2d(G).

Prowadzac dowdd analogicznie jak dowdd Twierdzenia 2.2.15 otrzymujemy

Wiasnosé 2.2.17. Niech n > 3 oraz niech G bedzie grafem uzupetniajgco domaty-
cznie petnym. Jezeli istnieje uzupetniajgcy podziat domatyczny o mocy d.,(G) grafu
G, dla ktorego kazdy jego zbior w grafie G indukuje podgraf bez wierzchotkow nasy-
conych oraz jezeli 0 (G)+A(G)+k = |V(G)|, gdzie k > 1, to d.,(K,,XG) = n-d(G).
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2.3 LICZBY DOMATYCZNE
ZLACZENIA GRAFOW

W tym podrozdziale szacujemy liczbe domatyczna zlaczenia grafu G i ciagu grafow
Hy,...,H,, n > 2. 7 uzyskanych oszacowan wynikaja oszacowania liczb domaty-
cznych d(G+ H) oraz d(G[H]). Ponadto, zostang podane warunki wystarczajace na
to, aby graf K, + (Hy, ..., H,) byt grafem domatycznie pelnym. Zostanie réwniez
podana pelna charakteryzacja graféw H, dla ktérych graf K,,[H| jest grafem do-
matycznie pelnym, dla n > 2. Dodatkowo, wyznaczone zostana liczby domatyczne

produktu leksykograficznego oraz zlaczenia dwéch grafow.

Zalézmy, ze V(G) = {x1,29,..., 2.}, n > 1, V(H) = {y1,92,-- -, Ym}, m =
\V(H)| > 1 oraz V(H;) = {y}, 45, ¥k}, m; > 1 dlai =1,....,n. Czasami
dla uproszczenia zapisu zamiast (:L’,,y;) bedziemy pisaé z; Niech {Vi,...,Vae) }
bedzie podziatem domatycznym grafu G i niech {Uj, ..., Ué( )} bedzie podzialem

domatycznym grafu H;, dlat=1,... n.

Wiasno$é 2.3.1. Dla dowolnego grafu G rzedun > 2 oraz dowolnego ciggu (Hy, . .., H,),

D mind(Hy) < d(G + (H,. o, Hy)) < amin 0(Hy) + 37 [V(HR)[}+1,
IS]Sd(G) keA;

gdzie A; ={j : wiz; € E(G),j #1i,1 <j<n} oraz B; ={i:z; € V;}.
Dowdd. Bez straty ogdlnosci rozwazan niech dy, (vi) = 6(H;), dlai=1,...,n. Na

.....

.....

Wiasnosci 2.1.1a) dostajemy, ze d(G + (Hy, ..., Hy)) < miny<;<, {0(H;)+

> kea, |[V(HR)[}+ 1.
Niech j bedzie liczbg catkowity taka, ze 1 < j < d(G). Przyjmijmy, ze B; =

{i » x; € Vj} oraz a; = mingep, d(Hy) i ap = 0. Zalézmy, ze z; = Zg;ol a; dla
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jo=1,...,d(G). Wéwezas dla j = 1,...,d(G) oznaczmy W. 1, = Upep, Ul’j,
li=1,...,a;—1oraz W. o, = Upep, Ud(fi’;’ UE. Zbiory Wi, ..., Wa,, Wari1, .- .,

p

Waytazs - s Warto tagey1+15 - - s Wart..4ag e tWOrza podzial domatyczny grafu G+
(Hu, ..., Hy). Oznacza to, ze d(G + (Hu, ..., Hn)) = D01 cjcqa @ =
> 1<j<d(c) Miken; d(Hy), co koticzy dowdd. O
Whniosek 2.3.2. Dla dowolnych grafow Hy oraz H,

d(Hy) + d(Hs) < d(Hy + Hy) < min{0(H;) + |V (Hs)|,0(H2) + |V (H1)|} + 1.
Whniosek 2.3.3. Niech n > 1 oraz niech H bedzie grafem domatycznie petnym.
Wowezas d(K, + H) = d(H) + n.
Powyzszy wniosek jest szczegdlnym przypadkiem znanego twierdzenia.
Twierdzenie 2.3.4. [4] Dla dowolnego grafu G, d(G + K,,) = d(G) + n.
Whniosek 2.3.5. Dla dowolnych grafow G oraz H,

A(G)d(H) < d(G[H]) < 6(G)|V (H)| +6(H) +1.

Z Whniosku 2.3.5 otrzymujemy

Whiosek 2.3.6. Niech G bedzie grafem domatycznie petnym oraz m > 1. Wtedy
d(G[Kn]) =m-d(G).

Wiasnosé 2.3.7. Jezeli G jest grafem spdjnym, to d(G+ (Hy, ..., H,)) > minj<;<,
{|V(H;)|}, dlan > 2.

Dowdd. 7 zalozenia, ze G jest grafem spéjnym rzedu co najmniej 2 i na mocy
definicji grafu G+ (Hy, . .., H,) otrzymujemy, ze V(G) x {y}} jest zbiorem dominuja-
cym grafu G + (Hy,...,H,), dla¢ =1,...,noraz j = 1,...,minj<ij<,m;. Czyli
d(G+ (Hy, ..., Hy,)) > minj<;<, my, gdzie m; = |V (H;)|. =

Z Wiasnosci 2.3.1 oraz Wiasnosci 2.3.7 wynikaja nastepujace wnioski.

Whiosek 2.3.8. Dla dowolnych grafow Hy oraz Hs,

d(Hy + Hy) > max{d(H;) + d(Hz), min{|V (H})|, |V (H2)|}}.
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Whniosek 2.3.9. Dla dowolnego grafu spojnego G rzedu co najmniej 2 oraz dla
dowolnego grafu H, d(G[H]) > max{2d(H), |V (H)|}.
Z Wniosku 2.3.8 oraz z Wtasnosci 2.1.1b) otrzymujemy

Whniosek 2.3.10. Niech Hq, Hy bedq grafami tego samego rzedu bez wierzchotkow
nasyconych. Wowczas d(Hy + Hy) = |V (H,)].

Wiasnosé 2.3.11. Jezeli Hy jest grafem domatycznie pelnym rzedum > 1 (niekonie-
cznie Hy # K,,), to d(K, + (Hy, K}, ..., K".)) =d(H,)+ (n—1)m, dlan > 2, gdzie
K jest i-tg kopiq grafu K,,.

Dowdd. Przypomnijmy, ze {U}, ..., Ué( i)} Jest podziatem domatycznym grafu H;.
Wowezas {Uf, ..., Uyp} U {{(zi,9))} 1§ = 1,...,m;i = 2,...,n} jest podzialem

domatycznym grafu K, + (Hy, K ..., K" )i
(K, + (Hy, K}, ..., K})) > d(H,) + (n — 1)m. (2.3.1)

Z definicji grafu K, + (Hy, K., ..., K!.) mamy, ze §(K, + (H,K!, ..., K})) =
d(Hy) 4+ (n—1)m. Poniewaz H; jest grafem domatycznie pelnym, czyli §(H;) +1 =
d(H,), wigc (K, + (Hy,K! ..., K!)) = d(H;) + (n — 1)m — 1. Stad i na mocy

Wiasnosci 2.1.1a) otrzymujemy, ze
d(K,+ (Hi,K! ...,K.)) <d(H)+ (n—1)m, a (2.3.2)

réwnos$¢ wynika z nieréwnosci w (2.3.1). O
Whiosek 2.3.12. Niechn > 2. d(K,[H]) =0(H)+ (n—1)|V(H)|+ 1 wtedy i tylko
wtedy, gdy H jest izomorficzny z grafem K,,.
Dowdéd. Na mocy Wiasnosci 2.3.11 warunek wystarczajacy zachodzi.

Nie jest trudno zauwazy¢, ze jezeli I’ jest grafem domatycznie pelnym, to dla
kazdego w € V(F) takiego, ze dp(w) = 6(F) wierzcholek w i wierzchotki sasiednie do
niego naleza do réznych zbioréw dowolnego podziatu domatycznego o mocy 0(F') + 1

grafu F.



ROZDZIAL 2. LICZBY DOMATYCZNE PRODUKTOW GRAFOW 56

Zalézmy, ze d(K,[H]) = 6(H) + (n — 1)|V(H)| + 1. Poniewaz §(K,[H]) = 0(H) +
(n — 1)|V(H)| na mocy definicji grafu K,[H]|, wiec d(K,[H]) = §(K,[H]) + 1. Za-
tem K, [H] jest grafem domatycznie pelnym. Bez straty ogdlnosci rozwazan niech
dy(y1) = 6(H). Zatem jezeli n > 2, to wierzchotki (z1,v1), (72,y1) maja stopien
d(K,[H]) w grafie K,,[H]. Wobec powyzszego kazdy wierzchotek grafu K,[H| tworzy
zbiér dominujacy tego grafu. Oznacza to, ze H ~ K,,. Tym samym dowdd zostat

zakonczony. O

Wyznaczymy teraz liczbe d( K, +(Hy, ..., H,)), przy czym (Hy, ..., H,) jest ciagiem
graféw tego samego rzedu. Symbol |z | oznacza najwieksza, liczbe catkowita mniejsza
lub réwna x.

Wiasnosé 2.3.13. Niech n > 2 oraz niech (Hy, ..., H,) bedzie ciggiem grafow tego
samego rzedum > 2 bez wierzcholtkéw nasyconych. Wowczas d(K,+(Hy, ..., H,)) =

[%5*] -
Dowdéd. Zalézmy, ze |V(H;)| =m > 2 dlai=1,...,n. Rozwazmy przypadki.

1. Niech n bedzie liczba parzysta. Wéwezas zbiory {2/, 2/} dlai = 1,2,.

7 Z

oraz j = 1,3,...,n— 1 tworza podzial domatyczny grafu K,, + (Hy, ..., H,). Zatem

d(K, + (Hy, ..., H,))>"m = |nm ],

2. Niech n bedzie liczba nieparzysta oraz niech m bedzie liczba parzysta. Wow-
czas podzial domatyczny grafu K, + (H,..., H,) tworzymy ze zbioréw postaci:
22 dlai=1,3,...,m—1lorazj=1,3,....n—2lubi=24,... moraz j =

27 Z

2,4,...,n—1oraz {z?,zilﬂ} dlai=1,3,...,m—1. Wtedy d(K,+ (Hy,...,H,)) >

©[3

1 m  n—1 m _ mn __ | mn
RSy ==
3. Niech n oraz m beda liczbami nieparzystymi. Podzial domatyczny grafu K, +
(Hy,...,H,) tworzymy z nastepujacych zbioréw: {zl, ZH} dlai=1,3,...,m—2

oraz j = 1,3,...,.n—2Ilubt=2,4,....m—1oraz j =2,4,....n—11lubit=m

oraz j =1,3,...,n— 4 oraz {2, 2}, } dlai=1,3,...,m — 2 oraz {272,212 }.
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[y

Zatem d(Ky+(Hi, .., Hy)) > 25t ngl el oogl yosdymod g g ol |

Reasumujac,

d(EK, + (Hy,..., H)) > L%J . (2.3.3)

Poniewaz H; dla kazdego i jest grafem bez wierzcholkéw nasyconych, wiec
v(H;) > 2. Stad i z definicji grafu K, + (Hy, ..., H,) mamy v(K, + (Hy, ..., H,)) >
2. Zatem wobec zalozenia, ze |V (H;)| = m dla kazdego i oraz na mocy Wlasnosci
2.1.1b) otrzymujemy d(kK, + (H:...,H,)) < "*. Natomiast z definicji liczby do-

matycznej grafu wynika, ze jezeli d(K, + (Hi,..., H,)) < "%, to
d(K, + (H,, ..., Hy)) < {%J . a 16wnosé (2.3.4)

wynika z nieréwnosci w (2.3.3). O

Whniosek 2.3.14. Niech Hy oraz Hs bedg grafami tego samego rzedu m > 2 bez
wierzchotkow nasyconych. Wowczas d(Hy + Ha) = m.

Whniosek 2.3.15. Niech n > 2 oraz niech H bedzie grafem rzedu co najmniej 2 nie
zawierajgeym wierzchotkéw nasyconych. Wowezas d(K,[H)) = |2 -|V(H)|].
Wykorzystujac Wiasnos¢ 2.3.13 oraz Twierdzenie 2.3.4 otrzymujemy

Whniosek 2.3.16. Niech n > 2. Niech H bedzie grafem rzedu co najmniej k+2 > 3
zawierajgeym k wierzchotkdw nasyconych. Wowczas d(K,[H]) = nk + | 2|A]|, gdzie
A jest zbiorem wierzcholkow nienasyconych grafu H.

Przyklad 2.3.17. Niech n > 2. Jezeli m > 2 i H = Ky,,, to |A| = m oraz

A(K Ko ]) = | 2052 .

Wyniki przedstawione w tym podrozdziate stanowia cze$¢ artykutu [17], ktory zostat

przestany do recenzji do czasopisma Graph Theory Notes of New York.

2.4 LICZBY DOMATYCZNE
k-KORONY GRAFOW

W tej czesci rozdzialu szacowane sa liczby domatyczne grafu kG o H, dla k > 1.

W szczegodlnoscei, zostang wyznaczone doktadne wartosci liczb domatycznych grafu
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G o H oraz podane zostana pele lub czesciowe charakteryzacje graféw 2G o H, dla
ktorych uzyskane oszacowania sa osiagane.

Twierdzenie 2.4.1. Niech k > 1. Dla dwdch dowolnych grafow G i H,

d(H)+1 < d(kG o H) < d(H) + k.

Dowdéd. Zalézmy, ze {Us, ..., Usm)} jest podzialem domatycznym grafu H. Roz-
wazmy podzial domatyczny {Uj, ..., Uy} i-tej kopii H' grafu H taki, ze U/ =
{yp e VIH) :y e U}, dlai =1,...,|V(G)|,l =1,...,d(H). Poniewaz {W1,...,
Wy, Ule V(G7)} jest podzialem domatycznym grafu kGoH , gdzie W; = ULz(lG” U}
dlal=1,...,d(H), wiec d(kGo H) > d(H) + 1.

Niech r = d(kG o H) oraz niech {Wy, W, ..., W,} bedzie podzialem domatycznym
grafu kGo H. Jezelidlai=1,...,k V(G") = {2%,..., 2"}, to z wlasnoéci podziatu
{Wy,...,W,} grafu kGoH i bez straty ogdlnoéci rozwazan wynika, ze {z1,..., 28} C
U§:1 W, dla pewnego p, 1 < p < k. Wéwezas kazdy ze zbioréw W, NV (HY), ...,
W, NV (H?') jest zbiorem dominujacym grafu H! i zbiory te sa parami rozlaczne.
Stad r — p < d(H), co koniczy dow6d wobec p < k. O

Whiosek 2.4.2. Jezelik =1, to d(Go H) =d(H) + 1.

Poniewaz { D7, ..., DZl(G)} oraz {Uj, ..., Uy} jest odpowiednio podziatem domaty-
cznym grafu G7 oraz H', wiec {Wh, ..., Wym)1x} jest podzialem domatycznym grafu
kG o H, gdzie W; = Ug;(} DIty Uf:_jl D* przy czym DY = Ufg) D¢ oraz
w,o=UYNi L G=1,.  kl=k+1,... d(H)+k a=1,... k). Wobec tego

faktu oraz na mocy Twierdzenia 2.4.1 otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whiosek 2.4.3. Niech d(G) > k > 2. Wéwczas d(kG o H) = d(H) + k.

Wyniki przedstawione w powyzszej czesci podrozdziatu stanowia czesé artykutu [17],

ktéry zostal przestany do recenzji do czasopisma Graph Theory Notes of New York.
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Twierdzenie 2.4.4. Niech G bedzie grafem z co najmniej jednym wierzchotkiem
izolowanym. Jezeli istniejg wierzchotki w,v w grafie H takie, ze d(H — {u,v}) >
d(H), to d(2G o H) = d(H) + 2, w przeciwnym przypadku d(2G o H) = d(H) + 1.
Dowdéd. Zalézmy, ze istnieja dwa wierzcholki u,v w grafie H takie, ze d(H —
{u,v}) > d(H). Oznacza to, ze istnieje podziat domatyczny {Ui, ..., Uy} grafu
H — {u,v}. Oznaczmy {Uj,...,Uj )} jako podzial domatyczny i-tej kopii H' —
{u, v} grafu H—{u,v}. Wéwczas zbiory Wy = V(GHYUUY D {u'}, W, = V(G2)U
UL‘;(IG)l{Ui} oraz Wi o = U';;(f)‘ U, i = 1,...,d(H), tworza podzial domatyczny
grafu 2G o H. Zatem d(2G o H) > d(H) + 2. Stad i na mocy Twierdzenia 2.4.1
otrzymujemy, ze d(2G o H) = d(H) + 2.

Zatézmy, ze d(2G o H) = d(H) + 2. Zatem niech {Wy,..., Wym)12} bedzie
podzialem domatycznym grafu 2G' o H. Oznaczmy V(G') = {x{,..., 2y}, i =
1,2. Wykazemy, ze wierzchotki x},a:? naleza do réznych zbioréw wspomnianego
podziatu, dla j = 1,...,|V(G)|. Przyjmijmy, ze istnieje p € {1,...,d(H)+ 2} takie,
ze xj, x5 € Wy, Bez straty ogélnosci rozwazan niech zj,z7 € Wi. Wtedy zbiory
WoNV(H?),...,Wym+2 N V(H’) sa parami roztacznymi zbiorami dominujacymi

grafu H?. Oznacza to, ze d(H?) > d(H) + 1, co jest sprzeczne z faktem, ze H’ ~

2

H. Dowiedlismy zatem, ze wierzchotki x}, 27

W, Wamy+2}-
1

Na mocy zatozenia przypuéémy, ze x1, 22 sa, odpowiednio wierzchotkami izolowa-

naleza do réznych zbioréw podzialu

nymi graféw G, G?. Ponadto, wobec powyzszej czedci dowodu zatézmy bez straty
ogblnosci rozwazan, ze x1 € Wy oraz 22 € Wy. Wéwezas nie jest trudno zauwazyd,
ze WaNV(HY), ..., Wyu+2NV (H") sa parami rozlacznymi zbiorami dominujacymi
grafu H'. Oznaczmy przez K zbiér V(H')\ Ufg”z W,. Gdyby K N W; = 0, to
wierzchotek 2% nie bylby sasiedni do zadnego wierzchotka ze zbioru W; w grafie

2G o H, sprzeczno$¢ z zalozeniem, ze W, jest zbiorem dominujacym grafu 2G o H.
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Wobec tego K NW; # (). Podobnie mozemy zauwazy¢, ze K NWy # (). Oznacza to,
ze istnieja wierzcholki u!, v! w grafie H' takie, ze u' € Wi i v! € Wh.

Wszystko to oznacza, ze WaNV (H"), ..., Wy 2NV (H') sa parami rozlacznymi
zbiorami dominujacymi grafu H' — {u!,v'}. Zatem d(H' — {u',v'}) > d(H).

Wobec Twierdzenia 2.4.1 dowdd zostat zakoniczony. O

7 dowodu powyzszego twierdzenia wynika nastepujacy wniosek.

Whniosek 2.4.5. Jezeli istniejg wierzchotki u,v w grafie H takie, Ze d(H —{u,v}) >
d(H), to d(2G o H) = d(H) + 2.

Rozwazmy teraz totalng liczbe domatyczna (def. str. 13) grafu kG o H, gdy k >
1. Wyniki otrzymane w tej czesci rozdzialu pozostawiamy bez dowoddéw, bowiem
ich dowody nalezy przeprowadzi¢ w sposéb analogiczny do dowodéw odpowiednich
twierdzen dotyczacych liczby domatycznej grafu kG o H.

Twierdzenie 2.4.6. Niech k > 1 oraz niech 6(G) > 1 i 0(H) > 1. Wtedy

di(H)+1<d(kGo H) < di(H) + k.
Whniosek 2.4.7. Niech §(G) > 1i6(H) > 1. Jezelik =1, todi(GoH) = diy(H)+1.

Whniosek 2.4.8. Niech 6(G) > 1id(H) > 1. Jezelidy(G) > k > 2, tody(kGoH) =
di(H) + k.

Z wlasnosci totalnego podzialu domatycznego grafu 2G o H wynika, ze

L 2?2 nalezq do réinych zbioréw totalnego

Uwaga 2.4.9. Dia kazdego 1 =1,...,n x;,x;

podziatu domatycznego o mocy dy(H) + 2 grafu 2G o H. Co wiecej, jezeli kazdy
ze zbiordw kazdego totalnego podzialu domatycznego o mocy di(H) grafu H jest 1-
minimalnym zbiorem dominujgcym grafu H, to x}, x? nie nalezq do tych ze zbioréw
dowolnego totalnego podziatu domatycznego o mocy dy(H)+2 grafu 2GoH , do ktorych
nalezq wierzcholki i-tej kopii H' grafu H.

Wiasnosé 2.4.10. a) Niech §(G) > 1 1 6(H) > 1. Jezeli istniejg wierzcholki u,v w
grafie H takie, ze di(H — {u,v}) > di(H), to di(2G o H) = dy(H) + 2.

b) Niech 6(G) =1i8(H) > 1. Jezeli kazdy ze zbiorow kazdego totalnego podziatu do-
matycznego o mocy dy(H) grafu H jest 1-minimalnym totalnym zbiorem dominujgcym
grafu H, to di(2G o H) = dy(H) + 1.
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Zaltézmy, ze {UL,. .., Uét(H)} jest totalnym podziatem domatycznym i-tej kopii H®
grafu H. Oznaczmy W, = ULZ(IG)‘ U/,dlal =1,...,d,(H). Ponadto, niech Wy, (41 =
{28 e V(CHUV(CE) :q=1A(p=1mod4)Vp=2mod4)Vg=2A(p=3
(mod 4) V p = 0(mod 4)),1 < p < n} oraz Wy, (42 = (V(CL) U V(C2)\Wa, ()41
Nietrudno sprawdzi¢, ze {W1i, ..., Wy, ()12} jest totalnym podzialem domatycznym
grafu 2C, o H. Stad oraz na mocy Twierdzenia 2.4.6 otrzymujemy nastepujacy

wniosek.

Whniosek 2.4.11. Niech 6(H) > 1. Jezelin = 0(mod 4), to d,(2C,0H) = d,(H)+2.

Prowadzac dowdd analogicznie do dowodu Twierdzenia 2.4.4 otrzymujemy

Wiasnosé 2.4.12. Niech §(H) > 1 oraz niech n # 0(mod 4). Jezeli istniejg wierz-

chotki u,v w grafie H takie, ze dy(H — {u,v}) > dy(H), to dy(2C,, 0 H) = dy(H) + 2;

w przeciwnym przypadku dy(2C, o H) = d;(H) + 1.

W kolejnosci oszacujemy uzupetiajaca liczbe domatyczng (def. strl3) grafu kG o

H, dla k > 1. Zalézmy, ze {Uf,..., Uy} jest podziatem domatycznym i-tej

kopii H' grafu H. Oznaczmy W, = UV Ui dla s = 1,... d(H). Wéwezas

{Wh,.. .,Wd(H),Ule V(G")} jest uzupemiajacym podzialem domatycznym grafu

kG o H. Stad oraz na mocy Twierdzenia 2.4.1 i faktu, ze d.,(G) < d(G) otrzymu-

jemy

Whiosek 2.4.13. Niech G bedzie grafem rzedu co najmniej 2. Wtedy
dH)+1<d,(kGoH)<d(H)+ k.

Whniosek 2.4.14. Niech G bedzie grafem rzedu co najmniej 2. Jezeli k = 1, to

depy(Go H)=d(H)+ 1.

Jest oczywiste, ze kazdy uzupemiajacy podzial domatyczny grafu jest jego podziatlem

domatycznym. Co wiecej, nie jest trudno zauwazy¢, ze kazdy podzial domatyczny

grafu kG o H jest jego uzupemhmiajacym podzialem domatycznym dla k& > 2. Wobec

tego faktu i na mocy Wniosku 2.4.3 oraz Twierdzenia 2.4.4 otrzymujemy
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Whiosek 2.4.15. Niech d(G) > k > 2. Wowczas dep(kG o H) = d(H) + k.

Whiosek 2.4.16. Niech G bedzie grafem rzedu co najmniej 2 oraz niech G bedzie
grafem z co najmniej jednym wierzchotkiem izolowanym. Jezeli istniejq wierzchotki
u,v w grafie H takie, ze d(H — {u,v}) > d(H), to d,(2G o H) = d(H) + 2; w
przeciwnym przypadku d.,(2G o H) = d(H) + 1.

Wyznaczymy dokladna wartosé spdjnej liczby domatycznej (def. str.13) grafu kG o
H, gdzie k > 1. Nastepujacy lemat bedzie uzyty w dowodach serii twierdzen.
Lemat 2.4.17. Wierzchotki x},. .. ¥ naleiq do réinych zbioréw spdjnego podziatu

domatycznego o mocy k > 2 grafu kG o H.

Dowéd. Zalézmy, ze {W1,..., Wi} jest spéjnym podzialem domatycznym grafu

kGoH . Przyjmijmy, ze co najmniej dwa spogréd wierzchotkéw z?, . .., 2%, powiedzmy
x}, z7 naleza do tego samego zbioru, powiedzmy W, podziatu {Wy, ..., Wy }. Wéwczas
dla co najmniej jednego sposréd zbioréw Wi, . .., Wy, powiedzmy W}, mamy Ule{xf e

Wy, = (. Wobec tego W, NV (H?) jest zbiorem dominujacym grafu H®. Co wigcej,
Wi &€ V(H"). Zatem graf (Wy)rcon nie jest spéjny, co przeczy zalozeniu i kofczy
dowod. O
Twierdzenie 2.4.18. Niech G bedzie grafem spdjnym oraz |V(H)| > k > 2.
Wowczas d.(kG o H) = k.
Dowéd. Aby wykazaé, ze d.(kG o H) > k, wystarczy zauwazyé¢, ze {V(G') U
UZ M), VG UUS M i1 1 VG VUL Yk - by )} dest spo-
nym podziatlem domatycznym grafu kG o H.

Zatézmy, ze {W1, ..., Wri1} jest spéjnym podziatlem domatycznym grafu kG o

H. Zatem zbiory Wy, ..., Wy_1, W, U Wy, tworza spojny podzial domatyczny o

mocy k grafu kG o H. Na mocy Lematu 2.4.17 wierzchotki z1,..., 2% naleza do
roznych zbioréw sposréd zbiorow Wy, ... Wiy, Wi U Wyi1. Bez straty ogélnosci
rozwazan niech 1 € Wy dlal = 1,...,k — 1 oraz ¥ € W, U Wy,;. Poniewaz

WiNW,p1 = 0, wiec albo 2% € Wy, albo 2% € Wiy, Jezeli 28 € Wy, to Wy NV (HY)
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jest zbiorem dominujacym grafu H' oraz {zl,...,2%} N W, = 0. Oznacza to,
ze graf (Wii1)kgon nie jest spdjny, co oznacza sprzecznosé z zalozeniem. Gdyby
2% € Wyy1, to rozumujac w analogiczny sposéb otrzymujemy sprzecznosé. Tym
samym twierdzenie zostalo udowodnione. O

Twierdzenie 2.4.19. Jezeli G jest grafem spdjnym, wowczas d.(G o H) = 1.

Dowdd powyzszego twierdzenia jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 2.4.18.

Twierdzenie 2.4.20. Niech G bedzie grafem spojnym. Wtedy d.(2G o K1) = 1.

Dowdéd. Wobec zalozenia graf 2G o K jest spéjny, a zatem d.(2G o K;) > 1.
Przyjmijmy, ze {1, W5} jest spéjnym podzialem domatycznym grafu 2G o K.
Gdyby Wy N V(GY) = 0, to Wo N V(GY) = V(GY). Zatem Wy NV (G?) = V(G?)
na mocy Lematu 2.4.17. Wobec tego V' V(K1) ¢ Wy oraz U9 V(K)
Wy (przeciwnie, Wi, W5 nie bylyby zbiorami dominujacymi grafu 2G o K;). Stad
UV v (KD ¢ Wy U Wy = 0, sprzeczamosé.  Oznacza to, ze Wy N V(GY) # 0.
W analogiczny sposéb mozna wykazaé, ze Wi NV (G?) # (). Wobec tego oraz na
mocy Lematu 2.4.17 mamy Wo NV (G?) # 0 i Wo NV (GY) # 0. Co wiecej jezeli
zalozymy bez straty ogdlnodci rozwazan, ze Wi NV (G') = {zf,...,2,},dlal <p <
V(G| =1, to Wi N V(G?) = {a7 41, 2F oy} Wa N VI(GY) = {@p40, - Tl
oraz Wo N'V(G?) = {«1,...,22}. Zatem nie jest trudno sprawdzi¢, ze nie istnieje
droga z wierzcholka z{ do wierzchotka 27, w grafie (W1)sgok, na mocy definicji
grafu 2G o K. Oznacza to, ze graf (Wi)agok, nie jest spdjny, co jest sprzeczne z

zalozeniem. W konsekwencji, d.(2G o K7) < 1 i ostatecznie d.(2G o K;) =1. O

Na koniec tej czesci rozdziatu podamy doktadng warto$é liczby ps-domatycznej (def.
str. 13) grafu kG o H, k > 1. Na mocy definicji grafu kG o H oraz definicji zbioru

ps-dominujacego dowolnego grafu otrzymujemy nastepujacy rezultat pomocniczy.
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Lemat 2.4.21. Wierzcholki co najmniej |V (G)| —1 kopii grafu H nalezq do kazdego
zbioru ps-dominujgcego grafu kG o H.

Twierdzenie 2.4.22. Niech G bedzie grafem rzedu co najmniej 3 oraz k > 1.
Wowczas d,s(kG o H) = 1.

Dowdd. Jezeli G nie jest grafem spéjnym, to graf kG o H nie jest spéjny i dps(kG o
H) = 1. Zalézmy, ze G jest grafem spdjnym oraz niech {W;, W5} bedzie podzialem
ps-domatycznym grafu kGo H. Na mocy Lematu 2.4.21 oraz zalozenia, ze |V (G)| >
3 istnieje 1 € {1,...,|V(GQ)|} takie, ze V(H") C W, oraz V(H') C Wy. Jest to
jednak niemozliwe na mocy definicji podzialu ps-domatycznego grafu. Oznacza to,
ze dys(kG o H) <1, a poniewaz {V (kG o H)} jest podzialem ps-domatycznym grafu
kG o H, wigc dps(kG o H) = 1. O

Whniosek 2.4.23. Niech G bedzie grafem rzedu co najmniej 3. Wtedy
dys(Go H) =1.

Uwaga 2.4.24. Jezeli G jest grafem rzedu 1, to dys(H) + 1 < dps(kG o H) <
dps(H) + k. Zatem d,s(G o H) = d,s(H) + 1, jezeli G jest grafem rzedu 1.
Jezeli G jest grafem niespojnym rzedu 2, to d,s(kG o H) = 1.

>
Jezeli G jest grafem spojnym rzedu 2, to dys(kG o H) = { é, dlglak: ]{:_:2 1lub

Dowadd. Jezeli G jest grafem rzedu 1, to prowadzac analogiczne rozumowanie jak w
dowodzie Twierdzenia 2.4.1 otrzymujemy, ze d,s(H)+1 < d,s(kGoH) < d,s(H)+k.

Jezeli G jest grafem niespéjnym rzedu 2, to {V (kGoH)} jest jedynym podziatem
ps-domatycznym grafu kG o H i d,s(kG o H) = 1.

Zalézmy, ze G jest grafem spdjnym rzedu 2, czyli G = P,. Jezeli k = 1, to
zbiory V(H') U {zl}, V(H?) U {z}} tworza podzial ps-domatyczny grafu P, o H i
dps(Py o H) > 2. Wobec Lematu 2.4.21, d,s(P2 0 H) < 2. Zatem d,s(P2 0 H) = 2.
Przyjmijmy, ze k > 2. Poniewaz {V (kP o H)} jest podzialem ps-domatycznym
grafu kPyo H, to d,s(kPyo H) > 1. Oznaczmy {W;, W5} jako podzial ps-domatyczny

grafu kP, o H. Na mocy Lematu 2.4.21 bez straty ogdlnosci rozwazan zalézmy, ze
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V(H") ¢ W;, dlai=1,2. Wobec tego V(P))NW; #0,dlaj=1,... korazi=1,2.
Co wiecej, istnieja liczby p,q € {1,...,k} takie, ze 2} € Wy oraz % € W;. Wtedy
b € Wy oraz i € W,. Tak wiec nie istnieje wierzcholek w € Wy, dla ktérego
graf ({ah, 2%, y}, w})kpon bytby spéjny, co daje sprzecznoéé z zalozeniem, ze Wy jest
zbiorem ps-dominujacym grafu kP, o H. Zatem d,s(kP, o H) < 1. Ostatecznie,
do(kPyo H) = 1. g

2.5 LICZBY DOMATYCZNE GRAFOW G x H,
G#H

W tej czesci rozdzialu rozwazamy k-ta liczbe domatyczna, k-krotna liczbe domatyczna
oraz uzupetniajaca liczbe domatyczng grafow G « H, G#H , ktérych definicje sa za-
mieszczone na stronie 14. Graf G x H powstaje w wyniku sklejenia graféw G i H
przy uzyciu dwéch wierzchotkéw, a graf G#H otrzymujemy laczac grafy G i H
za pomoca nowej krawedzi. Inspiracja do badania liczb domatycznych powyzszych
graféw byla praca [23], w ktérej rozwazano liczbe domatyczna oraz totalng liczbe
domatyczna takich graféw. Przypomne, ze uzupehiajaca liczbe domatyczna grafu
G oznaczamy symbolem d.,(G).

Wiasnosé 2.5.1. Dia dowolnych grafow G, H, d.,(G * H) > min{d.,(G),d.,(H)}.

Dowéd. Zatézmy, ze {D,...,Dg,, )} jest uzupeliajacym podzialem domaty-
cznym grafu G, a {Vi,..., V4, )} jest uzupehiajacym podzialem domatycznym
grafu H. Bez straty ogdlnosdci rozwazan przyjmijmy, ze d.,(G) < d.,(H) oraz
r € Dy, vy € Va,m- Dlai = 1,...,dp(G) — 1 oznaczmy W; = D; UV,
oraz Wy, ) = (Dg.pc) U U;l:CEZZG) Vil\{z,y} U {u}. Wtedy zbiory Wi,..., Wy ()
tworza uzupekiajacy podzial domatyczny grafu G « H i d,(G * H) > d.,(G) =

min{d.,(G), de,(H)}. O
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Wnhiosek 2.5.2. Niech G i H bedg grafami takimi, Ze d.,(G) < dep(H) i depy(G) =
d(G). Jezeli x jest jednym z wierzchotkow sklejajgcych grafy G i H oraz x jest
wierzchotkiem nasyconym w grafie G, to d.,(G * H) = d(G).

Dowéd. Na mocy Wiasnosci 2.5.1, d,(G « H) > d(G). Zaldzmy, ze d.,(G * H) >
d(G)+1oraz {Wy,..., Wye)41} jest uzupemiajacym podzialem domatycznym grafu
G * H. Ponadto, bez straty ogdlnosci rozwazan przyjmijmy, ze u € Wgyg)+1-
Wierzcholek u jest sasiedni do kazdego wierzchotka ze zbioru V(G)\{z} w grafie
G x H, bowiem x jest wierzchotkiem nasyconym w grafie G. Zatem W; NV (G) jest
zbiorem dominujacym grafu G, dla i = 1,...,d(G). Ponadto, (Wye)1+1 NV(G)) U
{x} jest zbiorem dominujacym grafu G. Wobec tego {W; N V(G),..., Wy N
V(G), Wayey+1 NV(G)) U {x}} jest podzialem domatycznym grafu G i d(G) >
d(G) + 1, sprzecznosé¢. Ostatecznie, d.,(G * H) = d(G). O

Dowody ponizszych wnioskow prowadzimy w sposob analogiczny do dowodéw powy-
zszych wynikow.

Wnhiosek 2.5.3. Niech G i H bedg grafami takimi, zZe d(G) < d(H). Jezeli x jest
jednym z wierzchotkow sklejajacych grafy G i H oraz x jest wierzchotkiem nasyconym
w grafie G, to d(G * H) = d(G).

Whiosek 2.5.4. Niech k > 1 oraz niech G i H bedg grafami takimi, ze d.,(H) >
dep(G). Jezeli d(G x H) > dop(G) + k, to d(G) — depy(G) > k.

Kolejne cytowane twierdzenia zostana wykorzystane w dowodzie Twierdzenia 2.5.8.

Twierdzenie 2.5.5. [28] Niech G bedzie grafem, ktdrego dopelnienie nie jest grafem

spojnym. Wowcezas do,(G) = d(G).

Twierdzenie 2.5.6. [19] G ma wierzcholek izolowany wtedy i tylko wtedy, gdy
d(G) = 1.

Wiasnosé 2.5.7. [28] Dia dowolnego grafu G rzedu n, d.,(G) < n/v(G).

Twierdzenie 2.5.8. (1) Dla dowolnych grafow G i H,

Aoy GHH) > min{d,y(G), doyl(H)}.

(2) Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej q, ¢ > 1 istniejq grafy G, H takie, Ze
dep(G#H) = min{d.,(G),d,(H)} + q.
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Dowdéd. Dowdéd (1) jest analogiczny do dowodu Wilasnosci 2.5.1. Zatem przeprowa-
dzimy jedynie dowdd (2). Zaldzmy, ze G = K, oraz V(G) = {z,z1,...,2,} 1
H ~ G. Jezeli p jest bijekcja zbioru V(G) na V/(H), to p(x) = yorazdlai =1,...,q
¢(z;) = y;. Poniewaz G nie jest grafem spéjnym, wige d.,(G) = d(K 1) = 1 na
mocy Twierdzenia 2.5.5 oraz Twierdzenia 2.5.6. Co wiecej, d.,(H) = 1, bowiem
H ~ G. Zatem min{d.,(G),d.,(H)} = 1.

Poniewaz rzad grafu G#H jest réwny 2(q+ 1), wiec do,(GH#HH) < 2(‘12“) =q+1

na mocy Wtasnosci 2.5.7 oraz definicji uzupeliajacego zbioru dominujacego grafu.
Zauwazmy, ze zbiory {z,y}, {z1,y1}, {2, 92}, ..., {x4 y,} tworza uzupemiajacy
podzial domatyczny grafu G#H. W konsekwencji, d.,(G#H) = g + 1, co konczy
dowod. O
Oszacujemy teraz k-ta liczbe domatyczna (def. str.13) grafu G« H, k > 1.

W dowodzie Twierdzenia 2.5.11 wykorzystamy nastepujaca wlasnos¢ i oszacowanie
k-tej liczby domatycznej grafu.

Wiasnosé 2.5.9. [25] Niech k,m bedg liczbami naturalnymi, k < m. Wdowczas
kazdy m-ty zbior dominujgcy grafu G jest k-tym zbiorem dominujgcym grafu G.
Twierdzenie 2.5.10. [25] Dla dowolnego grafu G, d*(G) < {L,?J +1.
Twierdzenie 2.5.11. Niech k > 1 oraz x,y sq wierzchotkami sklejajgcymi grafy G
i H,zeV(G),yeV(H).

(1) Dla dowolnych grafow G i H,

min{d*(G),d*(H)} < d*(G * H) <1+ min{d*(G — x),d*(H — y)}.

(2) Dla dowolnych grafow G i H,

d*(G x H) < min{d*Y(G — z),d*Y(H — y)}, dla k > 2.

(3) Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej q, ¢ > 1 istniejq grafy G, H takie, Ze
d*(G x H) = min{d*(G),d*(H)} + q.

(4) Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej q, 1 < q < min{d*(G—=z),d*(H—y)}—1
istniejq grafy G, H takie, ze d*(G * H) = min{d*(G — x),d*(H — y)} — q.

Dowéd (1). Dowéd nieréwnosci d*(G * H) > min{d*(G),d*(H)} jest analo-

giczny do dowodu Wiasnoéci 2.5.1. Wykazemy, ze d*(G * H) < 1 + min{d*(G —
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1), d*(H —y)}. Jezeli d*(G x H) = 1, to nieréwnos¢ jest prawdziwa. Zalézmy,
7e d*(G x H) > 2. Niech {2y, ..., Zpemy} bedzie k-tym podzialem domaty-
cznym grafu G « H, k > 1. Przypomnijmy, ze u jest wierzchotkiem grafu G « H
powstalym w wyniku sklejenia wierzchotkéw x,y. Bez straty ogdlnosci rozwazan
zalézmy, ze u € Zgrgemy. Oznaczmy R; = Z;NV(G) oraz S; = Z; N V(H), dla
i=1,...,d*G* H) — 1. Zauwazmy, ze R; # () oraz S; # (), dla kazdego i. Niech
je{l,....,d"(GxH)—1} oraz p € V(G —2)\R; C V(G * H)\Z;. Poniewaz Z; jest
k-tym zbiorem dominujacym grafu G x H, wiec wierzcholek p jest sasiedni do co naj-
mniej k wierzchotkéw zbioru Z;. Co wigcej, wierzchotki te naleza réwniez do zbioru
R; na mocy definicji grafu G x H, czyli R; jest k-tym zbiorem dominujacym grafu
G —ux. Dlatego { Ry, ..., Rgx(Gem)—2, Rar(Gemy—1 U Rgr (o) } jest k-tym podziatem do-
matycznym grafu G —x i d*(G —x) > d*(G* H) —1. Analogicznie nalezy dowie$é, ze
d*(H —y) > d*(G* H)— 1. Ostatecznie, d*(G* H) < 1+min{d*(G —x),d*(H —y)},
co koriczy dowdd (1).

Dowéd (2). Niech k& > 2. Poniewaz zbiory Ri,..., RgGem)—1 58 k-tymi zbio-
rami dominujacymi grafu G — x, wiec na mocy Wtasnosci 2.5.9 sa one réowniez
(k — 1)-wszymi zbiorami dominujacymi grafu G — x. Réwniez Ry c.m) jest takze
(k — 1)—wszym zbiorem dominujacym grafu G — z. Istotnie: wezmy ¢ € V(G —
)\ Rgr(my- Wierzcholek ¢ jest sasiedni do co najmniej & wierzchotkéw ze zbioru
Zarc+my grafu G x H. Poniewaz wierzcholek g moze by¢ sasiedni do wierzchotka u
w grafie G * H, to g jest sasiedni do co najmniej k — 1 wierzchotkow ze zbioru
Ravemy grafu G — z. Oznacza, ze zbior Rgeg.my jest (k — 1)-wszym zbiorem
dominujacym grafu G' — r. Reasumujac, {Ri,..., Rgt(qem} jest (b — 1)-wszym
podzialem domatycznym grafu G — x i d*~1(G — z) > d*(G x H). W analogiczny
sposéb dowodzimy, ze d*"Y(H — y) > d*(G x H). W konsekwencji, d*(G * H) <
min{d* (G — x),d* 1 (H — y)}.
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Dowdd (3). Niech ¢ bedzie liczba naturalna, ¢ > 1. Niech G bedzie grafem takim,
ze V(G) = {2} U{z;; : 1 <i < g+ 1,1 <5 <2k} oraz G- ~ Kopgpr) i
wierzcholek x jest sasiedni do wierzchotkéw 1, ..., 2441, dlal =1,... k. Niech
H bedzie grafem izomorficznym z G. Jezeli ¢ jest bijekcja zbioru V(G) na V(H),
to p(x) = y oraz p(x;;) = yi; dlai =1,...,¢+1, j = 1,...,2k. 7Z definicji
grafu G dg(x) = k(g + 1), a zatem d"(G) < L@J +1 = {@J +1=gq-+
2 na mocy Twierdzenia 2.5.10. Zbiory: {z;1,%i2,...,x;xy dla i = 1,...,¢+ 1
Oraz {T, L1 ft1s - - - s Lgtd fit1s - - - s T12k, - - - » Lgt1,26 } tWOTZ8, k-ty podzial domatyczny o
mocy g+ 2 grafu G i d*(G) = ¢+ 2. Poniewaz H ~ G, wiec réwniez d*(H) = ¢+ 2.
Zatem min{d*(G),d*(H)} = q + 2.

Poniewaz 0(G* H) = dgap (w1 141) = 2k(g+1) —1, to d*(Gx H) < LML,;)_IJ +1na
mocy Twierdzenia 2.5.10. Zatem d*(G * H) < 2q + 2. Przypomnijmy, Ze u jest wie-
rzchotkiem grafu GxH powstalym w wyniku sklejenia wierzchotkow z, y grafow G, H.
Zbiory: {u, T1,1,01,25 -« -5 T1ky Y1,6415 Y1,k425 - - - 7y1,2k}7 {l’p,h Tp2s -5 Tpky Ypk+1,
Ypht2o - Ypart dlap=2,....q+ 1 oraz {yi1, Yi2, - Yiks Tiks1s Tikt2,- - Ti2k}
dlaz =1,...,q9 4+ 1 tworza k-ty podzial domatyczny o mocy 2q + 2 grafu G * H.
Czyli d*(G * H) = 2q + 2. Tym samym dowéd (3) zostal zakoriczony. Dla k = 1
konstrukcja graféw G i H zostala podana w [23].

Dowéd (4). Niech G — z bedzie grafem pelnym o k(g + 3) wierzcholtkach. Graf G
otrzymamy z grafu G — x przez dodanie wierzchotka = oraz krawedzi laczacych ten
wierzcholek z doktadnie k wybranymi wierzchotkami grafu G — x. Niech H bedzie
grafem izomorficznym z grafem G. Dalej dowdd prowadzimy identycznie jak dowod

(3). O

Dowéd kolejnego twierdzenia jest analogiczny do dowodu Wtasnosci 2.5.1 oraz do

dowodu czgsci (1) Twierdzenia 2.5.11.
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Twierdzenie 2.5.12. Niech k > 1. Dla dowolnych grafow G i H,
min{d*(G),d"(H)} < d"(G#H) < 1 + min{d*(G),d*(H)}.

Uwaga 2.5.13. Mozna podac¢ petng charakteryzacje grafow G i H, dla ktorych
osiggane sq gérne i dolne oszacowania liczby d*(G#H) z Twierdzenia 2.5.12. Chara-
kteryzacje te sq sformutowane w terminach (k—1)-wszych i k-tych zbioréw dominujg-
cych grafow G, H.

Zatéimy, ze min{d*(Q),d*(H)} = d*(G) oraz d*(G#H) = 1+d*(G). Wowczas
istniejq wierzcholki w grafie G, ktore nie sq sqsiednie do wierzchotka x. Przez potgcze-
nie krawedziami tych wierzchotkow z wierzchotkiem x powstanie graf, ktorego k-ta
liczba domatyczna jest réwna d*(G) + 1.

Podane zostana, oszacowania k-krotnej liczby domatycznej (def. str.13) graféw GxH,

G#H.

Twierdzenie 2.5.14. Niech §(G) > k—1, §(H) > k—1 dla k > 1 oraz x,y sq
wierzchotkami sklejajgecymi grafy G i H, x € V(G), y € V(H). Wéwczas

(1) min{dp(G),dp(H)} < di(G+ H) < 1+ min{dp(G — ), dp(H — y)}.

(2) Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej q, q > 1 istniejq grafy G, H takie, Ze
dp(G * H) = min{di(G),dp(H)} + q.

(3) Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej q, 1 < ¢ < min{dy(G—z),dp(H—y)}—1
istniejq grafy G, H takie, ze di(G * H) = min{dy(G — z),dp(H — y)} — q.

Dowdéd tego twierdzenia jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 2.5.11. Zatem
podamy jedynie konstrukcje grafu G dla dowodu (2) i (3), dla k > 2. Dla k = 1 graf
G skonstruowany zostal w pracy [23].

Dowdéd (2). Niech G —x bedzie grafem pelnym dwudzielnym takim, ze V(G —x) =
AU B, gdzie |A| = |B| = 2k(q + 1). Graf G otrzymamy z grafu G — x przez
dodanie wierzchotka z oraz krawedzi laczacych wierzchotek z z k(q+2) wierzchotkami
nalezacymi do zbioru A.

Dowdd (3). Niech G —x bedzie grafem pelnym dwudzielnym takim, ze V(G —x) =
CU D, gdzie |C| = |D| = k(q+2). Graf G otrzymamy z grafu G — = przez dodanie

wierzchotka x oraz krawedzi laczacych wierzcholek x z k wierzchotkami nalezacymi

do zbioru C. |
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Z czesci (2) tezy Twierdzenia 2.5.14 wynika, ze liczba dy(G * H) moze przyjmowaé
dowolna warto$¢ nie mniejsza niz min{dy(G),dy(H)}. Natomiast liczba d*(G#H)
przyjmuje tylko dwie wartosci.

Twierdzenie 2.5.15. Niech 6(G) > k — 1 oraz niech §(H) > k — 1. Wowczas

min{dy(G), dp(H)} < di(G#H) < 1 + min{dy(G), dy(H)}.

Dowéd powyzszego rezultatu jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 2.5.12.

Z Twierdzen 2.5.11, 2.5.12, 2.5.14 oraz 2.5.15 dla k = 1 otrzymujemy rezultaty P.
D. Vestergaarda oraz B. Zelinki ([23]) odnoszace si¢ do liczby domatycznej graféw
G x H oraz G#H.



Rozdzial 3

LICZBY DOMATYCZNE
GRAFOW SPECJALNYCH

W podrozdziale 3.1 zostaly poréwnane ze soba liczby domatyczne: uzupehiajaca
liczba domatyczna, liczba ps-domatyczna i spdjna liczba domatyczna grafu dwudziel-
nego i jego dopeienia. Motywacja do rozpatrywania tego problemu byta praca [35]
B. Zelinki, w ktorej autor poréwnat liczbe domatyczna oraz totalna liczbe domatyczna
grafu dwudzielnego i jego dopelnienia. W podrozdzialach 3.2 i 3.3 znajduja sie
odpowiednio oszacowania kilku liczb domatycznych grafu G/K,, powstalego w wy-
niku $ciaggniecia podgrafu K, grafu G do nowego wierzchotka i grafu G* powstalego
w wyniku duplikacji wierzchotka x w grafie G. Ponadto, podane zostaly petne lub
czesciowe charakteryzacje graféw, dla ktérych osiagane sa dolne lub gérne oszaco-
wania liczb domatycznych grafu G*. W ostatnim podrozdziale podane zostaly pelne
charakteryzacje graféw k-domatycznie krytycznych i k-krotnie domatycznie kryty-

cznych. Dla k = 1 problem ten rozwiazal B. Zelinka w [24].

72
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3.1 LICZBY DOMATYCZNE
DOPELNIENIA GRAFU

W niniejszym podrozdziale poréwnujemy uzupekiajaca liczbe domatyczna, liczbe
ps-domatyczna i spdjna liczbe domatyczna grafu dwudzielnego z liczbami domaty-
cznymi jego dopetnienia. Symbolem G(A, B) bedziemy oznaczali graf dwudzielny, w
ktérym V(G(A, B)) = AUB, ANB = D oraz |A| = a, |B| = b, gdziea > b > 2. Jezeli
zakres zmienno$ci parametrow a, b bedzie inny, to zostanie to wyraznie zaznaczone
w tredci twierdzen. Jezeli G = G(A, B), to dla b < 2 d,(G) = d,(G) = b.

Twierdzenie 3.1.1. Jeieli G = G(A,B) oraz a > b > 3, to d,(G) = b wtedy i
tylko wtedy, gdy:

(i) dla kazdego x € A, dg(z) € {a —1,a} oraz

(1) dla kazdego x € A takiego, Ze ds(x) = a istnieje doktadnie jeden y € B taki, Ze:

xy € E(G) oraz x,y nalezg do tego samego zbioru uzupelniajgcego podziatu domaty-
cznego o mocy b grafu G.

Dowéd. Przyjmijmy, ze A = {x1,..., 2.}, B={v1,..., 4y}, b > 3 oraz d.,(G) = b.
Niech {D,..., Dy} bedzie uzupeliajacym podzialem domatycznym grafu G. Na
mocy Whasnosci 1.3.1 1 poniewaz b > 3, wiec D;NB # (). Zatem bez straty ogdlnosci
rozwazan zatézmy, ze D; N B = {y;}, dlai =1,...,b. Rozwazmy dowolny, ustalony
wierzcholek = ze zbioru A w grafie G. Poniewaz (A)g ~ K,, to dg(z) > a — 1.
Pokazemy, ze wierzchotek z jest sasiedni do co najwyzej jednego wierzchotka ze
zbioru B. Na mocy definicji uzupemiajacego podzialu domatycznego grafu = € D,,
dla pewnego p € {1,...,b}. Poniewaz z jest sasiedni do kazdego wierzcholka ze
zbioru A, to w zbiorze B musza by¢ takie wierzcholki, ktére naleza do zbioréw
Dy,...,D,_1,Dp41, ..., Dy, a wierzcholek x nie jest do nich sasiedni. Stad oraz
poniewaz D; N B = {y;} dla i = 1,...,b, wiec wierzcholek x nie jest sasiedni
do wierzchotk6w 41, ..., Yp1,Yps1,---,yp W grafie G. Zatem Ng(z) = A\{z} lub
Ng(z) = (A\{z}) U{y,}. Czyli dg(z) € {a—1,a} i warunek (i) zachodzi. Ponadto,
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wobec powyzszego jezeli dz(z) = a oraz x € D,, to zy, € F(G) iy, € D,, co
dowodzi prawdziwosci warunku (7).

Wykazemy teraz, ze jezeli zachodza warunki (i) oraz (ii), to d.,(G) = b. Nie
jest trudno pokazaé, ze d.,(G) < b. Aby zakoriczy¢ dowéd wystarczy skonstruowaé
uzupelniajacy podzial domatyczny o mocy b grafu G. Niech M; = {x € A : xy; €
E@G)}dlai=1,...,boraz J ={i € {1,...,b} : dg(y;) = b — 1}. Zalézmy, ze:

a)y, € D;dlai=1,...,boraz

b)ydlai=1,...,bjezeli z € M;, to x € D; (wobec (i) oraz (ii)) oraz

c) jezeli J # (0, to wezmy |J| wierzcholkéw ze zbioru A takich, ktére nie naleza
do zbioru Uli’:1 M;; oznaczmy je przez x;,...,x;,. Wtedy dla kazdego j € J
wybierzmy dokiadnie jedno k € {1,...,|J|} takie, ze z;, € D; (przy czym jezeli
J1,J2 € J 11 # jp oraz x;, € D, ix;, € Dj,, to k # 1) oraz

d) jezeli A\(UP_, M; U{zy,, ... , %, }) # 0, to niech wierzchotki z tego zbioru naleza

do Dl.
Nie jest trudno sprawdzi¢, ze zbiory Dy, ..., D, tworza uzupekiajacy podzial do-
matyczny grafu G, co koriczy dowdéd. O

Wnhiosek 3.1.2. Jezeli G = G(A, B) oraz a > b > 3, to d.,(G) = b wtedy i tylko
wtedy, gdy:

(i) dla kazdego x € A, dg(z) € {b—1,b} oraz

(17) dla kazdego x € A takiego, Ze dg(x) = b — 1 istnieje doktadnie jeden y € B
taki, Ze: xy ¢ E(G) oraz x,y nalezq do tego samego zbioru uzupetniajgceego podziatu
domatycznego o mocy b grafu G.

Podamy teraz inna charakteryzacje graféw dwudzielnych G = G(A, B), dla ktorych

zachodzi réwnos¢ d.,(G) = b, gdzie a > b > 2.

Twierdzenie 3.1.3. Jezeli G = G(A, B), to d.,(G) = b wtedy i tylko wtedy, gdy:
(1) dla kazdego v € A, dg(x) € {b—1,b} oraz
(it) {z € A:da(x) = b} = {y € B : dg(y) = aj|.

Dowdd. Niech warunki (i), (i7) zachodza. Niech B = {y1,...,y}, Mo ={x € A:
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Ng(xz) = B} oraz M; = {x € A:y; ¢ Ng(zx)} dlai =1,...,b. Wobec warunku
(1) zbiory My, My, ..., M, sa parami rozlaczne (niektére z nich moga by¢ puste).
Niech Jo = {i € {1,...,b} : M; =0}, Jy ={i € {1,...,b} : M; # 0}. Dlai € J,
de(y;) = a. Z warunku (#i) mamy |My| > |Jo|. Wobec tego istnieje rodzina zbioréw

{L; : i € Jy} taka, ze dla kazdego i € Jy L; # () oraz | J,., L; = My. Zdefiniujemy

i€Jo
zbiory Dy, dlai = 1,...,b. Jezeli i € Jy, to D; = L; U{y;}. Jezeli i € Jy, wtedy
D; = M; U{y;}. Zatem {Dy,..., Dy} jest uzupemiajacym podziatem domatycznym
grafu G' 1 d.,(G) > b. Nie jest trudno wykaza¢, ze d.,(G) < b. Czyli d.,(G) = b.

Zalézmy, ze d.,(G) = b i niech {Vi,...,V,} bedzie uzupemiajacym podzialem
domatycznym grafu G. Jezeli a > b = 2, to warunki w (i) oraz w (i7) sa spelnione.
Niech zatem a > b > 3. Wtedy V; N B # (), dla kazdego i € {1,...,b}. Niech
V: N B = {y;} dla kazdego i. Ponadto, przyjmijmy, ze warunek w (i) nie zachodzi.
Oznacza to, ze dla kazdego x € A, dg(x) < b — 2. Niech xy € A. Wtedy istnieja,
dwa wierzcholki y1,y, € B takie, ze Ng(xo) N {y1,y2} = 0. Zatem z7 musi nalezeé
jednoczesnie do zbioru V; i do zbioru V5, co jest sprzeczne z definicja uzupemhmiajacego
podziatu domatycznego grafu. Tym samym warunek w () jest spemiony.

Zalézmy, ze warunek w (ii) nie zachodzi, czyli |[My| < |Jo|. Jezeli i € Ji, to
M; C Vi\{yi}. Jezeli i € Jy, to (Vi\{w:}) C My i |Vi\{w:}| > 1. Zatem |M,y| >
> i [Vi\lwit] > [Jo|, co jest sprzeczne z zalozeniem. Tym samym warunek w (i)
zachodzi. O

Wnhiosek 3.1.4. Jezeli G = G(A, B), to d.,(G) = b wtedy i tylko wtedy, gdy:

(i) dla kazdego x € A, dg(z) € {a —1,a} oraz

(i) {x € A:dg(z) =a—1}| > |[{z € B:dg(x) =b—1}].

Nastepnie podamy relacje pomiedzy liczbami ps-domatycznymi (def. str.13) grafu

dwudzielnego i jego dopelnienia. Najpierw przypomnimy znane wiasnosci, ktore

beda wykorzystane w dowodach Twierdzenia 3.1.6 i Twierdzenia 3.1.7.
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Wiasnosé 3.1.5. a) [33] Niech G bedzie grafem dwudzielnym. Jezeli d,(G) > 3, to
G jest grafem petnym dwudzielnym.

b) Jezeli G jest grafem dwudzielnym rdéinym od grafu petnego dwudzielnego, to d,(G) =
2 wtedy i tylko wtedy, gdy G ma drzewo spinajgce T takie, zZe diam(T) < 3.

¢) Niech G bedzie dowolnym grafem. Jezeli d,(G) > 3, to diam(G) < 2.

d) Niech G bedzie dowolnym grafem. Jezeli d,(G) = 2, to diam(G) < 3.

e) dy(Kppn) =m dlan >m > 2.

Z Wlasnosci 3.1.5¢) wynika, ze d,(Kap) > dp(Kap). Ponadto, zauwazmy, ze jezeli G
jest grafem dwudzielnym zawierajacym co najmniej jeden wierzchotek izolowany, to

dy(G) # dp(G).
Twierdzenie 3.1.6. Jeieli G = G(A,B), a > b > 2 oraz G # K., wowczas

dp(G) <2 < dy(G).

Dowéd. Na mocy Wilasnosci 3.1.5a) d,(G) < 2. Poniewaz G # K,;, to istnieja
wierzchotki z € A, y € B takie, ze xy ¢ E(G), czyli xy € E(G). Wykazemy, ze
{Dy, Dy}, gdzie D; = (A\{z}) U{y} oraz Dy = (B\{y}) U {x} jest podziatem ps-
domatycznym grafu G. Poniewaz D; N A # 0 i D; N B # (), wiec D; jest zbiorem
dominujacym grafu G, dla i = 1,2.

Niech S C V(G)\D; = Dy. Jezeli S C B, to zbiér S U {y} indukuje podgraf grafu
G izomorficzny z grafem pelnym o |S| + 1 wierzchotkach.

Jezeli S C A, to S = {x}. Wtedy zbiér {z,y} indukuje podgraf K, grafu G, bowiem
ry € E(G). Jezeli natomiast SN A # 0 oraz SN B # 0, to S = C U {x}, gdzie
C C B. Wéwezas zbiér C' U {z, y} indukuje podgraf grafu G izomorficzny z grafem
pelnym o |C| + 2 wierzchotkach.

Reasumujac, poniewaz kazdy z otrzymanych podgrafow jest grafem spdjnym oraz
D, jest zbiorem dominujacym grafu G, wiec D; jest zbiorem ps-dominujacym grafu
G. W analogiczny sposéb dowodzimy, ze D, jest zbiorem ps-dominujacym grafu G.
Zatem Dy, Dy tworza podzial ps-domatyczny grafu G i d,(G) > 2, co koticzy dowéd.

O
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Twierdzenie 3.1.7. Niech G = G(A, B) oraz a > b > 2. Réwnosé d,(G) = d,(G)
zachodzi wtedy @ tylko wtedy, gdy:

(i) G # K,y oraz

(17) G zawiera drzewo spinajgce T, dla ktorego diam(T') < 3.

Dowéd. Zalézmy, ze warunki (i), (ii) zachodza. Zatem na mocy Wtasnosci 3.1.5b)
d,(G) = 2. Z warunku (i7) wynika, ze w grafie G istnieje wierzcholek z € A, ktéry
jest sasiedni do wszystkich wierzchotkéw ze zbioru B oraz istnieje wierzchotek y € B,
ktéry jest sasiedni do wszystkich wierzcholkéw ze zbioru A. Oznacza to, ze w G nie
ma krawedzi xy i dg(z,y) > 2. Co wigcej, poniewaz z nie jest sasiedni do zadnego
wierzcholka ze zbioru B w grafie G oraz y nie jest sasiedni do zadnego wierzchotka ze

zbioru A w G, to dg(x,y) > 3. Zatem diam(G) > 3. Stad na mocy Wtasnosci 3.1.5¢)

mamy d,(G) < 2. Na mocy warunku (i) istnieja wierzchotki w € A, v € B takie,

ze uwv ¢ E(GQ). Czyli wv € E(G). Wéwezas {(A\{u}) U {v}, (B\{v}) U {u}} jest
podziatem ps-domatycznym grafu G. Oznacza to, ze d,(G) = 2 i d,(G) = d,(G).

Zalézmy, ze d,(G) = d,(G). Ponadto przyjmijmy, ze nie zachodzi warunek (i),
czyli G ~ K,;. Na mocy Wlasnosci 3.1.5¢) d,(G) = d,(K,p) = b > 2. Natomiast

dy(G) = dy(K,p) = 1. Czyli dp(G) > dp(G), co przeczy zalozeniu. Zatem warunek

(1) zachodzi.

Niech teraz d,(G) = d,(G) i G # K, oraz zalézmy, ze nie zachodzi warunek
(i1). Z Wlasnosci 3.1.5b) oraz z Wiasnosci 3.1.5a) otrzymujemy, ze d,(G) = 1.

Natomiast na mocy Twierdzenia 3.1.6, d,(G) > 2. Czyli d,(G) < dy(G), co jest

sprzeczne z zalozeniem. Oznacza to, ze warunek (i) zachodzi. O

Podamy teraz charakteryzacje graféw dwudzielnych G, dla ktérych d.(G) = d.(G)
(oczywiscie G # K,p). W dowodzie ponizszego twierdzenia wykorzystamy

Wiasnosé 3.1.8. [14] Jezeli G jest dowolnym grafem oraz v(G) > 2, to d.(G) <
I(G).
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Twierdzenie 3.1.9. Niech G = G(A, B), a > 2, b= 2 oraz G jest grafem spdjnym
i G # Kup. Wowczas d.(G) = d.(G) wtedy i tylko wtedy, gdy doktadnie jeden
wierzcholek ze zbioru B jest stopnia a w grafie G.
Dowéd. Zalézmy, ze B = {y;,y2}. Przyjmijmy, ze dokladnie jeden wierzchotek
ze zbioru B jest stopnia a w grafie G. Niech dg(y1) = a oraz dg(y2) < a — 1.
Woéwezas istnieje wierzchotek x w zbiorze A, ktéry nie jest sasiedni do yo, w G,
czyli dg(z) = 1. Stad i na mocy Wlasnosci 3.1.8 oraz z definicji spéjnej liczby
domatycznej grafu otrzymujemy d.(G) = 1. Natomiast wierzcholek y; jest stopnia
1 w grafie G, wiec d.(G) = 1. W rezultacie, d.(G) = 1 = d.(G).

Zalézmy, ze d.(G) = d.(G) oraz przyjmijmy, ze zaden z wierzchotkéw ze zbioru
B nie jest stopnia a w grafie G (poniewaz G # K, wigc nie jest mozliwe, aby dwa
wierzchotki ze zbioru B byty stopnia a w grafie G). Wtedy istnieja dwa wierzchotki,
powiedzmy x1, x5 W zbiorze A, ktére nie sa sasiednie odpowiednio do wierzchotkéw
Y1, Y2 ze zbioru B w grafie G (Gdyby istnial tylko jeden taki wierzcholek = w zbiorze
A, to x bylby wierzchotkiem izolowanym w G, co przeczytoby spdjnosci grafu G).
Zatem wierzcholki xq, x5 sa stopnia 1 w grafie G i d.(G) = 1.

Przyjmijmy, ze Dy = {x2,y2} oraz Dy = (A\{z2}) U {y1}. Nietrudno wykazac,
ze Dy, Dy sa zbiorami dominujacymi grafu G. Poniewaz xoy» € E(G), 11y1 € E(G)
oraz (A\{z2})g ~ K,_1, wigc podgrafy indukowane na zbiorach D;, Dy w grafie G sa
spéjne. Zatem {Dy, Dy} jest spéjnym podziatem domatycznym grafu G i d.(G) > 2.
W konsekwencji, d.(G) # d.(G), co jest sprzeczne z zalozeniem. Oznacza to, ze

jezeli d.(G) = d.(G), to doktadnie jeden wierzchotek ze zbioru B jest stopnia a w

grafie G. Tym samym dowdd zostal zakonczony. O
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3.2 LICZBY DOMATYCZNE
SCIAGNIECIA PODGRAFU K,, GRAFU
DO NOWEGO WIERZCHOLKA

W tej czesci rozdziatu znajduja sie oszacowania k-tej liczby domatycznej, k-krotnej
liczby domatycznej, totalnej liczby domatycznej, spéjnej liczby domatycznej oraz
uzupeiajacej liczby domatycznej grafu G/K,,. Niech K,, < G, m > 2. Graf
G/K,, taki, ze: V(G/K,,) = (V(G)\V(K,,)) U{u} oraz E(G/K,,) = {zy € E(G) :
{z,y} NV (K,) =0} U{uy : y € V(G)\V(K,,) oraz istnieje v € V(K,,) taki, ze
yv € E(G)} zostal otrzymany z grafu G w wyniku operacji sciagniecia podgrafu K,

do nowego wierzchotka u.

Podamy teraz dolne oszacowanie k-tej liczby domatycznej (def. str.13) grafu G/ K,,,
dla k> 1.
Twierdzenie 3.2.1. Niech m > 2 oraz niech K,, < G. Woéwczas d*(G/K,,) >
d*(G) —m + 1.
Dowéd. Niech K,, < G oraz niech V(K,,) = {x1,...,2n}, m > 2. Dowdd
przeprowadzimy w oparciu o indukcje matematyczna ze wzgledu na liczbe m. Na
poczatek przyjmijmy, ze m = 2, czyli rozwazmy graf G/K,. Udowodnimy, ze
d*(G/K,) > d*(G) — 1. Zatézmy, ze {D1,..., Dy )} jest k-tym podziatem do-
matycznym grafu G. Jezeli d*(G) = 1 lub d*(G) = 2, to d*(G/K;) > 1 > d*(G) — 1
(bowiem k-ta liczba domatyczna jest dobrze zdefiniowana dla kazdego grafu).
Niech teraz d*(G) > 3. Na mocy definicji k-tego podziatu domatycznego grafu
istnieja dwie liczby p,q, 1 < p,q < d*(G) (niekoniecznie rézne) takie, ze z; € D,
oraz g € D,. Rozwazmy przypadki.

1. Bez straty ogolnosci rozwazan zalézmy, ze x1,xs € D;. Wowczas nie jest

trudno zauwazy¢, ze zbiory (Di\{z1,72}) U {u} U Da, D3, ..., Dgr ) tworza k-ty
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podzial domatyczny grafu G/ K. Zatem d*(G/Ky) > d*(G) — 1.

2. Bez straty ogdlnosci rozwazan przyjmijmy, ze x; € Dy oraz xo € Ds. Nie-
trudno wykazac, ze Ds, ..., Dgr ) sa k-tymi zbiorami dominujacymi grafu G /K.
Dowiedziemy, ze zbiér (D \{z1})U(D2\{z2})U{u} jest k-tym zbiorem dominujacym
grafu G/K,y. Zatézmy, ze a € V(G/Ky)\[(D1\{z1}) U (D2\{x2}) U {u}]. Oznacza
to, ze a ¢ Dy ia ¢ Dyia # u. Stad i poniewaz D;, dla i = 1,2 jest k-tym
zbiorem dominujacym grafu GG, to wierzcholek a jest sasiedni do co najmniej k — 1
wierzchotkéw ze zbioru D;\{z;}, dla i = 1,2. Nietrudno sprawdzié¢, ze jezeli a jest
sasiedni do co najmniej k wierzchotkéw ze zbioru Di\{z1} lub Ds\{z2}, to a jest
sasiedni do co najmniej 2k — 1 wierzchotkéw ze zbioru (Dy\{z1}) U (Dy\{z2}) U{u}.
Zalozmy zatem, ze wierzcholek a jest sasiedni do dokladnie k — 1 wierzchotkow ze
zbioru Di\{z} oraz ze zbioru Dy\{x2}. Stad i poniewaz D; oraz D, sa k-tymi
zbiorami dominujacymi grafu G, to x; oraz xs sa sasiednie do wierzchotka a w grafie
G. Zatem wobec definicji grafu G/ Ky wierzcholek u jest sasiedni do wierzchotka a w
G/ K,. Wszystko to gwarantuje, ze wierzchotek a jest sasiedni do 2k—1 wierzchotkéw
ze zbioru (Dy\{z1}) U (Do\{z2}) U {u}. Reasumujac, (D1\{z1}) U (D2\{z2}) U{u}
jest (2k — 1)-wszym zbiorem dominujacym grafu G/K;. Co wiecej, zbidr ten jest
réwniez k-tym zbiorem dominujacym grafu G/K,. W konsekwencji, {(D1\{z1}) U
(Do\{w2}) U{u}, D3, ..., Dgry} jest k-tym podzialem domatycznym grafu G/ K,
oraz d*(G/K,y) > d*(G) — 1. Zatem twierdzenie jest prawdziwe dla m = 2.

Zalézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla m = [. Pokazemy, ze jest ono
prawdziwe dla m = [ + 1. Poniewaz G/K;;1 ~ (G/K))/K, oraz wobec pierwszego
kroku indukcyjnego, a nastepnie na mocy zalozenia indukcyjnego otrzymujemy, ze
d*(G/Ki1) = d*(G/K))/Ks) > d*(G/K)) — 1 > d*(G) — 1. W rezultacie, z
twierdzenia o indukcji matematycznej wynika, ze twierdzenie jest prawdziwe dla

m > 2. O



ROZDZIAL 3. LICZBY DOMATYCZNE GRAFOW SPECJALNYCH 81

Wiasno$¢ 3.2.2. Niech k > 2. Jezeli K,, < G oraz wierzchotki grafu K,, nalezq do
[ (1 <1 <min{m,d*(G)} — 1) zbioréw k-tego podziatu domatycznego o mocy d*(G)
grafu G, to d*(G/K,,) > d*(G) — 1.

Dowéd. Niech {Dy, ..., Dg ()} bedzie k-tym podzialem domatycznym grafu G.
Ponadto, zat6zmy, ze wierzcholki 1, ..., z,, podgrafu K,, grafu G naleza do [ (1 <
[ <min{m, d*(G)} — 1) zbioréw tego podzialu. Bez straty ogdlnosci zalozenia niech
V(Kn) €U\, Di. Wowezas {U\_; Di\V (K)U{u}UDys1, Diya. .., Dy} jest k-
tym podzialem domatycznym grafu G/K,,. W konsekwencji, d*(G/K,,) > d*(G)—1.
O

Przyjmujac oznaczenia jak w dowodzie Wlasnosci 3.2.2 nie jest trudno sprawdzi¢,
ze {U_, DAV (K,n)U{u}, Diy1, Diys . ., Dy} jest podzialem domatycznym grafu
G/ K.

Wiasno$éé 3.2.3. Niech K,, < G oraz wierzchotki grafu K, nalezgdo | (1 <
I < min{m, d(G)}) zbioréw podziatu domatycznego o mocy d(G) grafu G, wéwczas
d(G/Ky) > d(G) -1+ 1.

W dowodzie kolejnego twierdzenia wykorzystamy nastepujace trzy rezultaty.

Twierdzenie 3.2.4. [25] Niech k bedzie dodatniq liczbg catkowitq. Wéwczas d*(K,,) =
1, dla n <k,
In/k], dla n>k.

1, dla  min(m,n) < k,
Twierdzenie 3.2.5. [25] d*(K,,,) =< 2, dla k< min(m,n) < 2k,

|min(m,n)/k|, dla min(m,n) > 2k.
Twierdzenie 3.2.6. [25] Dla k > 1, d*(G) < 29| 1 1.

Twierdzenie 3.2.7. Dla dowolnych liczb naturalnych q oraz m, m > 2 istnieje graf
G, ktéry ma podgraf indukowany K., taki, ze d*(G/K,,) = d*(G) + q.

Dowéd. Zalézmy, ze m > k. Wezmy graf K,, oraz graf K, ,, gdziea = k (L%J + q).
Niech V(K,,) = {z1,..., 2z} oraz V(K,,) = PUQ. Konstruujemy graf G jako sume

roztaczng graféow K, oraz K,, z dodatkowymi krawedziami laczacymi dokladnie
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jeden wierzchotek grafu K,,, powiedzmy z; ze wszystkimi wierzchotkami nalezacymi
do jednego ze zbioréw P, Q).

Na mocy Twierdzenia 3.2.4, d*(K,,) = | 7). Poniewaz a > 2k, wigc z Twierdze-
nia 3.2.5 otrzymujemy, ze d*(K,,) = |$] = L@J = |Z] +¢. Oznaczmy |7 |
przez b. Ponadto, zalézmy, ze {Ds,..., Dy} jest k-tym podzialem domatycznym
grafu K, oraz {V1,..., Voi,} jest k-tym podzialem domatycznym grafu K, ,. Niech
W;=D;uV;dlai=1,...,b—1oraz W, = DbUU?:gVZ-. Zbiory Wy, ... W, tworza

k-ty podzial domatyczny grafu G czyli

d"(G) > b= {%J . (3.2.1)

Poniewaz 0(G) = dg(z2) = m — 1 wiec na mocy Wlasnosci 3.2.6 otrzymujemy

#@) < 1P = | P = | e < e =

(3.2.2)
Z nieréwnosci w (3.2.1) oraz w (3.2.2) wynika, ze d*(G) = [2] albo d"(G) =
| 2] + 1. Zauwazmy, ze réwnosé¢ d*(G) = | %] 4 1 nie jest prawdziwa. Przypusémy,
ze d*(G) = || +1. Jezeli k = 1, to d(G) = m+1. Poniewaz d(G) < 6(G)+1, wigc
d(G) > m. Zatem dg(z3) > m, co jest sprzeczne wobec konstrukeji grafu GG. Niech
teraz k > 2. Przyjmijmy, ze {Ry, ..., RL%JH} jest k-tym podzialem domatycznym
grafu GG. Bez straty ogdlnosci rozwazan niech z; € R;. Nietrudno sprawdzié, ze
Ry NV (K,,) jest k-tym zbiorem dominujacym grafu K,,. Wobec tego zal6zmy, ze
To,...,xr € Ri. Poniewaz R; jest k-tym zbiorem dominujacym grafu GG, to w zbiorze
(V(K.,)\R1)NR; jest co najmniej k wierzcholkéw, ktore sa sasiednie do wierzchotka
Ty, dlad=2,... [B]+1. Zatem dg(re) > k[ +hk—1> k(2 -1)+k—-1=m—1,
co daje sprzecznosé, bowiem dg(z9) = m — 1 wobec konstrukeji grafu G.

Reasumujac, d*(G) = [2].
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Dalej poniewaz G/ K,, ~ K, .11, to d*(G/K,,) = L%J + ¢ na mocy Twierdzenia
3.2.5.

Dla m < k konstrukcja grafu G jest taka sama, przy czym a = k(¢+1). O

Oszacujemy teraz k-krotna liczbe domatycznag (def. str.13) grafu G/K,,. Nietrudno
zauwazy¢, ze 6(G/K,) > 0(G), dla m > 2. Jezeli zatem istnieje k-krotna liczba
domatyczna grafu G, to istnieje rowniez k-krotna liczba domatyczna grafu G/K,,.

Twierdzenie 3.2.8. Niech K,, < G dla m > 2 oraz niech §(G) > k — 1. Wowczas
di(G/Ky,) > dp(G) — m+ 1. Co wigcej, dla dowolnych liczb naturalnych q oraz m,
m > 2 istnieje graf G taki, ze K,, < G oraz di,(G/K,;,) = dp(G) + q.

Dowdéd pierwszej czesci powyzszego twierdzenia jest analogiczny do dowodu Twie-

rdzenia 3.2.1, a dowdd drugiej czesci jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 3.2.7.

Twierdzenie 3.2.9. Niech K,, < G dla m > 2. Jezeli graf (V(K,,)), nie jest
komponentq spdjnosci grafu G, to di(G/K,,) > di(G) — m + 1. Co wiecej, dla
dowolnych liczb naturalnych q oraz m, m > 2 istnieje graf G taki, ze K,, < G oraz
Pierwsza cze$¢ twierdzenia mozna udowodni¢ analogicznie jak Twierdzenie 3.2.1,

a dowod drugiej czedci jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 3.2.7, przy czym

nalezy przyja¢ a = 3] +q.

Podamy teraz oszacowanie dla spdjnej liczby domatycznej (def. str.13) grafu G/ K,,.
Zatézmy, ze G jest grafem spdjnym. Zatem z definicji grafu G /K, wynika, ze graf
G/K,, jest spdjny dla m > 2. Dla dowodu ponizszego twierdzenia wykorzystamy
znany fakt.

Wiasnosé 3.2.10. [14] Jezeli G jest dowolnym grafem oraz v(G) > 2, to
d.(G) < 0(G).

Twierdzenie 3.2.11. Niech G bedzie grafem spojnym @ niech K,, < G dla m > 2.
Wowczas d.(G/Kp,) > do(G) —m+ 1. Co wigcej, dla dowolnych liczb naturalnych q
oraz m, m > 2 istnieje graf spdjny G taki, ze K,, < G oraz d.(G/K,,) = d.(G) + q.



ROZDZIAL 3. LICZBY DOMATYCZNE GRAFOW SPECJALNYCH 84

Pierwsza, cze$é¢ twierdzenia mozna udowodni¢ analogicznie jak Twierdzenie 3.2.1.
Udowodnimy druga cze$¢ twierdzenia.
Dowéd. Rozwazmy graf K,,, m > 2 oraz graf K, iqm+q, ¢ > 1. Zalézmy, ze
V(Kw) = {21, .., 2m}, V(EKntgmeq) = PUQ, gdzie P = {y1,...,Ym+q} Oraz
Q ={z,..., Zmsq}. Konstruujemy teraz graf G' bedacy suma roztaczng grafow K,
oraz Ky +qm+q 1 majacy dodatkowe krawedzie z;y; dla ¢ = 1,...,m. Poniewaz
(@) = dg(x1) = m, wigc na mocy Wlasnosci 3.2.10 mamy d.(G) < m. Nie jest
trudno wykazaé, ze zbiory V; = {z;,y;, 2z} dlai = 1,...,m — 1 oraz zbiér V,, =
V(G)\ U?:ll Vi tworza, spdjny podzial domatyczny grafu G. Wobec tego d.(G) > m.
Zatem d.(G) = m.

Poniewaz G/K,, ~ Kptqmiq1s 10 de(G/Kp) = de(Kimtgm+qr1) = M+ ¢, co

konczy dowdd twierdzenia. O

Na koniec podamy oszacowania uzupehiajacej liczby domatycznej (def. str. 13)

grafu G/K,,, m > 2. Najpierw jednak przypomnimy znany rezultat.

Wiasnosé 3.2.12. 28] Dla dowolnego grafu G, d.,(G) < min{d(G) + 1,|V(G)| —
A(G)}.

Twierdzenie 3.2.13. Niech K, < G dlam > 2. Wowczas d.,(G/K,,) > dep(G) —
m+ 1. Co wiecej, dla dowolnych liczb naturalnych q oraz m, m > 2 istnieje graf G
taki, ze Kp, < G oraz dep(G/Ky) = dep(G) + q.

Udowodnimy jedynie druga czes¢ twierdzenia, bowiem dowdd pierwszej czesci twie-
rdzenia jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 3.2.1.

Dowéd. Wezmy graf K,,, m > 2 oraz graf K, iqm+q, ¢ > 1. Zalézmy, ze
V(Kn) =121, Zm )y V(Kmigmie) = PUQ, gdzie P = {y1,...,Ymiq} oraz Q =
{#1, ..., Zmtq}. Wowczas niech G bedzie suma rozlaczng grafow K, oraz K, iqm-+q
z dodatkowymi krawedziami taczacymi doktadnie jeden wierzchotek, powiedzmy z,,

grafu K, z wszystkimi wierzchotkami jednego ze zbioréw P, (), powiedzmy P grafu

Kiptqm+q- Wobec powyzszej konstrukcji mamy §(G) = dg(r1) = m — 1 oraz
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A(G) = dg(zm) = 2m + ¢ — 1. Zatem na mocy Wilasnosci 3.2.12, d.,(G) < m.
Ponadto, nie jest trudno wykazaé, ze D; = {z;,y;, 2} dlai = 1,...,m — 1 oraz
D,, = V(G)\ U:';_ll D; sa uzupehliajacymi zbiorami dominujacymi grafu G. Czyli
dep(G) > m. Reasumujac, d.,(G) = m.

Poniewaz G/ K, ~ Knigmiqits 10 dep(G/Kp) = dep(Kmtqmaqi1) = M+ ¢, €O

konczy dowdd. O

3.3 LICZBY DOMATYCZNE
DUPLIKACJI WIERZCHOLKA W GRAFIE

W niniejszym podrozdziale szacujemy liczbe domatyczna i spéjna liczbe domatyczna
graf G* zwanego duplikacjg wierzchotka x w grafie G.(def. str.14) Ponadto, dajemy
pelne lub czesciowe charakteryzacje grafow, ktore realizuja dolne lub gérne oszaco-
wania tych liczb.
Najpierw podajemy oszacowania liczby d(G®).
Twierdzenie 3.3.1. Dla dowolnego grafu G, d(G) < d(G*) < d(G) + 1.
Dowéd. Wykazemy, ze d(G*) > d(G). Jezeli d(G) = 1, to d(G*) > d(G). Zalézmy
teraz, ze d(G) > 2 oraz {Vi,..., Vye } jest podzialem domatycznym grafu G. Po-
nadto, bez straty ogdlnosci rozwazan mozemy przyjac, ze x € Vi. Poniewaz V)
dominuje wszystkie wierzchotki ze zbioru V;, dla i = 2,...,d(G), to Vi U {u} jest
zbiorem dominujacym grafu G*. Nastepnie do zbioru V;, dla i = 2,...,d(G) nalezy
wierzchotek sasiedni do x, a zatem sasiedni do u. Stad V; jest réwniez zbiorem
dominujacym grafu G*, dla kazdego i. W konsekwencji, {V; U {u},Va,..., Vye}
jest podzialem domatycznym grafu G* i d(G*) > d(G).

Wykazemy teraz, ze d(G*) < d(G) + 1. Zalézmy, ze d(G*) > d(G) + 2. Wobec
tego istnieje podzial domatyczny, powiedzmy {U1, ..., Uyc)+2} grafu G*. Rozwazmy

przypadki.
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1. Zalézmy bez straty ogdlnosci rozwazan, ze x,u € Uy. Wtedy {U\{u}, Us, . ..,
Uac)+2} jest podzialem domatycznym grafu G. Istotnie: U;\{u} jest zbiorem
dominujacym grafu G, bowiem dowolny wierzcholek ze zbioru V(G)\U; sasiedni
do u w grafie G* jest réwniez sasiedni do x w grafie G. Zbiory Us, ..., Ugg)+2
sa zbiorami dominujacymi grafu G*, a zatem réwniez grafu G. Czyli znalezlismy
podzial domatyczny o mocy d(G) +2 grafu G. Zatem d(G) > d(G) + 2, sprzecznosé.

2. Zalézmy bez straty ogdlnosci rozwazan, ze u € Uy oraz x € Uy. Wowcezas
{(UN\{u}) U Us,Us, ..., Uycy+2} jest podzialem domatycznym grafu G. Istotnie:
poniewaz U, jest zbiorem dominujacym grafu G*, to Us jest rowniez zbiorem dominu-
jacym grafu G. Zatem (U;\{u}) U U, jest zbiorem dominujacym grafu G. Kazdy
ze zbiorow Us, ..., Uya)+2 jest zbiorem dominujacym grafu G, a zatem réwniez G.
W rezultacie znalezliSmy podzial domatyczny o mocy d(G) + 1 grafu G. Oznacza
to, ze d(G) > d(G) + 1, sprzecznosé.

Reasumujac, d(G*) < d(G) + 1, co koriczy dowdd twierdzenia. O

Podamy teraz kilka warunkéw koniecznych na to, aby d(G®) = d(G) + 1 oraz kilka
warunkéw wystarczajacych na to, aby d(G*) = d(G).
Przypomne, ze symbolem u oznaczany jest wierzchotek bedacy kopia wierzchotka z

w grafie G*.

Wiasnosé 3.3.2. Jezeli d(G*) = d(G)+1, to wierzcholki x oraz u nalezq do réznych
zbiorow podziatu domatycznego o mocy d(G) + 1 grafu G*.

Dowdéd powyzszej wlasnosci pomijamy, bowiem jest on analogiczny do dowodu gornego
oszacowania liczby d(G*) z Twierdzenia 3.3.1.

Na mocy Wlasnosci 3.3.2 oraz definicji grafu G* otrzymujemy

Whniosek 3.3.3. Jezeli d(G*) = d(G) + 1, to dg(x) > d(G) + 1.

Twierdzenie 3.3.4. Niech G bedzie grafem domatycznie petnym oraz z € V(G).
Niech x bedzie oryginalem w grafie G*. Jezeli dg(x) = §(G) lub dla kazdego y €
Na(z) da(y) # 0(G), to d(G") = d(G).
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Dowdd. 7 Twierdzenia 3.3.1 wynika, ze d(G*) > d(G). Udowodnimy teraz, ze
d(G*) < d(G). Zatézmy najpierw, ze dg(z) = 6(G). Poniewaz x nie jest sasiedni do
uw G, to dg=(x) = dg(z) = 6(G). Ponadto, 6(G*) = dg=(x) = 6(G). Poniewaz
G jest grafem domatycznie pelnym, wiec 6(G) = d(G) — 1. Wobec tego 6(G*) =
d(G) — 1. Tak wigc na mocy Wlasnosci 2.1.1a), d(G*) < d(G). Pozostalo wykazac,
ze dla kazdego y € Ng(x) takiego, ze dg(y) # 0(G) mamy d(G*) < d(G). Poniewaz

rozwazania w tej czesci dowodu sa identyczne do powyzszych, wiec je pomijamy.

Tym samym teza twierdzenia jest prawdziwa. O
Whniosek 3.3.5. Jezeli x jest oryginatem w grafie G* oraz dg(x) = 6(G), to d(G*) <
G) + 1.

Z Twierdzenia 3.3.1 oraz Wniosku 3.3.5 otrzymujemy nastepujacy rezultat

Whniosek 3.3.6. Jezeli x jest oryginatem w grafie G* i dg(x) = d(G)—1, to d(G*) =
d(Q).

Twierdzenie 3.3.7. Jeieli x jest oryginatem w grafie G* i dg(x) = d(G), to
d(G") = d(Q).

Dowéd. Wobec Twierdzenia 3.3.1, d(G*) > d(G). Pokazemy teraz, ze d(G*) <
d(G). Przypusémy, ze d(G*) > d(G) + 1. Zatem na mocy Twierdzenia 3.3.1 mamy
d(G*) = d(G)+1. To gwarantuje, ze istnieje co najmniej jeden podzial domatyczny,
powiedzmy {Vi,..., Vyq)+1} grafu G*. Zalézmy, ze de(x) = d(G) i niech Ng(z) =
{v1,...,va}. Na mocy definicji grafu G*, Ng«(x) = Ng(z). Zatem bez straty
ogblnosci rozwazan przyjmijmy, ze x € V; oraz y; € Vi dla j = 1,...,d(G).
Poniewaz Ng=(u) = Ng«(x) oraz Ng=(x) = Ng(x), wiec Ng«(u) = Ng(z). Zatem
wierzchotek v musi naleze¢ do zbioru V;. Istotnie: gdyby u ¢ Vi i poniewaz Nge(u)N
Vi = 0, to zbiér Vi nie dominowalby wierzcholka w, co przeczy zalozeniu, ze V; jest
zbiorem dominujacym grafu G. Oznacza to, ze wierzchotki = oraz u naleza do zbioru
Vi z podziatu {Vi,..., Vy@)+1}, sprzecznoi¢ z teza Wlasnosci 3.3.2. Reasumujac,

d(G*) = d(G), co nalezalo dowies¢. O
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Twierdzenie 3.3.8. Jezeli (Na(2))o ~ Kyy+1, to d(G*) = d(G).

Dowéd. Poniewaz (Na(x)), ~ Kqg)+1, to zalézmy, ze Ne(x) = {y1, ..., Ya@)+1}-
Na mocy Twierdzenia 3.3.1 jedynie dowiedziemy, ze d(G*) < d(G). Przyjmijmy, ze
d(G") > d(G) + 1. Tak wigc wobec Twierdzenia 3.3.1, d(G*) = d(G) + 1. Zatem
istnieje podzial domatyczny {Vi,..., Vye)+1} grafu G*. Bez straty ogélnosci niech
x € V. Wobec tego zalozenia oraz na mocy Wlasnosci 3.3.2 przyjmijmy, ze u € V5.
Poniewaz V; jest zbiorem dominujacym grafu G*, wiec x oraz u sa sasiednie do
pewnego wierzchotka, powiedzmy y; € V;, dlai = 1,...,d(G)+1. Pokazemy teraz, ze
Vo\{u} jest zbiorem dominujacym grafu G. Niech w € V(G)\Va. Jezeli wierzcholek
w nie jest sasiedni w grafie G* do wierzchotka u, to jest on sasiedni w grafie G do
pewnego wierzchotka ze zbioru Va\{u}, bowiem V3 jest zbiorem dominujacym grafu
G*. Jezeli natomiast wierzcholek w jest sasiedni w grafie G* do wierzchotka u, to
jest on réwniez sasiedni w grafie G do wierzchotka z. Poniewaz (N (2))a ~ Kycy+1,
to w jest sasiedni w G do yy € V5. Zatem Vo\{u} jest zbiorem dominujacym grafu
G. Ponadto, zbiory Vi, Vs, V4, ..., Vyg)41 sazbiorami dominujacymi grafu G. W
rezultacie {Vy, Vo\{u}, Vs, ..., Vy@)+1} jest podzialem domatycznym grafu G. Skad

d(G) > d(G) + 1. Sprzecznosé ta konczy dowdd. O

W nastepnej kolejnosei rozwazymy spdjna liczbe domatyczna, (def. str.13) duplikacji
wierzchotka w grafie. Przypomnijmy, ze spdjna liczba domatyczna jest dobrze
okreslona dla kazdego grafu spéjnego. Co wiecej, {V(G)} jest spdjnym podzialem
domatycznym takiego grafu i wobec tego d.(G) > 1. Jezeli |V(G)| = 1, to G*
nie jest grafem spdjnym. Z tego powodu w ponizszych rozwazaniach |V (G)| > 2.
Nietrudno sprawdzi¢, ze d.(K?%) = d.(K,) —1=n—1,dlan > 2.

Wiasnosé 3.3.9. Niech G bedzie grafem spojnym rzedu co nagmniej 2 oraz G # K.
Wtedy d.(G) < d.(G*) < d.(G) + 1.
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Dowéd. Udowodnimy, ze d.(G*) > d.(G). Jezeli d.(G) = 1, to nieréwnos¢ za-
chodzi. Niech zatem d.(G) > 21 G # K,,. Rozwazmy przypadki.

1. Niech x bedzie wierzchotkiem nasyconym w G (tzn. wierzchotkiem sasiednim
do wszystkich pozostalych wierzchotkéw grafu G). Wybierzmy taki spéjny podzial
domatyczny {V1,..., Vi) } grafu G, ze Vi = {z}. Poniewaz G # K,,, wiec zal6zmy,
ze |V5| > 2. Zatem niech y,z € V,. Poniewaz x dominuje kazdy wierzchotek ze
zbioru V(G) w G oraz y dominuje u w G* i x,y sa wierzchotkami sasiednimi w G,
wiec {z,y} jest spéjnym zbiorem dominujacym grafu G*. Co wiecej, (Vo\{y}) U {u}
indukuje podgraf sp6jny grafu G*. Ponadto, u dominuje kazdy wierzchotek ze zbioru
V(G")\{z} w G* oraz z dominuje x w G*. Dla kazdegoi = 3,...,d.(G), do zbioru V;
nalezy wierzchotek sasiedni do x, a zatem réwniez do u. Otrzymujemy zatem spojny
podzial domatyczny {{z,y}, (Voa\{y}) U {u},Vs,..., Vo } grafu G*. Oznacza to,
ze d.(G*) > d.(G).

2. Zalézmy, ze x nie jest wierzcholkiem nasyconym w G oraz niech {Vi, ..., Vg (o}
bedzie spojnym podziatem domatycznym grafu GG. Niech x € V;. Poniewaz V; #
{z}, to przyjmijmy, ze w € V] i w jest wierzcholkiem sasiednim do = w G. Na
mocy definicji grafu G* wierzcholek w jest sasiedni do wierzchotka u w grafie G*.
Wobec tego Vi U {u} jest spdjnym zbiorem dominujacym grafu G*. Ponadto, do
kazdego zbioru V;, 2 < i < d.(G) nalezy wierzcholek sasiedni do x w G. Oznacza
to, ze ten sam wierzcholek jest sasiedni do u w G*. Stad V;, dla i = 2,...,d.(G)
jest spéjnym zbiorem dominujacym grafu G*. Zatem {Vi U {u}, Vs, ..., Vg ()} jest
spéjnym podziatem domatycznym grafu G* i d.(G*) > d.(G).

Wykazemy teraz, ze d.(G*) < d.(G)+1. Zalézmy, ze d.(G*) > d.(G)+2 i niech
{U1,...,Ug.c)+2} bedzie spéjnym podzialem domatycznym grafu G*. Rozwazmy
przypadki.

1. Bez straty ogdlnosci rozwazan zaldézmy, ze x,u € U;. Poniewaz U; indukuje
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podgraf spojny grafu G*, wtedy co najmniej jeden wierzchotek sasiedni do wie-
rzchotkéw x oraz u nalezy do U;. Zatem zbiér U; \{u} indukuje podgraf sp6jny grafu
G oraz jest zbiorem dominujacym grafu G, bowiem Ng(z) = Ng«(u). Ponadto,
kazdy zbior U;, 2 < i < d.(G) + 2 jest spdjnym zbiorem dominujacym grafu G.
Zatem {U\{u},Us, ..., U )42} jest spéjnym podzialem domatycznym grafu G i
d.(G) > d.(G) + 2, sprzecznosc.

2. Bez straty ogoélnosci rozwazan przypusémy, ze u € Uy, x € Uy. Wobec tego
(Ui\{u})UUs, Us, ..., Uq )42 sa spdjnymi zbiorami dominujacymi grafu G. Zatem
tworza one spdjny podzial domatyczny grafu G i d.(G) > d.(G) + 1, sprzecznosé.

Otrzymane sprzecznosci dowodza, ze d.(G*) < d.(G) + 1, co koriczy dow6d. O

Zalézmy teraz, ze x jest wierzcholkiem nasyconym w grafie G. Niech V' = {V}, V...,
Vdic(G)}, 1 <i < k bedzie rodzing spdjnych podzialéw domatycznych o mocy d.(G)
grafu G taka, ze x € Vdic(G)' Dla kazdego V/ istnieje U; C V} taki, ze U} jest
najmniejszym spojnym zbiorem dominujacym grafu G. Zatem UéC(G) = {z}. Oz
naczmy: a(G) = max{|Vj | + Yoicjcae) 1 VAUl = 1 < i < k} — 1 oraz
Zi o) = Vi BWUicicaiay 1 VAU Weedy {U7,...,Uj ()_1> Zi. ()} iest spéjnym

podzialem domatycznym grafu G. Ostatecznie,

a(G) = max{|Zy | : 1 <i <k} —1. (3.3.1)

Twierdzenie 3.3.10. Niech G bedzie grafem spojnym rzedu co najmniej 3 oraz
G # K,,. Jezeli x jest wierzchotkiem nasyconym w grafie G, to d.(G*) =

d.(G), jezeli 0 < a(G) <1 lub
{ d.(G)+ 1, w przeciwnym przypadku.

Dowéd. Zalézmy, ze 0 < a(G) < 1 oraz |V(G)| > 3. Poniewaz G # K, wigc
na mocy Wlasnosci 3.3.9 d.(G*) > d.(G). Wykazemy teraz, ze d.(G") < d.(G).

Przypusémy, ze d.(G*) > d.(G) + 1. Stad oraz na mocy Wtasnosci 3.3.9 otrzymu-

jemy, ze d.(G*) = d.(G) + 1. Nietrudno zauwazy¢, ze d.(G") > 2.
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Jezeli d.(G*) = 2, to d.(G) = 1. Wéwcezas {V(G)} jest jedynym spdjnym
podzialem domatycznym grafu G. Poniewaz |V (G)| > 3, wiec a(G) = |V(G)| -1 >
2, co przeczy zalozeniu.

Zalézmy teraz, ze d.(G*) > 3, czyli d.(G) > 2. Niech W = {Wy, ..., Wy (c)+1}
bedzie spdjnym podzialem domatycznym grafu G*. Jezeli z,u naleza do tego
samego zbioru z podzialu W, to dowdd prowadzimy identycznie jak w czeSci I
Wiasnosci 3.3.9. Przypusémy zatem bez straty ogdlnosci rozwazan, ze z € Wi,
u € Wy, Poniewaz x oraz u nie sa sasiednie w G*, to |W;| > 2, i = 1,2. Wobec
tego niech y € Wy, y # x oraz z € Wy, z # u. Nie jest trudno sprawdzié, ze zbiory
Vi={z}, Vo= (Wi\{z}) U (Wo\{u}) UW3, Va3 =Wy, ..., Vi) = Wa.c)+1 tworza
spdjny podzial domatyczny grafu G. Poniewaz y,z € (Wi\{z}) U (Wo\{u}), wiec
a(G) > |Vo\Ws| = |(Wi\{z}) U (W\{u})| > 2, co jest sprzeczne z zalozeniem.

Reasumujac jezeli 0 < a(G) < 1, to d.(G*) = d.(G).

Pozostato udowodnié, ze jezeli a(G) > 2, to d.(G*) = d.(G)+1. Na mocy Wlasnosci
3.3.9 wystarczy znalez¢ spdjny podzial domatyczny o mocy d.(G) + 1 grafu G*.

1. Zatézmy, ze d.(G) = 1. Poniewaz |[V(G)| > 3, to niech w,v € V(G),
w # x, v # x. Wowcezas zbiory {z,w}, (V(G)\{z,w}) U{u} tworza spéjny podzial
domatyczny o mocy 2 grafu G*.

2. Zalézmy, ze d.(G) > 2. Niech {Ui,...,Uq(c)-1, Z4.(c)} bedzie spéjnym
podzialem domatycznym grafu G definiujacym liczbe a(G). Poniewaz a(G) > 2,
to |Zg.(c)| = 3, przy czym x € Zy (¢). Zatem niech a € Zg ), a # v. Wowczas
{U1, .., Us )15 Zaoy)\{a}, {u, a}} jest spéjnym podzialem domatycznym o mocy
d.(G) 4+ 1 grafu G*. Tym samym twierdzenie zostalo udowodnione. O
7 dowodu powyzszego twierdzenia natychmiast wynika

Whniosek 3.3.11. Niech G bedzie grafem spojnym rzedu co najmniej 3. Jezeli x
jest wierzchotkiem nasyconym w grafie G oraz d.(G) =1, to d.(G*) = 2
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3.4 GRAFY DOMATYCZNIE KRYTYCZNE

E. J. Cockayne w [2] oraz B. Zelinka w [24] rozwazali grafy domatycznie krytyczne.
Graf G jest nazywany grafem domatycznie krytycznym, jezeli dla dowolnej krawedzi
e grafu G zachodzi d(G — e) < d(G), gdzie d(G) jest liczba domatyczna grafu G.

W tym podrozdziale rozwazane sa grafy k-domatycznie krytyczne oraz k-krotnie
domatycznie krytyczne. Graf G nazywamy grafem k-domatycznie krytycznym, jezeli
d*(G — e) < d*(@) dla dowolnej krawedzi e grafu G. Graf G nazywamy grafem
k-krotnie domatycznie krytycznym, jezeli di(G — e) < di(G) dla dowolnej krawedzi
e grafu G. Podamy pelne charakteryzacje graféw k-domatycznie krytycznych i k-
krotnie domatycznie krytycznych. W tym celu symbolem H(V;, V;) bedziemy ozna-

czali graf dwudzielny H taki, ze V(H) =V, UV}, V;,V; # 0.

Twierdzenie 3.4.1. Graf G jest grafem k-domatycznie krytycznym wtedy i tylko wt-
edy, gdy dla kazdego k-tego podziatu domatycznego {V1,. .., Vg } grafu G zachodzq
nastepujgee warunki:

(i) dlai#j (V;UV))g ~H(V:,V;), (1,5 =1,...,d*Q)) oraz

(ii) jezeli vy € E((ViUVj)a), to dw,uvyye(7) = k oraz dw,uv,)(y) > k.

Dowéd. Zalézmy, ze G jest grafem k-domatycznie krytycznym oraz niech {V;, ...,
Ve ()} bedzie jego dowolnym k-tym podzialem domatycznym.

Aby wykazaé, ze warunek (7) zachodzi wystarczy udowodnié, ze V; jest zbiorem
niezaleznym grafu G dla dowolnego, ustalonego i, i € {1,...,d*(G)}. Przyjmijmy,
ze istnieje krawedz e incydentna z dwoma wierzchotkami nalezacymi do zbioru V; w
grafie G. Wowczas zbiory Vi, ..., V() tworza k-ty podzial domatyczny grafu G —e
i d*(G —e) > d*(G). Oznacza to, ze G nie jest grafem k-domatycznie krytycznym,
co przeczy zalozeniu. Zatem V; jest zbiorem niezaleznym grafu G.

Zalozmy, ze xy € E((ViUV))q), 0,5 € {1,...,d*(G)}, i # j. Zatem dy,uv,), (x) >
k oraz d,uv).(y) > k, bowiem V;, V; sa k-tymi zbiorami dominujacymi grafu G.

Wykazemy teraz, ze stopien jednego z wierzchotkéw z,y grafu (V; UV;)q jest réwny
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k. Przyjmijmy, ze dw,uv;).(7) > k oraz dw,uv).(y) > k, czyli da(x) > k oraz
dg(y) > k. Wobec tego jezeli usuniemy krawedz zy z grafu G, to dg(x) > k oraz
da(y) > k. Zatem kazdy ze zbioréw Vi, ..., Vi) jest k-tym zbiorem dominujacym
grafu G — xy i zbiory te tworza k-ty podzial domatyczny grafu G — xy. Oznacza to,
ze d*(G — zy) > d*(G), co przeczy zalozeniu i warunek (ii) zachodzi.

Zalézmy, ze zachodza warunki (i) oraz (i) i G nie jest grafem k-domatycznie
krytycznym, czyli d*(G —e) > d*(G) dla pewnej krawedzi e € E(G). Zatem istnieje
k-ty podziat domatyczny {D1,..., Dgr } grafu G —e. Niech e = zy. Bez straty
ogoblnosci rozwazan przyjmijmy, ze x € Dy oraz y € Dy na mocy warunku (7). Nie
jest trudno zauwazy¢, ze zbiory Dy, ..., Dk () tworza k-ty podziat domatyczny grafu
G. Co wigcej, dip,ups)(®) = dip,upsye . () +1 =k +1> k oraz dip,up.)s(y) =
dip,ubsye_.(y) +1 > k+1 >k, co jest sprzeczne z warunkiem (77). Tym samym
twierdzenie zostalo udowodnione. O
Na mocy tego twierdzenia otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whniosek 3.4.2. Jezeli G jest grafem domatycznie krytycznym (k = 1), to graf
(ViUV)) ¢ jest gwiazdg lub sumg roztgezng gwiazd. Jezelik > 2, to kazda komponenta
spajnosci zawiera cykl.

Postepujac analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 3.4.1 mozna udowodni¢ naste-
pujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.4.3. Graf G jest grafem k-krotnie domatycznie krytycznym wtedy 1
tylko wtedy, gdy dla kazdego k-krotnego podziatu domatycznego {Vi, ..., Vy ()} grafu
G zachodzq warunki:

(i) jezeli xy € E((Vi)a), to dyy(x) = k =1 oraz dyy,(y) > k=1, dla i =
1,...,d(G) oraz

(ii) jezelix € Vi orazy € Vj, to dw,uvy) e (7) = k oraz dy,uvy). (y) > k, dla dowolnych

Whniosek 3.4.4. Niech G bedzie grafem domatycznie krytycznym. Wowcezas kazdy
2bior V; jest zbiorem niezaleznym grafu (V;)q.



Rozdzial 4

PROBLEMY TYPU
NORDHAUSA-GADDUMA

W tej czedci pracy rozwazamy problemy typu Nordhausa-Gadduma dla liczby ps-
domatycznej, k-tej liczby domatycznej oraz uzupelniajacej liczby domatycznej grafow.
W pracach [12], [4] oraz [9] rozwiazany zostal problem typu Nordhausa-Gadduma

dla liczby domatycznej grafu.

4.1 PROBLEMY TYPU NORDHAUSA-
GADDUMA

Twierdzenie 4.1.1. Dia dowolnego grafu G rzedun > 1, d,(G) +d,(G) < n+1+
I(G) — A(G).

Dowéd. Poniewaz d,(G) < d(G) oraz d(G) < §(G)+1, to dp(G) < 6(G)+1. Zatem

dp(G) + dp(G) < §(G) 4+ 6(G) + 2. Jest oczywiste, ze n = A(G) + 0(G) + 1, czyli
§(G) = n—A(G) — 1. W konsekwencji, d,(G) +d,(G) < (G)+n—A(G)—1+2 =
n+14+6(G) — A(G). O
Wnhiosek 4.1.2. Dla dowolnego grafu regularnego G rzgdun > 1, d,(G) + d,(G) <
n+ 1, a rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy G = K,, lub G = K,,.

Dowdéd. Niech G bedzie grafem r-regularnym. Wéwczas z Twierdzenia 4.1.1 otrzy-

mujemy, ze d,(G) + dp(G) < n+ 1.

94
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Udowodnimy teraz, ze d,(G) +d,(G) = n+1 wtedy i tylko wtedy, gdy G = K,
lub G = K,,. Nie jest trudno sprawdzi¢, ze jezeli G = K,, lub G = K,,, to d,(G) +
dy(G) = n+1. Przypusémy teraz, ze G jest grafem, dla ktérego d,(G)+d,(G) = n+1.
Zalézmy najpierw, ze d,(G) = 1 lub d,(G) = 1.

Jezeli d,(G) = 1, to d,(G) = n, a to jest mozliwe jezeli G = K,,. Podobnie
jezeli d,(G) = 1, to d,(G) = n, skad G = K,,.
Przyjmijmy teraz, ze d,(G) > 2 oraz d,(G) > 2. Oznacza to, ze G # K,, oraz G #
K,. Poniewaz G # K, tor <n — 2. Czyli w grafie G nie ma zadnego wierzchotka
nasyconego. Stad v,(G) > 2. Zatem d,(G) < % < 5. Analogicznie pokazujemy,
ze d,(G) < 2 (bowiem G jest grafem (n— 1 —r)-regularnym). Reasumujac, d,(G) +

d,(G) <m < n+1, sprzecznosé z zatozeniem. Oznacza to, ze d,(G) +dp(G) =n+1

wtedy i tylko wtedy, gdy G = K,, lub G = K,,, co nalezalo dowieé¢. O

Z Twierdzenia 4.1.1 otrzymujemy nastepujacy

Whniosek 4.1.3. Niech G bedzie grafem rzedu n > 1. Jezeli G nie jest grafem

regularnym, to d,(G) + d,(G) < n.

Zauwazmy, ze jezeli G = K, — e, gdzie e jest dowolng krawedzia, grafu K, to

d,(G) + d,(G) = n.

Rozwazmy teraz grafy spdjne G takie, ze diam(G) > 3. Niech Z = {Ps, Ps, T{, Ty}
bedzie rodzing graféw, przy czym V(Tg) = V(Ty) = {z1,...,x¢} oraz E(T}) =
{LE‘1I2, ToX3,T3T4, T4T5, I2I6}, E(Tﬁv) = E(Ték)\{l’gxﬁ} U {.f(fgl‘ﬁ}.

Twierdzenie 4.1.4. Jezeli diam(G) > 3 oraz G jest grafem spéjnym, to d,(G) +

d,(G) <n—2, a réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy G € Z.

Dowéd. Zalézmy, ze diam(G) > 3. Woéwezas na mocy Wlasnosci 3.1.5¢) oraz
Wiasnosci 3.1.5d) ze str 76, d,(G) = 1. Wobec zalozenia istnieja co najmniej dwa

wierzchotki, powiedzmy u,z w grafie G takie, ze dg(u,z) = 4 oraz uvwzz jest
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najkrotsza droga od wierzchotka u do wierzchotka z w grafie G. Wobec tego zbiory
{u}, {v}{w}, {x}, {2} nie sa zbiorami ps-dominujacymi grafu G. Oznacza to, ze
jednoelementowych zbioréw ps-dominujacych grafu G moze byé¢ co najwyzej n — 5.
Wéwcezas wierzcholki u, v, w, x, z moga by¢ elementami co najwyzej dwéch zbioréw
ps-dominujacych grafu G. Zatem d,(G) <n — 3, a d,(G) + d,(G) < n — 2.

Wykazemy, ze jezeli G € Z, to d,(G) + d,(G) = n — 2. Niech G € Z. Oznacza
to, ze G = P; lub G = Ps lub G = T§ lub G = Ty. Nie jest trudno sprawdzi¢,
e dy(Py) = dy(Ps) = dy(T5) = dy(T7) = 1 oraz dp(P5) = 2, dy(F) = dy(TF) =
d,(TY) = 3 i dla kazdego z grafow G d,(G) + d,(G) =n — 2.

Pokazemy teraz, ze tylko dla graféw nalezacych do rodziny Z zachodzi powyzsza
réwnosé. Przypuéémy, ze d,(G) + d,(G) = n — 2. Zatem d,(G) = n — 3, bowiem
d,(G) = 1 na mocy Wilasnosci 3.1.5¢), Wilasnosci 3.1.5d) i zalozenia diam(G) > 3.
Poniewaz G jest grafem spéjnym i diam(G) > 3, to w grafie G istnieje droga o
pieciu wierzchotkach, skad n > 5. Pokazemy, ze n < 6. Zalézmy, ze n > 7. Tak
wige niech n = 7+ k, k > 0. Oznacza to, ze d,(G) = 4 + k. Wobec tego k + 1
wierzchotkéw grafu G tworzy k + 1 zbioréw ps-dominujacych grafu G. Zatem kazdy
z tych wierzchotkéw jest wierzcholkiem nasyconym w grafie G. To gwarantuje, ze
kazdy z tych k + 1 wierzcholkéw jest wierzchotkiem izolowanym w G. Stad G nie
jest grafem spéjnym, co jest sprzeczne z zalozeniem. Oznacza to, ze nie istnieje graf
spéjny G rzedu wigkszego niz 6, dla ktérego d,(G) + d,(G) = n — 2.

Na koniec nie jest trudno sprawdzié, ze grafy Ps, Ps, T¢, Ty sa wszystkimi mozli-
wymi grafami spéjnymi G rzedu 5 lub 6 takimi, ze diam(G) > 3 oraz d,(G)+d,(G) =
n — 2. Tym samym dowdd zostal zakonczony. O

Whiosek 4.1.5. Jezeli diam(G) > 3 oraz G jest grafem spdjnym, to d,(G) < n—3,
a rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy G € Z.

Twierdzenie 4.1.6. Niech G bedzie dowolnym grafem. Wtedy v,(G) + dp(G) <
n+ 1, a rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy G = K,, lub G = K,,.
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Dowdéd. Niech G bedzie dowolnym grafem. Poniewaz d,(G) < —@ to 1(G) +

d,(G) < o T d,(G) i1 < dy(G) < n. Poniewaz funkcja f(x) = Z + z jest

xT

malejaca dla 1 < = < /n, a rosnaca dla x > /n, to o T d,(G) < n+1i
1(G) +dp(G) <n+1.

Nie jest trudno pokazaé, ze jezeli G = K, lub G = K,,, to 7,(G)+d,(G) = n+1.
Wykazemy, ze jedynie dla graféw G = K, lub G = K,, powyzsza réwnosé zachodzi.
Przyjmijmy, ze G jest grafem, dla ktérego ~,(G) + d,(G) = n + 1. Zalézmy, ze
1 (G) = 1 1ub dy(G) = 1. Jezeli v,(G) = 1, to dp,(G) = n. To jest mozliwe
jedynie dla G = K,. Jezeli d,(G) = 1, to 7,(G) = n. Niech 21,25 € V(G)
oraz 122 € E(G). Wéwezas V(G)\{z1} jest zbiorem ps-dominujacym grafu G i
Y (G) < [V(G)\{z1}| = n — 1, sprzeczno$é z zalozeniem. Oznacza to, ze G = K,,.

Jezeli v,(G) > 2 oraz d,(G) > 2, to wobec nieréwnosci d,(G) < —= otrzymujemy

¥p(G)
1(G)+dy(G) < oo T o < 5+ 5 <n+1, sprzecznosé. W konsekwencji, jezeli
1(G) +dy(G) =n+1,to G = K, lub G = K, co koticzy dowdd. O

Rozwiazemy teraz problem typu Nordhausa-Gadduma dla k-tej liczby domatycznej

grafu (def. str.13). W tym celu wykorzystamy nastepujaca wlasnosé.
. 5(G)
Wiasnoéé 4.1.7. [25] Dla dowolnego grafu G, d*(G) < {TJ + 1.

Wiasno$é 4.1.8. Dla dowolnego grafu G, d*(G) + d*(G) < %,;M(GH + 2.

Dowéd. Na mocy Wiasnosci 4.1.7, d¥(G) < %G) + 1. Zatem d*(G) + d*(G) <
Mk&é) + 2. Jest oczywiste, ze n = §(G) + A(G) + 1, czyli 6(G) = n — A(G) — 1.

Wobec tego d*(G) + d*(G) < w + 2, co nalezalo wykazac. O

Wykorzystujac metode dowodzenia z Twierdzenia 2 oraz z Twierdzenia 3 z [10] oraz

metody dowodzenia twierdzen z pracy [13] podamy gérne oszacowanie dla v*(G) +

&5 (G).
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Twierdzenie 4.1.9. Niech k > 2 oraz d*(G) > 2. Wtedy v*(G) +d*(G) < | 2] +2,
a rownosé zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy:

(1) dk(G) =2 oraz v*(G) = | 2] lub

(i1) v*(G) = 2 oraz d*(G) = | %] lub

(iii) k=2, n=9 oraz d*(G) = 72(G) =3 lub

(iv) k=3, n=9 oraz d*(G) = y*(G) = 3.

Dowéd. Niech k& > 2 oraz niech G bedzie grafem, dla ktérego d*(G) > 2. Poniewasz

d*(G) <

< TRy Wiee V(@) + d*(G) < + d¥*(G). Zauwazmy, ze 2 < d"(G) <,

= dk(G
bowiem d*(G) < ate) iv5(G) > k.

Z whasnosci funkeji f(x) z dowodu Twierdzenia 4.1.6 wynika, ze gz +d"(G) <

max{g + 2 + 2}, Poniewaz d*(G) > 2, v¥(G) > k oraz v*(G) - d*(G) < n,

ST
wigc n > 2k. Stad i z zalozenia k > 2 otrzymujemy 3 + 2 > 7 + k. Zatem
T+ d5(G) <n/2+ 2, eayli (@) + dNG) < 3] +2.

Nie jest trudno zauwazy¢, ze kazdy z warunkéw (i)-(iv) implikuje réwnosé
Y(G) + d*(G) = |2| + 2. Niech teraz G bedzie grafem takim, ze d*(G) > 2,
dla k > 2 oraz v*(G) + d*(G) = | 2| + 2. Zalézmy, ze +*(G) = 2 lub d*(G) = 2.
Jezeli d*(G) = 2, to 7*(G) = |%] i warunek (i) zachodzi. Jezeli v*(G) = 2, to

d*(G) = |%]. Co wiecej, k < 2, bowiem +*(G) > k. Zatem z zalozenia, ze k > 2

otrzymujemy k = 2 i 7*(G) = 2 oraz d*(G) = |%]|. Zatem warunek (ii) jest

spetiony.

Jezeli v*(G) > 4 oraz d*(G) > 4, to v¥(G) + d¥*(G) < % 5+ 7(‘ G <iti<
|2] +2, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze v*(G) + d¥(G) = |n/2]| +

Pozostaje rozwazy¢ przypadek, ze v%(G) = 3 1 d*(G) > 3 lub d*(G) = 3 i

YHG) > 3. Jezeli v¥(G) = 3, to d*(G) < | 2], bowiem +#(G) - d*(G) < n. Jezeli
d*(G) = 3, to v*(G) < [%]. Wobec powyzszego mamy +*(G) + d*(G) < |2| + 3,
czyli [2| +2 = [2] + 3 lub réwnowaznie | 2] — [2] = 1.

Réwnosé ta oznacza, ze jezelin = 6t lubn =6t +1lubn=6t+3,¢t > 0, to
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t = 1. Jezeli natomiast n =6t +2lubn=6t+4lubn=6t+5,¢t >0, tot =0.
Zatem n € {2,4,5,6,7,9}. Poniewaz v*(G) - d*(G) < ni~+*(G) > 31id*(G) >3, to
n>9. Czyli n =9. Wéwcezas 7*(G) + d*(G) = 6 a skoro v*(G) = 3 lub d*(G) = 3,
to 7*(G) = d*(G) = 3. Oznacza to, ze k < 3, a wobec zalozenia k > 2. Tym samym

warunki (4i7) i (iv) sa spelnione i dowdd zostal zakoriczony. O

Zauwazmy, ze warunek (iv) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy graf 6-regularny rzedu

n =9 jest podgrafem spinajacym (niekoniecznie wlasciwym) grafu G.

Rozwazymy teraz sume 7.,(G) + d.,(G). Przypomne, ze 7.,(G) oznacza moc naj-
mniejszego uzupelniajacego zbioru dominujacego grafu G, a d.,(G) oznacza uzupelnia-
jaca liczbe domatyczng grafu G. W dowodzie Twierdzenia 4.1.11 wykorzystamy
nastepujacy rezultat.

Wiasno$é 4.1.10. a) [28] Niech G bedzie grafem, ktérego dopetnienie G nie jest

grafem spojnym. Wowczas d.,(G) = d(G).
b) [19] d(G) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy G ma co najmniej jeden wierzchotek
1zolowany.

Twierdzenie 4.1.11. Niech G bedzie dowolnym grafem. Wowezas Yep(G)+dep(G) <
n+ 1, a rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy G = K,, lub G = K,,.

Dowdd. Nie jest trudno sprawdzi¢, ze dla graféw rzedu 1,2 i 3 twierdzenie jest
prawdziwe. Rozwazmy zatem graf G rzedu co najmniej 4. Na mocy definicji
uzupelniajacej liczby domatycznej grafu otrzymujemy v.,(G) + dep(G) < wo T
dep(G) 11 < dep(G) < n/2. Poniewaz funkcja f(z) = 2 + x jest malejaca dla
1 < <y/n,arosnaca dla x > /n, to m%—dcp(G) < max{n+1,in+2} =n+1.

Zatem o, (G) 4 dep(G) <n + 1.

Il
3

Nietrudno pokaza¢, ze dla G = K, lub G = K,, zachodzi 7e,(G) +dep(G) +1.

—

Zalézmy teraz, ze 7., (G)+dep(G) = n+1. Poniewaz d,(G) < 5, wige 7., (G) > 5+

Wobec tego d.,(G) = 1. Zatem 7.,(G) = n wobec zalozenia 7.,(G) 4+ d.,(G) = n+1.



ROZDZIAL 4. PROBLEMY TYPU NORDHAUSA-GADDUMA 100

Jezeli G nie jest grafem spdjnym, to na mocy Wiasnosci 4.1.10a), d(G) =
1. Czyli G ma co najmniej jeden wierzcholek izolowany, powiedzmy x; wobec
Wiasnosci 4.1.10b).  Zaldzmy, ze zox3 € E(G), gdzie x9,23 € V(G). Poniewaz
xow3 € E(GQ)ixixs ¢ E(G), to V(G)\{x3} jest uzupehiajacym zbiorem dominujacym
grafu G. Zatem 7.,(G) < |V(G)\{z3}| = n—1 < n, co przeczy réwnosci v.,(G) = n.
Otrzymana sprzeczno$é oznacza, ze G = K,,, czyli G = K,,.
Jezeli G jest grafem spéjnym i G # K, to istnieja w grafie G takie dwa wierzchotki
x,y, ze xy ¢ E(G). Zbior V(G)\{z} jest uzupemiajacym zbiorem dominujacym
grafu G. Istotnie: poniewaz G jest grafem spojnym, to wierzchotek x musi by¢
sasiedni do pewnego wierzchotka ze zbioru V(G)\{z} w grafie G. Ponadto, wie-
rzchotek y € V(G)\{z} nie jest sasiedni do wierzchotka x w grafie G. W kon-
sekwencji, 7.,(G) < |[V(G)\{z}| = n — 1 < n, sprzecznosé¢, bowiem 7.,(G) = n.

Ostatecznie, G = K,,, co konczy dowdd. O
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