
Rozdział 3 

Modelowanie 
3.1. Wprowadzenie 

W ujęciu ogólnym, koncepcja metody modelowania impulsowych układów 
transformujących napięcia przemienne w stanie ustalonym, przedstawiona 
w tym rozdziale, odpowiada trzeciemu podejściu do tego zagadnienia, o którym 
wspomniano w podrozdziale 1.2. Schemat opisujący proponowaną w pracy 
metodę modelowania jest pokazany na rys. 3.1. 
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Rys. 3.1. Schemat metody modelowania układów transformujących napię-
cia przemienne 
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Jest istotne, że w proponowanej metodzie modelowania (rys. 3.1) należy 
stosować operator uśredniania (3.2), za pomocą którego można uśredniać każdy 
cykl przełączania oddzielnie, co wykazano w pracach zespołowych z udziałem 
autora [82] – [87]. Na podstawie równań uśrednionych zmiennych stanu (3.3), 
podobnie jak w klasycznej metodzie uśrednionych zmiennych stanu, omawianej 
w pracach [10], [13], [99] – [101], [109] – [112], [143], [160], są konstruowane 
modele obwodowe uśrednione. Następnie jest stosowany opis zaciskowy 
(czwórnikowy) modeli obwodowych uśrednionych (3.4). Parametry łańcucho-
we sterowników stosowanych w omawianych układach są następnie stosowane 
do określania funkcji układowych sterowników oraz właściwości układów 
z tymi sterownikami. Przedstawiona metoda modelowania była stosowana cał-
kowicie lub częściowo w pracach własnych autora [17] – [19], [21], [22] oraz 
pracach zespołowych z udziałem autora [31] – [42], [44], [68], [116], [131]. 

Proponowana metoda modelowania w odróżnieniu od metod modelowania, 
o których wspomniano w podrozdziale 1.2, bazuje na modelach obwodowych 
uśrednionych (modelach stacjonarnych) SM i SMR oraz opisie zaciskowym 
tych sterowników. Zdaniem autora, pozwala na bardziej efektywną analizę 
funkcji układowych sterowników oraz właściwości omawianych układów, 
szczególnie w kontekście rozwijania bazy do poszukiwań nowych 
i użytecznych zastosowań tych układów. 

3.2. Uśrednianie w bieżących okresach przełączania 

Klasyczna metoda uśrednionych zmiennych stanu, szeroko stosowana 
w analizie przekształtników prądu stałego na prąd stały (DC/DC) bazuje na 
operatorze uśredniania prawej strony równań (3.1) o postaci [89], [93], [94], 
[100], [112]: 
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Jak już o tym wspomniano wcześniej, w omawianych układach transformują-
cych napięcia przemienne należy stosować uśrednianie w bieżących okresach 
przełączania. Należy stosować operator uśredniania o postaci (3.2), ze względu 
na sinusoidalny charakter napięcia zasilającego (wymuszenia).  

Po wykonaniu uśredniania otrzymujemy równania uśrednionych zmiennych 
stanu (3.3), gdzie [82] – [87]: 

- ( ) ( )DADADA −+= 121 , ( ) ( ) 111  == tStAA , ( ) ( ) 022  == tStAA ,                (3.6)  
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- ( ) ( )DBDBDB −+= 121 , ( ) ( ) 111  == tStBB , ( ) ( ) 022  == tStBB ,               (3.8) 

- s(t) – funkcja przełączania łączników idealnych (rys. 1.2a). W układach 
o sterowaniu typu PWM z przesunięciem fazowym, zamiast współczynnika 
wypełnienia impulsu D, jest stosowany współczynnik przesunięcia fazowego 
α = 2tD / TS (2.1), (rys. 1.3, [27], [60]). 

Rozwiązania równań (3.1) oraz (3.3) są przedstawione w podrozdziale 3.5 
oraz w dodatku B. Uwzględniając (3.7), równania (3.3) mają postać (3.9) 
o współczynnikach macierzy A oraz B niezależnych od czasu. Na podstawie 
równań (3.9) są budowane modele obwodowe uśrednione omawianych ukła-
dów. Są one przedstawione w następnym podrozdziale. 

( ) ( ) tUDD  sinmax ωBxAx +≈
•

                               (3.9) 

3.3. Modele obwodowe uśrednione 

3.3.1. Sterowniki matrycowe 

Uwzględniając (3.9), dla układów jednofazowych z SM i obciążeniem rezystan-
cyjno-indukcyjnym (RL, LL) pokazanych na rys. 2.4, otrzymujemy następujące 
równania uśrednionych zmiennych stanu: 

- dla układu jednobiegunowego (rys. 2.4a), 

( )[ ] SSLLL
L

L DuuDDuiR
dt
idL =−+≈=+  10 ,                    (3.10) 

- dla układu dwubiegunowego (rys. 2.4b, 

( )[ ] ( ) SSLLL
L

L uDuDDuiR
dt
idL  12 1 −=−−≈=+ ,             (3.11) 

gdzie: D = t1/TS – współczynnik wypełnienia impulsu (rys. 1.2a). W stanie usta-
lonym dla T/TS = N → ∞ (dodatek B): 

xxx == 1 .                                                (3.12) 
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Na podstawie tych równań (3.10), (3.11), wykorzystując model obwodowy 
transformatora idealnego (1.2), otrzymujemy proste schematy zastępcze ukła-
dów jednofazowych z rys. 2.4, pokazane na rys. 3.2 [19]. Są one dokładne dla 
harmonicznych podstawowych napięcia i prądu, jeśli częstotliwość przełączania 
fS → ∞. Dla układu trójfazowego z SM symetrycznym o topologii jak na 
rys. 2.16a otrzymujemy równania uśrednionych zmiennych stanu (3.13), nato-
miast dla układu z SM niesymetrycznym o topologii jak na rys. 2.16b, te rów-
nania mają postać (3.14). Modele obwodowe uśrednione tych sterowników 
utworzone na podstawie równań (3.13) oraz (3.14), uwzględniając (3.12), poka-
zano na rysunkach 3.3 oraz 3.4. 
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Rys. 3.2. Schematy zastępcze układów jednofazowych z modelami obwodowymi 
uśrednionymi, a) SM jednobiegunowego (rys.2.4a), b) SM dwubiegunowego 

(rys. 2.4b); AC – parametry łańcuchowe SM 
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Rys. 3.3. Schemat zastępczy układu trójfazowego z modelem obwodowym uśrednio-
nym SM symetrycznego (rys. 2.16a) 
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Z rysunków 3.3 oraz 3.4b widać, że modele obwodowe uśrednione SM są 
symetryczne. To oznacza, że właściwości układów z tymi modelami obwodo-
wymi sterowników, przy zasilaniu i obciążeniu symetrycznym, mogą być anali-
zowane za pomocą schematu zastępczego układu jednofazowego pokazanego 
na rys. 3.2a. 
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Rys. 3.4. Schematy zastępcze układów trójfazowych z modelami obwodowymi uśred-
nionymi SM niesymetrycznego (rys.2. 16b), a) wersja pełna, b) wersja uproszczona 

W warunkach niesymetrycznego zasilania lub obciążenia stosuje się metodę 
składowych symetrycznych. Na podstawie przekształcenia naturalnego wektora 
wielkości sinusoidalnych w stacjonarnym układzie odniesienia (1, 2, 3) na in-
wariantny w czasie wektor składowych symetrycznych w wirującym układzie 
współrzędnych (0, 1, 2), zgodnie z (3.15) [7], [109], otrzymujemy zależności 
(3.16). Na podstawie tych zależności otrzymujemy modele obwodowe uśred-
nione dla składowych symetrycznych o dodatniej kolejności faz (zgodnej) 
i ujemnej kolejności faz (przeciwnej), pokazane na rys. 3.5 [19]. W tych sche-
matach uwzględniono stałoprądowy model indukcyjności z rezystancją urojoną 
±jωLL [7], ponieważ w stanie ustalonym składowe symetryczne są wielkościami 
zespolonymi sprzężonymi i stałymi w czasie (wielkości stałoprądowe). 
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Rys. 3.5. Schematy zastępcze układu trójfazowego z SM symetrycznym lub niesyme-
trycznym, a) dla składowej o dodatniej kolejności faz (zgodnej), b) dla składowej 

o ujemnej kolejności faz (przeciwnej); AC(1), AC(2) - parametry łańcuchowe SM dla skła-
dowych symetrycznych 
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Jak już o tym wspomniano w podrozdziale 2.2, w omawianych układach są 
stosowane filtry dolnoprzepustowe LC do eliminowania odkształceń prądu źró-
dła i napięcia obciążenia (rysunki rys. 2.6, rys. 2.8, rys. 2.9, rys. 2.19, rys. 2.22 
oraz rys. 2.23). Schematy zastępcze z modelami obwodowymi tych układów 
oraz modelami obwodowymi uśrednionymi SM pokazano na rysunkach 3.6 – 
3.8. 
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Rys. 3.6. Schemat zastępczy układu z modelem obwodowym uśrednionym SM jedno-
biegunowego oraz filtrami LC wejściowym i wyjściowym, AS, AC, AL – parametry 

łańcuchowe odpowiednio filtru wejściowego, SM oraz filtru wyjściowego 
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Rys. 3.7. Schemat zastępczy układu z modelem obwodowym uśrednionym SM dwubie-
gunowego oraz filtrami LC wejściowym i wyjściowym, AS, AC, AL – parametry łańcu-

chowe odpowiednio filtru wejściowego, SM oraz filtru wyjściowego 
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Rys. 3.8. Schemat zastępczy trójfazowych układów z SM oraz filtrami LC dla składo-
wej symetrycznej o ujemnej kolejności faz; AS(1), AC(1), AL(1) – parametry łańcuchowe 

odpowiednio filtru wejściowego, SM oraz filtru wyjściowego dla składowej symetrycz-
nej o dodatniej kolejności faz 

Podobnie jak dla układów trójfazowych z SM jednobiegunowymi można 
zbudować schemat zastępczy układu trójfazowego z SM dwubiegunowym. Taki 
schemat zastępczy dla układu pokazanego na rys. 2.17 pokazano na rys. 3.9. 
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Rys. 3.9. Schemat zastępczy trójfazowego układu z modelem obwodowym uśrednio-
nym SM dwubiegunowego (rys. 2.17) 

3.3.2. Sterowniki matrycowe izolowane  

Schematy zastępcze układów z SM izolowanymi o sterowaniu PWM są budo-
wane na bazie schematów zastępczych układów z SM nieizolowanymi, które 
przedstawiono wcześniej. Dla układów jednofazowych są one budowane przez 
kaskadowe włączenie transformatora w układach pokazanych na rys. 3.2. Po-



64                                                                                                     Modelowanie 

dobnie są budowane schematy zastępcze układów trójfazowych. Przykład 
schematu zastępczego układu trójfazowego (rys. 2.25) o topologii symetrycznej 
(rysunki 2.14f oraz 2.26) pokazano na rys. 3.10. 
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Rys. 3.10. Schemat zastępczy układu trójfazowego z modelem obwodowym uśrednio-
nym SM jednobiegunowego izolowanego (rys. 2.21) 

Dla układów jednofazowych z SM izolowanymi o sterowaniu typu PWM 
z przesunięciem fazowym, pokazanych na rys. 2.29, równanie uśrednionych 
zmiennych stanu otrzymujemy, podobnie jak dla układów z SM dwubieguno-
wymi omówionymi wcześniej. Uwzględniając (3.9) dla układów jednofazo-
wych z SM i obciążeniem rezystancyjno-indukcyjnym (RL, LL) (rys. 2.29), 
otrzymujemy następujące równanie uśrednionych zmiennych stanu: 

( )[ ] ( ) SSLLL
L

L u
p

u
p

uiR
dt
idL 1121 1 −=−−≈=+ ααα ,       (3.17) 

gdzie: α = 2tD / TS – współczynnik przesunięcia fazowego (rys.1.3), p – prze-
kładnia napięciowa transformatora TR. Stąd, uwzględniając (3.12) oraz model 
transformatora idealnego (1.2), otrzymujemy schemat zastępczy z modelem 
obwodowym uśrednionym pokazany na rys. 3.11. 
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Rys. 3.11. Schemat zastępczy układu jednofazowego z modelem obwodowym uśred-
nionym SM dwubiegunowego izolowanego o sterowaniu typu PWM z przesunięciem 

fazowym (rys. 2.29); AC – parametry łańcuchowe SM 
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3.3.3. Sterowniki matrycowo-reaktancyjne jednobiegunowe 

Uwzględniając (3.9) dla układów jednofazowych z SMR jednobiegunowymi 
o topologiach podstawowych z obciążeniem rezystancyjnym (ZL = RL), pokaza-
nych na rysunkach rys. 2.33a, rys. 2.34a, rys. 2.35, rys. 2.37 oraz rys. 2.39, 
otrzymujemy równania uśrednionych zmiennych stanu (3.18) – (3.22) [18]. Są 
one bardziej złożone niż równania dla układów z SM ze względu na większą 
liczbę zmiennych stanu (układy wyższego rzędu). Przykład wyprowadzenia 
równań uśrednionych zmiennych stanu dla układu jednofazowego o topologii 
typu Ćuk (3.20) (układ czwartego rzędu) zamieszczono w dodatku C. 
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dla układu z SMR o topologii typu boost (rys. 2.33a); 
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dla układu z SMR o topologii typu buck-boost (rys. 2.34a); 
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dla układu z SMR o topologii typu Ćuk (rys. 2.35); 
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dla układu z SMR o topologii typu Zeta (rys. 2.37); 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

S

L

LL

C

S

L
L

L

LL
L

C

S
S

u

u
i
u
i

R
DD

DD
DD

DD

dt
udC

dt
idL

dt
udC

dt
idL

 

0
0
0
1

 
1101

100
001

1010



















+











































−−−−

−−
−

−−−−

≈





























,  (3.22) 

dla układu z SMR o topologii typu Sepic (rys. 2.39). Na podstawie równań 
(3.18) – (3.22), uwzględniając (3.12) oraz wykorzystując model transformatora 
idealnego (1.2), otrzymujemy schematy zastępcze z modelami obwodowymi 
uśrednionymi pokazane na rys. 3.12 dla grupy SMR jednobiegunowych 
o topologiach podstawowych typu buck oraz pokazane na rys. 3.13 dla grupy 
SMR jednobiegunowych o topologiach podstawowych typu boost [18]. Są one 
dokładne dla harmonicznych podstawowych napięć i prądów, jeśli częstotli-
wość przełączania fS → ∞. 

Schematy zastępcze układów trójfazowych z SMR symetrycznymi jedno-
biegunowymi można zbudować przez połączenie schematów zastępczych ukła-
dów jednofazowych z tymi sterownikami. Takie schematy dla układów trójfa-
zowych (rys. 2.47), pokazano na rysunkach rys. 3.14 (topologie typu boost oraz 
Ćuk), rys. 3.15 (topologia typu buck-boost), rys. 3.25 (topologia typu Zeta) oraz 
rys.3. 24 (topologia typu Sepic) [36], [40]. 

Budowa schematów zastępczych dla układów trójfazowych z SMR niesy-
metrycznymi, pokazanymi na rysunkach 2.51a oraz 2.52, wymaga najpierw 
analizy i opisu tych układów w postaci równań uśrednionych zmiennych stanu 
(3.9). Takie równania dla układu z SMR o topologii typu buck-boost, który jest 
pokazany na rys. 2.51a, mają postać (3.23). Schemat zastępczy z modelem ob-
wodowym tego SMR jest pokazany na rys. 3.16. Widać, że w tym układzie 
występuje niesymetria podłużna.  
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Rys. 3.12. Schematy zastępcze układów z modelami obwodowymi uśrednionymi SMR 
jednobiegunowych, a) o topologii typu buck-boost (rys. 2.34a), b) o topologii typu Zeta 

(rys. 2.37); G, A – parametry czwórnikowe SMR 
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Rys. 3.13. Schematy zastępcze układów z modelami obwodowymi uśrednionymi SMR 
jednobiegunowych, a) o topologii typu boost (rys. 2.33a), b) o topologii typu Ćuk 

(rys. 2.35), c) o topologii typu Sepic (rys. 2.39); H, A – parametry czwórnikowe SMR 
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Rys. 3.14. Schematy zastępcze układów trójfazowych z symetrycznymi SMR jednobie-
gunowymi o topologiach, a) typu boost (rys. 2.47a), b) typu Ćuk (rys. 2.47c) 
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Rys. 3.15. Schemat zastępczy układu trójfazowego z symetrycznym SMR jednobiegu-
nowym o topologii typu buck-boost (2.47b) 

Schematy zastępcze z modelami obwodowymi uśrednionymi pozostałych 
układów niesymetrycznych uzyskujemy w podobny sposób. Na rys. 3.17 poka-
zano uzyskany w ten sposób schemat zastępczy trójfazowego układu niesyme-
trycznego z modelem obwodowym uśrednionym o topologii typu Ćuk 
(rys. 2.52c). Widać (rys. 3.17), że w tym układzie występują dwa typy niesyme-
trii. Występuje zarówno niesymetria podłużna (brak indukcyjności źródła LS1, 
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oraz indukcyjności obciążenia LL1) jak i niesymetria poprzeczna (brak pojemno-
ści buforującej C1). 
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Rys. 3.16. Schemat zastępczy trójfazowego układu niesymetrycznego z SMR o topolo-
gii typu buck-boost (rys. 2.51a) 
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Rys. 3.17. Schemat zastępczy trójfazowego układu niesymetrycznego z SMR  
o topologii typu Ćuk (rys. 2.52c) 

Korzystając z metody składowych symetrycznych (np. [106], [137]), 
otrzymujemy schematy zastępcze omawianych układów zawierające źródła 
napięć symetrycznych. Takie schematy zastępcze dla układów niesymetrycz-
nych o topologiach typu buck-boost (rys. 3.16) oraz typu Ćuk (rys. 3.17) poka-
zano odpowiednio na rysunkach 3.18 oraz 3.19. Są to schematy ilustrujące za-
stosowanie twierdzenia o kompensacji do omawianych układów 
z symetrycznym źródłem zasilania oraz symetrycznym obciążeniem.  
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Rys.3. 18. Schemat zastępczy trójfazowego układu niesymetrycznego z SMR o topolo-
gii typu buck-boost (rys. 3.16) z symetrycznymi źródłami napięcia UCLSa, UCLSb, UCLSc 

kompensującymi niesymetrię podłużną SMR; UCLS(1) – składowa symetryczna 
o dodatniej (zgodnej) kolejności faz, UCLS(2) – składowa symetryczna o ujemnej (prze-

ciwnej) kolejności faz, a – operator obrotu 

Uproszczenie schematów zastępczych z rysunków 3.18 oraz 3.19 prowadzi 
do jednofazowych schematów zastępczych dla składowych symetrycznych, 
które pokazano na rysunkach 3.20 oraz 3.21. 
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Rys. 3.19. Schemat zastępczy trójfazowego układu niesymetrycznego z SMR 
o topologii typu Ćuk (rys. 3.17) z symetrycznymi źródłami napięcia UCLSa, UCLSb, UCLSc, 
UCLLa, UCLLb, UCLLc, kompensującymi nisymetrię podłużną oraz UCCa, UCCb, UCCc kom-
pensującymi niesymetrię poprzeczną SMR; UCLS(1), UCLL(1), UCC(1) – składowe syme-
tryczne o dodatniej (zgodnej) kolejności faz, UCLS(2), UCLL(2), UCC(2) – składowe syme-

tryczne o ujemnej (przeciwnej) kolejności faz, a – operator obrotu 
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Rys. 3.20. Schematy zastępcze trójfazowego układu niesymetrycznego z SMR 
o topologii typu buck-boost (rys. 3.16) dla składowych symetrycznych, a) o dodatniej 
(zgodnej) kolejności faz, b) o ujemnej (przeciwnej) kolejności faz; A – parametry łań-

cuchowe SMR 
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Rys. 3.21. Schematy zastępcze trójfazowego układu niesymetrycznego z SMR 
o topologii typu Ćuk (rys. 3.17) dla składowych symetrycznych, a) o dodatniej (zgod-

nej) kolejności faz, b) o ujemnej (przeciwnej) kolejności faz; A – parametry łańcuchowe 
SMR 

3.3.4. Sterowniki matrycowo-reaktancyjne dwubiegunowe 

Dla układów jednofazowych z SMR dwubiegunowymi pokazanych na ry-
sunkach rys. 2.54 (topologia typu Ćuk B1) oraz rys. 2.57 (topologia typu Ćuk 
B2) otrzymujemy równania uśrednionych zmiennych stanu (3.24) oraz (3.25). 
Schematy zastępcze zbudowane na podstawie tych równań są pokazane odpo-
wiednio na rysunkach 3.22 oraz 3.23 [21], [22], [42]. Są one podobne do sche-
matów zastępczych układów podstawowych o topologiach typu Sepic oraz Ze-
ta. Istotna różnica występuje w wartościach przekładni transformatorów ideal-
nych stosowanych w schematach zastępczych omawianych układów. 
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,   (3.24) 

dla układu z SMR o topologii typu Ćuk B1 (rys. 2.54), 



3.3. Modele obwodowe uśrednione                                                                  73 

( )
( )

( ) S

L

LL

C

S

L
L

L

LL
L

C

LS
S

u
D

D

u
i
u
i

R

D
DD

D

dt
udC

dt
idL

dt
udC

dt
idL

 

0
1

0
 

1100
100

001
0010



















−
+









































−

−−
−

−−

≈





























,   (3.25) 

dla układu z SMR o topologii typu Ćuk B2 (rys. 2.57). 
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Rys. 3.22. Schemat zastępczy układu z modelem obwodowym uśrednionym SMR dwu-
biegunowego o topologii typu Ćuk B1 (rys. 2.54); H, A – parametry czwórnikowe SMR 
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Rys. 3.23. Schemat zastępczy układu z modelem obwodowym uśrednionym SMR dwu-
biegunowego o topologii typu Ćuk B2 (rys. 2.57); G, A – parametry czwórnikowe SMR 

Schematy zastępcze dla układów trójfazowych z symetrycznymi SMR o to-
pologiach typu Ćuk B1 (rys.2. 62a) oraz typu Ćuk B2 (rys.2. 62b) pokazano 
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odpowiednio na rysunkach 3.24 oraz 3.25. Widać, że modele obwodowe uśred-
nione tych sterowników są symetryczne.  
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Rys. 3.24. Schemat zastępczy układu trójfazowego z symetrycznym SMR jednobiegu-
nowym o topologii typu Sepic (rys. 2.52e) lub dwubiegunowym o topologii typu Ćuk 

B1 (rys. 2.62a) 
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Rys. 3.25. Schemat zastępczy układu trójfazowego z symetrycznym SMR jednobiegu-
nowym o topologii typu Zeta (rys. 2.52d) lub dwubiegunowym o topologii typu Ćuk B2 

(rys. 2.62b) 
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Modele obwodowe uśrednione SMR dwubiegunowych niesymetrycznych 
(rys. 2.62) są niesymetryczne, podobnie jak omawiane wcześniej modele obwo-
dowe uśrednione SMR o topologiach typu buck-boost (rys. 3.16) oraz typu Ćuk 
(rys. 3.17). Modelowanie tych układów można przeprowadzić korzystając z 
metody źródeł zastępczych (rysunki 3.18 oraz 3.19), przechodząc następnie do 
jednofazowych modeli obwodowych uśrednionych dla składowych symetrycz-
nych.  

3.3.5. Sterowniki matrycowo-reaktancyjne izolowane 

Równania uśrednionych zmiennych stanu opisujące układy z SMR izolowany-
mi otrzymujemy uwzględniając (3.9) oraz (3.12), podobnie jak dla układów 
z SMR nieizolowanymi. Takie równania dla układu jednofazowego o topologii 
typu Ćuk pokazanego na rys.2.66c mają następującą postać: 
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gdzie: 
21

2
21

CCp
CC

C
+

= , p – przekładnia napięciowa transformatora TR. Sche-

mat zastępczy z modelem obwodowym uśrednionym SMR, który jest zbudo-
wany na podstawie tego równania (3.26), pokazano na rys. 3.26. Schemat za-
stępczy układu trójfazowego symetrycznego z tym sterownikiem (rys. 2.67c) 
pokazano na rys. 3.27.  
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Rys. 3.26. Schemat zastępczy układu jednofazowego z SMR jednobiegunowym izolo-
wanym o topologii typu Ćuk (rys. 2.66c); A – parametry czwórnikowe SMR 
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Rys.3. 27. Schemat zastępczy układu trójfazowego z SMR jednobiegunowym izolowa-

nym o topologii typu Ćuk (rys. 2.67c) 

3.4. Opis zaciskowy 

Ostatnim etapem modelowania według prezentowanej metody (rys. 3.1) jest 
klasyczny opis zaciskowy (czwórnikowy) modeli obwodowych uśrednionych, 
które przedstawiono w poprzednim podrozdziale (3.3). W ujęciu ogólnym pro-
wadzi to do opisu schematów zastępczych jednofazowych układów transformu-
jących napięcie przemienne za pomocą równań łańcuchowych (rys. 3.1, (3.4)), 
gdzie: A – macierz parametrów łańcuchowych jednofazowego układu transfor-
mującego napięcie przemienne. Zastosowanie opisu zaciskowego omawianych 
układów pozwala na ich ogólny opis za pomocą schematu zastępczego, który 
pokazano na rys. 3.28 [18], [21], [22]. 

 

ES 

IS 

ZL

UL

IL

ZS 

US 

A11UL 

A12IL 

(1/A21)IS

(A22/A21)IL

a) 

 

 

ES

IS

ZL 

UL 

IL 

ZS

US

A11UL

A12IL
(1/A22)IS 

(A21/A22)UL 

b)

 

Rys. 3.28. Czwórnikowe schematy zastępcze układów z modelami obwodowymi uśred-
nionymi SM oraz SMR, a) wersja 1, b) wersja 2 

Układy ze sterownikami matrycowymi. Dla układów z SM opis zaci-
skowy jest bardzo prosty, a parametry łańcuchowe mogą być określone bezpo-
średnio ze schematów zastępczych tych układów. Dla schematów zastępczych 
pokazanych na rys. 3.2 otrzymujemy: 

- dla układu jednobiegunowego (rys. 3.2a), 
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- dla układu dwubiegunowego (rys. 3.2b), 
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gdzie: AC – macierz parametrów łańcuchowych SM w postaci zespolonej. Dla 
układów z filtrami dolnoprzepustowymi LC (rysunki 3.6 oraz 3.7) należy 
uwzględnić parametry łańcuchowe tych filtrów i wówczas otrzymujemy: 
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gdzie: AS, AC, AL, A – macierze parametrów łańcuchowych w postaci zespolo-
nej odpowiednio filtru wejściowego, SM, filtru wyjściowego oraz kompletnego 
układu. W równaniach łańcuchowych opisujących schematy zastępcze 
z modelami obwodowymi SM izolowanych należy dodatkowo uwzględnić ma-
cierz łańcuchową transformatora TR. Wówczas np. dla schematu zastępczego 
układu z SM izolowanym o sterowaniu typu PWM z przesunięciem fazowym 
(rys. 3.11) otrzymujemy: 
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Opis zaciskowy schematów zastępczych układów trójfazowych z SM sprowa-
dza się do opisu zaciskowego ich schematów zastępczych jednofazowych.  

Układy ze sterownikami matrycowo-reaktancyjnymi. Dla układów 
jednofazowych z SMR, których schematy zastępcze pokazano na rysunkach 
rys. 3.12 (topologie typu buck-boost oraz Zeta), rys. 3.13 (topologie typu boost, 
Ćuk oraz Sepic), rys. 3.22 (topologia typu Ćuk B1) oraz rys. 3.23 (topologia 
typu Ćuk B2), równania łańcuchowe mają następującą postać [18], [21], [22]: 
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gdzie: AS, AC, AL, A – macierze parametrów łańcuchowych w postaci zespolo-
nej odpowiednio obwodu wejściowego, podstawowej struktury SMR, obwodu 
wyjściowego oraz kompletnego układu z SMR. Opis zaciskowy tych układów 
jest bardziej złożony niż układów z SM. Dotyczy to zwłaszcza układów z SMR 
o topologiach wyższego rzędu (Zeta, Sepic, Ćuk B1 oraz Ćuk B2). W celu 
określenia macierzy parametrów łańcuchowych podstawowej struktury tych 
SMR AC, proponuje się zastosować następującą procedurę [18], [21], [22]. Dla 
schematów zastępczych pokazanych na rysunkach 3.12b oraz 3.23 (topologie 
typu Zeta i Ćuk B2), najpierw określamy macierze parametrów hybrydowych 
typu G ( ''' GG + ) za pomocą równań (3.32). Następnie określamy macierz 
parametrów łańcuchowych za pomocą przekształcenia (3.34) [106], [137]. Po-
dobną procedurę stosujemy przy określaniu równań łańcuchowych dla układów, 
których schematy zastępcze pokazano na rysunkach 3.13c oraz 3.22 (topologie 
typu Sepic oraz Ćuk B1). Różnica jaka występuje w procedurze opisu zacisko-
wego tych układów, w porównaniu z opisaną wcześniej, polega na tym, że naj-
pierw określamy macierze parametrów hybrydowych typu H ( ''' HH + ) za po-
mocą równań (3.33). Następnie korzystamy z przekształcenia (3.35) dla układu 
o topologii typu Sepic (rys. 3.13c) lub (3.36) dla układu o topologii typu Ćuk 
B1 (rys. 3.22). 
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Parametry hybrydowe macierzy typu G oraz H dla schematów zastępczych z 
SMR pokazanych na rysunkach rys. 3.12b, rys. 3.13c, rys. 3.22 oraz rys. 3.23 
zestawiono odpowiednio w tablicach D1 oraz D2, które są zamieszczone w 
dodatku D. W tym dodatku są również zamieszczone tablice D.3 oraz D.4, w 
których zestawiono parametry łańcuchowe AC omawianych układów. 

Opis zaciskowy schematów zastępczych z SMR izolowanymi (rys. 2.66) 
przeprowadza się podobnie jak jest to przedstawione wcześniej dla układów z 
SMR nieizolowanymi. Należy podkreślić, że wprowadzenie transformatora TR 
do podstawowej struktury SMR powoduje zmianę jego parametrów łańcucho-
wych zależnie od sposobu włączenia oraz przekładni napięciowej p transforma-
tora. Zależności opisujące te parametry (AC) dla struktury głównej SMR izolo-
wanego o topologii typu Ćuk (rys. 3.26) zestawiono w tabl.D.5, którą również 
zamieszczono w dodatku D. Zależności tych parametrów dla kompletnego ukła-
du o tej topologii są takie same jak dla układu bez transformatora TR 
(tabl. D.4). W podobny sposób można określić parametry łańcuchowe dla pozo-
stałych układów pokazanych na rys. 2.66.  

Opis zaciskowy schematów zastępczych układów trójfazowych 
z symetrycznymi SMR (rysunki rys. 3.14, rys.3. 15, rys. 3.24 oraz rys. 3.25 
sprowadza się do opisu zaciskowego ich schematów zastępczych jednofazo-
wych. Dla układów trójfazowych z niesymetrycznymi SMR opis zaciskowy jest 
bardziej złożony, bo modele obwodowe uśrednione tych sterowników są nie-
symetryczne (rysunki 3.16 oraz 3.17). W przypadku tych układów opis zaci-
skowy jest stosowany przy opisie jednofazowych schematów zastępczych dla 
składowych symetrycznych (rysunki 3.20 oraz 3.21). 

3.5. Dokładność modeli uśrednionych zmiennych stanu 

Prezentowana w tym rozdziale koncepcja metody modelowania (rys. 3.1) bazu-
je na równaniach uśrednionych zmiennych stanu (3.9), które opisują omawiane 
układy transformujące napięcia przemienne w sposób przybliżony. Jak już 
o tym wspominano, w pracach [82] - [87] (także dodatek B) wykazano, że dla 
TS → 0, rozwiązania równań zmiennych stanu (3.1) oraz równań uśrednionych 
zmiennych stanu (3.3) są zbieżne i takie same dla harmonicznych podstawo-
wych (B.13): 

( ) ( ) ( ) ( )tttt
SS TT 1100 xxxx === →→ .                              (3.37) 

Dla skończonej wartości częstotliwości przełączania fS zależność (3.37) nie 
jest spełniona, a rozwiązania uśrednionych zmiennych stanu są obarczone błę-
dami, ponieważ: 
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( ) ( ) ( ) ( )1x111x11  sin sin ψcxψcx +=≠+= tttt xx ωω ,          (3.38) 

gdzie: xxx 111 bac += ; a1x, b1x – współczynniki Fouriera harmonicznej pod-
stawowej zmiennych stanu według zależności (E.1) oraz (E.2) zamieszczonych 
w dodatku E, xxx 111 bac += ; xx 11 , ba  – współczynniki Fouriera harmonicznej 
podstawowej uśrednionych zmiennych stanu według zależności (E.3) oraz (E.4) 
zamieszczonych również w dodatku E, ψ1x = arctg a1x / b1x, 

xxx 111 / arctg baψ = – faza harmonicznej podstawowej odpowiednio zmiennej 
stanu oraz uśrednionej zmiennej stanu.  

W kontekście użyteczności proponowanej metody modelowania, istotnym 
zagadnieniem jest ilościowa ocena błędów uśredniania. Wyniki takiej analizy 
błędów amplitudowych i fazowych definiowanych przez (3.39) oraz (3.40) dla 
szeregu układów z SMR o topologiach podstawowych są zamieszczone 
w pracach [82] – [87]. Na rysunkach 3.29 – 3.33 pokazano przykłady wyników 
tej analizy. Parametry badanych układów są zestawione w tabl. F.1 zamieszczo-
nej w dodatku F. 
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Rys. 3.29. Zależności błędów uśredniania dla napięcia obciążenia uL od D oraz często-
tliwości przełączania fS w warunkach dopasowania obciążenia w układzie z SMR 

o topologii typu buck-boost, a) błąd względny amplitudy, b) błąd bezwzględny fazy 
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Rys. 3.30. Zależności błędów uśredniania dla napięcia obciążenia uL od D oraz względ-
nej rezystancji obciążenia przy fS = 5 kHz w układzie z SMR o topologii typu buck-

boost, a) błąd względny amplitudy, b) błąd bezwzględny fazy 
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Rys. 3.31. Zależności błędów uśredniania dla napięcia obciążenia uL od D oraz często-
tliwości przełączania fS w warunkach dopasowania obciążenia w układzie z SMR 

o topologii typu Sepic, a) błąd względny amplitudy, b) błąd bezwzględny fazy 
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Rys. 3.32. Zależności błędów uśredniania dla napięcia obciążenia uL od D oraz względ-
nej rezystancji obciążenia przy fS = 5 kHz w układzie z SMR o topologii typu Sepic, 

a) błąd względny amplitudy, b) błąd bezwzględny fazy 
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Rys. 3.33. Zależności błędów uśredniania dla współczynnika mo-
cy (

SiSiSi ,1,1,1cos coscos ψψδ ψ −= ) od D w układach z SMR o topologiach: a) typu 

buck-boost, b) typu Sepic dla LLL CLlR /×=  oraz fS = 5 kHz;  
1 – l =0,01, 2 – l = 0,1, 3 - l = 1, 4 – l = 10, 5 – l = 100 

Jak wynika z analizy amplitudowych i fazowych błędów uśredniania 
zmiennych stanu ich wartości są silnie zależne od wartości częstotliwości prze-
łączania fS (rysunki 3.29 i 3.31) oraz parametrów układu (rysunki rys. 3.30, 
rys. 3.32 oraz rys. 3.33). Jest istotne, że wartości tych błędów zmniejszają się 
wraz ze wzrostem częstotliwości przełączania. Dla fS = 5 kHz (ok. 

( )CL /2/3 π ) względny błąd amplitudy badanych zmiennych stanu był mniej-
szy niż 20%, natomiast błąd fazy był mniejszy niż 0,1 rad. Przy określonej czę-
stotliwości przełączania, największe błędy występują dla rezystancji obciążenia 
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o wartości poniżej wartości odpowiadającej dopasowaniu obciążenia, tzn., jeśli 
1//01,0 << CLRL .  

Wyniki ilościowej oceny błędów uśredniania zmiennych stanu przedsta-
wione w tym podrozdziale pozwalają stwierdzić, że w warunkach dopasowania 
obciążenia oraz dla fS > 5 kHz, schematy zastępcze układów transformujących 
napięcia przemienne z modelami obwodowymi uśrednionymi SM oraz SMR 
mogą być traktowane jako dostatecznie dokładne w praktyce inżynierskiej. 

3.6. Posumowanie 

• Metoda modelowania impulsowych układów transformujących napięcia 
przemienne proponowana w pracy polega na wykorzystaniu techniki uśred-
niania na bazie równań uśrednionych zmiennych stanu (3.3), modeli obwo-
dowych uśrednionych SM lub SMR oraz opisu zaciskowego (3.4) tych mo-
deli (rys. 3.1).  

• W uśrednianiu zmiennych stanu omawianych układów jest stosowany opera-
tor uśredniania o postaci (3.2), który umożliwia uśrednianie w każdym cyklu 
przełączania. Ten operator jest inny niż stosowany w analizie przekształtni-
ków prądu stałego na prąd stały (DC/DC) (3.5) ze względu na sinusoidalny 
charakter napięcia zasilającego (wymuszenia) w omawianych układach. 

• Modele obwodowe uśrednione są budowane na podstawie równań uśrednio-
nych zmiennych stanu o postaci (3.9). Jest w nich uwzględniona przybliżona 
zależność wektora wymuszenia o postaci (3.7), która nie uwzględnia od-
kształceń napięcia zasilania powodowanych uśrednianiem. Ponadto jest w 
nich stosowany model obwodowy transformatora idealnego (1.2). 

• W stanie ustalonym modele obwodowe uśrednione SM i SMR są słuszne, 
w sensie takiej samej odpowiedzi na pobudzenie sygnałem sterującym (D) 
jak w układzie rzeczywistym, jeśli częstotliwość przełączania fS → ∞ ((B.9), 
(B.12)). 

• Schematy zastępcze trójfazowych układów z SM symetrycznymi oraz nie-
symetrycznymi mogą być redukowane do schematów zastępczych jednofa-
zowych, ponieważ modele obwodowe uśrednione SM trójfazowych są syme-
tryczne (rysunki 3.3 oraz 3.4). 

• Schematy zastępcze trójfazowych układów z SMR symetrycznymi mogą być 
redukowane do schematów zastępczych jednofazowych, podobnie jak ukła-
dy z SM (rysunki rys. 3.14, rys. 3.15, rys. 3.24 oraz rys. 3,25). Inaczej jest ze 
schematami zastępczymi trójfazowych układów z SMR niesymetrycznymi, 
których modele obwodowe uśrednione są niesymetryczne (rysunki 3.16, 
3.17). W przypadku tych układów ich schematy zastępcze trójfazowe mogą 
być redukowane do schematów zastępczych jednofazowych dla składowych 
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symetrycznych (rysunki 3.20 oraz 3.21) za pomocą metody składowych sy-
metrycznych (rysunki 3.18 oraz 3.19). 

• W proponowanej metodzie modelowania jest stosowany opis zaciskowy 
jednofazowych modeli obwodowch uśrednionych omawianych sterowni-
ków. Prowadzi to do końcowego opisu układów transformujących napięcia 
przemienne za pomocą czwórnikowych schematów zastępczych tych ukła-
dów o parametrach łańcuchowych (rys. 3.28). 

• Jak wspomniano wcześniej, rozwiązania równań zmiennych stanu (3.1) oraz 
równań uśrednionych zmiennych stanu (3.3) są takie same, jeśli częstotli-
wość przełączania fS → ∞ ((B.9), (B.12)). Dla skończonej wartości często-
tliwości przełączania fS, rozwiązania opisujące zmienne stanu bazujące na 
równaniach uśrednionych zmiennych stanu (3.3) lub bazujące na modelach 
obwodowych uśrednionych są obarczone błędami uśredniania (rysunki 3.29 
– 3.33). 

• Na podstawie przeprowadzonej w ramach pracy ilościowej analizy błędów 
uśredniania zmiennych stanu, można stwierdzić, że w warunkach dopasowa-
nia obciążenia oraz dla fS > 5 kHz, schematy zastępcze układów transformu-
jących napięcia przemienne z modelami obwodowymi uśrednionymi SM 
oraz SMR mogą być traktowane jako dostatecznie dokładne w praktyce in-
żynierskiej. 

 
 


