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Wykaz wazniejszych oznaczen

A(z)
{hn}
H(z)
{gn}
G(2)
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zbior liczb catkowitych

zbior liczb rzeczywistych

sygnat dyskretny

n-ta probka sygnatu dyskretnego

wektor prébek sygnatu {a,}

norma wektora a

sygnal dyskretny odwrocony w czasie wzgledem prébki ag sygnatu {a,}
wektor prébek sygnatu {a_,}

macierz operatora splotu wyznaczona na podstawie wektora a

macierz sprzezonego operatora splotu wyznaczana na podstawie wektora a*
macierz tozsamosciowego operatora splotu, macierz jednostkowa
transformata Z sygnatu {a,}

sygnat dyskretnej odpowiedzi impulsowej uktadu korygowanego
transmitancja uktadu korygowanego

sygnat dyskretnej odpowiedzi impulsowej filtru korekcyjnego
transmitancja filtru korekcyjnego

i-ty biegun funkcji transmitancji

krotnos$é¢ bieguna p;



1. Wprowadzenie

1.1. Dyskretyzacja otoczenia analogowego

Chociaz otaczajacy nas $wiat ma nature analogowa, to jednak ogromna wigkszos$¢ dzie-
dzin techniki rejestruje, przetwarza i przesyta informacje w postaci cyfrowej. Ten ped ku
dyskretyzacji ma kilka przyczyn. Jedna z nich jest wicksza odpornosé¢ na zaktdcenia. Ma to
niebagatelne znaczenie w dzisiejszym zelektryfikowanym S$wiecie. Kolejng przyczyna przema-
wiajaca za przetwarzaniem informacji na postaé¢ cyfrowa jest mozliwo$é¢ realizacji réznych
algorytmow przy wykorzystaniu tej samej konfiguracji sprzetowej urzadzenia, gdyz ich imple-
mentacja moze przebiega¢ na drodze programowej w oparciu o jednostke mikroprocesorows.
Daje to ogromng elastycznosé, gdyz niektére modyfikacje rozszerzajace mozliwodci urzadze-
nia mogg by¢ przeprowadzane wyltgcznie przez zmiane jego oprogramowania, bez koniecznosci
zmiany struktury sprzetowej. Dodatkowo raz zaprojektowane urzadzenie moze by¢ produko-
wane niemalze w 100% powtarzalnosci, a zaimplementowany w nim algorytm bedzie dziatal
w kazdym z nich tak samo [4]. W celu skrocenia czasu przesytania duzej ilosci informacji
mozliwe jest réwniez zastosowanie roznych algorytmoéw kompresji danych.

Zmaczaca wigkszos¢ obecnie produkowanych urzadzen pomiarowych poddaje sie tej ten-
dencji, przeprowadzajac pomiary w oparciu o dyskretna reprezentacje sygnatu bedacego no-
snikiem informacji. Zamiana mierzonych sygnatéw napie¢, pradéw czy tez innych wielkosci na
ich reprezentacje cyfrowa realizowana jest przez zastosowanie przetwornika analogowo-cyfro-
wego, na ktorego wejscie moze by¢ jednak podawany tylko sygnatl napieciowy o wartosciach
mieszczacych sie w okreslonym zakresie. Stad w przypadku pomiaru wyzszych napieé¢ lub in-
nego typu wielkosci, konieczne jest zastosowanie tzw. obwodow wejsciowych. Jesli w caltym
pasmie czestotliwodciowym przetwarzanych sygnatow charakterystyka amplitudowa takiego
obwodu nie jest rownomierna, zas charakterystyka fazowa liniowa, to przejscie sygnatu przez
taki uktad prowadzi do zmiany jego widma, a wiec znieksztalcenia informacji jaka niesie.

Istnieja dwa mozliwe podejscia poprawy doktadnosci przetwarzania sygnatow przez obwo-
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dy wejsciowe. Mianowicie korekcje sygnatu mozna przeprowadzié¢ jeszcze po stronie analogo-
wej, zanim zostanie zamieniony na posta¢ cyfrowa. W tym celu wykorzystuje sie przewaznie
metody konstrukcyjne polegajace na optymalizacji parametréw obwodu do zadowalajacego
poziomu m.in. przez dotaczenie dodatkowych uktadéw [4, 50, 60]. Niestety do$¢ czesto meto-
dy te sa trudne w realizacji, chociazby ze wzgledu na koniecznos¢ bardzo precyzyjnego dobo-
ru parametrow tych uktadéw. Dodatkowo koniecznos¢ poniesienia niejednokrotnie znacznych
kosztow sprawia, ze staja si¢ malo optacalne. Korzystniejsza i tatwiejsza do zrealizowania

wydaje sie korekcja po stronie cyfrowe;j.

1.2. Korekcja obwodéw wejsciowych po stronie
cyfrowej

Dysponujac w urzadzeniu czedcia mikroprocesorows, pod uwage moze by¢ brana réwniez
korekcja programowa po stronie cyfrowej. Na przykltad znajomos¢ charakterystyk czestotli-
wosciowych obwodu wejsciowego umozliwia wprowadzenie poprawek do poszczegdlnych har-
monicznych przetwarzanego sygnatu. Zastosowanie takiego podejscia w pracy [17] do korekeji
transformatorowych obwodéw wejéciowych wplyneto znaczaco na zmniejszenie btedow przy
pomiarach mocy sygnatéw odksztatconych.

Niejako wymuszona konfiguracja uktadowa, w ktorej obwod wejsciowy jest potaczony ka-
skadowo 7z czescig mikroprocesorows poprzez przetwornik analogowo-cyfrowy oraz zastoso-
wanie korekcji po stronie cyfrowej sugeruja, iz przetwarzany sygnal moze by¢ odtworzony
do ksztattu, jaki posiadat przed wejsciem na obwdd wejsciowy przez zaimplementowanie w
czesci mikroprocesorowej filtru cyfrowego, ktéry w kaskadzie z obwodem wejsciowym two-
rzytby uktad tozsamosciowy, tj. uktad o jednostkowej charakterystyce amplitudowej i zerowej
charakterystyce fazowej. Przeprowadzanie korekcji sygnatu w taki sposob wydaje sie by¢ osia-
galne, ze wzgledu na mozliwosé praktycznie dowolnego ksztaltowania charakterystyk filtrow
cyfrowych.

Do okredlenia struktury filtru cyfrowego wymagana jest znajomo$¢ modelu matematycz-
nego obwodu wejsciowego w postaci transmitancji badz jego odpowiedzi impulsowej. Odpo-
wiednie dane potrzebne do okreslenia takiego modelu mozna uzyska¢ dysponujac modelem
zastepczym korygowanego obwodu wejsciowego [6] lub przeprowadzajac jego identyfikacje na
drodze pomiarowej. Drugi ze sposobow jest czesciej wykorzystywany w przypadkach, kiedy

korygowany jest nie tylko obwdd wejéciowy lecz caly tor pomiarowy wlacznie z filtrem anty-
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aliasingowym [22, 48] lub gdy analityczne okreslenie modelu jest skomplikowane. Dostepnosé
obydwu podejsé daje mozliwo$¢ poréwnania, ktéra z metod (analityczna czy eksperymental-
na) pozwala na uzyskanie zadowalajacych rezultatéw [19]. Zaprojektowanie odpowiedniego
filtru cyfrowego nie jest juz sprawa trudng i sprowadza sie do znalezienia uktadu odwrotnego
do zadanego, jak postapiono np. w [22].

Problem moze jednak stanowi¢ stabilnos¢ uzyskanego filtru. W praktyce analogowe trans-
mitancje toréw pomiarowych sg przewaznie minimalnofazowe. Jednak odpowiadajace im mo-
dele w dziedzinie ukladéw dyskretnych nie musza posiadaé tej wlasnosci [7, 38, 48]. Zatem
jesli korygowany obwod wejsciowy nie jest minimalnofazowy, to jego przyczynowa odwrotnosé

nie jest stabilna.

1.3. Przyktady zastosowan uktadéw odwrotnych

Przedstawiony problem korekcji znieksztatcen wprowadzanych do sygnalow przetwarza-
nych przez obwody wejéciowe urzadzen pomiarowych jest jednym z wielu przyktadow, gdzie
istnieje koniecznos¢ poszukiwania uktadu odwrotnego. Na przyktad w pomiarach chromato-
graficznych i spektrometrycznych sygnat pomiarowy ma szczegélny ksztalt sktadajacy sie z
szeregu waskich krzywych gaussowskich. Wpltyw transmitancji urzadzenia pomiarowego po-
woduje degradacje ich rozdzielczo$ci, to jest np. zlewanie sie krzywych wystepujacych bardzo
blisko siebie [9]. Znajomos$¢ odpowiedzi impulsowej urzadzenia pozwala w takim wypadku na
likwidacje jego wpltywu na mierzony sygnat, co owocuje zwiekszeniem rozdzielczosci spektro-
gramow.

Przyktadem z zupeknie innej dziedziny moze by¢ filtracja odwrotna sygnaléw dzwickowych
w pomieszczeniach, ktéra pozwala na pozbycie sie odbi¢ dzwieku od $cian [38]. Akustyczny
kanal transmisyjny w ogélnosci jest uktadem nieminimalnofazowym, dlatego w celu zapro-
jektowania stabilnego filtru odwrotnego wprowadza sie np. dodatkowe tory transmisyjne. Na-
tomiast podczas generacji dzwickowego sygnatu przestrzennego filtracja odwrotna stosowana
jest w celu zmniejszenia wptywu charakterystyk zastosowanych glosnikow na generowany sy-
gnal [41]. Podczas wielokanatowego odtwarzania dzwieku filtracja odwrotna umozliwia z kolei
korekcje ewentualnych op6Znient w poszezegblnych kanatach [43]. Innym przyktadem jest po-
prawa jakosci dzwigku filmowego, ktory do lat 50-tych XX wieku byt zapisywany optycznie na
skraju tasdmy za pomoca intensywnosci barwy [2, 3]. Charakterystyka gestosci tasmy filmo-
wej jest nieliniowg funkcjg intensywnosci barwy, dlatego przy dzwiekach o wysokim natezeniu

lub ztym punkcie pracy (poza fragmentem zblizonym do liniowego), nagrany dzwigk zostaje
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znieksztatcony lub nawet moze by¢ niezrozumiaty.

Metody filtracji odwrotnej dotycza nie tylko sygnatéw jednowymiarowych, lecz takze dwu-
wymiarowych, tj. obrazow. W wielu przypadkach sa one znieksztatcane przez réznego rodzaju
niedoskonatosci systeméw optycznych uzywanych przy ich pozyskiwaniu [13, 11].

W ogélnym przypadku uktady odwrotne sa pozadane wszedzie tam, gdzie wymagane jest
zniwelowanie wptywu pewnej czesci toru przez ktory przechodzi sygnat, gdyz ze wzgledu na
swoje wlasciwosci dynamiczne dokonuje on zmiany jego widma, przez co przesytana informacja
zostaje znieksztatcona. Zgodnie z klasyfikacja przyjeta w [39], ten typ korekeji okreslany jest

mianem korekcji dynamicznej.

1.4. Zakres pracy

W pracy skoncentrowano si¢ na przypadku korekcji wpltywu urzadzen pomiarowych na
mierzony sygnal. Stad w dalszej czesci pracy przyjeto nastepujace ujednolicone nazewnictwo
co do uktadow, jakie mozna wyrédzni¢ dla rozpatrywanego przypadku korekcji. Czes¢ toru
pomiarowego wprowadzajaca znieksztatcenia bedzie okreslana mianem wuktadu znieksztat-
cajgcego lub korygowanego, gdyz podlega korekcji z wykorzystaniem filtru cyfrowego.
Natomiast filtr cyfrowy przeprowadzajacy korekcje w uktadzie kaskadowym bedzie okreslany
mianem filtru korekcyjnego. Przy odnoszeniu sie do uktadu powstatego przez kaskadowe
potaczenie uktadu znieksztalcajacego i filtru korekcyjnego jako catosci, bedzie uzywany termin

uktad wypadkowy.

Uklad korygowany Filtr korekcyjny

Przetwarzanie
H(s) "| analogowo-cyfrowe o G(2)

Rys. 1.1. Konfiguracja uktadu korygowanego i cyfrowego filtru korekcyjnego dla rozpatrywanego
przypadku korekcji

Przy syntezie cyfrowego filtru korekcyjnego zaktada sie, ze uktad korygowany jest przy-
czynowy, liniowy i niezmienny w czasie, a jego model matematyczny jednoznacznie okresla
transmitancja H(z) lub dyskretna odpowiedz impulsowa {h,}. Odpowiada to konfiguracji
uproszczonej przedstawionej na rysunku 1.2.

Pelne rozpatrzenie problemu korekcji uktadu analogowego realizowanej przez filtr cyfrowy
wymaga oczywiscie uwzglednienia wplywu zastosowanego przeksztatcenia, ktore umozliwia

uzyskanie transmitancji H(z) na podstawie transmitancji H(s), oraz wplywu rozdzielczosci
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Uklad Filtr
korygowany korekcyjny
— H ( Z) > G( Z) -
N J
Y

Uklad wypadkowy W(z)

Rys. 1.2. Uproszczona konfiguracja ukltadu korygowanego i cyfrowego filtru korekcyjnego dla roz-

patrywanego przypadku korekcji

przetwornika analogowo-cyfrowego na jakosé¢ korekcji. Jednak uwzglednienie tych dodatko-
wych czynnikéw znacznie skomplikowatoby poszukiwanie uzytecznego rozwiazania, a takze
interpretacje uzyskiwanych wynikow. Z tego powodu prezentowane rozwigzania nie uwzgled-
niaja tych dwoch elementéw. Ze wzgledu na zatozona ogdlnosé rozpatrywanego zagadnienia,
W pracy nie rozpatrywano rowniez zagadnienia zwiazanego z adekwatnoscia modelu matema-
tycznego uktadu korygowanego w stosunku do uktadu rzeczywistego.

Kolejne rozdzialty pracy dotycza syntezy stabilnych, cyfrowych filtrow korekcyjnych, ktore
w potaczeniu kaskadowym z uktadem znieksztatcajacym umozliwiaja zniwelowanie jego wpty-
wu na sygnal bedacy nosnikiem informacji, tj. przywrocenie sygnatowi widma, jakie miat przed
wejsciem na uktad znieksztalcajacy. W rozdziale 2. pokazano ograniczone mozliwosci syntezy
takich filtrow w klasie uktadéw przyczynowych szczegdlnie w przypadku, gdy charakterysty-
ka fazowa uktadu wypadkowego powinna by¢ zerowa. Ze wzgledu na ten fakt zdecydowano
sie rozszerzy¢ dziedzine poszukiwanych filtrow na uktady nieprzyczynowe. Jak udowodniono,
odpowiedni podzial uktadu korekcyjnego na cz¢s¢ przyczynowa i antyprzyczynowa umozliwia
uzyskanie uktadu stabilnego w sensie BIBO.

Pomimo zastosowania takiego podejscia, wcigz jednak otwarta kwestiag jest przypadek,
kiedy korekcyjny filtr cyfrowy, bedacy idealng odwrotnoscig uktadu korygowanego, posiada
bieguny znajdujace si¢ na okregu jednostkowym. Dlatego w rozdziale 3. zastosowano metody
optymalizacyje w celu uzyskania stabilnych filtréw korekcyjnych, ktore w kaskadzie z uktadem
korygowanych tworza jak najlepsze przyblizenie uktadu tozsamosciowego. Od strony matema-
tycznej takie postepowanie jest okreslane mianem regularyzacji i dotyczy np. rozwiazywania
zle uwarunkowanych rownan catkowych lub uktadéw réwnan liniowych. Regularyzacja po-
lega wowczas na znieksztalceniu rozwigzywanego zadania tak, aby spetli¢ zadane warunki
optymalizacyjne. W niniejszej pracy poszukiwanie optymalnego rozwiazania doprowadzito do
uzyskania rodziny filtréw quasi-odwrotnych, ktore w zaleznosci od przyjetych parametrow,

jak zdefiniowany wskaznik stabilnosci lub wskaznik aproksymacji uktadu tozsamosciowego,

10
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pozwalaja na okreslone przyblizenie uktadu wypadkowego do uktadu tozsamosciowego.

Uzyskang klase filtrow przeanalizowano w rozdziale 4. zaréwno w dziedzinie czasu, jak
rowniez w dziedzinie czestotliwosci prezentujac m.in. specyficzny rozktad biegunéw. Doko-
nano analitycznej interpretacji zdefiniowanych w poprzednim rozdziale funkcji stabilnosci i
aproksymacji pokazujac, ze dla okreslonej wartosci kryterium optymalizacyjnego uzyskuje
si¢ zawsze jedno i tylko jedno rozwiazanie optymalne. Pokazano takze, ze parametr regula-
ryzacyjny wplywa tylko na ksztatt charakterystyk amplitudowych filtrow quasi-odwrotnych,
natomiast charakterystyki fazowe pozostaja niezalezne od niego. Dzigki temu uzyskuje sie
zawsze pelng kompensacje znieksztatcen fazowych. Ze wzgledu na fakt przynaleznosci filtrow
quasi-odwrotnych do klasy uktadow nieprzyczynowych, przeanalizowano réwniez mozliwosé
przetwarzania sygnatéw o nieskonczonym lub co najmniej bardzo dtugim czasie trwania.

Dla poparcia uzyskanych wynikéw, w rozdziale 5. przeprowadzono symulacyjna korekcje
kilku uktadéw znieksztatcajacych. Ich transmitancje dobrano w taki sposéb, aby posiadaty
zera lezace na okregu jednostkowym lub w bardzo matej odlegtosci od niego. Przeanalizo-
wano rowniez numeryczng metode wyznaczania wartosci parametru regularyzacyjnego pod
wzgledem zbieznosci.

W zakoniczeniu pracy przedstawiono podsumowanie uzyskanych wynikéw. Okreslono réow-
niez zarys dalszych planowanych prac, ktore wigza si¢ bezposrednio z praktycznym wykorzy-

staniem przedstawionych wynikow.

11



2. Odwrotne filtry korekcyjne

Zgodnie z zalozeniami poczynionymi w poprzednim rozdziale, korekcje uktadu lub to-
ru pomiarowego opisanego w dziedzinie czasu lub czestotliwosci, majaca na celu uzyskanie
wypadkowego uktadu tozsamosciowego, najwygodniej jest przeprowadzi¢ poprzez kaskadowe
dotaczenie cyfrowego filtru korekcyjnego. Wymaga to wyznaczenia uktadu odwrotnego do
uktadu korygowanego. Osiaggniecie tak postawionego celu bez specyfikacji dodatkowych ogra-
niczen i wymagan, nie jest zadaniem skomplikowanym. Jak sie okazuje, jest ono tatwiejsze
do przeprowadzenia w dziedzinie czestotliwosci niz w dziedzinie czasu. Jednak aby rozszerzy¢
mozliwosci realizacyjne wyznaczanie uktadéw odwrotnych zostanie przedstawione w obu tych
dziedzinach.

Brak dodatkowych wymagan powoduje, ze uzyskany filtr bedacy doktadng odwrotnoscia
uktadu korygowanego i traktowany jako uktad przyczynowy moze by¢ niestabilny, co ma
miejsce wtedy, gdy ukltad korygowany nie jest minimalnofazowy. W dziedzinie czestotliwo-
ci objawi sie to wystepowaniem biegunéw na zewnatrz kota jednostkowego!. Natomiast w
dziedzinie czasu, ta niepozadana wtasciwo$é¢ bedzie objawiaé sie odpowiedzia impulsowa nie
spetniajaca warunku absolutnej sumowalnosci, tzn. warunku stabilno$ci w sensie BIBO. Wy-
nika to réwniez z faktu, ze odwrotnos¢ uktadu stabilnego nie musi by¢ stabilna na skutek
bezwarunkowego pojawienia sie petli sprzezenia zwrotnego.

Jak zostanie pokazane w dalszej czedci pracy, istniejg rozwiazania umozliwiajace synteze
stabilnych uktadéw odwrotnych, ktore jednak nie naleza do klasy uktadow przyczynowych.
Dlatego w niniejszym rozdziale zostanie przedstawiona réwniez klasyfikacja uktadoéw zwiazana

z podzialem na uktady: przyczynowe, antyprzyczynowe i nieprzyczynowe.

'Przy rozpatrywaniu potozenia biegunéw lub zer ukladu na plaszczyznie zespolonej zmiennej z $wiadomie
uzywany jest zwrot ,koto jednostkowe” zamiast ,,0krag jednostkowy” ze wzgledu na fakt, iz z geometrycznego

punktu widzenia, rozpatrywanie polozenia punktu wewnatrz lub na zewnatrz okregu jest niepoprawne.
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2. Odwrotne filtry korekcyjne

2.1. Synteza w dziedzinie czasu

Jak wiadomo, odpowiedz impulsowa w pelni opisuje wtasciwosci dynamiczne kazdego sta-
cjonarnego (niezmiennego w czasie) uktadu liniowego, umozliwiajac wyznaczenie odpowiedzi
uktadu na dowolny sygnal wejsciowy przez zastosowanie operacji splotu [20, 37]. Stad jed-
nym z mozliwych sposobow syntezy filtru korekcyjnego dotaczanego kaskadowo do uktadu
korygowanego jest wyznaczenie odpowiedzi impulsowej jego odwrotnosci.

Jesli uktad korygowany scharakteryzowany jest dyskretna odpowiedzia impulsowa {h,, }, to
w celu uzyskania uktadu wypadkowego, ktéry nie bedzie wprowadzal znieksztatcen do prze-
twarzanego sygnatu, nalezy dobra¢ cyfrowy filtr korekcyjny o takiej dyskretnej odpowiedzi
impulsowej {g,}, aby w wyniku operacji splotu z odpowiedzia impulsowa uktadu korygowa-
nego otrzymaé sygnal dyskretnego impulsu jednostkowego (delty Kroneckera). W dziedzinie

sygnatow dyskretnych warunek ten przedstawia si¢ matematycznie nastepujaca zaleznoscia

+oo
Z PonGn—m = On, nel (2.1)

m=—0oQ

gdzie 9,, oznacza n-probke delty Kroneckera, definiowanej jak ponizej

1 dla n=0

Op = { (2.2)
0 dla n#0

W dalszej czesci pracy filtr korekeyjny, ktérego odpowiedZ impulsowa {g,} spelnia zaleznosé

(2.1), nazywany bedzie tdealnym filtrem korekcyjnym?.

Operacja wyznaczajaca probki sygnatu {g, } przy znajomosci sygnatu {h,} i {9, } nazywa-
na jest odsplataniem®. W przeciwienistwie do wiekszoséci operacji, operacja odsplatania nie ma
w dziedzinie czasu bezposredniej definicji matematycznej?. Jest po prostu definiowana jako
odwrotnos$é operacji splotu [51]. By¢ moze jest to zwiazane z faktem, ze w dziedzinie czasu
probki sygnatu {g,} wyznaczane sg sukcesywnie, co przedstawiono ponizej.

Przyjmujac, ze zaréwno uktad znieksztalcajacy jak réwniez filtr korekcyjny sa scharakte-

ryzowane przez przyczynowe odpowiedzi impulsowe, tj.

Voo hp =0 oraz V<o gn =0 (2.3)

2Odpowiadajaca jej zaleznoéé dla dziedziny czestotliwoéci zostanie przedstawiona w punkcie 2.2.
3W jezyku angielskim operacja ta nosi nazwe ,deconvolution”. Przegladajac literature autor nie znalazl

powszechnie uzywanego polskiego odpowiednika tego stowa. Wydaje sie jednak, ze uzycie wlasnie tego stowa
oddaje w pelni istote opisywanej operacji.
4Jednak w dziedzinie czestotliwoéci przyjmuje forme ilorazu.
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2. Odwrotne filtry korekcyjne

iloczyny wystepujace we wzorze (2.1) pod znakiem sumy przyjmuja wartosci zerowe dlam < 0
oraz m > n. Uwzgledniajac powyzszy wniosek oraz wzér definicyjny (2.2) delty Kroneckera,

zaleznosé (2.1) moze zostaé zapisana w postaci

1 dla n=0

Zn_: R Gn—m = { (2.4)

0 dla n#0

Zgodnie z réwnaniem (2.4), dla indeksu n = 0 suma po lewej stronie powinna przyjaé¢ wartosé
rowng 1. Zatem mozna zapisac, ze

Stad warto$¢ probki gy poszukiwanej odpowiedzi impulsowej filtru korekcyjnego mozna wy-

znaczyé z€ Wzoru
1

)
Natomiast dla pozostatych prébek o indeksach n > 0, sumy iloczynéw powinny by¢ réwne

Jo (2.6)

zero. Zatem réwnanie (2.4) przyjmie postaé
> hnGn-m =0 (2.7)
m=0
Wrytaczajac spod znaku sumy czynnik o indeksie m = 0
hoGn + > hinGnm =0 (2.8)
m=1
otrzymuje sie wzor pozwalajacy na obliczenie kolejnych prébek odpowiedzi impulsowej {g,}

1 n
gn = —— Z RonGn—m dla n >0 (2.9)

0 m=1

Kilka kolejnych rozwinie¢ wzoru (2.9), dla poczatkowych indekséw n, przedstawiono ponizej.

_ 1
go = ho
_ 1 (h1go)
g = ho 190
1
92 = —- (h1g1 + h2go)
0
1
gz = _h_o (h1ga + hag1 + h3go)
1
91 = —3- (h1gs + haga + hsg1 + hago)
0
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2. Odwrotne filtry korekcyjne

Wyznaczenie wartosci probki o indeksie n wymaga znajomosci wartosci probek odpowiedzi
impulsowej {g,} o wezesniejszych indeksach, dlatego obliczenia musza by¢ przeprowadzane
systematycznie poczawszy od probki o indeksie 0, az do probki o pozadanym indeksie n.
Jesli odpowiedZ impulsowa {h, } uktadu korygowanego jest znormalizowana, tj. hg = 1, co
nie wplywa na ogdélnos¢ rozwazan, wtedy przedstawione wzory ulegaja nieznacznym uprosz-

czeniom. Mianowicie wzér (2.6) dla n = 0 przyjmuje postaé
go=1 (2.10)

Natomiast przy wyprowadzaniu wzoru (2.9), spod znaku sumy wytacza sie nie tylko czynnik

dla m = 0, lecz takze dla m = n, poniewaz jest on przemnazany przez wartos¢ jednostkowa

n—1

hon + hngo + Y himGn—m =0 (2.11)

m=1
otrzymujac wzér na kolejne probki g, odpowiedzi impulsowej filtru korekcyjnego postaci

n—1
gn = —h, — Z honGn-—m dla n >0 (2.12)

m=1

Kilka kolejnych rozwinie¢ wzoru (2.12) dla poczatkowych indekséw n przedstawiono ponizej.

g = 1

g = —h

g2 = —higi — ha

g3 = —higa — hagi — hs

ga = —higz — hags — hzgr — hy

2.2. Synteza w dziedzinie czestotliwos$ci

Nieco tatwiejsza pod wzgledem matematycznym wydaje sie synteza filtru korekcyjnego w
dziedzinie czestotliwosci. Oznaczmy przez H (z) funkcje transmitancji przyczynowego uktadu
znieksztalcajacego, natomiast przez G(z) funkcje transmitancji filtru korekcyjnego potaczo-
nego kaskadowo z uktadem korygowanym. Uzyskanie wypadkowego uktadu tozsamosciowego

wymaga dotaczenia filtru o takiej transmitancji G(z), aby spelniona byla zaleznosé

H(2)G(z) =1 (2.13)
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2. Odwrotne filtry korekcyjne

Zaleznosé (2.13) okresla wymaganie, jakie w dziedzinie czestotliwosci powinien spetniaé ideal-
ny filtr korekcyjny. Jest ono réwnowazne wymaganiu stawianemu w dziedzinie czasu okreslo-
nemu przez zaleznosé (2.1). Oznacza to, ze filtr korekeyjny spelniajacy zaleznosé (2.1), spehia
rowniez zaleznos$¢ (2.13) i odwrotnie.

Przy danej transmitancji H(z) uktadu korygowanego wyznaczenie transmitancji filtru ko-
rekcyjnego, jako idealnej odwrotnosci uktadu korygowanego, polega na rozwigzaniu rownania
(2.13) wzgledem G(z2), tj.

(2.14)

Zakladajac, ze w ogdlnym przypadku transmitancja H(z) uktadu korygowanego jest funkcja

wymierng

H(Z) - l() —+ llz” —+ l2272 + ...+ ZKZiK (2 15)
Como+mizl mez 24 .+ myz N ’

to zgodnie z zaleznodcia (2.14), transmitancja G(z) idealnego filtru korekcyjnego ma postaé

mo+miz b+ mez 24+ ...+ myz

G(Z) B l() + llz_l + l22_2 + ...+ ZKZ_K

(2.16)

Jak wida¢ rozwiazanie uzyskiwane jest niejako natychmiast.

Mozna zauwazy¢, iz niezaleznie od tego, czy uktad korygowany jest opisany transmitancja
H(z) postaci wymiernej czy wielomianowej, transmitancja G(z) uzyskanego filtru korekcyjne-
go bedzie zawsze postaci wymiernej. Bezwarunkowe pojawienie si¢ nietrywialnego mianownika
w transmitancji filtru korekcyjnego jest jednoznaczne z wystepowaniem sprzezenia zwrotnego
w strukturze filtru korekcyjnego, ktére moze by¢ przyczyna jego niestabilnosci. Ma to miejsce
wtedy, gdy uktad korygowany nie jest minimalnofazowy, czyli gdy co najmniej jedno zero
transmitancji H(z) opisanej wzorem (2.15) lezy na zewnatrz kota jednostkowego. W takim
przypadku uzyskany filtr korekcyjny, bedacy idealna odwrotnoscig uktadu korygowanego i
traktowany jako uktad przyczynowy, bedzie niestabilny.

Rozwiazaniem proponowanym w takich przypadkach jest aproksymacja transmitancji H (z)
przez kaskadowe potaczenie uktadu minimalnofazowego H,,,(z) oraz wszechprzepustowego
Hep(2) [45].

H(2) = Hupin(2) Hap(2) (2.17)
Transmitancja H,,;,(z) ukladu minimalnofazowego jest tworzona na postawie zer i biegu-
néw transmitancji H(z) lezacych wewnatrz kota jednostkowego oraz zer bedacych sprzezo-

nymi odwrotnosciami zer transmitancji H(z) lezacych na zewnatrz kota jednostkowego. Zera

transmitancji H(z) lezace na zewnatrz kota jednostkowego przyporzadkowywane sg jako zera
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2. Odwrotne filtry korekcyjne

transmitancji uktadu wszechprzepustowego H,,(2). Natomiast bieguny transmitancji H,y(2)
sa sprzezonymi odwrotnosciami tych zer. Transmitancja filtru korekcyjnego okreslana jest na

podstawie zaleznosci
1

Hmzn(z)

dajac stabilny i przyczynowy uktad korekcyjny, jednak o niezerowej charakterystyce fazowej.

G(z) = (2.18)

W wielu przypadkach, np. analiza sygnatow w medycynie, waznym zagadnieniem jest ko-
rekcja znieksztalcen fazowych, gdyz interesujacy jest ksztatt sygnatu. Réwniez w przypadku
pomiaréw mocy, znieksztatcenia fazowe maja duzy wpltyw na btad pomiaru [17]. Przedstawio-
na powyzej metoda korekcji pozwala jedynie na petng korekcje charakterystyki amplitudowe;j
uktadu znieksztatcajacego. Wypadkowa charakterystyka fazowa uktadu znieksztatcajacego i
korekcyjnego nie jest jednak zerowa lub co najmniej liniowa. Dlatego przy wykorzystywa-
niu tej metody i koniecznosci korekcji znieksztalcen fazowych stosuje sie dodatkowe filtry
wszechprzepustowe, ktorych zadaniem jest korekcja charakterystyki fazowej [7, 48]. Ewentu-
alne dalsze rozpatrywanie rozktadu zer i biegunéw zespotu uzyskanych filtrow korekcyjnych
lub innych struktur przy ich implementacji dla konkretnego przypadku korekcji moze prowa-

dzi¢ do obnizenia ich rzedéw [23, 24].

2.3. Filtr korekcyjny jako uktad nieprzyczynowy

W wigkszosci przypadkow mamy do czynienia z uktadami przyczynowymi, co jest zwiaza-
ne z faktem, iz otaczajacy nas $wiat ma charakter przyczynowy. Warto jednak przypomnie¢
o istnieniu szerszej klasy uktadéw, obejmujacej uktady nieprzyczynowe. Cechg charaktery-
styczng tych uktadéw jest nieprzyczynowa odpowiedz impulsowa oraz wyznaczanie aktualnej
probki sygnalu wyjsciowego nie tylko na podstawie jego probek z ,przesztosci”, lecz takze
z przysztosci”. To przetwarzanie czesci sygnatu z ,przysztosci” uniemozliwia realizowanie
uktadow nalezacych do tej klasy jako uktadéow analogowych. Ta niedogodnos¢ nie ma jednak
znaczenia w przypadku uktadow dyskretnych, gdyz mozliwa jest akwizycja skoniczonego ciggu
probek i przetwarzanie ich dopiero w nastepnej kolejnosci.

Rozwigzaniem zaistniatego problemu niestabilnosci idealnej odwrotnosci moze by¢ wigc
potraktowanie uzyskanego filtru korekcyjnego jako uktadu nieprzyczynowego. Dodatkowo roz-
ktad jego transmitancji na sume dwoch czesci, z ktorych jedna bedzie grupowata w sobie tylko
bieguny lezace na zewnatrz kota jednostkowego tworzac uktad antyprzyczynowy, druga zas be-

dzie zawierata tylko bieguny lezace wewnatrz kota jednostkowego tworzac uktad przyczynowy,
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2. Odwrotne filtry korekcyjne

doprowadzi do uzyskania uktadu o absolutnie sumowalnej odpowiedzi impulsowej. Zostanie
wiec spelniony warunek stabilnosci asymptotycznej. Zanim jednak zostanie to wykazane, w

kolejnym punkcie krétko zostanie przypomniany opisu takich uktadow.

2.3.1. Uklady nieprzyczynowe, przyczynowe i antyprzyczynowe

Uktad, w ktorym reakcja nastepuje dopiero po wystapieniu przyczyny okresla si¢ mianem
uktadu przyczynowego. Wszystkie uktady analogowe naleza do tej klasy uktadow. Bardzo
czesto przy projektowaniu uktadéw dyskretnych réowniez zaktada sie, ze posiadaja one wtasci-
wos¢ przyczynowosci, gdyz przewaznie symuluja dziatanie uktadow analogowych. Formalna

definicje uktadu przyczynowego przedstawiono ponizej [46].

Definicja 2.1. Uklad nazywamy przyczynowym, jesli w kazdej chwili czasowej warto$é sygna-

tu odpowredzi uktadu zalezy od teraZniejszej © wezesniejszych wartosci sygnatu wejsciowego.

Przeciwienstwem uktadu przyczynowego jest uktad antyprzyczynowy, ktéry mozna

zdefiniowa¢ jak ponizej.

Definicja 2.2. Uklad nazywamy antyprzyczynowym, jesli w kazdej chwili czasowe) wartos$é

sygnatu odpowiedzi uktadu zalezy tylko od przysztych wartosci sygnatu wejsciowego.

Pomimo faktu, iz uktady tej klasy nie wystepuja w otaczajacej nas rzeczywistosci, ktora
ma charakter przyczynowy, sa one naturalnym uzupetieniem klasy uktadow przyczynowych.
Brak mozliwosci ich praktycznej realizacji w dziedzinie uktadéw analogowych nie wystepuje
w dziedzinie uktadow dyskretnych, gdzie probki przetwarzanego sygnatu moga zostaé zapa-
mie¢tane i przetwarzane dopiero w nastepnej kolejnosci.

Uktad charakteryzujacy sie jednoczesnie wlasciwosciami uktadu przyczynowego i anty-
przyczynowego bedzie okreslany mianem wuktadu nieprzyczynowego.

Rozpatrujac liniowe uklady stacjonarne, dla ktérych zaleznosé sygnatu wyjsciowego {y,,}

od sygnatu wejsciowego {z,} okreslona jest operacja splotu

+o0
Yn= Y Tplinp, nEI (2.19)

k=—o0
mozna podaé¢ warunki, jakie powinna spelnia¢ odpowiedZ impulsowa {i, } takiego uktadu, aby
byt on zaliczony do jednej z wymienionych powyzej klas.
Zgodnie z wczesniej podana definicjg, uktad nazywamy przyczynowym, jesli probki sygnatu

wyjsciowego {y,} nie zaleza od przysztych probek sygnatu wejsciowego {x,}, tj. od probek xy
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2. Odwrotne filtry korekcyjne

o indeksach k > n [46]. Warunek ten bedzie spetniony tylko wtedy, gdy wartosci prébek i,
odpowiedzi impulsowej {i,} beda zerowe dla k& > n. Oznacza to, ze odpowiedZ impulsowa

przyczynowego i stacjonarnego uktadu liniowego musi spetnia¢ warunek
in=0 dla n<0 (2.20)

Podobny warunek mozna okresli¢ dla uktadu antyprzyczynowego, dla ktorego probki sy-
gnalu wyjsciowego {y,} nie zaleza od terazniejszej i pesztychh prébek sygnatu wejsciowego
{z,}, tj. od prébek z; o indeksach k < n. Ma to miejsce wtedy, gdy wartosci prébek i,
odpowiedzi impulsowej {i,} beda zerowe dla k < n. Zatem odpowiedZ antyprzyczynowego i

stacjonarnego uktadu liniowego musi spetnia¢ warunek
1, =0 dla n>0 (2.21)

Czesto do opisu sygnatéw dyskretnych wykorzystywane jest przeksztatcenie Z, gdzie nie-

przyczynowy sygnatl { f,} reprezentowany jest przez dwustronny szereg potegowy Laurenta

F(z) = io fa2 ™" (2.22)

n=-—oo
Szereg wystepujacy we wzorze (2.22) mozna réwniez przedstawi¢ w postaci sumy dwéch sze-
regow

—1 0o
F(2)= Y faz "+ +Z faz " (2.23)
n=0

Pierwszy z nich nazywany jest cze$cia osobliwa lub gléwna funkcji F'(z). Drugi okresla sie
mianem czesci regularnej funkeji F'(z) [16, 35].

Z funkcja F(z) okreslona przez przeksztalcenie Z sygnatu {f,} nierozerwalnie zwiazany
jest obszar zbieznosci, ktéry okresla zbior wartodci zmiennej z, dla ktorych ciag f,2z7" jest
bezwzglednie sumowalny [44]. Spowodowane jest to faktem istnienia réznych sygnatéw dla
ktorych transformaty Z majg identyczng postaé, rézniac sie jednak wtasnie obszarem zbiez-
nosci. Zatem podanie samej transformaty Z moze prowadzi¢ do niejednoznacznosci [5].

Z teorii funkcji zespolonych wiadomo, ze obszarem zbieznosci funkeji F'(z) jest pierscien
r<|z| <R, gdzie r>0, R<oo (2.24)

W szczegblnosci, obszarem zbieznosci funkeji F'(z) opisanej wzorem (2.22) moze by¢ wnetrze
kota o promieniu R, gdy funkcja F'(z) okreslona jest tylko czedcia osobliwa szeregu Laurenta
lub zewnetrzem kota o promieniu 7, gdy funkcja F'(z) jest okreslona tylko czescia regularna

szeregu Laurenta [35].
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2. Odwrotne filtry korekcyjne

Waznym pojeciem w teorii sygnatéw jest pojecie transmitancji. Gtéwna tego przyczyna
jest tatwos¢ opisu i analizy uktadéw przy jej wykorzystaniu [20]. Transmitancje uktadu mozna
otrzymac¢ przez wyznaczenie przeksztatcenia Z jego odpowiedzi impulsowej, tzn. jesli sygnat

{i,} reprezentuje odpowiedZ impulsowa uktadu, to

T(z) = ZO:O inz " (2.25)

jest jego transmitancjq.
Odpowiedz impulsowa ukladu przyczynowego musi spetnia¢ warunek (2.20), ktéry po

uwzglednieniu we wzorze (2.25) zaweza sumowanie do dodatnich wartosci n
+o0o
T(z) =) iz (2.26)
n=0

Podobnie jest w przypadku uktadu antyprzyczynowego, dla ktoérego uwzglednienie warunku

(2.21) prowadzi do zawezenia sumowanie do ujemnych indekséw n

T(z) = i inz " (2.27)

n=—oo

Poréwnujac wzory (2.26) i (2.27) z wzorem (2.23) mozna zauwazy¢, ze cze$¢ gldwna szeregu
Laurenta opisuje uktad antyprzyczynowy, natomiast cze$é¢ regularna uktad przyczynowy.
7 punktu widzenia klasyfikacji uktadéw na uktady przyczynowe i antyprzyczynowe na

podstawie obszaru zbieznosci transmitancji wazne sg dwa ponizsze twierdzenia.

Twierdzenie 2.1. Uktad liniowy jest przyczynowy wtedy 1 tylko wtedy, gdy obszar zbiezino-
sci jego transmitancyi lezy na zewngtrz kola jednostkowego oraz z = 400 réowniez nalezy do

obszaru zbieznosca.

Dowbd powyzszego twierdzenia znajduje sie w pracy [5]. W podobny sposéb mozna sfor-

mutowacé i udowodni¢ analogiczne twierdzenie dla uktadéw antyprzyczynowych.

Twierdzenie 2.2. Uktad liniowy jest antyprzyczynowy wtedy i tylko wtedy, gdy obszar zbiez-
noSci jego transmitancyi lezy wewngtrz kola jednostkowego oraz z = 0 rownieZ nalezy do

obszaru zbieznosci.

Dowdd. Jezeli uktad jest antyprzyczynowy, to jego transmitancja okreslona jest wzo-
rem (2.27). Poniewaz wzor ten odpowiada czesci osobliwej szeregu Laurenta, jego obszarem

zbieznosci jest |z| < R.
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Udowadniajac prawdziwos¢ twierdzenia w przeciwnym kierunku zaktada sie, ze obszarem

zbieznosci transmitancji T'(z), ktéra mozna przedstawi¢ w postaci dwoch szeregéw

T()=T (2)+T*(z) = i inz "+ ii;’inz"

n=—0oo

odpowiednio o obszarach zbieznosci |z| < R i |z| > r jest wnetrze kola, ktérego brzeg okresla

okrag |z| = R. Z zalozenia wynika, ze drugi z szeregéw
“+o00o

TH(z) =D inz "
n=0

jest zbiezny na calej ptaszczyznie zespolonej, wlacznie z z = +o00. Jest wiec funkcja catkowi-
ta i ograniczona. Zgodnie z twierdzeniem Liouville’a, funkcja taka jest stata [35]. Poniewaz
TT(0)=01T7"(z) jest stata, wiec T*(z) = 0. Wynika stad, ze V,,>¢ i, = 0, co koniczy dowdd.

2) A Im[z] b) A Im(z]
S S JS S S

/
/ / obszar zbieznosci X
/
ED
/
X

A

/

"Re[2]

2 "Relz] %4
7/

Rys. 2.1. Przykladowe obszary zbieznosci funkcji T'(z) transmitancji wymiernej, gdy opisany nia

uklad jest: a) przyczynowy, b) antyprzyczynowy

Bardzo czesto transmitancja T'(z) uktadu przedstawiana jest w postaci funkcji wymiernej,
tzn. funkcji bedacej stosunkiem wielomianéw zmiennej z lub 27!, Obszar zbieznodci takich
funkcji okreslany jest przez rozktad ich biegunéw, gdyz transformata Z nie jest zbiezna w
biegunie. W przypadku uktadéw przyczynowych, dla ktorych zgodnie z twierdzeniem 2.1
obszarem zbieznosci jest zewnetrze kota, obszar ten jest ograniczony od srodka przez okrag,
ktorego promien jest wigkszy od najwickszego modutu bieguna (rys. 2.1 a). Natomiast ukltady
antyprzyczynowe opisane transmitancja wymierng posiadajg obszar zbieznosci ograniczony od
zewnatrz okregiem o promieniu mniejszym niz najmniejszy modul bieguna, gdyz zgodnie z

twierdzeniem 2.2, ich obszarem zbieznosci jest wnetrze kota (rys. 2.1 b).
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2. Odwrotne filtry korekcyjne

2.3.2. Stabilnosé uktadéw nieprzyczynowych

Stabilnos¢ jest jedna z najwazniejszych wtasciwosci uktadéw, czesto stanowigcg kryterium
w procesie ich syntezy. Jak wiadomo, liniowy uktad stacjonarny jest uktadem BIBO stabilnym,

jesli jego odpowiedz impulsowa {i,} jest absolutnie sumowalna [12, 20, 44, 46], tzn.

“+00

> in] < o0 (2.28)

n=—oo

Jak nadmieniono w punkcie 2.3, rozwiazaniem problemu niestabilnosci idealnej odwrotno-
sci uktadu korygowanego moze by¢ potraktowanie uzyskanego, przyczynowego filtru korekcyj-
nego posiadajacego bieguny na zewnatrz kota jednostkowego jako uktadu nieprzyczynowego,
gdyz zgodnie z ponizszym twierdzeniem, mozna w ten sposob prawie zawsze uzyska¢ uktad
stabilny w sensie BIBO. Wyjatkiem jest przypadek wystepowania biegunéw na okregu jed-

nostkowym, ktory zostanie rozpatrzony w dalszej czesci pracy.

Twierdzenie 2.3. Podzial transmitancyi uktadu nieprzyczynowego, ktory nie posiada biequ-
now lezgcych na okregu jednostkowym, na sume dwoch transmitancyi, z ktérych jedna grupuje
bieguny lezgce na zewngtrz kota jednostkowego z przypisanym obszarem zbieznosci bedgcym je-
go brzegiem i wnetrzem, natomiast druga grupuje bieqguny leZgce wewngtrz kota jednostkowego
1 posiada przyporzgdkowany obszar zbieznosci bedgcy brzegiem i zewngtrzem kota jednostko-

wego, prowadzi do uzyskania uktadu stabilnego.

Dowéd. Zatézmy, ze T'(z) jest wymierng transmitancja uktadu posiadajacego bieguny
pi o krotnosciach o}, gdzie k = 1,2,3,..., PT lezace wewnatrz kota jednostkowego oraz
bieguny p, o krotnosciach o, , gdzie k = 1,2, 3, ..., P~ lezace na zewnatrz kota jednostkowego.

Transmitancje te mozna przedstawi¢ w postaci
T(z)=T"(2) +T (2) (2.29)

gdzie T*(z) jest wymierna funkcja zmiennej 2 i grupujaca bieguny p;, natomiast 7 (z) jest
wymierna funkcja zmiennej 2 i grupujaca bieguny p, .

Rozpatrzmy najpierw funkcje 77 (z) grupujaca bieguny lezace wewnatrz kota jednostko-
wego. W granicznym przypadku, tj. gdy funkcja T (z) posiada bieguny lezace bardzo blisko
okregu jednostkowego, jej obszarem zbieznosci jest zewnetrze kota jednostkowego wraz z jego
brzegiem. Z twierdzenia 2.1 wynika, ze uktad opisany funkcja transmitancji 77 (z) z tak okre-

Slonym obszarem zbieznosci jest przyczynowy. Odpowiedz impulsowa uktadu przyczynowego
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2. Odwrotne filtry korekcyjne

Rys. 2.2. Przykladowy rozklad biegunéw transmitancji 77 (z) i potozenie konturu catkowania T’
A Im[z]

1

T

X
I Refd]
/
i

X

N
Bl

Rys. 2.3. Przykladowy rozklad biegunéw transmitancji 7~ (z) i polozenie konturu catkowania I'

spelia warunek (2.20). Zatem, aby dowiesé, ze uklad ten spelia warunek stabilnosci w sensie

BIBO, ktory dla uktadu przyczynowego mozna zapisa¢ w postaci
+o00o
> it < oo (2.30)
n=0
wystarczy wykazaé¢ absolutng sumowalno$é probek odpowiedzi impulsowej
1
it = f T+(2)2"1d> (2.31)
27y Jr

dla n > 0.
Kontur I', ktory w rozpatrywanym przypadku moze by¢ okregiem o promieniu R > 1, jest

krzywa catkowania lezaca w obszarze zbieznosci transmitancji T (z) (zakreskowany obszar
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2. Odwrotne filtry korekcyjne

na rys. 2.2). Dla n > 0 kontur I' obejmuje wszystkie bieguny funkcji podcatkowej. Stad
wartosé catki we wzorze (2.31) mozna obliczyé¢ jako sume residuéw funkeji podcatkowej w

tych biegunach [62]. Dla biegunéw jednokrotnych otrzymujemy

pt P
o= res (T+(z)z”_1) => lim, <T+(Z)Zn_1 (z —p}f)) -

L—1 7=P; k=1%"Pk
p+

- ¥ (p;)"’l lim (T*(2) (= —pf)) =
k=1 TPy
P n—1

S ) e () (2.32)
k=1

Analizujac wzér (2.32) widaé, ze otrzymano ciag wyktadniczy, ktory jest absolutnie sumo-
walny dla n > 0, poniewaz |p; | < 1, za$ a(p;) jest stala niezalezna od n. Analzi¢ zbieznosci
dla biegunéw wielokrotnych przedstawiono w dodatku B.1 .Wida¢ zatem, ze ukltad opisany
transmitancja 71 (z) z obszarem zbieznosci bedacym zewnetrzem kota jednostkowego wraz z
jego brzegiem jest stabilny.

Podobnie mozna dowie$¢ stabilnosci transmitancji 7'~ (z), dla ktérej obszarem zbieznosci
ze wzgledu na przyporzadkowany jej rozktad biegunoéw jest wnetrze kota jednostkowego wraz
z brzegiem. Na podstawie twierdzenia 2.2 mozna wnioskowaé, ze tak okreslony uktad jest
antyprzyczynowy. Odpowiedz impulsowa uktadu antyprzyczynowego spetnia warunek (2.21).
Zatem aby dowies¢, ze uktad ten spetnia warunek stabilnosci, ktéry dla uktadu antyprzyczy-

nowego mozna zapisa¢ w postaci
—1

> il < oo (2.33)

wystarczy dowies¢, ze kolejne probki odpowiedzi impulsowe;j
1
i, = 3 7{_FT (2)2" tdz (2.34)

dla n < 0 sg absolutnie sumowalne. Kontur I', ktéry musi leze¢ w obszarze zbieznosci funk-
cji podcatkowej (zakreskowany obszar na rys. 2.3), w rozpatrywanym przypadku moze by¢
okregiem o promieniu r < 1.

Dla n < 0 funkcja podcatkowa moze mie¢ dodatkowy biegun w zerze, ktorego krotnosé
bedzie zalezata od n. Dlatego dla wygody dalszych analiz dokonajmy we wzorze (2.34) pod-
stawienia

z=v"" (2.35)

W jego wyniku bieguny transmitancji 7~ (v™!) sa symetrycznym odbiciem wzgledem okregu

jednostkowego biegunéw transmitancji 7~ (z), tzn. jesli p, jest biegunem T (z), to p% jest
k
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2. Odwrotne filtry korekcyjne

biegunem T~ (v—!). Wynika stad, ze skoro transmitancja T~ (z) posiada wszystkie bieguny na
zewnatrz kola jednostkowego, to transmitancja T~ (v~!) posiada wszystkie bieguny wewnatrz
kota jednostkowego.

Rézniczkujac obustronnie wyrazenie (2.35)
dz = —v 2dv (2.36)

i stosujac je do wzoru (2.34) otrzymujemy
1
e
2my Jr
1
— — T (v 2.37
3 BT (2.37)
W wyniku zastosowanego podstawienia (2.35) obszarem zbieznosci staje sie zewnetrze kota
jednostkowego, a kontur I' musi by¢ teraz okregiem o promieniu % Teraz dla n < 0 krzywa
I' obejmuje wszystkie bieguny funkcji podcatkowej we wzorze (2.37), zatem catke mozna
obliczy¢ jako sume residuéw w tych biegunach. Podobnie jak wczesniej, analiza wzoru (2.37)

jest stosunkowo prosta dla biegunéw jednokrotnych, gdyz wtedy otrzymujemy

b= 3 Jm (T e (o)) =
(L) 1y (-1 _
B g(ﬁ) ini(T (v )(U —pk)):

- kil <pi; )"1 ‘ <pi;;> (2.38)

Z zaleznosci (2.38) widaé, ze otrzymany ciag wyktadniczy jest absolutnie sumowalny dla
n < 0, poniewaz |p,| > 1, a czynnik a(1/p, ) jest stata niezalezna od n. Analzie absolutne;
sumowalnosci odpowiedzi impulsowej {i;’} dla rozpatrywanej transmitancji przy biegunach
wielokrotnych przedstawiono w dodatku B.2. Z przeprowadzonych analiz mozna zatem wysu-
na¢ wniosek, ze uktad opisany transmitancja 7'~ (z) z obszarem zbieznosci bedacym wnetrzem
kota jednostkowego wraz z jego brzegiem jest stabilny, co konczy dowod. B

Zatem, jesli odpowiedz impulsowa nieprzyczynowego uktadu o transmitancji 7'(z) posia-
dajacego bieguny zaréwno wewnatrz jak i na zewnatrz kota jednostkowego ma by¢ absolutnie
sumowalna (co zagwarantuje stabilnosé uktadu w sensie BIBO), to musi by¢ ona suma dwdch
sktadowych: sktadowej przyczynowej i, ktora bedzie wyznaczana w oparciu o transmi-
tancje T (z) grupujaca bieguny lezace wewnatrz kota jednostkowego oraz sktadowej anty-

przyczynowej i, , wyznaczanej w oparciu o transmitancje 7 (z) grupujaca bieguny lezace
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2. Odwrotne filtry korekcyjne

na zewnatrz kota jednostkowego.
iy =1 41, nel (2.39)

Sktadowe i} i i, okre$lone sa odpowiednio przez wzory (2.40) i (2.41).

. 0 dla n <0
_— 1 2.40
n — 7{ TH(2)z" 'dz dla n>0 (2.40)
2my Jr
1 - n—1
—j{ T7(2)2z" "dz dla n<0
i, =< 2mj /-1 (2.41)

0 dla n>0
gdzie ' = {z: |z| = 1}.

Przy takim podejsciu cyfrowy filtr korekcyjny spetniajacy zaleznosé (2.13) bedzie zawsze
BIBO stabilny za wyjatkiem przypadku, kiedy co najmniej jeden jego biegun bedzie lezat
na okregu jednostkowym. W rozpatrywanym przypadku korekcji ma to miejsce wtedy, gdy
uktad znieksztatcajacy posiada zera lezace na okregu jednostkowym. Wtedy ciag wyktadniczy
reprezentujacy sktadowa odpowiedzi impulsowej filtru korekcyjnego odpowiadajaca takiemu
biegunowi nie bedzie zdazal do zera zaréwno przy n — oo, jak rowiez przy n — —oo. Zatem
odpowiedz impulsowa nie bedzie absolutnie sumowalna w sensie wyrazenia (2.28). Tym samym
uzyskany filtr korekcyjny bedzie niestabilny w sensie BIBO. Przyczyna niestabilno$ci jest zle
uwarunkowanie uktadu znieksztatcajacego, ktory posiada zera lezace na okregu jednostkowym.

Jednym z podejsé do zaistniatego problemu jest zastosowanie iteracyjnej metody filtracji
odwrotnej [58], ktéra jednak w przypadku koniecznosci uzyskiwania wynikéw ,on-line” nie
ma zastosowania. Drugim podej$ciem moga by¢ metody regularyzacyjne [40], gdzie poszukuje
sie filtru, ktorego wtasciwosci jak najlepiej odwzorowywatyby wtasciwosci idealnego filtru
korekcyjnego okreslonego wzorem (2.1) lub (2.13), a jednoczesnie bedacego uktadem stabilnym
asymptotycznie.

Zte uwarunkowanie w praktyce ma miejsce nie tylko wtedy, gdy jakie$ zero transmitancji
H(z) znajduje si¢ na okregu jednostkowym ale takze wowczas, gdy lezy ono blisko niego. Za-
daniem poste¢powania regularyzacyjnego moze wigc by¢ réwniez zapewnienie pewnego zapasu

stabilnosci dla odwrotnego filtru korekcyjnego.

2.4. Teza

Biorac pod uwage przedstawione informacje, w niniejszej pracy podjeto sie udowodnienia

przedstawionej ponizej tezy.

26



2. Odwrotne filtry korekcyjne

MoZliwa jest synteza stabilnego, dyskretnego uktadu korekcyjnego, ktory w polgczeniu
szeregowym z zadanym przyczynowym i zle vwarunkowanym uktadem znieksztatcajgcym

pozwala na korekcje wprowadzanych przez niego znieksztatcen.
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3. Synteza filtrow quasi-odwrotnych

Rozwigzanie zarysowanego problemu niestabilnogci! idealnego filtru korekcyjnego mozna
przeprowadzi¢ na drodze kompromisu poprzez zastosowanie innego filtru, ktory bytby stabil-
ny, a jednoczesnie w kaskadzie z uktadem znieksztatcajacym tworzytby uktad jak najbardziej
zblizony do uktadu tozsamosciowego, prowadzac do powstania uktadu wypadkowego okre-
slonego mianem uktadu quasi-toZsamosciowego. Przy rozwigzywaniu tak postawionego

problemu zdecydowano sie na podejscie optymalizacyjne uwzgledniajace dwa kryteria:
e aproksymacji uktadu tozsamosciowego,
e stabilnosci filtru korekcyjnego,

poddajac je nastepnie minimalizacji w celu okreslenia rozwigzania optymalnego.

3.1. Podstawy matematyczne

Matematyczne zadanie poszukiwania filtru korekcyjnego mozna postawi¢ uniwersalnie za
pomoca uogolnionej formuty algebraicznej, ktora bedzie stuszna zaréwno w dziedzinie cza-
su, jak i w dziedzinie czestotliwosci. Dzigki temu mozliwe bedzie przeniesienie uzyskanego
rozwiazania do jednej z wymienionych dziedzin, w zaleznosci od potrzeb i stopnia trudnosci
przeksztatcen wymaganych do uzyskania uzytecznych wzoréw lub interpretacji uzyskanych
wynikéw. Dodatkowo zdefiniowanie przedstawionych powyzej kryteriow optymalizacyjnych z
wykorzystaniem jednolitej formuty umozliwi ich wzajemne tgczenie i jednoczesne przeprowa-

dzanie na nich wymaganych operacji matematycznych.

W sensie BIBO w odniesieniu do uktadéw nieprzyczynowych.
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3. Synteza filtrow quasi-odwrotnych

3.1.1. Przestrzen wektorowa sygnatéow

Potraktujmy zatem ciag préobek sygnatu o wartosciach rzeczywistych, jako wektor w wie-

lowymiarowej przestrzeni U, tzn. sygnatowi {a,} bedzie odpowiadal wektor kolumnowy?
a = [...,a_l,ao,al,...]T (31)

Zaktada sie, ze indeksy wspotczynnikow w wektorze moga przyjmowaé wartosci ujemne, gdyz
w ogélnym przypadku wektor moze reprezentowa¢ sygnatl nieprzyczynowy. Wspotezynniki
wektora o indeksach ujemnych beda reprezentowac nieprzyczynowe probki sygnatu, natomiast
wspoétezynniki o indeksie 0 i indeksach dodatnich — prébki przyczynowe.

W praktyce zawsze dysponujemy jedynie skonczonym zbiorem prébek sygnatu, dlatego

wektor bedzie posiadal skonczong liczbe wspotczynnikow
_ T
a=[a_p,...,a_1,00,a1,...,0a0,) (3.2)

jak réwniez przestrzen U bedzie miata skonczony wymiar.

Poniewaz z zalozenia wektory te moga reprezentowa¢ sygnaty nieprzyczynowe, to w celu
jednoznacznego okreslenia probki o numerze 0 zaktada sig, ze sygnaly reprezentowane sa za
pomoca wektorow o nieparzystej liczbie wspotrzednych, gdzie srodkowa wspotrzedna odpo-
wiada probce o numerze 0. Dzieki temu mozliwe jest jednoznaczne opisanie dowolnego sygnatu
o probkach rzeczywistych za pomoca wektora. Dla przyktadu delta Kroneckera bedzie miata
posta¢ d = [0,...,0,1,0,...,0]7.

—_— Y—

n zer n

W przypadku, gdy synglral posiada liczbe probek o indeksach ujemnych rézng od liczby
probek o indeksach dodatnich lub jest przyczynowy, nalezy dokonaé¢ uzupelnienia wektora
zerami, gdyz wektory [a_1, ag, a1, as])” i [0,a_1,ag, ay,as]’ reprezentuja w rzeczywistosci ten
sam sygnat.

Okreslmy dla tych wektorow operacje dodawania i mnozenia przez elementy ciata, przyje-

tego jako zbior liczb rzeczywistych R, w nastepujacy sposéb

c=a+b, gdzie ¢,=a,+b, nel (3.3)

c=oaa, gdzie c¢,=aa, nelackR (3.4)

gdzie a,, b,, ¢, sa wspoétrzednymi odpowiednio wektoréw a, b i ¢, natomiast « jest skalarem.

Nie jest trudno udowodnié [21], Ze zbiér takich wektoréw jest przestrzenia liniowa nad ciatem

2T oznacza operacje transponowania macierzy.
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3. Synteza filtrow quasi-odwrotnych

liczb rzeczywistych, gdyz operacje zdefiniowane wzorami (3.3) i (3.4) spetniaja warunki

a+b = b+a (3.5)

(@+b)+c = a+(b+c) (3.6)

Jocv a+0 = a (3.7)

Vacr Jacv @+ (—a) = 0 (3.8)
(aB)a = a(fa) (3.9)

(a+pP)a = aa+ fa (3.10)

al@+b) = aa+ab (3.11)

la = a (3.12)

dla kazdego a,b,c € U i o, § € R, gdzie 1 jest jedynka ciata liczb rzeczywistych oraz

0 = [..,0,0,0,..])" (3.13)

—a = [...,—a_l,—ao,—al,...]T (314)

sg odpowiednio wektorami zerowym i przeciwnym. Tak okreslona przestrzen liniowa bedzie
nazywana przestrzeniq liniowqg sygnalow dyskretnych.

W przestrzeni liniowej mozna zdefiniowaé iloczyn skalarny (a,b) € R, bedacy funkcja
dwoch dowolnych wektoréw a i b nalezacych do danej przestrzeni. Funkcja ta przyporzadko-

wujac wspomnianej parze wektorow element z ciata liczb rzeczywistych musi spetniaé¢ ponizsze

warunki
(a,b) = (b,a) (3.15)
(@+b,e) = (a,e)+(be) (3.16)
(a@,b) = afa,b), a€R (3.17)
(@,a) > 0 dla a#0 (3.18)
(@,a) = 0 dla a=0 (3.19)

W szezegdlnosei odwzorowanie a,b — (a,b) € R okreslone jako suma iloczynéw odpowiada-
jacych sobie prébek a,, i b, sygnatow {a,} i {b,}

—+00
(@b)=a"db= > aub,, a,b, €R (3.20)

n=—oo

spehia aksjomaty (3.15) — (3.19) stanowiac iloczyn skalarny sygnatéw. Jesli obydwa argu-

menty zdefiniowanego iloczynu skalarnego sygnatow pokrywaja sie, to staje sie on kwadratem
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3. Synteza filtrow quasi-odwrotnych

normy sygnatu
(@.a) = llall* = >_ lan|* (3.21)

okreslajac jego ,energic”
W przetwarzaniu sygnatéw przez liniowe uktady stacjonarne bardzo wazna role petni ope-

racja splotu definiowana nastepujaca zaleznosciag

Yn= D iniTh, n kel (3.22)

k=—o00
gdzie: i,, — n-ta prébka sygnatu odpowiedzi impulsowej {i,} uktadu, i,, € R,
x, — n-ta probka sygnatu wejsciowego {z,}, =, € R,

Yn — n-ta probka sygnatu wyjsciowego {y,}, y. € R.

Wzér (3.22) moze byé¢ réwniez zapisany w postaci macierzowej
y=Iz (3.23)

gdzie

G0 iy iy iis iy is ig
ide iy iie i iy i
o 11 b9 T_1 T_9 i_3 1_4
I'=| .- dg iy 4y dg 4 i_g i3 --- (3.24)
i ds iy i1 do iy i
T N R A

ie i5 iy 43 g9 i1 o

r = [...,$,3,$,2,$,1,l’0,$1,$2,l’3,...]T (325)

Yy = [""y—3>y—2>y—1ay0>y1;y2,y3,...]T (326)

Jesli przyjaé, ze sygnaly {z,}, {y,} oraz {i,} maja skonczony czas trwania, to zaréwno
macierz I jak rowniez wektory x i y przyjmujg skoniczony wymiar.

Mozna zatem przyjac, ze w przestrzeni liniowej sygnatow operacji splotu odpowiada ope-
rator, okreslony mianem operatora splotu, scharakteryzowany kwadratowa macierza To-

epliza, w ktorej na gtéwnej przekatnej znajduja si¢ wartosci probki o indeksie 0, ponizej niej
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3. Synteza filtrow quasi-odwrotnych

umieszczane sa probki przyczynowe, natomiast powyzej probki antyprzyczynowe. Operator
ten sygnatowi dyskretnemu {z,} reprezentowanemu przez wektor x przyporzadkowuje wek-
tor y reprezentujacy dyskretny sygnal {y,}. W przypadku, gdy odpowiedZ impulsowa ukladu
dyskretnego jest przyczynowa, macierz operatora splotu staje sie macierzg dolng tréjkatna.
Dla uktadu tozsamosciowego macierz operatora splotu jest macierza jednostkowg 1. Ze wzgle-
du na poczynione wczedniej zalozenie zwiazane z reprezentacja sygnalow nieprzyczynowych
przez wektory, rozmiar macierzy operatora splotu jest zawsze liczba nieparzysta.

Nalezy rowniez zauwazy¢, ze wynikiem dziatania operatora splotu reprezentujacego uktad
dyskretny na wektor delty Kroneckera jest wektor probek odpowiedzi impulsowej takiego
uktadu

I6 =1 (3.27)

Tak zdefiniowany operator splotu jest operatorem liniowym, gdyz dla dowolnych wektorow

a,b e U oraz a € R spelia warunek jednorodnosci i addytywnosci, tj.

Ila+b)=1Ia+1b (3.28)
I(ca) = ala (3.29)
co wynika bezposrednio z wtasnosci dodawania i mnozenia macierzy.

Zgodnie z definicja operator sprzezony do danego operatora liniowego musi dla dowolnych

wektoréw a,b € U spelnia¢ zaleznosé [21]
(Ia,b) = (a,I"b) (3.30)

gdzie: I — macierz operatora liniowego,

I* — macierz liniowego operatora sprzezonego.
Nie jest trudno wykazaé, ze operator sprzezony do danego operatora splotu scha-
rakteryzowany jest przez macierz bedaca transpozycja macierzy operatora splotu, gdyz na

podstawie (3.20) oraz wlasnosci transpozycji macierzy otrzymuje sie
(Ia,b) = (Ia)"b=a"I"b=a" (I"b) = (a,I'd) (3.31)

Stad widaé, ze
Ir'=1" (3.32)

Jesli stworzymy macierz operatora sprzezonego do operatora scharakteryzowanego przykta-
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3. Synteza filtrow quasi-odwrotnych

dowa macierza (3.24)

o 41ty 13 14 Uz g
P N R N N S
P A A N A A

I*

iy g iy dg iy iy i3 - (3.33)
iy iy dg iy iy i1 s
s iy ds ig iy do i1

e ds i4 i io iy o

to mozna zauwazy¢, iz macierz ta powstaje na bazie odwrdconego sygnatu odpowiedzi impul-

sowej uktadu, ktéry w niniejszym opracowaniu bedzie oznaczany znakiem ¥, tzn.
a=/[..,a_9,a_1,a0,a1,0a9,...] = @ =[.. asa1,a0,a_1,a_s,...] (3.34)

Operacje odwrdcenia wspotrzednych wektora reprezentujacego sygnat dyskretny nazwano in-
wersjq czasowgq.

Operacjom sumy i iloczynu operatoréw splotu, jako operatorom liniowym, odpowiadaja
dziatania sumy i iloczynu macierzy reprezentujacych te operatory. Podobnie operacji iloczynu
operatora splotu przez skalar odpowiada operacja iloczynu macierzy tego operatora przez
skalar [21].

7 punktu widzenia dalszej cze$ci pracy, wazne sg trzy ponizsze twierdzenia.

Twierdzenie 3.1. Iloczyn macierzy A i B operatoréw splotu jest réwny sprzezeniu iloczynu

macierzy A* i B* sprzeZonych operatoréw splotu, ale w odwrotnej kolejnosci, tj.
AB = (B*A*)" (3.35)

Dowo6d powyzszego twierdzenia wynika bezposrednio z (3.32) oraz wlasnosci transpozycji

macierzy.

Twierdzenie 3.2. Inwersja czasowa iloczynu macierzy A operatora splotu i wektora & delty
Kroneckera jest réwna iloczynowi macierzy A* operatora sprzezonego i wektora § delty Kro-

neckera, tj.

(A5)f = A*S (3.36)
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3. Synteza filtrow quasi-odwrotnych

Twierdzenie 3.3. Iloczyn macierzy A operatora splotu i wektora b jest réwny inwersji cza-

sowej iloczynu macierzy A* sprzezonego operatora splotu i inwersji czasowej wektora b, tj.
Ab = (A%’ (3.37)

Dowody twierdzen 3.2 oraz 3.3 znajduja si¢ w dodatku B.

3.1.2. Przestrzen wektorowa sygnaléw a przeksztalcenie Z

Poprzedni rozdzial daje obraz powiazania przestrzeni wektorowej sygnatéw z reprezentacja
sygnatow w dziedzinie czasu. Zaprezentowany sposob opisu sygnatow i uktadéw mozna réwniez
powiazac¢ z przeksztatceniem Z.

W przeksztalceniu Z dowolny sygnal dyskretny {a,} reprezentowany jest przez funkcje
zmiennej zespolonej z wedtug ponizszej zaleznosci

{a,} < A(z) = Y anz™" (3.38)
W poprzednim punkcie przyjeto reprezentacje sygnatéw dyskretnych jako wektora kolummno-

wego zgodnie ze wzorem (3.1). Zatem mozna przyjac, ze
A(z) < a (3.39)

Operacji splotu dwoch sygnatéw w dziedzinie czasu odpowiada operacja mnozenia trans-
format Z tych sygnatow, tj.
{an} = {b,} <> A(2)B(z) (3.40)

W przestrzeni liniowej splotowi odpowiada operator splotu, ktorego macierz tworzona jest na

podstawie wektora reprezentujacego jeden z sygnatéw. Stad mozna napisac, ze
A(2)B(z) «» Ab = Ba (3.41)

Macierz sprzezonego operatora splotu tworzona jest na podstawie sygnatu po inwersji
czasowej. Jedli sygnal {a,} scharakteryzowany wektorem a posiada transformate A(z), to
sygnal scharakteryzowany wektorem a* posiada transformate A(z7!), co wynika bezposrednio

z wlasnosci przeksztalcenia Z [46]
{an} <= A(z) = {a_} < Az (3.42)

Zatem
A(zH)B(2) < A*b (3.43)
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3. Synteza filtrow quasi-odwrotnych

Zgodnie z rownoscig Parsevala catkowita energia E sygnatu moze zostaé¢ okreslona zarow-
no na podstawie znajomosci probek a, sygnalu {a,} w dziedzinie czasu, jak réwniez przy

znajomosci jego widma A(e’*) lub transformaty Z A(z) [34]

s 1 m , 1 _
E= Y Jaf* =5 L |A(7) | Pdw = —— 7!2:1 |A(2)|22 d2 (3.44)

T 2mj

Stad widaé¢, ze kwadrat normy sygnatu okreslony przez (3.21) ma swoja reprezentacje nie tylko

w dziedzinie czasu lecz rowniez w dziedzinie czestotliwosci oraz dziedzinie przeksztatcenia Z.

3.1.3. Definicje kryteriéw optymalizacyjnych

Postugujac sie reprezentacja energii sygnatu zapisanej z wykorzystaniem iloczynu skalar-
nego sygnatéow, do okreslenia kryterium stabilnosci uktadu przyjeto tzw. stabilnosé ener-

getycznag.

Definicja 3.1. Uklad nazywamy stabilnym w sensie energetycznym, jezeli przy doprowadzo-
nym sygnale wejsciowym {x,} o skoriczonej energii, tj.

—+oc0o
||:B||2 = Z |:1cn|2 < 00 (3.45)

sygnal wyjsciowy {y,} z rozpatrywanego uktadu posiada réwniez skonczong energie

“+00

lyll> = > lyal* < o0 (3.46)

Przyjmujac, ze sygnal wejsciowy {x,} jest delta Kroneckera, to sygnal wyjsciowy {y,} jest
odpowiedzia impulsowa {7, } uktadu. Przy takim zalozeniu sygnal wejSciowy ma ograniczona
energie speliajac zaleznos¢ (3.45). Zatem, aby rozpatrywany uklad byl energetycznie stabilny,

musi istnie¢ taka dodatnia liczba ¢, ze

lE*= > linl*<4q (3.47)

Sygnat odpowiedzi impulsowe] zostanie wiec wykorzystany do zdefiniowania wskaznika sta-

bilnosct filtru korekcyjnego, ktory bedzie jednym z dwoch kryteriow optymalizacyjnych.

Definicja 3.2. Wskaznikiem stabilno$ci ukladu w sensie energetycznym jest wartosé q energii

odpowiedzi impulsowej {i, }

. . = 1 _
(@,4) = [li* = > [in]* = 7421 ()2 dz=¢q (3.48)

e 2mj
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3. Synteza filtrow quasi-odwrotnych

Zdefiniowany wskaznik umozliwi w procedurze minimalizacyjnej poréwnywanie filtrow korek-
cyjnych w celu wyboru optymalnego rozwigzania pod wzgledem stabilnosci, gdyz im mniejsza
jest jego wartos¢, tym filtr korekcyjny jest bardziej stabilny.

W najlepszym przypadku dotaczenie filtru korekcyjnego powinno stworzy¢ uktad wypadko-
wy bedacy uktadem tozsamosciowym, ktorego odpowiedzig impulsowa jest delta Kroneckera.
Wyznaczajac energie roznicy sygnatu odpowiedzi impulsowej uzyskanego uktadu wypadkowe-
go i delty Kroneckera mozna okresli¢c warto$¢ energii, ktéra zostata rozproszona przez uktad
znieksztatcajacy i nie skompensowana przez zastosowany filtr korekcyjny. Jej wartos¢ okresla
jednoczesnie jako$¢ aproksymacji, tj. na ile kaskadowe potaczenie filtru korekcyjnego i uktadu
korygowanego przybliza uktad tozsamosciowy. Im mniejsza jest to wartos¢, tym uktad wypad-
kowy oddaje wierniej uktad tozsamosciowy. Wykorzystujac wigc ponownie metryke przestrzeni
sygnatow zdefiniowano wskaznik aproksymacyi, bedacy drugim kryterium optymalizacyj-

nym.

Definicja 3.3. Wskaznikiem aproksymacji uktadu tozsamosciowego przez uktad wypadkowy,
powstaty w wyniku kaskadowego potgczenia uktadu korygowanego 1 filtru korekcyjnego, nazy-
wamy energie réznicy sygnatu {y,} odpowiedzi impulsowej na wyjSciu wspomnianej kaskady
uktadow i delty Kroneckera {0,}.

+o00 1

y—dy—08)=ly—0l"= > (yu—0)°

n=—oo

= 57 74221 YV (2) — 1122 4dz (3.49)

gdzie: y — wektor reprezentujgcy sygnat odpowiedzi impulsowej uktadu wypadkowego,

& — wektor reprezentujgcy delte Kroneckera.

Zdefiniowane powyzej wskazniki stabilnosci i stopnia aproksymacji przy wykorzystaniu
kwadratu normy sygnatu maja swoja reprezentacje zaréwno w dziedzinie czasu, jak réwniez
dziedzinie czestotliwosci oraz w formie przeksztatcenia Z, co wynika z réwnosci Parsevala. Ta-
kie podejécie umozliwia postugiwanie sie uogélnionym zapisem, gdzie oznaczenia h i g moga
by¢ interpretowane zaréwno jako transmitancje H(z) i G(z) odpowiednio uktadu korygowa-

nego i filtru korekcyjnego, jak réwniez jako sygnaty {h,} i {g,} ich odpowiedzi impulsowych.

3.2. QOkreslenie zadan optymalizacyjnych

Niech h i g reprezentuja wektory odpowiedzi impulsowych odpowiednio uktadu znieksztatl-

cajacego i filtru korekcyjnego. Zgodnie z przedstawionymi rozwazaniami, liniowy i stacjonarny
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uktad dyskretny moze by¢ reprezentowany przez operator splotu o macierzy tworzonej na ba-
zie wektora odpowiedzi impulsowej tego uktadu. Rozpatrujac przyjeta strukture potaczenia
uktadu znieksztatcajacego i korekcyjnego, odpowiedz impulsowa uktadu wypadkowego moze

by¢ wyznaczona na podstawie zaleznosci
y=G(H)) =GH) (3.50)
Bazujac na twierdzeniach 3.1 1 3.2, zaleznosé (3.50) mozna przeksztalcié do postaci
y = (H'G*)"§ = (H*G*8)’ (3.51)
Wiedzac, ze
G'6 =g (3.52)

oraz wykorzystujac twierdzenie 3.3, zalezno$¢ (3.51) reprezentujaca wypadkowa odpowiedz

impulsowa kaskadowego potaczenia uktadu znieksztatcajacego i korekcyjnego przyjmie postaé
. ad
y=(Hg) =Hg (3.53)

W sytuacji, gdy idealna odwrotnos$¢ uktadu korygowanego jest niestabilna proponuje sie
zastosowanie procedury, ktéra polega na poszukiwaniu minimalnej wartosci wspotczynnika
jednego z dwoéch wymagan stawianych poszukiwanemu filtrowi korekcyjnemu, przy jednocze-
snym postawieniu ograniczenia z wykorzystaniem drugiego wymagania. W teorii programo-
wania nieliniowego, zadanie to znane jest pod nazwa minimalizacji z ograniczeniami [36, 61]

1 w og6lnym przypadku ma postac

minimalizowa¢ funkcje  f(x)
wzgledem  x € R"

przy ograniczeniach  c¢(z) =¢q, q€R
Proponowang procedure mozna zrealizowaé na dwa sposoby?®.

1. Poszukuje sig filtru korekcyjnego, ktory w potaczeniu kaskadowym z uktadem znieksztat-

cajacym najlepiej aproksymuje uktad tozsamosciowy

fi(g)=(Hg —d8,Hg — 6) — min (3.54)

3Dla rozréznienia oznaczen funkcji i stalych przypisanych danemu zadaniu optymalizacyjnemu, zastosowa-

no indeksowanie dolne.
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przy zatozonym ograniczeniu

ca(g)=(9.9 =0, a€RA ¢G>0 (3.55)

ktoére oznacza, ze wskaznik stabilnoéci filtru korekcyjnego musi przyjaé zatozong wartosé

qi-

2. Poszukuje sie filtru korekcyjnego o minimalnym wskazniku stabilnosci

f2(9) = (9,9) — min (3.56)

przy zatozonym ograniczeniu
c(9)=(Hg—-6,Hg—86)=q, @R Ag>0 (3.57)

oznaczajacym, ze wskaznik aproksymacji uktadu wypadkowego powstalego na skutek
kaskadowego potaczenia uktadu znieksztatcajacego i filtru korekcyjnego musi przyjac

zatozong wartosé go.

Przedstawione powyzej zatlozenia bedg nazywane dalej odpowiednio: pierwszym i drugim
zadaniem optymalizacyjnym.

Jesli przyjrzec si¢ okreslonym powyzej zadaniom optymalizacyjnym, to bardziej intuicyjne
jest zaktadanie poziomu aproksymacji uktadu tozsamosciowego zastosowane w drugim zadaniu
optymalizacyjnym i poszukiwanie filtru korekcyjnego, ktorego wtasciwosci pozwalatyby na
osiagniecie jak najlepszej stabilnosci, niz zaktadanie wskaznika stabilnosci. Jednak w celu
petnego rozpatrzenia problemu zdecydowano si¢ na rozwazenie rowniez i tego przypadku. Jak
si¢ okaze, pomimo wydawaloby si¢ tak roznych warunkéw minimalizacyjnych i ograniczajacych
w obu przedstawionych zadaniach, uzyskane w dalszej czesci pracy rozwigzania sg do siebie

podobne.

3.3. Rozwigzanie zadan optymalizacyjnych — filtry

quasi-odwrotne

Rozwiazanie przedstawionych w punkcie 3.2 zadan, jako zadan optymalizacji warunkowej,

mozna przeprowadzi¢ przy wykorzystaniu metody mnoznikéw Lagrange’a.
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3.3.1. Pierwsze zadanie optymalizacyjne

Wykorzystujac wspomniana metode, na podstawie (3.55) i (3.54) tworzy sie tzw. funkcjo-

nal Lagrange’a postaci

Li(g,A) = fi(g) +A(alg) —q) =

gdzie A € R jest zmienna zwang nieoznaczonym czynnikiem Lagrange’a lub mmnoznikiem
Lagrange’a.

Poszukiwanie minimum tak stworzonego funkcjonatu przeprowadzono metoda gradiento-
wa. Przy ustalonej warto$ci mnoznika A, funkcjonal (3.58) osiagnie minimum dla g, wtedy i

tylko wtedy, gdy dla dowolnej zmiany A, wektora g, spelniona jest nieréwnosé
L1(gxr + Ay, A) = Li(gr, A) > 0 (3.59)

Zapiszmy funkcjonaty wchodzace w sktad réznicy po lewej stronie nieréwnosci (3.59) w roz-

winietej formie, tj.
Li(gr+Ag,A) = (H(gr+Ay) -0, H(gr+Ay) —6) +
+A((gr +Ag g0+ Ay) — q1) (3.60)

Li(zr,A\) = (Hgr—06,Hg\—06)+ \(9r,9)) —¢1) (3.61)

Wykorzystujac aksjomaty iloczynu skalarnego sygnatéow oraz wtasnosci operatora splotu wspo-
mniang réznice mozna, za pomocg przeksztalcen przedstawionych w dodatku A.1, zapisaé¢ w

innej — rownowaznej formie.
Li(gr +A,N) — Li(gr,\) = 2(H*Hgy — H*§ + \g»,A,) + ||HA,||? + \|A,|I? (3.62)
Podstawiajac otrzymane wyrazenie (3.62) do nieréwnosci (3.59) otrzymujemy jej nowa forme
2(H*Hg, — H*§ + \gx, A,) + |HA|? + M\|A,]|> > 0 (3.63)

Warunek (3.63) spelniony jest przy dowolnej zmianie A, wtedy i tylko wtedy, gdy zeruje sie
pierwszy sktadnik wyrazenia, tj. iloczyn skalarny (H*Hg,—H"0+\g», A,). Sktadnik ten musi
zniknaé, gdyz ze wzgledu na liniowg zaleznos¢ od A, nie utrzymuje statego znaku podczas
zmian A, przez co nier6wno$¢ (3.63) nie moze by¢ spetniona dla dowolnej wartosci A,. Tylko

iloczyn skalarny wektora zerowego z dowolnym, niezerowym wektorem A, doprowadzi do
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zerowania si¢ pierwszego sktadnika wyrazenia (3.63). Dlatego warunkiem koniecznym istnienia
minimum jest zerowanie sic wektora H*Hg, — H*6 + \g,.

Takze przy A < 0 lewa strona wyrazenia (3.63) nie utrzymuje stalego znaku dla dowolnej
wartodci A,. Zatem warunkiem koniecznym i wystarczajacym istnienia minimum wyrazenia

(3.58) jest spelnienie ponizszych kryteriow
H"'Hg, —Hd0+Xgr=0 oraz A>0 (3.64)

Rozwiazujac pierwszy z warunkéw (3.64) wzgledem g, uzyskuje sie poszukiwany filtr, jako

funkcje parametryczng mnoznika A
9=\ +HH)'"H*§ =H*(\1+ H*H)™'§ (3.65)

Ze wzgledu na przemienno$¢ mnozenia operatoréw splotu, rozwiazanie (3.65) mozna réwniez
przedstawi¢ w postaci utamka operatorowego
H*
- 5
AN +H'H

Uzyskane rozwigzanie g, okresla rodzine filtrow, nazwang A-rodzing filtréw quasi-odwrot-

9 (3.66)

nych.
Na podstawie (3.66) i zdefiniowanego wskaznika stabilnosci (3.48) utworzono funkcje Sy (),

H* H
S1(A) = (gxr.g0) = <A1 0 AN 3 6> (3.67)

nazywana dalej funkcjq stabilno$ci. Podobnie wykorzystujac wskaznik aproksymacji (3.49),

utworzono funkcje A;(\)

(3.68)

HH* HH* 5.6
M +H'H "N+ H'H

Ai(\) = (Hg)—6,Hg, — 6) = <75 -4

nazwang funkcjqg aproksymacys.
Zgodnie z ograniczeniem (3.55) wskaznik stabilnosci dla poszukiwanego filtru powinien
przyjac¢ zatozong wartos¢ q;. Rozwiazanie, ktore spetnia to zalozenie ograniczajace uzyskuje

si¢ dla takiej warto$ci mnoznika A, dla ktorej spelniona jest zaleznos¢
Si1(A) =aq (3.69)

Dlatego dopiero rozwiazanie réwnania (3.69) ze wzgledu na A prowadzi do wyboru z ca-
tej A-rodziny filtréw quasi-odwrotnych opisanych zaleznoscia (3.65) konkretnego rozwiazania

optymalnego opisujacego stabilny filtr quasi-odwrotny spetniajacy zatozone wymagania.
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3.3.2. Drugie zadanie optymalizacyjne

Przy rozwiazywaniu drugiego zadania optymalizacyjnego zastosowano taks samg proce-

dure, jak dla pierwszego. Utworzono zatem funkcjonat Lagrange’a postaci

Ly(g,7) = fa(g) + A(ca(9) — 2) =
= (9,9) + \((Hg—6,Hg—6) —q), NeR (3.70)

w celu jednoczesnego uwzglednienia warunkéw (3.57) oraz (3.56). Funkcjonal (3.70) osiaga
minimum dla g, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych zmian A, wektora g, spelniona jest
nierownos¢

Lo(gr+ Ay, N) — La(gr, A) >0 (3.71)

Zapisujac funkcjonaly wchodzace w sktad réznicy po lewej stronie nieréwnosci (3.71) w roz-
winietej formie

Lo(gr+Ag,A) = (gr+ 85,90 +Ay) +
+A((H(gr+Ay) —6,H(gr+A4A,) —9) (3.72)
Lo(gr,A) = (gr.9x) + A(Hgr — 6, Hgy — 6) — q2) (3.73)

doprowadza sie¢ wspomniang réznice do nastepujacej postaci
Lo(gn+ Ay, ) = La(gx, A) = 2(gx + AH Hgy — AH™6, Ag) + A[[HA, | + [|A, > (3.74)

co przedstawiono w dodatku A.2. Podstawiajac otrzymane wyrazenie (3.74) do nieréwnosci
(3.71), otrzymuje sie jej nowa forme

2(gr+ AH*Hgy — \H*6,A,) + M[HA||* + || A,]]* > 0 (3.75)
Jak widaé¢, nier6wno$¢ (3.75) jest bardzo podobna do nieréwnosci (3.63) uzyskanej dla pierw-

szego zadania optymalizacyjnego. Stad okreslenie warunku koniecznego i wystarczajacego

istnienia minimum sprowadza si¢ do ponizszego zatozenia
g+ \H"Hg, — \H"0 =0 oraz, A>0 (3.76)
Ostatecznie rozwiazanie drugiego zadania optymalizacyjnego przyjmuje postac
g =1+ H*H)'\H*6 = \H*(1+ \H*H)"'§ (3.77)

ktora réwniez mozna zapisa¢ w postaci utamka operatorowego
AH*

“1THH? (3.78)

(/DY
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3. Synteza filtrow quasi-odwrotnych

Otrzymane rozwiazanie g, rowniez opisuje rodzine filtréw, okreslona wczesniej mianem A-ro-
dziny filtréw quasi-odwrotnych*, uzyskanych jednak przy innych zalozeniach optymali-
zacyjnych.

Takze w tym przypadku, bazujac na uzyskanym rozwigzaniu oraz wskazniku stabilnosci,

utworzono funkcje stabilnosci Sy()\)

AH™ AH”
oraz funkcje aproksymacji Ay(\)
AHH* AHH*

bazujaca na zdefiniowanym wskazniku aproksymac;ji.

Zgodnie z ograniczeniem (3.57), w rozpatrywanym zadaniu optymalizacyjnym wskaznik
aproksymacji uktadu wypadkowego powinien przyjaé zatozona wartosé¢ ¢o, dlatego w tym
wypadku w celu uzyskania optymalnego rozwiazania, nalezy wyznaczy¢ wartos¢ mnoznika A

poprzez rozwigzanie réwnania

A (A) = g2 (3.81)

4Dzielac licznik i mianownika we wzorze (3.78) przez \, uzyskuje si¢ rozwiazanie podobne w formie, jak

dla pierwszego zadania optymalizacyjnego.
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4. Filtry quasi-odwrotne w dziedzinie

czasu i czestotliwosci

Zastosowany w poprzednim rozdziale zapis sygnatéw w postaci wektoréw znacznie uproscit
przeksztatcenia matematyczne, ktore doprowadzity do uzyskania klasy filtrow quasi-odwrot-
nych. Jednak postugujac sie rozwiazaniami zapisanymi w postaci (3.66) lub (3.78) nie jestesmy
w stanie okresli¢ struktury filtru, rozktadu jego biegunow, jak rowniez jego charakterystyk
czestotliwo$ciowych. Dlatego w niniejszym rozdziale dokonano transformacji uzyskanych roz-
wigzan do dziedziny czestotliwosci i czasu, aby m.in. w kolejnym rozdziale przeprowadzic¢
badania symulacyjne.

W pierwszej kolejnosci ogdlng postaé¢ rozwigzan zapisano w dziedzinie zmiennej z uzy-
skujac transmitancje filtru quasi-odwrotnego. Jej znajomos¢ umozliwia przebadanie rozktadu
biegunéw uzyskanej rodziny filtrow oraz daje mozliwos$¢ okreslenia charakterystyk czestotliwo-
Sciowych. Dysponujac transmitancja i przyjmujac, iz ujemne potegi zmiennej z reprezentuja
operacje opoznienia o okreslong liczbe préobek zalezng od stopnia potegi, zas potegi dodatnie
— operacje przys$pieszenia, mozna w prosty sposob uzyskac¢ rekurencyjne réwnania réznicowe
opisujace filtry quasi-odwrotne w dziedzinie czasu.

Bazujac na uzyskanej transmitancji filtru, przeanalizowano zachowanie sie funkcji stabil-
nosci S(A) i aproksymacji A(\) dla kazdego z dwoch zadan optymalizacyjnych.

Ze wzgledu na przynaleznosé¢ filtrow quasi-odwrotnych do klasy uktadéw nieprzyczyno-
wych, rozpatrzono réwniez pewne aspekty zwigzane z przetwarzaniem sygnalow przyczyno-

wych m.in. o nieskoniczonym lub bardzo dtugim czasie trwania.

4.1. Wpymierna transmitancja filtru quasi-odwrotnego

Do okreslenia funkcji transmitancji filtru quasi-odwrotnego wykorzystano zapis rozwiaza-

nia dla poszczegolnych zadan optymalizacyjnych w postaci utamka operatorowego. Bazujac na
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4. Filtry quasi-odwrotne w dziedzinie czasu i czestotliwosct

zaleznosciach z punktu 3.1.2 pomiedzy zapisem wektorowym sygnaléw a dziedzing zmiennej

z, uzyskanie poszukiwanych funkcji transmitancji staje sie bardzo proste.

4.1.1. Pierwsze zadanie optymalizacyjne

Odpowiednikiem w dziedzinie zmiennej zespolonej z rozwiazania (3.66) uzyskanego dla

pierwszego zadania optymalizacyjnego jest transmitancja G5(z) postaci

__ HETY
A+ H(zY)H(2)

Gi(2) (4.1)

Jesli uktad korygowany, bedacy uktadem przyczynowym, zostanie opisany jako uktad typu

SOI! rzedu N o transmitancji okreslonej wzorem
H(Z) = ho + hlZ_l + h22_2 + ...+ hNZ_N (42)

to wzor (4.1) przyjmie postaé

h0+h12+h222+...+hN2N

N = ot s T o+ 4 ) (ho Tz + I 2 -+ e )

(4.3)

Roéwnosé wspotezynnikéw stojacych przy odpowiadajacych sobie, co do wartosci bezwzglednej,
potegach zmiennej z w wielomianach wystepujacych w mianowniku sprawia, ze po ich wy-
mnozeniu otrzymuje sic obustronny? wielomian symetryczny, tzn. wielomian, ktérego wspot-
czynniki stojace przy zmiennej z podniesionej do takiej samej, co do wartosci bezwzglednej,

potegi sa sobie rowne.

h0+h12+h222+...+hNZN

G = 4.4
2(2) enz N4 otttz gt ezt F o2+ enzN (4:4)
Wspétezynniki ¢, mianownika mozna wyznaczy¢ z zaleznosci
N
/\—I—Zh%, dla n=0
CTL prng k=0 (45)

N—n
Z hkthrka dla n= 1,2,...,N
k=0

1Zalozenie to w istocie nie zmniejsza ogélnosci prezentowanych rozwazan, gdyz dowolny stabilny filtr
cyfrowy mozna z dostateczna dokladnoscia zastapi¢ filtrem SOI, ktérego wspotezynniki beda co do wartosci

rowne probkom jego obcigtej odpowiedzi impulsowej.
2W mysl klasyfikacji wielomianéw na: prawostronny (zawierajacy nieujemne potegi z), lewostronny (za-

wierajacy ujemne potegi z) i obustronny (zawierajacy nieujemne i ujemne potegi z).
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4. Filtry quasi-odwrotne w dziedzinie czasu i czestotliwosct

A Im[z]
el
(p ))(/

sprzezone
odwrotnosci

Re[z]

sprzezone
odwrotnosci

bieguny sprzezone

Rys. 4.1. Przykladowy rozktad biegunéw w filtrze quasi-odwrotnym

Uzyskany wielomian mianownika ma wspotezynniki rzeczywiste, dlatego jego ewentual-
ne pierwiastki zespolone sa sprze¢zone. Dodatkowo jego symetryczno$é oznacza, ze bieguny
transmitancji (4.4) wystepuja czwérkami, tzn. jesli p jest biegunem transmitancji (4.4), to
istnieje biegun p* sprzezony do niego w sensie zespolonym oraz bieguny p~' i (p*)~! bedace

sprzezonymi odwrotnosciamt odpowiednio do biegunow p* oraz p. Ilustruje to rys. 4.1.

Whniosek 4.1. Do jednoznacznego okreslenia wszystkich bieqgunow funkcji transmitancji qu-
asi-odwrotneqgo filtru korekcyjnego wystarczy znajomosé biegunow leZgcych powyzej osi rzeczy-

wistej, wewngtrz kota jednostkowego (zakreskowany obszar na rys. 4.1).

Jesli jednak uktad korygowany zostanie przedstawiony jako uktad typu NOI rzedu N o

transmitancji okreslonej wzorem

L(z) lo+ Lzt +lz24+ . +lgz K
H(z) = = K <N 4.6
(2) M(z)  mo+miz=t +mez 2+ ... +myz NV’ (4.6)
wtedy wzor (4.1) przyjmie postacé
L(z™)
Ch(z) = M(z71) B L(z"Y)M(z) B
AT . L(zY) L(z) ~ AM(z")M(2)+ L(z"Y)L(z)
M(z1) M(z)
d,NZ_N -+ d,NJrlZ_N—H + ..+ dK,lzK_l —+ dKZK
ez N+ 4tz t+egteaz+.. . +enN
Wspbétezynniki d,, wielomianu licznika mozna wyznaczy¢ ze wzoru
min{N+n,K}
do= Y. limpen, n=-N,-N+1,.... K-1,K (4.8)
k=max{0,n}
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4. Filtry quasi-odwrotne w dziedzinie czasu i czestotliwosct

Wartosci wspotezynnikow ¢, wielomianu mianownika uzyskuje si¢ na podstawie zaleznosci

N K
AY"mi+ > 1 dla n=20
k=0 k=0
N—n K—n
Ch =14 A Z MEMprg + Z lplpsr, dla n=12....K (4.9)
k=0 k=0
N—n
)\kamwk, dla n=K+1,K+2,....N
k=0

Ze wzgledu na wystepowanie biegunow zaréwno wewnatrz, jak i na zewnatrz kota jed-
nostkowego, uzyskany filtr quasi-odwrotny bedzie traktowany jako uktad nieprzyczynowy. Jak
dowiedziono w punkcie 2.3.2; uktad nieprzyczynowy jest stabilny w sensie BIBO, gdy zostanie
podzielony na réownolegle potaczenie uktadu przyczynowego (grupujacego bieguny z wnetrza
kota jednostkowego) i antyprzyczynowego (grupujacego bieguny z zewnetrza kota jednostko-
wego). Zatem transmitancja okreslona wzorem (4.4) lub (4.7) musi zostaé przeksztatcona do

postaci

Ga(2) = Gy (2) + GX(2) (4.10)

gdzie transmitancja G (z) bedzie zawierata tylko bieguny z zewnetrza kota jednostkowego, a
transmitancja G5 (z) tylko bieguny z jego wnetrza. Ponizej dokonano przyktadowego rozktadu

transmitancji G (z) okreslonej wzorem (4.4)3.

Pojedyncze bieguny zespolone

Zaktadajac, ze filtr quasi-odwrotny posiada w obszarze ograniczonym przez o$ rzeczywi-
sta 1 gorng czes¢ okregu jednostkowego jednokrotne bieguny zespolone py, ps, ..., pp oraz
wymnazajac licznik i mianownik transmitancji G (z) opisanej zaleznoscia (4.4) przez czynnik

2N w celu uzyskania tylko ujemnych poteg zmiennej z, uzyskuje sie¢ jej nastepujaca postaé

hoz™ N 4+ hyz= W= 4 h-N=2) 41 p
G,\(Z)I 0% + iz + hez + + AN (411)

[[1 (1=pz ) (1=piz ) (1=p 2t (1= @) ')

W celu wyodrebnienia sktadnikow zawierajacych bieguny z wnetrza oraz zewnetrza kota jed-

nostkowego, transmitancje (4.11) przedstawiono w postaci utamkéw prostych

P * -1 (. —1
ai(pi) a; (pz> ai(pi ) a; (pi )
G = E L L 4.12
) P (1 Tpie - pia 1o p e 1= (pp) e (4.12)

3Rozktadu transmitancji (4.7) uzyskanej dla przypadku, gdy uklad korygowany jest typu NOI mozna

dokona¢ identycznie, dlatego problem ten nie zostanie przedstawiony w niniejszej pracy.
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4. Filtry quasi-odwrotne w dziedzinie czasu i czestotliwosct

gdzie w ogblnym przypadku [62]

(p) =G 1—pzt 4.13
ai (p:) = Ga(2) (L=pz™")| (4.13)
Nastepnie dokonano podziatu uzyskanej transmitancji zgodnie ze wzorem (4.10).
P *
o+ _ a;(pi) a; (pi) _
@ ; <1 A T
_ i —2 Rela;(p)p;]z~" + 2 Refa;(p;)] (4.14)
= |pil*P272 = 2Re[p|z7t + 1 '
P -1 *(—1
— az(pz ) a(pz )
G z = _|._ L =
1 (2) Z<1—PZ1 ()t
", —2Rela; D)7z + 2Refai(p; !
Z e Qi (pz )(pz) ]Z + e[a’ (pz )] (415)
i=1 vy \ —2Re[p; ]zt + 1

Obszarem zbieznodci czedci przyczynowej G (z) transmitancji G(2) jest zewnetrze kota o
promieniu r

max{|p;|} <r <1

Natomiast czesci antyprzyczynowej X, (z) przyporzadkowano obszar zbieznosci bedacy wne-
trzem kota o promieniu R

1 < R < min{|p; |}

Takie podejscie daje gwarancje, ze filtr quasi-odwrotny bedzie uktadem stabilnym.

Poniewaz G (2) jest traktowany jako uktad antyprzyczynowy, dlatego licznik i mianownik

-2

jego transmitancji zostanie przemnozony przez czynnik z~“, w celu uzyskania tylko dodatnich

poteg zmiennej z. Réwnoczesnie licznik i mianownik we wzorze (4.15) dzielimy przez czynnik

D; 1‘2 uzyskujac
2Relai(pi V)] ,  2Relai(pi)(p))™"]
p —1]2 —1]2
D; D;
=> ‘ — ‘ (4.16)
= 1 5 2Relp; ]z 1

p!

2% =
’ D;

‘ 2

Przeprowadzenie obydwu powyzszych operacje utatwi pozniejsze uzyskanie wspotczynnikow
roéwnain w dziedzinie czasu wprost z transmitancji Gy (2) i G (2), umozliwiajac tym samym

przetwarzanie sygnatow bezposrednio w oparciu o probki czasowe.
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4. Filtry quasi-odwrotne w dziedzinie czasu i czestotliwosct

Dodatkowo mozna zauwazy¢, ze

M = 2Re[p)] (4.17)
P
D; ‘
M'f‘pjl)] 2 Refa;(p; V)] |pil? (4.19)
b;
2Rela; (p; M) (p1) 7Y

-1

2 = 2Relas(p; )pi] (4.20)
v

Zatem transmitancja G, (z) czesci antyprzyczynowej filtru quasi-odwrotnego przyjmuje postaé

" 2 Refa;(p; )]|pi|*2* — 2 Rela; (p; pil 2

Gi(z) =Y

= |pi\2z2 —2Relp;|z +1

(4.21)

Ostatecznie petna transmitancje filtru quasi-odwrotnego po przeksztatceniach opisuje za-

leznosé

Gir(2) = G(2)+G5(2) =
P —2Rela;(pi)pi]z~t + 2 Relai(p;)]

; Ipi|22=2 — 2Re[p;]z~1 + 1

. XP: 2 Rela;(p; )]Ipil 2 — 2Refa; (p; ")pi2
gt Ipi|*2* — 2Re[pi]z + 1

(4.22)

Analiza wzoru (4.22) pokazuje, ze kazdy z dwoch filtréw sktadowych (przyczynowy i anty-
przyczynowy) mozna przedstawi¢ jako rownoleglte potaczenie uktadéw drugiego rzedu, okre-
slonych mianem filtrow prostych, ktorych wspotezynniki wyznaczane sg na podstawie po-
szczegolnych biegunow p;.

Transmitancja G (z) zawiera tylko ujemne potegi zmiennej z, zatem w dziedzinie czasu
ta czes¢ bedzie operowala na aktualnej probee sygnatu wejéciowego i poprzednich préobkach
sygnatu wejsciowego i wyjsciowego. W transmitancji G (z) wystepuja tylko dodatnie potegi
zmiennej z co wskazuje, ze w dziedzinie czasu ta czes¢ filtra bedzie operowala na prébkach z
przysztosci w stosunku do aktualnie przetwarzanej probki.

Odpowiednie wspotezynniki mianownika transmitancji G (z) i G (2) sa takie same, dla-
tego w dziedzinie czasu wspotczynniki wystepujace w czesci rekursywnej obydwu sktadowych

(przyczynowej i antyprzyczynowej) filtra quasi-odwrotnego beda identyczne co do wartosci.
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4. Filtry quasi-odwrotne w dziedzinie czasu i czestotliwosct

Wielokrotne bieguny zespolone

Uogolniajac powyzsze wyniki mozna podobnie rozpatrzy¢ przypadek, w ktorym uzyskany
quasi-odwrotny filtr korekcyjny o transmitancji G, (z) posiada w obszarze ograniczonym przez
0$ rzeczywista 1 gorna czes¢ okregu jednostkowego bieguny zespolone: pq, ps, ..., pp odpo-
wiednio o krotnosciach: o1, 09, ..., op. Wtedy transmitancje okreslona wzorem (4.4) mozna

zapisa¢ w postaci*

hoz ™™ + hizm WD 4 by W=D 4 h
Gi(z) = +hz + hoz +...+hy (4.23)

IL(t-p)" (10" (1p7) " (1= 00 7

Dysponujac mianownikiem transmitancji X, (z) przedstawionym w postaci iloczynowej, moz-
na dokonac¢ jej rozktadu na utamki proste. W wyniku tego zabiegu transmitancje okreslong

wzorem (4.23) mozna teraz przedstawi¢ w postaci sumy utamkéw prostych

P o *
a; ) a; )

1—29@ Dt (= pre)”

aik( : ) P+ aj’“f ) (4.24)

gdzie w ogblnym przypadku [12]

ai (pi) = E Bl [j;i <G>\Z(Z) (= _pi)mﬂ

Grupujac oddzielnie utamki zawierajace bieguny lezace wewnatrz okregu jednostkowego i

(4.25)

Z=Ppi

na zewnatrz, doprowadza si¢ transmitancje G,(z) do postaci zapisanej wzorem (4.10), gdzie

G = Y3 (el ) (1.26

i= - pz'ffl)k (1—pzt

o

1 k=
Gy(z) = i: aik(_i_) 5T i (pi_*) % (4.27)
Lol e TR T )

Zajmijmy sie tylko sumg utamkéw prostych zawierajacych bieguny z wnetrza okregu jed-

i=

nostkowego. Doprowadzajac obydwa czynniki do wspolnego mianownika, wspomniang sume

4Przy rozpatrywaniu ogélnego wzoru na transmitancje filtru quasi-odwrotnego, éwiadomie zrezygnowano
z uwzglednienia biegunéw rzeczywistych, gdyz rozpatrywanie ich znacznie komplikuje ogdlne wzory, czyniac
je malo czytelnymi. Rozwazono wiec tylko przypadek z biegunami zespolonymi, ze wzgledu na ich specyficzny
rozklad.
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mozna przedstawi¢ w postaci pojedynczego utamka

a(ps) (1= piz)" +ai(pi) (1 —kpizl)k
(1=pz )1 =piz )

Stosujac w liczniku wzoru (4.28) wzér dwumianowy Newtona

(4.28)

(a —b)F = zk:(—nq <k> aF = (4.29)

q=0 q

otrzymujemy

q=0 q=0
(1 —pfz=t —piz=t + pipfz2)k

Sy (F)antes + Sy (£t )

o) R (Joors e oG

_q=0 q=0
B (L=piz=t = piz=t + pip;22)F
k k
S (-1 (q) (s (pe) ()7 + a2 (o)~
q=0

_ 4.30
(= 2Relplz "+ plP= 2% (4.30)

Identyczne przeksztatcenia mozna zastosowaé do sum utamkoéw prostych zawierajacych

bieguny lezace na zewnatrz kota jednostkowego otrzymujac

3071 (o )+ o

q=0

. (4.31)
2
(1 — 2Re[p; "=~ + [p;!| 22)

Uktad antyprzyczynowy powinien zawiera¢ tylko operacje przys$pieszenia, a wiec tylko dodat-
nie potegi zmiennej z. Zatem licznik i mianownik wyrazenia (4.31) mnozymy przez czynnik

22k otrzymujac

D (=1) (S) (aik(pil)(p;k)q + a:k(pil)piq) 22k

T

W wyniku przedstawionych powyzej przeksztalcen, funkcja transmitancji G(2) filtru qu-

(4.32)

2 k
pi_l‘ — 2Relp; 12! + 22>

asi-odwrotnego zwiazana z pierwszym zadaniem optymalizacyjnym, przyjmuje ostatecznie
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postaé okredlong, ponizszym wzorem.
GA() = Gl +GE() =
P oo j%(—lﬁ<k>(am0%lxpﬂ + ay(p; s )z% q+
S5 (e oen e )
30 () (a0 + it

%
i=1 k=1 (1 — 2Re[pi]z~! + \p¢\22_2>

(4.33)

4.1.2. Drugie zadanie optymalizacyjne

Podobnie jak w punkcie 4.1.1, odpowiednikiem w dziedzinie zmiennej zespolonej z rozwia-

zania (3.78) jest funkcja
AH(z71)
1+ AH(z"YHYH(2)

ktora reprezentuje transmitancje filtrow quasi-odwrotnych dla tego zadania optymalizacyjne-

GA(Z) =

(4.34)

go. Drzielac licznik i mianownik po prawej stronie rownania (4.34) przez A, otrzymuje sie

Gi(z) = (4.35)

Wzér (4.35) ma zatem identyczna postaé jak wzor (4.1), przedstawiajacy transmitancje fil-
trow quasi-odwrotnych dla pierwszego zadania optymalizacyjnego. Mozna zatem przyjac, ze
przedstawione powyzej rozwazania i wnioski sg rowniez prawdziwe dla rozwigzania uzyskane-
go w drugim zadaniu optymalizacyjnym. Takze wyprowadzone wcze$niej wzory moga zostac
bezposrednio zastosowane do obliczen zwigzanych z drugim zadaniem optymalizacyjnym. Wy-
starczy bowiem zastosowa¢ w nich podstawienie

% R\ (4.36)

4.1.3. Transformacja do postaci wielomianowej

W poprzednim punkcie pokazano, ze rozwiazania uzyskane w rozdziale 3. dla obydwu
zadan optymalizacyjnych daja si¢ w tatwy sposob przedstawi¢ w postaci wymiernej trans-

mitancji G,(z). Jednak mozliwe jest réowniez przedstawienie ich w postaci nieskonczonego
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wielomianu obustronnego (szeregu Laurenta), tj.

G2)=... 4+ g2 +gaz+got+gz " +gz 2+ .. (4.37)
wyrozniajac czesé przyczynowa
Gt2)=go+ gz '+ gz ?+... (4.38)
oraz antyprzyczynowsg
G (2) =g 12+g 22 +g.32°. .. (4.39)

Dzigki temu mozliwe jest np. bezposrednie uzyskanie odpowiedzi impulsowej filtru quasi-od-
wrotnego. Oczywiscie rozpatrywane rozwiniecie bedzie rownowazne postaci wymiernej tylko
wtedy, gdy liczba niezerowych wspotezynnikéw, zaréwno czesci przyczynowej jak i antyprzy-
czynowej, bedzie dazyta do nieskonczonosci. W praktyce rozwinigcie takie nie miatoby zasto-
sowania, dlatego zawsze konieczne jest okreslenie maksymalnej wartosci indeksu wspotezyn-
nika rozwiniecia. Nalezy przy tym zaznaczy¢, iz w ogélnym przypadku przyjmowana wartosé
indeksu nie musi by¢ taka sama dla czesci przyczynowej i antyprzyczynowej.

W zaleznosci od aproksymacji uktadu korygowanego (za pomoca transmitancji wielomia-
nowej lub wymiernej), uzyskuje si¢ transmitancje filtru korekcyjnego odpowiednio postaci
(4.4) lub (4.7), gdzie mianownik jest obustronnym symetrycznym wielomianem zmiennej z.
Oznaczajac przez M numer maksymalnego wspotczynnika poszukiwanego rozwiniecia wielo-
mianowego zaréwno dla czesci przyczynowej jak réwniez antyprzyczynowej oraz porownujac
wzory (4.4) i (4.37) oraz (4.7) i (4.37) mozna zauwazy¢, ze wyznaczenie wspétezynnikow g,

sprowadza sie do rozwigzania uktadu 2M + 1 réwnan liniowych postaci

M
Z Clian|J—k = hn transm. wielomianowa (4.40)
k=—M
M
Z Clhnl9—k = dp transm. wymierna (4.41)
k=—M
n=-M,~M+1,...,-1,0,1,.... M —1,M

Dla przyktadu, jesli uktad korygowany zostal opisany transmitancja postaci (4.2), gdzie
N = 2, za$ numer maksymalnego wspotczynnika g, poszukiwanego rozwiniecia wielomiano-

wego zatozymy M = 4, to uktad rownan zapisany w postaci macierzowej przyjmie postac
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(o 1 o 00 0 0 0 01][gul [o0]

cp ¢ ¢ ¢ 0 0O 0 O g_3 0

co ¢ ¢g ¢4 ¢ 0 0 0 0 g_o 0

O ¢ ¢4 ¢g ¢4 o 0 0 O g1 0

0 0 ¢ ¢ g ¢4 ¢ 0 0 go | = | ho (4.42)
0 0 0 ¢ ¢4 ¢g ¢4 ¢ O g1 hq

0 0 0 0 ¢ ¢ ¢ ¢4 ¢ go ho

0O 0 0 0 0 e g ¢ g3 0
I 0O 0 0 0 0 0 e 4 ¢ 11 94 | I 0 |

Natomiast zaktadajac, ze uktad korygowany zostat opisany transmitancja w postaci (4.6) oraz

przyjmujac: N =2, K =1, M = 4, otrzymujemy ponizszy uktad réwnan

co ¢cg co 0 0 0 0 O O g—4

cp ¢ ¢ ¢ 0 0 0 0 O g_3

cyg ¢ g ¢4 ¢ 0 0 0 O g9 d_o

0 ¢ ¢ ¢g ¢4 cg 0 0 O g_1 d_q

0 0 ¢ 1 ¢ ¢c1 ¢ 0 0 go | = | do (4.43)
0 0 O ¢ ¢4 ¢ ¢4 ¢ O g1 dy

0 0 0 0 ¢ 1 cg 1 co g2

0O 0 O 0 ¢ 1 ¢ ¢ g3
100 0 0 0 0 ¢ ¢ || 9a | I |

4.2. Charakterystyki czestotliwosSciowe

Dysponujac transmitancja uktadu mozna wyznaczy¢ jego charakterystyki czestotliwoscio-

we stosujac podstawienie

z=el* (4.44)
Zastosowanie niniejszego podstawienia do transmitancji (4.1) filtru quasi-odwrotnego uzyska-
nej dla pierwszego zadania optymalizacyjnego prowadzi do ponizszego wzoru

jwy _ H(e ) __HEM)
o) = S ) X T

(4.45)
Przedstawiajac funkcje znajdujaca sie w liczniku wzoru (4.45) w postaci modutu i argumentu,
tj.

H(e %) = |H(e/)]|e 7 <H () (4.46)

93



4. Filtry quasi-odwrotne w dziedzinie czasu i czestotliwosct

uzyskuje sie charakterystyke czestotliwosciows amplitudowsa

' |H (e7)]
Jwy| — / 4.4
|G)\<€ >| )\+ |H(€]w>|2 ( 7)
oraz fazowa
AGA(eY) = —<H (e7*) (4.48)

filtru quasi-odwrotnego. Jak mozna zauwazy¢, mnoznik A wplywa tylko na postaé¢ charaktery-
styki amplitudowej. Charakterystyka fazowa jest niezalezna od A, bedac dodatkowo doktadna
odwrotnoscig charakterystyki fazowej uktadu korygowanego.

W praktyce rzeczywista transmitancja Hg(z) uktadu znieksztalcajacego rézni sie od przy-

jetej transmitancji H(z). Przez to
<H () # <Hg(e'*) (4.49)

Dlatego pomimo spehienia rownosci (4.48) dla kazdej wartosci A, doktadnos¢ korekeji przesu-
nie¢ fazowych wprowadzanych przez uktad znieksztatcajacy jest zalezna od doktadnosci jego

opisu przez transmitancje H(z).

4.3. Analityczna interpretacja funkcji stabilnosci

i aproksymacji
Opis uktadu znieksztalcajacego w dziedzinie czestotliwo$ci umozliwia takie przedstawienie
wzordéw opisujacych funkcje stabilnosci S(A) i aproksymacji A(X), ktére pozwala na anali-
tyczne okreslenie ich przebiegow dla kazdego z dwdch zadan optymalizacyjnych. To z kolei
umozliwia analize wplywu zakladanej wartosci ¢; wskaznika stabilnosdci (pierwsze zadanie
optymalizacyjne) lub wartosci ¢o wskaznika aproksymacji (drugie zadanie optymalizacyjne)
na uzyskiwana wartos¢ mnoznika A, a tym samym na warto$¢ przyjmowanag przez drugi z

wskaznikéw w danym zadaniu optymalizacyjnym.

4.3.1. Pierwsze zadanie optymalizacyjne

Zgodnie z przyjeta definicja, funkcja stabilnosci S;(\) reprezentuje energie odpowiedzi
impulsowej filtru quasi-odwrotnego. Na mocy wzoru Parsevala, wzér (3.67) mozna wiec zapisaé
w postaci

1

S0 = 5 %ZIG,\(Z)G)\(zl)zldz (4.50)
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Wstawiajac wzor (4.1) do wzoru (4.50) otrzymujemy

1 H(z™h H(z) o
1 H)?
2m] 72:1 A+ [H(2)]?)? 2 (4.51)

Catka krzywoliniowa wyznaczana jest wzdtuz okregu jednostkowego, dlatego zastosowanie

podstawienia z = e/*, gdzie w € (7, 1) powoduje, ze wzor (4.51) mozna przedstawi¢ w postaci

1 HER
i) = 5- L e (4.52)

Podobnie postepujemy z funkcja aproksymacji A;(\).

A = % f <H(Z>XA(Z> - 1) (H(z_l)XA(z_l) - 1>z_1dz _
1 H(z)H(z") H(z")H(2) 1
75 (A FHEOHG) 1) (A CHEH) 1) s

1 A2
= 5 L o -

Okreslenie zachowania sie funkcji stabilnosci S;(A) i aproksymacji A;(\) wymaga wyzna-

czenia pierwszych pochodnych tych funkcji wzgledem A.

oy L S HEE 0 [HE)P)
5N = 27T/—7T ()\+|H(€jw)|2)4 -
B _i . Q‘H(ejw)‘Q dw 4.54
27r/4 (A + |H(e7)[?)° -
Ay = L[ DRI 20+ ),
! o ) (A + [H(e) )

™ Jw)|2
_ L/ AHEE) g, (4.55)
2m Jom (A + [H(e7)[?)
Poniewaz
Vaso S;(A) <0 (4.56)
Vaso Aj(A) >0 (4.57)

dlatego funkcja stabilnosci jest funkcja malejacg, natomiast funkcja aproksymacji rosnaca.

Oszacowanie wartosci funkcji stabilnosci i aproksymacji dla wartosci granicznych mnoznika
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A, tj. A =0 oraz A = oo prowadzi do nastepujacych wynikéw
1 dw
m$i100) = 5 [ o >0 4.58
SN = o L e (4.58)
(A) =0 (4.59)
lim A;(A) = 0 (4.60)
A =1 (4.61)
Przyjecie A = 0 oznacza, ze quasi-odwrotny filtr korekcyjny staje sie idealnym filtrem
korekcyjnym. Trzeba zauwazy¢, ze jesli uktad korygowany posiada zera lezace bardzo blisko
okregu jednostkowego, to funkcja podcatkowa we wzorze (4.58) moze osiaga¢ bardzo duze
wartosci, przez co warto$¢ funkeji stabilnosci w punkcie A = 0 znacznie wzrasta. W szcze-
gblnosci, gdy uktad korygowany posiada zera lezace na okregu jednostkowym, co oznacza, ze
idealny filtr korekcyjny nie jest stabilny w sensie BIBO, caltka (4.58) nie jest zbiezna, tj.

}\in% S1(A) — o0 (4.62)

Wartosé funkceji stabilnosci moze by¢ interpretowana w dziedzinie czasu jako energia odpo-
wiedzi impulsowej filtru korekcyjnego. Zatem jej nieskonczona wartosé oznacza, ze odwrotny
filtr korekcyjny nie jest energetycznie stabilny. Dobranie wspotczynnika A > 0 powoduje, iz
w omawianym przypadku wystepowania zer uktadu korygowanego na okregu jednostkowym,
wartosé mianownika we wzorze (4.52) jest rézna od zera, a wiec energia odpowiedzi impulsowe;
filtru korekcyjnego, bedacego w takim przypadku filtrem quasi-odwrotnym, przyjmuje skon-
czona wartos¢. Sukcesywne zwigkszanie wspotezynnika A prowadzi do coraz mniejszej energii
sygnatu odpowiedzi impulsowej filtru korekcyjnego, a wiec osiaggania coraz lepszego wskazni-
ka stabilnosci. To polepszanie wskaznika stabilnosci filtru prowadzi jednak do pogorszenia sie
aproksymacji uktadu tozsamosciowego przez uktad wypadkowy, na co wskazuje zwigkszajaca
sie wartosé¢ funkcji aproksymacji, ktora oddaje zmiany wskaznika aproksymacji w zaleznosci
od zmian mnoznika A. Dlatego przy wyborze A\ nalezy kierowac si¢ kompromisem pomiedzy
pozadang wartoscig wskaznika stabilnosci filtru korekcyjnego, a poziomem aproksymacji ukta-
du tozsamosciowego przez kaskadowe potaczenie uktadu korygowanego i zastosowanego filtru
korekcyjnego.

Przyktadowy przebieg funkcji stabilnosci i aproksymacji dla pierwszego zadania optyma-
lizacyjnego pokazano na rys. 4.2. Gruba przerywana linia oddaje zachowanie sie funkcji sta-

bilnosci, kiedy uktad korygowany posiada zera lezace na okregu jednostkowym.
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Rys. 4.2. Przykladowe wykresy funkcji stabilnosci S1(A) i aproksymacji A;(A) dla pierwszego za-

dania optymalizacyjnego

4.3.2. Drugie zadanie optymalizacyjne

Podobnie jak dla pierwszego zadania optymalizacyjnego, réwniez w przypadku drugiego
zadania uwzglednienie transmitancji (4.34) we wzorze (3.79) definiujacym funcje stabilnosci

otrzymuje sie

_ AH(z7Y) AH (2) L
52()\> = ﬁj}i':l 1+)\H(2’71)H(Z’) 1+)\H<2)H(271)Z dz =

_ N’|H (z)]” g,

27 7|{z|1 (1+ \H(2)2)* d (4.63)

,T 2| 7 (pdw)|2
1/ N H (7] (4.64)

2m Jox (14+ A[H(e5%)]?)’
Natomiast funkcja aproksymacji (3.80) po uwzglednieniu transmitancji (4.34) przyjmie na-

stepujaca postac

)= % 1o (1 o &2?5(1;22) B 1) (1 o ;J(BZI((ZU - 1) 2z =

1 1
T 2mj 7|€|:1 (1+AH(2)[2)?

1 dw
- %LT (14 A H(e7)[?)? (4.66)

2z = (4.65)

Takze w tym przypadku badanie przebiegéw funkeji stabilnosci Sy () i aproksymacji As(X)

wymaga wyznaczenia ich pierwszych pochodnych wzgledem A

S;()\) — i/’f 2M H (e?)*(1 + N\ H (e2%)| )_.w)\2|€1(€w)| 2| H (e%)] .
i A AHEP)

L [ 2\ H (e™)|?

2m Jr (L4 A H(e)P)

cdw >0 Vs (4.67)

o7



4. Filtry quasi-odwrotne w dziedzinie czasu i czestotliwosct

o) = L [ 2D ey
) (L NH ()P
L e
2 Jox (14 A[H(e) )

oraz okreslenia zachowania sie tych funkcji w punktach granicznych, tj. dla A = 0 oraz A = oo.

3 dw < 0 V)\ZO (468)

lim SH(\) = 0 (4.69)
. I /™ dw

lim As(A) = 1 (4.71)
lim A;(A) = 0 (4.72)

W drugim zadaniu optymalizacyjnym filtr quasi-odwrotny staje sie idealnym filtrem korek-
cyjnym, kiedy wartos¢ wspotezynnika A dazy do nieskonczonosci. Réwniez w tym przypadku
mozna zauwazy¢, ze jesli uktad korygowany posiada zera lezace bardzo blisko okregu jednost-
kowego, to w mianowniku wzoru (4.70) pojawia si¢ bardzo mata warto$¢, co pociaga za soba
znaczny wzrost wartosci funkeji stabilnosci. W szczegdlnosci, gdy uktad korygowany posiada

bieguny lezace na okrggu jednostkowym
/\lim So(A) — o0 (4.73)

co oznacza, ze idealny filtr korekcyjny nie jest stabilny asymptotycznie. Dobranie wspotczyn-
nika A o odpowiednio mniejszej wartosci powoduje, ze energia odpowiedzi impulsowej korek-
cyjnego filtru quasi-odwrotnego przyjmuje skoniczong wartos¢. Doboér wspotezynnika A o coraz
mniejszych warto$ciach, prowadzi do coraz mniejszej energii jego odpowiedzi impulsowej, a
wiec do coraz lepszej stabilnosci. Polepszanie stabilnosci prowadzi jednak do pogorszenia si¢
aproksymacji wypadkowego uktadu tozsamosciowego, na co wskazuje zwigkszajaca si¢ wartoscé
funkcji aproksymacji.

Przyktadowe przebiegi funkcji stabilnosci i aproksymacji dla drugiego zadania optymaliza-
cyjnego pokazano na rys. 4.3. Rowniez tutaj gruba, przerywana linia przedstawia przyktadowy
przebieg funkcji stabilizacji, gdy uktad korygowany posiada zera lezace na okregu jednostko-

wym.

Whniosek 4.2. W kazdym z dwoch rozpatrywanych zadan optymalizacyjnych, funkcje stabil-
nosci i aproksymacyi wskazujg na wzajemnie sprzeczne tendencje, tj. polepszenie stabilnosci
prowadzi do pogorszenia aproksymacyi i© odwrotnie. Rozpatrywane funkcje majg jednak pewng
zalete — sq¢ monotoniczne. Dzieki temu réwnania (3.69) i (3.81) majq zawsze jedno i tylko

jedno rozwigzanie optymalne.
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T s

/ Az()‘)

0 T

Rys. 4.3. Przykladowe wykresy funkcji stabilnosci S2() i aproksymacji A2(\) dla drugiego zadania

optymalizacyjnego

4.4. Interpretacja rozwigzan zadan optymalizacyjnych

w dziedzinie czasu

Przedstawione w poprzednim rozdziale rozwiazania (3.65) i (3.77) zadan optymalizacyj-
nych umozliwiaja uzyskanie nie tylko transmitancji filtru quasi-odwrotnego lecz takze pozwa-
laja na projektowanie filtru korekcyjnego na podstawie znajomosci odpowiedzi impulsowej
uktadu znieksztatcajacego. Nalezy przy tym zauwazy¢, ze dzigki zapisowi sygnatéow w postaci
wektoréw, forma uzyskanych rozwigzan pozwala na ich bezposrednig implementacje numerycz-
ng w postaci rownania macierzowego. W wyniku takiego podejscia uzyskuje sie odpowiedz

impulsowa filtru quasi-odwrotnego.

4.5. Przetwarzanie sygnaléw w dziedzinie czasu

Korekcje znieksztatconego sygnatu, polegajaca na przetwarzaniu nadchodzacych na bieza-
co probek, wygodnie jest przeprowadzi¢ w dziedzinie czasu. W tym celu wymagana jest jednak
znajomosé réwnan réznicowych opisujacych zaleznosé pomiedzy sygnatem wejsciowym {z,, }
a wyjsciowym {y,}. Ze wzgledu na fakt, iz uzyskany quasi-odwrotny filtr korekcyjny posiada
strukture uktadu typu NOI, warto$¢ wyznaczanej probki sygnatu wyjsciowego zalezy nie tylko
od probek sygnatu wejsciowego, lecz takze od probek sygnatu wyjsciowego. Réwnania te beda
miaty wigc postaé¢ rekurencyjna.

Drugim z mozliwych rozwigzan jest przetwarzanie sygnatu wejsciowego przy wykorzysta-
niu odpowiedzi impulsowej. Uzyskanie odpowiedzi filtru na zadany sygnat mozliwe jest wtedy
przez zastosowanie operacji splotu. W znacznej mierze przypadkow takie przetwarzanie sy-
gnalu uznawane jest za mato efektywne od strony numerycznej, gdyz wymaga przewaznie

wiekszej liczby operacji arytmetycznych, niz przy filtracji z wykorzystaniem réwnan rézni-
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cowych. Jednak w przypadku filtrow quasi-odwrotnych istnieje mozliwosé¢ zatozenia energii
sygnatu odpowiedzi impulsowej poprzez odpowiedni dobor mnoznika A. Dzigki temu wartosci
jej probek juz przy niewielkich wartosciach indeksu moga by¢ bliskie zeru co powoduje, ze
wymagana liczba operacji mnozenia i dodawania bedzie stosunkowo niewielka.

Ze wzgledu na przynaleznosé filtru quasi-odwrotnego do klasy uktadéw nieprzyczynowych,
waznym zagadnieniem do rozpatrzenia staje si¢ przetwarzanie sygnaléw o bardzo diugim
lub nieskonczonym czasie trwania. Dlatego w jednym z ponizszych punktow rozwazono ten
problem bazujac na rozwiazaniach stosowanych w filtrach NOI o zerowej charakterystyce

fazowe;j.

4.5.1. Réwnania réznicowe dla filtréw prostych

Poszukiwane réwnania roznicowe moga zosta¢ wyznaczone bezposrednio na podstawie
transmitancji filtru uzyskanej w poprzednim punkcie. Przy przetwarzaniu sygnatu przez filtr
quasi-odwrotny, filtry proste wystepujace w czesci przyczynowej i antyprzyczynowej operuja
na tym samym sygnale wejsciowym. W wyniku otrzymuje si¢ jednak dwa rézne sygnalty wyj-
Sciowe. Zsumowanie odpowiadajacych sobie probek tych sygnaléw wyjsciowych daje dopiero
pely sygnal wyjsciowy filtru quasi-odwrotnego. Stad ogdlng postac transmitancji okreslone;

wzorem (4.33) mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposob

Guls) =¥ 3 T+ 3

i=1 k=1

(4.74)

gdzie:

X(z) — transformata Z sygnatu wejsciowego {x,},

Y~ (z) — transformata Z sygnalu wyjsciowego {y, } z filtru prostego nalezacego do czesci
antyprzyczynowej,

Y*(z) — transformata Z sygnalu wyjsciowego {y;} z filtru prostego nalezacego do czesci

przyczynowe;j.

Pojedyncze bieguny zespolone

Poréwnanie wzoru (4.74) z (4.14) i (4.21) reprezentujacymi sktadowe transmitancji G (2)

filtru quasi-odwrotnego dla przypadku wystepowania tylko jednokrotnych biegunéow zespolo-
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nych, prowadzi do nastepujacych zaleznosci

vo()  2Refa(p P — 2Relai(pr pi-

X P — 2Relpz + 1 (4.75)
Y+(Z) B _QRe[ai(pi>pﬂz_1+2Re[ai(pi>]

X() ©  InPe? - 2Relple 41 (4.76)

Wiedzac, ze dla dowolnego sygnatu {f, ,,} op6Znionego o m chwil czasowych i dowolnego

sygnatu { f,+m} przyspieszonego o m chwil czasowych zachodza nastepujace zaleznosci

{foem} < 27"F(z), m>0 (4.77)
{fosm} = 2"F(z), m>0 (4.78)

gdzie F'(z) jest transformata Z sygnatu {f,}, réwnania réznicowe opisujace przetwarzanie

sygnatu wejsciowego przez filtry proste w dziedzinie czasu przyjmuja nastepujace postaci

Y, (0i) = dy (pi)Tny1 +dy (Pi)Tny2 — c1(Pi)Vny1 — 2(Pi)VUnio (4.79)
y:(Pz) = dé(pz-)xn + df(Pi)xn—l —C (pi)y:—1 - C2(pi)y:—2 (4'80)

Poszczegblne wspotezynniki okreslone sa zaleznosciami (4.81)-(4.86).

di (p) = —2Refa:(p; ")p] (4.81)
dy (pi) = 2Refas(p; M)]lpil? (4.82)
dy (pi)) = 2Refa;(pi)] (4.83)
di (pi) = —2Relai(pi)p;] (4.84)
ci(pi) = —2Re[p;] (4.85)
o(p) = Ipl® (4.86)

Rekurencyjne przetworzenie sygnatu wejsciowego przez kazdy z filtrow prostych w wyniku
zastosowania réwnan (4.79) i (4.80) prowadzi do powstania P sygnatéw wyjsciowych {y,}(p;)}
w czesel przyczynowej i P sygnatéw wyjsciowych {y, (p;)} w czeci antyprzyczynowej. Sygnat
{yn} na wyjsciu filtru otrzymuje sie wiec poprzez sumowanie odpowiadajacych sobie prébek

z wszystkich 2P czastkowych sygnatow wyjsciowych

Yo = Z Y (pi) + Z Y (12) (4.87)
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Wielokrotne bieguny zespolone

Dla przypadku wystepowania biegunéw wielokrotnych, poréwnanie wzoru (4.33) z wzorem

(4.74) prowadzi do nastepujacych zaleznosci

vy BV () (antoryo 7+ a:k<pi>piq)zm .
X(z) (pi‘lf—?Re[p{l]ZvLZz)

k
v B (1) (antooton)r + aioont) - -

2
<1 — 2Re[p;]z~! + |pz~|2z—2)
Stosujac zaleznosé (4.78), poszukiwane réwnanie réznicowe opisujace proces przetwarzania
sygnatu w dziedzinie czasu przez filtry proste wystepujace w czedci antyprzyczynowej mozna

otrzymacé bezposrednio z zaleznosci (4.88)

k
Yn (D3 k) = do_ o (Dis B)ngon—q — i (0is )Yy (06 k) — e (0is B) Yo (03 ) (4.90)

q=0

gdzie poszczegblne wspodtezynniki okreslaja ponizsze zaleznosci.

dyy,—o(pis k) = (_1)q<’;> (am(pil)(p?)‘q+a2‘k(p{1)p2q) [ (4.91)
(k) = (2Relp; )" o[ (4.92)
cor(piy k) = p[l‘_% (4.93)

Zastosowane oznaczenie vy, (p;, k) zwiazane jest z faktem, iz wspotezynniki kazdego filtru pro-
stego, a zatem rowniez wartosci probek jego odpowiedzi, zalezg nie tylko od wartosci bieguna
pi, lecz takze od indeksu k zwigzanego z jego krotnoscia o;.
Podobnie réwnanie réznicowe opisujace filtry proste wystepujace w czedci przyczynowej
wynika z zaleznosci (4.89), przyjmujac postaé
k
Yn (pis k) = E%dj (Pi K)n—g = & (i )y (Pis k) — 3 (pis k)Y o (i, k) (4.94)
—

gdzie poszczegodlne wspotezynniki okreslone sg ponizszymi zalezno$ciami.

) = 07 (5) (oaldery + i) (1.5)
ct(pik) = (2Re[pi])* (4.96)
Cop(pis k) = |pi|2k (4.97)
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Tym razem liczba uzyskanych sygnatéw wyjsciowych podczas przeprowadzania procesu
filtracji przez filtry proste wyznaczana jest jako suma krotnosci o; poszczegdlnych biegunow
p; W czedci przyczynowej oraz p; - w antyprzyczynowej. Sumowanie odpowiadajacych sobie
probek poszezegdlnych sygnatow wyjsciowych {y. (pi, k)} i {y,} (p:, k)} prowadzi do uzyskania
sygnatu wypadkowego {y,} na wyjsciu filtru

n o; n  oj

Yo =Y F U =D yn (00 k) + 3Dyt (pis k) (4.98)

i=1 k=1 i=1 k=1

Przedstawiona w tym punkcie ogélna posta¢ rownan réznicowych wydaje sie skompli-
kowana w przypadku koniecznosci zastosowania jej w praktyce. Jednak przy rozpatrywaniu
konkretnego przypadku, funkcje transmitancji G (2) oraz G (z) bedace sktadowymi transmi-
tancji G\(z) okreslonej wzorem (4.33) mozna przedstawi¢ nie jako sume funkcji wymiernych
wyznaczanych dla poszczegdlnych biegunéw, lecz doprowadzajac do wspolnego mianownika,
jako pojedyncze funkcje wymierne. Okreslenie réwnan réznicowych dopiero na ich podstawie,
zapewni im prostsza postac¢, zmniejszajac przy tym liczbe koniecznych do wykonania operacji

arytmetycznych.

4.5.2. Przetwarzanie sygnaléw o skonczonym czasie trwania
Filtracja przy wykorzystaniu réwnan réznicowych

Rozpatrzmy na prostym przyktadzie proces przetwarzania sygnatu wejsciowego o liczbie M
probek przy wykorzystaniu uzyskanych réwnan réznicowych (4.79) i (4.80). Niech nieprzyczy-
nowy filtr quasi-odwrotny posiada tylko jeden jednokrotny biegun p w obszarze ograniczonym
przez o$ odcietych i gérng czesé okregu jednostkowego®. W zwigzku z tym w jego sktad bedzie
wchodzit jeden przyczynowy filtr prosty rzedu drugiego oraz jeden antyprzyczynowy réwniez
rzedu drugiego (rys. 4.4).

Przetwarzanie sygnatu przez filtr przyczynowy jest ogélnie znanym procesem. Cze$¢ przy-
czynowa filtru quasi-odwrotnego dokonuje wiec filtracji sygnatu wejéciowego operujac na ak-
tualnej probce wejéciowej i przesztych probkach wejsciowych i wyjsciowych. Otrzymuje sie w
ten sposob kolejne probki sygnatu wyjsciowego o rosnacych wartosciach indeksu n. W sposob
obrazowy przedstawia to rys. 4.5.

Przetwarzanie sygnalu przez filtr antyprzyczynowy wymaga znajomosci wartosci probek

wyjéciowych o indeksach wiekszych, niz indeks aktualnie wyznaczanej probki. Filtracja sygna-

5Zgodnie z rozwazaniami z punktu 4.1, catkowita liczba biegunéw takiego filtru quasi-odwrotnego bedzie

réwna 4.
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y.(p) Vou®@  y,,0) A 02 N VA1) B 0

Rys. 4.4. Wewnetrzne struktury filtréw prostych: a) antyprzyczynowego, b) przyczynowego, w fil-

trze quasi-odwrotnym dla biegunéw jednokrotnych

tu przez czesé antyprzyczynows filtru quasi-odwrotnego musi by¢ wiec realizowana w kierunku
zmniejszajacych sie indekséw przetwarzanego sygnatu (rys. 4.5). Zastosowanie takiego same-
go kierunku przetwarzania sygnatu jak w przypadku filtru przyczynowego spowodowatoby,
iz przy wyznaczaniu aktualnej probki sygnatu wyjéciowego, jego przyszte probki nie bytyby
jeszcze znane.

Biorac pod uwage powyzsze wnioski, rownania (4.79) oraz (4.80) powinny by¢ uzupetnione
o granice zmian indeksu n, wyznaczajac jednoczesnie kierunek jego zmian. Jesli zgodnie z
poczynionym zatozeniem przetwarzany sygnat sktada si¢ z M probek indeksowanych od 0
do M — 1, to zakresy zmian indeksu n dla wspomnianych réwnan rekurencyjnych wynosza

odpowiednio

n = M-1,M-2,...,1,0  dlaréwnania (4.79) (4.99)
n = 01,....M—-2M—-1 dla réwnania (4.80) (4.100)

Ze wzgledu na zerowe warunki poczatkowe w filtrach prostych na poczatku sygnatu wyj-
Sciowego {y"} z przyczynowego filtru prostego, a na koricu sygnatu wyjsciowego {y; } z anty-
przyczynowego filtru prostego powstajg stany nieustalone. Nalezy wiec zauwazy¢, ze sumowa-
nie obydwu odpowiedzi powoduje, ze w catkowitej odpowiedzi {y,} filtru quasi-odwrotnego

stany nieustalone wystapia juz na obu koncach.
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Rys. 4.5. Filtracja sygnalu o skonczonym czasie trwania przez przyczynowy i antyprzyczynowy filtr
prosty w filtrze quasi-odwrotnym
Filtracja przy wykorzystaniu odpowiedzi impulsowej

Znajomos$é odpowiedzi impulsowej {g,} filtru umozliwia uzyskanie sygnalu odpowiedzi
{yn} na dowolny sygnatl wejsciowy {x,} w wyniku przeprowadzenia operacji splotu, ktora dla

uktadu nieprzyczynowego mozna przedstawi¢ wzorem

+o0o
Un = (%)= D GnomTm, n=0%£1,+2 .. (4.101)

m=—0oQ

W nieprzyczynowej odpowiedzi impulsowej wyr6znia sie czesé przyczynowa {g;} i anty-
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przyczynowa {g, }, dlatego wzér (4.101) przyjmuje postaé

too +o0 +o00
Un=2 w9 )Tm =Y GrmTmt D G mTm (4.102)

m=—00 m=—00 m=—00

Dzielac kazda z powyzszych sum na dwie sumy wzgledem aktualnie obliczanej n-tej probki

odpowiedzi filtru otrzymujemy

n +o0 n “+o00
Yn= D GnmTmt D GnmTmT D G mTmt D G pm (4.103)

m=—00 m=n-+1 m=—00 m=n-+1

Pierwsza i czwarta suma we wzorze (4.103) przyjmuja warto$¢ zerowa, tj.

Vime(—oom) Inem =0 0raZ  Vcmittoo) Gnm =0 (4.104)

zatem wzoOr ten upraszcza sie do postaci

YUn = Yp +Un =(g *0)n+ (g *2), =

+o0o n
= Y umTmt Y GhmTm (4.105)

m=n+1 m=—00

Wzér okreslajacy splot liniowy sygnalu wejsciowego {z,} z odpowiedzia impulsowa {g,}
filtru quasi-odwrotnego mozna zatem zapisa¢ w postaci okreslonej wzorem (4.105), gdzie kolej-
ne probki sygnalu wyjsciowego {y,, } uzyskiwane sa, jako suma splotow sygnalu wejsciowego z
czescia przyczynowa {g;"} oraz antyprzyczynowa {g, } odpowiedzi impulsowej uktadu. Wyni-
kajacy z niego schemat przetwarzania sygnatu wejsciowego w dziedzinie czasu przedstawiono
na rys. 4.6.

Wartosé catkowita n jest indeksem aktualnie obliczanej probki sygnatu wyjsciowego, a jed-
noczesnie dzieli ciag probek sygnatu wejsciowego na dwie czesci. Niezerowe probki na lewo od
n wchodza wraz z nia w splot z przyczynowa czescia odpowiedzi impulsowej, natomiast probki
wejsciowe na prawo od n wchodzg w splot z czescig antyprzyczynowa odpowiedzi impulsowe;j.
Ostatecznie sygnal wyjsciowy {y,} otrzymuje sie przez sumowanie odpowiadajacych sobie
probek odpowiedzi czesciowych {y; } 1 {y}.

O ile realizacja splotu z przyczynowa czesciag odpowiedzi impulsowej bazuje na przesztych
probkach sygnalu wejsciowego, o tyle do realizacji splotu antyprzyczynowego konieczna jest
znajomosé probek sygnatu wejsciowego o indeksach wiekszych, niz indeks aktualnie wyzna-
czanej probki, a wiec konieczna jest znajomosé probek z ,przysztosci”. W przypadku filtrow
cyfrowych ta niedogodnosé nie stanowi problemu, gdyz sygnal wejSciowy moze by¢ wczesniej

zapamietany.
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[P
VI
=

Rys. 4.6. Filtracja sygnatu o skonczonym czasie trwania przy wykorzystaniu nieprzyczynowej od-

powiedzi impulsowej filtru quasi-odwrotnego

Zaktadajac, ze rozpatrywany filtr quasi-odwrotny przedstawiany w formie réwnolegtego
potaczenia czesSci przyczynowej i antyprzyczynowej jest uktadem stabilnym, zarowno czesé
przyczynowa jak i antyprzycznowa jego odpowiedzi impulsowej jest gasnaca. Ze wzgledu na ta
wladciwosé mozna przyjacé, ze odpowiedz impulsowa ma praktycznie skonczony czas trwania,
poniewaz od pewnej wartosci indeksu wartosci jej probek, zaréwno dla czesci przyczynowej
jak i antyprzyczynowej, sa mniejsze, niz rozdzielczos¢ wynikajaca z zastosowanej arytmetyki
[49]. W praktyce umozliwia to jej obciecie od strony indekséw ujemnych oraz dodatnich i
filtracje sygnatu wejsciowego z mozliwym do przyjecia btedem.

Innym kryterium umozliwiajacym zamiane nieskonczonej odpowiedzi impulsowej na od-
powiedz o skonczonym czasie trwania moze by¢ ilo$¢ energii, ktora ma by¢ zachowana po
obcieciu odpowiedzi impulsowej filtru quasi-odwrotnego. Zaleta takiego podejscia jest moz-
liwo$¢ wyznaczenia catkowitej energii zaréwno w dziedzinie czasu jak i czestotliwosci dzieki
twierdzeniu Parsevala. Algorytm wyznaczania numeru probki odpowiedzi impulsowej, od kto-
rej nastapi jej uciecie przy zachowaniu energii na poziomie P% przedstawiono w pracy [33].
Nalezy jednak zauwazy¢, iz ze wzgledu na nieprzyczynowos$¢ odpowiedzi impulsowej filtru
quasi-odwrotnego, algorytm ten powinien by¢ stosowany osobno dla cze$ci przyczynowej i
antyprzyczynowe;.

Biorac pod uwage powyzsze wnioski, przebiegi sum od —oo oraz do +o00 we wzorze (4.105)
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moga zosta¢ w praktyce zamienione na sumy indeksowane skorniczong liczbg wartodci, tj.%

—K~+n n
On=Y_ Ty pim+ D, T im, n=01,2.. (4.106)
m=n+1 m=—Kt+n

gdzie: K~— minimalny indeks probki w czeéci antyprzyczynowej odpowiedzi impulsowej”,

K*— maksymalny indeks probki w czesci przyczynowej odpowiedzi impulsowej®.

4.5.3. Filtracja sygnaléw o nieskonczonym czasie trwania

W praktyce bardzo czesto przetwarzane sa sygnaly przyczynowe o nieskonczonym lub co
najmniej bardzo dlugim czasie trwania. Jak mozna si¢ zorientowa¢ z poprzedniego punktu
poprawna filtracja sygnatu przez uktad antyprzyczynowy wymaga przetwarzania go od konca
w kierunku prébek o malejacych indeksach, jak pokazano na rys. 4.5. Stad gléwny problem
przy przetwarzaniu sygnalow o nieskonczonym czasie trwania przez uktady nieprzyczynowe
stanowi czes¢ antyprzyczynowa.

W wielu pracach opisujacych teorie przetwarzania sygnalow [45, 47, 62] przedstawiane jest
sekcjonowane przetwarzanie sygnatéw o dtugim czasie trwania w poréwnaniu z czasem trwania
odpowiedzi impulsowej filtru. Rozroznia sie przy tym dwie metody: overlap-add i overlap-sa-
ve. Na bazie pierwszej z nich w pracy [49] przedstawiono efektywna koncepcje przetwarzania
sygnatéw przez uklady antyprzyczynowe sukcesywnie rozwijana w pracach [59, 14, 32, 1].
Schemat przetwarzania (rys.4.7) opiera sie na zastosowaniu dwoch rejestréw LIFO o pojem-
nosciach odpowiadajacych przyjetej dtugosci L sekcji. Po zmagazynowaniu w takim rejestrze
probek jednej sekcji nastepuje ich ,,obrét”, tzn. wejscia rejestrow staja sie wyjsciami i od-
wrotnie. Zatem kolejne wchodzace probki powoduja wypychanie zmagazynowanych probek,
jednak juz w odwrotnej kolejnosci. Probki z poszcezegolnych sekcji sa przetwarzanie przez jeden
z dwoch identycznych uktadéw antyprzyczynowych, przy czym przesytanie kolejnych sekcji do
poszczegolnych uktadow jest realizowane naprzemiennie. Zastosowanie bloku opodzniajacego
o dwukrotnie wickszym rozmiarze niz przyjeta dtugos¢ sekcji zapewnia poprawne sumowanie
probek z dwoch bezposrednio nastepujacych po sobie sekcji. Uzycie dwoch rejestrow LIFO
oraz bloku opdzniajacego powoduje catkowite opdznienie sygnalu wyjsciowego w stosunku
do wejsciowego o trzykrotna warto$¢ przyjetej dtugosci sekcji. Stad w przyktadowych wy-

kresach czasowych przedstawionych na rys. 4.7, sekcje oznaczone zakreskowanymi blokami

5Biorac pod uwage fakt, iz w rzeczywistoéci przetwarzane sa tylko sygnaly przyczynowe, zrezygnowano z

ujemnych wartosci indeksu n.
"Wartosé indeksu K~ jest zawsze ujemna.
8Wartosé indeksu K1 jest zawsze dodatnia.
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Rys. 4.7. Schemat realizacji przetwarzania sekcjonowanego przez uktad antyprzyczynowy i przy-

kladowe wykresy czasowe [32]

sktadaja sie z probek o wartosciach zerowych. Zaprezentowang koncepcje zastosowano przy

przeprowadzaniu symulacji przedstawionych w kolejnym rozdziale.

Waznym zagadnieniem w przedstawionej metodzie jest odpowiedni dobor dtugosci sekceji

w stosunku do dtugosci odpowiedzi impulsowe;j filtru antyprzyczynowego. W sposéb komplek-

sowy przedstawiono to zagadnienie w pracy [34].
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Dla poparcia przedstawionych w niniejszej pracy teorii zwigzanej z projektowaniem stabil-
nych, korekcyjnych filtréw quasi-odwrotnych, rozpatrzono kilka przyktadéw numerycznych. W
prezentowanych przyktadach jako uktady znieksztatcajace przyjeto zaréwno uktady o transmi-
tancji wielomianowej, jak rowniez wymiernej. W kazdym z przyktadéw starano sie potwierdzi¢
rozne aspekty teoretyczne przedstawione w poprzednich rozdziatach pracy.

W niniejszym rozdziale zamieszczono rowniez praktyczne wzory umozliwiajace wyznacze-
nie mnoznika A\ dla obydwu zadan optymalizacyjnych oraz przeanalizowano zbiezno$¢ propo-

nowanego algorytmu.

5.1. Numeryczne wyznaczanie wartosci mnoznika \

Wrzory zaprezentowane w rozdziale 4. opisuja cala A-rodzine filtrow quasi-odwrotnych,
gdzie wartosci wspotezynnikéw filtru sg uzaleznione od warto$ci mnoznika A. W praktyce
poszukiwany jest tylko jeden optymalny filtr korekcyjny, ktéry spetnia zatozone ograniczenie
dotyczace wskaznika stabilnosci (pierwsze zadanie optymalizacyjne) lub wskaznika aproksy-
macji (drugie zadanie optymalizacyjne). Zatem wyznaczenie wspotczynnikéw optymalnego
quasi-odwrotnego filtru korekcyjnego wymaga wyznaczenie wartosci A, mnoznika A poprzez
rozwiazania réwnania (3.69) lub (3.81) w zaleznosci od stosowania jednego z dwoch uzyska-
nych rozwigzan.

Kazde z powyzszych réwnan mozna przedstawi¢ w innej, rownowaznej postaci

Si(A) =@ =0 (5.1)
Ar(A) =2 =0 (5.2)

ktora sugeruje, iz poszukiwanie wartoéci A, mnoznika odpowiadajacej zadanej wartosci wskaz-

nika ¢, mozna sprowadzi¢ do procesu poszukiwania miejsc zerowych funkcji Sj(\) — ¢; lub
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As(N) — g2 w zaleznosci od rozpatrywanego zadania optymalizacyjnego. Ze wzgledu na mono-
toniczny przebieg funkeji S;(A) oraz As(A) przy A > 0, réwnania (5.1) 1 (5.2) posiadaja jedno
i tylko jedno rozwigzanie!.
Jedna z efektywniejszych i najczesciej stosowanych metod poszukiwania pierwiastkow réw-
nania postaci
N(A) =0 (5.3)
gdzie w zaleznosci od rozpatrywanego zadania optymalizacyjnego

N =SSN —a b N = A0 — g (5.4)

jest metoda Newtona [53], w ktérej rozwiazania A, poszukuje sie w sposéb iteracyjny korzy-

stajac z zaleznodci?

N(\,)
A1 = Ay — .
n+1 n N/ (/\n) (5 5)
az do momentu spetnienia warunku
|An+1 - An| <e (56)

w ktérym e jest dopuszczalnym bledem wyznaczenia wartosci A,.
Przy zastosowaniu powyzszej metody, wzory stuzgce do wyznaczania wartosci A, dla za-

danej wartosci wspotezynnika ¢ przyjma postac:

e dla pierwszego zadania optymalizacyjnego

Sl()‘n) —q1
A1 = Ay — —7A——— 5.7
" 51 (M) oD
e dla drugiego zadania optymalizacyjnego
As(Nn) — o
Al = A\p — —F 71— 5.8
+1 A2 ()\n> ( )

W celu pokazania, iz zastosowana procedura Newtona jest zbiezna, przeprowadzono ba-
danie przedzialéw monotonicznosci prawych stron wyrazen (5.7) i (5.8) oznaczajac je odpo-

wiednio jako funkcje I's(A) i I'4(A). Ich pierwsze pochodne wynosza
(S1(N))?* = (S1(N) —q)ST(N) _

Fs) = 1- (ST0P
) S/
= (S1(\) — %)W (5.9)

!Patrz wniosek 4.2 na stronie 58.
2Zastosowany we wzorze indeks dolny n oznacza numer iteracji, z ktérej pochodzi wyznaczona wartosé

mnoznika .
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/ (A0 = (As(N) — ) A5
Lald) = 1= (A0 -
20
CONE

= (A2(N) — @) (5.10)

Pierwsze pochodne funkcji S;(\) oraz As(A) zostaly juz wyznaczone i oszacowane w punk-
cie 4.3. Zatem do okreslenie przedzialéw monotonicznogei funkeji T'g(A) i T'4(\) wystarczy

wyznaczy¢ i oszacowaé¢ wartoéci drugich pochodnych funkcji S1(A) i Aa(N), ktére wynosza

odpowiednio
y 1 +m —2[H(e™) 23 (A + |H(e/)[?)?
S/ = __/ [H (") 3 (A + | (66 W)
2 (A +[H(e™)[?)
Lot GlH(e™)?
= = do>0 V¥ 5.11
o | o o Py e o1y
y 1 pm —2[H ()2 3 (1 + A H (/)2 |H(eh)[?
A0 = __/ [H (™) 3 (1+ A|H{e )|6)| () 4 =
2 (14 ALH (e)]?)

m jwy |4
B % /: (1 f|§§(ej)l)|2)4 dw>0 " iz (5.12)

Poniewaz dla kazdego A > 0 )
<SS<(AA>)> -0 (5.13)

jak réwniez )
(;322(7%))2 >0 (5.14)

wiec warto$¢ pierwszej pochodnej zaréwno funkeji I'g(A) jak i ['4(\) zalezy wytacznie odpo-
wiednio od wartosci czynnika S;(A)—¢q; lub Ay () —ge. Funkcja stabilnosci S; () jest malejaca,
wiec jesli A < A, to wartosé funkeji Sy(A) > ¢;. Zatem

Yier., Lg(A) >0 (5.15)
Podobnie, jesli A > A, to S1(A) < ¢1, wiec
Yaior, Lg(A) <0 (5.16)

Funkcja I'g(\) posiada wiec maksimum w punkcie A, co czyni zastosowana procedure New-

tona zbiezna. Jej przebieg w postaci graficznej pokazano na rys. 5.1.
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4?’ ra)

0 A, A, A \ A

Rys. 5.1. Graficzna reprezentacja wyznaczania wartoéci A, mnoznika A dla zalozonej wartosci

wspoltczynnika ¢ przy réznych wartosciach poczatkowych

Funkcja Ay()\) jest réwniez malejaca, dlatego rozpatrzenie monotonicznosei funkeji Iy ()
przebiega w identyczny sposob prowadzac do podobnego wniosku, ze funkcja I'4(\) posiada
maksimum w punkcie A,.

Przed rozpoczeciem wykonywania procedury wyznaczania wartosci mnoznika A\, wymagane
jest przyjecie jego poczatkowej wartosci. Dobranie zbyt duzej wartosci Ay moze spowodowac,
ze I'(Ng) < 0, gdyz funkcja ['(\) jest malejaca dla A > A.. Zaréwno funkcja Si(\) jak i
As(N) sa okre$lone dla A > 0. Stad kolejne iteracje dla rozpatrywanego przypadku moga
przebiega¢ niepoprawnie. Dlatego przed rozpoczeciem wtasciwej procedury wyznaczania A,
nalezy sprawdzi¢, czy ['(Ag) > 0. Jesli nie, to przyjete Ag nalezy sukcesywnie zmniejszaé o
potowe, az do spelnienia powyzszego warunku. Innym rozwigzaniem moze by¢ wezesniejsze
wykreslenie funkcji S;(A) lub As(A) i graficzne odezytanie przyblizonej wartosci mnoznika A
odpowiadajacej zatozonej wartosci wspotezynnika ¢, a nastepnie przyjecie jej jako wartosci
poczatkowej dla procedury wyznaczania A.. Przyjecie A\ = 0 réwniez zapewnia poprawne
wykonywanie kolejnych iteracji.

Pela procedure majaca na celu wyznaczenie wartosci A\, mnoznika \ przy zatozonej war-

tosci wspotezynnika ¢ przedstawiono algorytmicznie na rys. 5.2.
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Wyznacz A | A, =AJ2
NIE
TAK
NIE TAK

“1

NIE

n=n+l

Rys. 5.2. Algorytm wyznaczania wartosci A, mnoznika A\ dla zalozonej wartosci wspotczynnika ¢

5.2. Przyklad 1

W pierwszym przyktadzie prezentujacym mozliwos¢ korekeji znieksztatconego sygnatu w
wynku zastosowania filtru quasi-odwrotnego, jako hipotetyczny uktad znieksztatcajacy przy-
jeto uktad o modelu matematycznym odwzorowanym przez transmitancje w postaci wielomia-
nowej. Na rys. 5.3 przedstawiono jego charakterystyki czestotliwo$ciowe?. Rozklad zer (rys.

5.4) dobrano tak, aby cze$¢ z nich wystepowala na okregu jednostkowym, zas pozostate leza-

3F oznacza czestotliwo$é znormalizowang wzgledem czestotliwosci probkowania, tj. F' = f/f,
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ty w jego bliskiej odlegltosci tworzac szerokie pasmo zaporowe w stosunku do calego zakresu
przetwarzanych czestotliwoéci*. W efekcie uzyskano uklad, ktéry przenosi bez znieksztalcen

tylko sktadowa stata przetwarzanego sygnatu.

1

0.8 R 4
0.6 4

OH(F)O
o
IS
T
i

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

CH(F)O [dB]

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
F

Rys. 5.3. Charakterystyki czestotliwoéciowe uktadu znieksztalcajacego

0| i | Relz] Im|[z] E
r 1| 0,2000 | 0,8800 | 0,9024
T 2 | 10,2000 |—0,8800 | 0,9024
E_OZ 3 |—0,6640 | 0,7477 | 1,0000
,0:4 4 1-0,6640 |—0,7477 | 1,0000
oy 5 [—0,9592 | 0,2829 | 1,0000
-oe 6 |—0,9592 | —0,2829 | 1,0000

Re[z‘]

Rys. 5.4. Rozktad zer ukladu znieksztalcajacego

4W tablicy przy rys. 5.4 dodatkow prezentowane sa dokladne wartosci tychze zer.
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Projektujac dla rozpatrywanego uktadu znieksztatcajacego filtr korekcyjny jako jego ide-
alng odwrotnos$¢ uzyskuje sie uktad niestabilny w sensie BIBO niezaleznie od tego, czy jest on
traktowany jako uktad przyczynowy, czy tez nieprzyczynowy. Spowodowane jest to faktem,
iz cze$¢ zer uktadu podlegajacego korekeji lezy na okregu jednostkowym.

W celu uzyskania stabilnego filtru korekcyjnego, mozna postuzy¢ sie teorig przedstawiona
w niniejszej pracy i zastosowac do korekeji filtr quasi-odwrotny. W pierwszej kolejnosci nalezy
zdecydowacé sie, ktore z kryteriéw (stabilnosci czy aproksymacji) przyjmie zalozona wartosé,
a ktore bedzie minimalizowane w celu uzyskania rozwigzania optymalnego. W przypadku
zaktadania wskaznika aproksymacji, co uczyniono w niniejszym przyktadzie, nalezy korzystac
z wzorow uzyskanych dla drugiego zadania optymalizacyjnego.

Procentowy poziom aproksymacyi PAs uktadu tozsamosciowego przez uktad wypad-

kowy zwigzany z drugim zadaniem optymalizacyjnym mozna okresli¢ postugujac sie wzorem
PA; = (1 — ¢2)100 (5.17)

Wtedy aproksymacje ukladu tozsamosciowego na poziomie 100% uzyskuje sie dla go = 0,

natomiast przyjecie ¢ = 1 daje aproksymacj¢ na poziomie 0%.

1 T T T T T T T T T 2

0.9 —30

0.8 —25

0.7 120

AL
-
3
S0
A0
s,0)

0.6 115

05 110

0 1 2 3 4 i 6 7 8 9 1o 0 5‘0 1(‘30 1;0 2(;0 2!50 3(;0 3&‘50 200
A
a) A =0..10° b) A = 0..400

Rys. 5.5. Wykresy funkcji stabilnosci Sa(\) i aproksymacji Ag(A)

Wykreslajac funkcje aproksymacji As(A) 1 stabilnosci So(A) (rys. 5.5) uzyskuje sie przybli-
zone spojrzenie na mozliwosci korekeji zwigzane z danym uktadem znieksztalcajacym. Otrzy-
mane przebiegi funkcji sa zgodne z wykresami uzyskanymi w punkcie 4.3.2, co potwierdza
poprawnosé¢ przeprowadzonych analiz. Zgodnie ze wzorem (3.81) w drugim zadaniu optymali-
zacyjnym wartosé¢ funkcji aproksymacji As(A) reprezentuje warto$é przyjmowanego wskaznika

aproksymacji ¢s.
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Jak widac¢, osiggniecie lepszego poziomu aproksymacji od wybranego, tj. zmniejszenie przy-
jetej wartosci wskaznika qo, wiaze sie zawsze z pogorszeniem stabilnosci filtru. Wskazuje na
to przebieg funkcji stabilnosci Sa(A), ktéra reprezentuje energie odpowiedzi impulsowe;j fil-
tru quasi-odwrotnego. Przy zwickszaniu poziomu aproksymacji zwieksza ona swoja wartosé
(rys. 5.5). To zwigkszenie energii przeklada si¢ zar6wno na zwickszenie amplitud poszczegdl-
nych probek odpowiedzi impulsowej, jak réwniez na wydtuzenie czasu jej trwania, co zostanie

przedstawione w dalszej czesci niniejszego przyktadu.

10000

5000
A

0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
F F

a) A =1..1000 b) A =1000..10 000

go.s— go.s—

0.4 0.4

03| 03

02| 02

0.1 P 0.1 P
N ) R I E S A A
0 005 01 015 02 025 03 035 04 o045 o5 °© x10 0 005 01 015 02 025 03 035 04 o045 o5 °© x10

F F
¢) A =10000..1 000000 d) A =1000000..10 000 000

Rys. 5.6. Charakterystyki czestotliwo$ciowe amplitudowe |W (F')| ukladu wypadkowego uzyskane

dla r6znych wartosci mnoznika A

W celu obrazowego pokazania zmian charakterystyk czestotliwosciowych amplitudowych
uktadu wypadkowego dla szerokiego zakresu zmian wskaznika ¢, na rys. 5.6 dokonano ich pre-
zentacji w formie wykreséw tréjwymiarowych. Przy bardzo matych warto$ciach A w granicach

0..50 (rys. 5.6a) powstaje uktad wypadkowy, ktéry wrecz powoduje dodatkowe znieksztalcenie

77



5. Przyktady symulacyjne

przetwarzanego sygnalu. Wynika to niejako ze Zle postawionych wymagan dla filtru korek-
cyjnego. Mianowicie mate wartosci A w drugim zadaniu optymalizacyjnym uzyskuje sie dla
duzych wartosci wspotczynnika ¢o, a to z kolei wiaze si¢ z aproksymacja idealnego uktadu
tozsamosciowego na poziomie kilku procent.

Dalsze zwiekszanie wartosci mnoznika A prowadzi do korekcji w coraz szerszym zakresie
czestotliwosci. Przy bardzo duzych wartosciach A (rzedu 10%), korekcja wystepuje prawie w ca-
tym zakresie przetwarzanych czestotliwosci za wyjatkiem punktow, na ktére duzy wptyw maja
zera uktadu znieksztatcajacego lezace na okregu jednostkowym. Niestety tak dobre wypadko-
we charakterystyki amplitudowe okupione sg zawsze rozktadem biegunow filtru quasi-odwrot-
nego zblizonym do rozktadu, jaki posiada idealna odwrotnosé¢ uktadu znieksztatcajacego.

Ponizej przeanalizowano przypadki dla dwoch wybranych wartosci wskaznika aproksymacji
g2- W tablicy 5.1 zebrano odpowiadajace im wartosci mnoznika A\ wyznaczone numerycznie

przy wykorzystaniu metody przedstawionej w punkcie 5.1.

Tablica 5.1. Przyjete wartosci wskaznika g9 oraz odpowiadajace im poziomy aproksymacji PAs i

wartosci mnoznika A

q2 PA, A
0,01 | 99% | 9501740
0,03 | 97% | 485701

Przyjecie wskaznika ¢o = 0,01, odpowiadajace aproksymacji na poziomie 99%, daje bar-
dzo dobre wypadkowe charakterystyki amplitudowe (rys. 5.7a). Analizujac jednak rozktad
biegunoéw (rys. 5.8a) uzyskanego quasi-odwrotnego filtru korekcyjnego widaé, ze bieguny po-
wodujace graniczna niestabilnos¢ uktadu odwrotnego pozostaja praktycznie na swoim miejscu,
0 czym wspomniano wczesniej.

Nieznaczne pogorszenie aproksymacji do poziomu 97% (g = 0,03) powoduje wyrazne od-
suniecie si¢ biegunéw od okregu jednostkowego (rys. 5.8b) i znacznie krotsza odpowiedZ im-
pulsowa (rys. 5.9b) w stosunku do odpowiedzi uzyskanej dla poprzednich zatozen (rys. 5.9a).
Oczywiscie wpltywa to na ksztalt wypadkowych charakterystyk amplitudowych (rys. 5.7b),
szczegolnie powodujac pogorszenie korekcji w waskich pasmach czestotliwosci blisko punk-
tow zwiazanych z wpltywem zer uktadu znieksztalcajacego lezacych bezposrednio na okregu
jednostkowym.

Dalsze zmniejszanie poziomu aproksymacji prowadzi do coraz wigkszego odsuwania biegu-

now filtru korekcyjnego od okregu jednostkowego przy jednoczesnym pogarszaniu sie wypad-
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Rys. 5.7. Charakterystyki czestotliwosciowe uktadéow wypadkowych uzyskanych dla przyjetych war-

tosci wskaznika aproksymacji g9

kowych charakterystyk amplitudowych. Dlatego przyjecie odpowiedniej wartosci wskaznika
aproksymacji qo zalezy wyltacznie od projektanta filtra. Przedstawiona teoria filtrow quasi-
-odwrotnych umozliwia jedynie w takim przypadku uzyskanie rozwigzania optymalnego uza-

leznionego od dobranej wartosci gs.
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Rys. 5.8. Rozklady biegundéw filtréw quasi-odwrotnych uzyskanych dla przyjetych wartosci wskaz-

nika aproksymacji g

Tablica 5.2. Wspolrzedne i moduly biegunéw filtréw quasi-odwrotnych uzyskanych dla przyjetych

wartosci wskaznika aproksymacji ¢o

@ 0,01 0,03

i | Relp] | Imp;] lpil | Relp;] | Imp;] |pi
1 1-0,9512 | 0,2806 | 0,9917 |—0,9243 | 0,2733 | 0,9639
2 10,9512 |—0,2806 | 0,9917 |—0,9243 |—0.2733 | 0,9639
3 |—0,9672 | 0,2853 | 1,0084 |—0,9949 | 0,2942 | 1,0375
4 [—0,9672 |—0,2853 | 1,0084 |—0,9949 |—0,2942 | 1,0375
5 |—0,6612 | 0,7446 | 0,9958 |—0,6512 | 0,7345 | 0,9816
6 |—0,6612 |—0,7446 | 0,9958 |—0,6512 |—0,7345 | 0,9816
7 |—0,6668 | 0,7509 | 1,0042 |—0,6759 | 0,7622 | 1,0187
8 |—0,6668 |—0,7509 | 1,0042 |—0,6759 |—0,7622 | 1,0187
9 0,2000 | 0,8800 | 0,9024 | 0,2000 | 0,8799 | 0,9024
10 | 0,2000 |—0,8800 | 0,9024 | 0,2000 |—0,8799 | 0,9024
11 ] 0,2456 | 1,0806 | 1,1081 | 0,2456 | 1,0806 | 1,1082
12 | 0,2456 |—1,0806 | 1,1081 | 0,2456 |—1,0806 | 1,1082
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Rys. 5.9. Nieprzyczynowe odpowiedzi impulsowe filtréw quasi-odwrotnych uzyskanych dla przyje-

tych wartosci wskaznika aproksymacji ¢o

Dla prezentowanych przypadkéw, w tabeli 5.2 zebrano wspoéirzedne i moduty biegunow
uzyskanych filtréw quasi-odwrotnych. Mozna w niej zauwazy¢, ze bieguny wystepuja zawsze
czworkami, co wnioskowano w punkcie 4.1. Przyktem takiej czworki sa bieguny py, pa, ps i p4,

gdyz dla g = 0,1 otrzymuje sig¢:
p; = —0,9512 — 0,2806i = py
p;t = (—0,9512 + 0,2806i) ' = —0,9672 — 0,2853i = py4
(p”{)_1 = (=0,9512 — 0,28061')_1 = —0,9672 + 0,2853¢ = p3
Korekcja sygnatéw o dhugim lub nieskonczenie dtugim czasie trwania wymaga zastoso-
wania filtracji sekcjonowanej ze wzgledu na cze$¢ antyprzyczynowa filtru quasi-odwrotnego.

Zaktadajac, ze korekcji maja podlegac¢ tylko harmoniczne sygnatu z pasma 0..0,3 z doktadno-
$cig wieksza od 1%, dobrano odpowiednig warto$¢ wskaznika g = 0,08, ktora daje aproksy-
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macje na poziomie PA; = 92%. Rys. 5.10 przedstawia uzyskane wypadkowe charakterystyki

czestotliwodciowe® .
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Rys. 5.10. Charakterystyki czestotliwosciowe uktadu wypadkowego dla go = 0,08
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Rys. 5.11. Przebiegi czasowe sygnaléw w torze korekcyjnym dla go = 0,08

Dobierajac dlugosé sekcji zgodnie z algorytmem i zaleceniami przedstawionymi w [33],

uzyskano wartos¢ wynoszaca 92 probki. Podczas symulacji stwierdzono, ze zaktadana doktad-

5Srodkowa charakterystyka przedstawia powiekszenie charakterystyki czestotliwoéciowej amplitudowej.
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no$¢ mozna uzyska¢ réowniez przy 80 probkach, co jednocze$nie pozwala na nie wprowadza-
nie dodatkowego przesuniecia fazowego pomiedzy sygnatami {s,} a {y,} (dtugos$c¢ sekcji jest
catkowita krotnoscia ilosci probek w okresie sygnatu). Na rys. 5.11 przedstawiono sygnalt wej-
Sciowy {s,} na uklad znieksztatcajacy, sygnat {x,} po przejsciu przez ten uktad, oraz sygnat
{yn} na wyjsciu filtru korekcyjnego. Dodatkowo pionowymi liniami ciaglymi zaznaczono gra-
nice poszczegdlnych sekcji. Rys. 5.12a przedstawia widma amplitudowe, natomiast rys. 5.12b

fazowe, wspomnianych sygnatow.
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Rys. 5.12. Widma amplitudowe i fazowe sygnatéw z rys. 5.11

W tabeli 5.3 zebrano wartosci btedéw wzglednych g, odtworzenia amplitud poszczegél-
nych harmonicznych (btedy wzgledne d,, dotyczace przesunieé¢ fazowych uzyskano na pozio-
mie pomijalnie matym). Jak wida¢ spelniaja one poczynione zalozenie odnosnie zaktadane;

doktadnosci.
Tablica 5.3. Bledy wzgledne odtworzenia poszczegélnych harmonicznych sygnatu {s,} z rys. 5.11

Harmoniczna | Oamp|%)] || Harmoniczna | 6amp|%)]
1 0,0016 7 0,0618
2 0,0019 8 0,3665
3 0,0026 9 0,8024
4 0,0041 10 0,4030
5 0,0077 11 0,3821
6 0,0182 12 0,6242
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5.3. Przyklad 2

Korekcja przy wykorzystaniu filtrow quasi-odwrotnych moze dotyczy¢ kazdego rodzaju
uktadow, w tym rowniez uktadoéw znieksztalcajacych, ktore thumig dolne czestotliwosci w
przetwarzanym pasmie. W niniejszym przyktadzie zatozono, ze uktad korygowany jest okre-

Slony przez transmitancje w postaci wymierne;j.

1
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F

Rys. 5.13. Charakterystyki czestotliwosciowe uktadu znieksztatcajacego
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oaf i | Re[z] | Im[z] | 2]
= 10,8560 | 0,5000 | 0,9914
ol 2 | 0,8560 |—0,5000 | 0,9914
3109659 | 0,2588 | 1,0000
40,9659 |—0,2588 | 1,0000
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0 0.5 1
Re[p], Re[z]

Rys. 5.14. Rozklad zer i biegunéow uktadu znieksztatcajacego
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5. Przyktady symulacyjne

Przedstawiony na rys. 5.14 rozktad zer® $wiadczy, iz przeprowadzenie korekcji poprzez
zastosowanie idealnego uktadu odwrotnego spowoduje uzyskanie uktadu korekcyjnego niesta-
bilnego w sensie BIBO. Zastosowanie teorii przedstawionej w niniejszej pracy daje mozliwos¢
uzyskania co prawda nieprzyczynowego, jednak zgodnie z punktem 2.3.2 stabilnego filtru ko-
rekcyjnego.

Ze wzgledu na wigksza intuicyjnosé zwiazang z zaktadaniem wspotezynnika aproksymacji
uktadu wypadkowego w stosunku do uktadu tozsamosciowego, réwniez w tym przyktadzie
przy projektowaniu quasi-odwrotnego filtru korekcyjnego zastosowano rozwigzanie uzyskane
dla drugiego zadania optymalizacyjnego. Dla porownania projekt filtru quasi-odwrotnego re-
alizujacego korekcje tego samego uktadu znieksztatcajacego, jednak na podstawie rozwigzan
uzyskanych dla pierwszego zadania optymalizacyjnego, zostanie przedstawiony w kolejnym
przyktadzie.

Rys. 5.15 obrazuje przebiegi funkeji aproksymacji As(A) 1 stabilnodci Sy(\) wlasciwe dla
rozpatrywanego przykladu. Wartosci zmian mnoznika A dobrano tak, aby uwidoczni¢ zmia-
ny wartosci funkeji aproksymacji A(\) dla zakresu ¢o = 0,01..1. Odpowiada to procento-
wej aproksymacji uktadu tozsamosciowego przez uktad wypadkowy w odpowiednio zakresie

99%..0%.

0.8 18

0.2 12

- L L L L L L L L L
0
0 1 2 3 4 5 6 7 0 10 20 30 40 50 60 70 80 % 100
A x10° A

a) A =0..7-10° b) A =0..100
Rys. 5.15. Wykresy funkcji stabilnosci Sa(\) 1 aproksymacji Aa(\)

W tablicy 5.4 zebrano przyjete wartosci wskaznika aproksymacji ¢», odpowiadajace im
procentowe poziomy aproksymacji PA, uktadu tozsamosciowego przez uktad wypadkowy oraz

uzyskane wartosci mnoznika A wyznaczone za pomoca algorytmu z rys. 5.2.

6Tablica przy rys. 5.14 nie zawiera wspélrzednych i modutéw biegunéw ukladu znieksztalcajacego, gdyz

ich potozenie nie jest istotne z punktu widzenia rozpatrywanego problemu.
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5. Przyktady symulacyjne

Tablica 5.4. Przyjete wartosci wskaznika g9 oraz odpowiadajace im poziomy aproksymacji PAs i

wartosci mnoznika \

q2 PA, A
0,01 | 99% | 6703485

0,04 | 96% | 787336
0,21 | 79% 1405

Przyjecie wartosci wskaznika aproksymacji ¢; = 0,01 daje mozliwo$¢ korekcji harmonicz-
nych przetwarzanego sygnatu prawie z catego pasma przetwarzanych czestotliwosci. Wyjat-
kiem sa czestotliwosci, dla ktérych ttumienie w uktadzie znieksztatcajacym byto bardzo duze
lub nieskonczenie duze w wyniku wystepowania zer blisko okregu jednostkowego lub bez-
posrednio na nim. W przypadku wystepowania w przetwarzanym sygnale harmonicznych o
takich czestotliwosciach, ich odtworzenie jest praktyczne niemozliwe, gdyz informacja o nich
zostala bezpowrotnie utracona.

Pomimo dobrych wypadkowych charakterystyk czestotliwosciowych parametry dynamicz-

ne uzyskanego filtru korekcyjnego moga by¢ jeszcze niezadowalajace, gdyz jego bieguny leza

Y o5} i
S
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
0 ~ T
o0l i
o
S 40+ N
]
o
‘%' -60 4
-80 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
x10°
=)
(7]
2 o
€L
5
© -5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
F
a) g2 = 0,01

Rys. 5.16. Charakterystyki czestotliwo$ciowe uktadéw wypadkowych uzyskanych dla przyjetych

wartosci wskaznika aproksymacji ¢o
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Rys. 5.16. Kontynuacja

nadal bardzo blisko okregu jednostkowego (rys. 5.17a), co objawia sie réwniez stosunkowo
dluga odpowiedzia impulsowa (rys. 5.18a).

Zmniejszenie wskaznika ¢, do wartosci 0,04 umozliwia dalsze odsunigcie biegunow filtru qu-
asi-odwrotnego od okregu jednostkowego (rys. 5.17b). To 3% pogorszenie aproksymacji do 96%

znacznie poprawia przebieg jego odpowiedzi impulsowej (rys. 5.18b), ktora znacznie szybciej
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5. Przyktady symulacyjne

wygasa. Jednoczes$nie nastepuje pogorszenie przebiegow charakterystyk czestotliwo$ciowych
uktadu wypadkowego (rys. 5.16b), a korekcja w pasmie zaporowym uktadu znieksztalcajacego
jest tylko czesciowa. Jest to cena ptacona za polepszenie wiasciwosci dynamicznych zastoso-

wanego do korekcji filtru quasi-odwrotnego.

0.8

0.6

0.4

0.2

Im[p]]
o

0.2}

-0.4r

0.6

—0.81-

0.8

0.6

0.4

0.2

Imip]
°
imip]

1 |
- 0 15
Re[p] Relp]

b) g2 = 0,04 ¢) g2 = 0,21
Rys. 5.17. Rozklad biegunéw filtrow quasi-odwrotnych uzyskanych dla przyjetych wartoéci wskaz-

nika aproksymacji ¢o

Mozliwy jest rowniez taki dobor wartosci wskaznika go, aby korekcji podlegato tylko pasmo
przepustowe uktadu znieksztatcajacego. Dla prezentowanego przyktadu korekcje taka uzyskuje
sie przy g2 = 0,21. Rozktad biegunéw filtru korekcyjnego (rys. 5.17¢) dla przyjetej wartosci
g2 wskazuje na jego duza stabilnos¢, a jego odpowiedz impulsowa jest znacznie krétsza od

uzyskanej dla poprzedniej wartodci wskaznika gs.
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Rys. 5.18. Nieprzyczynowe odpowiedzi impulsowe filtréw quasi-odwrotnych uzyskanych dla przy-

jetych wartosci wskaznika aproksymacji ¢o

Dalsze zwigkszanie wartosci wskaznika ¢y powyzej 0,21 powoduje na tyle duze pogorszenie

aproksymacji, ze nie jest mozliwe przeprowadzenie korekcji nawet w pasmie przepustowym

uktadu znieksztatcajacego.



5. Przyktady symulacyjne

Niezaleznie od przyjetej wartosci wskaznika ¢, filtr quasi-odwrotny posiada zawsze do-
ktadnie odwrotng charakterystyke fazowa w stosunku do charakterystyki fazowej uktadu znie-
ksztatcajacego, co wykazano w punkcie 4.2, a obecnie potwierdzono symulacyjnie i zaprezen-
towano na rys. 5.19. Dzieki temu uzyskuje sie zawsze petna korekcje znieksztatcen fazowych.
Oczywiscie ta petna korekcja uzyskiwana jest tylko wtedy, gdy dysponujemy bardzo doktad-

nym modelem matematycznym uktadu znieksztatcajacego.

200 T T T T T T

100k \

-100 B

arg(H(F))
o

-200 I I | | | | | | |
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=]

arg(G, (F))
o
o 8
T T
\ I

-100

-200 1 1 1 1 1 1 | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

F

Rys. 5.19. Poréwnanie charakterystyk czestotliwosciowych fazowych arg(H (F')) uktadu korygowa-

nego oraz arg(G,(F)) filtru quasi-odwrotnego uzyskanego dla g, = 0,21

Analizujac zaprezentowane przypadki widac, ze dobér odpowiedniej wartosci wskaznika gy
jest kompromisem pomiedzy dopuszczalnym w danym przypadku spadkiem poziomu aproksy-

macji uktadu tozsamosciowego, a pozadang stabilnoscig quasi-odwrotnego filtru korekcyjnego.

5.4. Przyklad 3

Synteza quasi-odwrotnego filtru korekcyjnego zaréowno przy wykorzystaniu wynikow uzy-
skanych dla pierwszego jak i drugiego zadania optymalizacyjnego, przy spetnieniu pewnych
warunkéw, prowadzi w koncowym etapie do uzyskania tego samego filtru. Przyjmujac, ze
uktad znieksztalcajacy okreslony jest identycznie jak w poprzednim przyktadzie, projekt fil-
tru korekcyjnego przeprowadzono na podstawie rozwigzan uzyskanych dla pierwszego zadania
optymalizacyjnego, gdzie zatozeniu podlega wskaznik stabilnosci, natomiast optymalizowany

jest wskaznik aproksymac;ji.
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5. Przyktady symulacyjne

Wykresy funkeji aproksymacji A;(A) i stabilnosci S;(\) dla rozpatrywanego przypadku
przedstawiono na rys. 5.20. Mozna zauwazy¢, ze ksztalty otrzymanych przebiegdéw funkeji sa
zgodne z wykresami uzyskanymi na drodze teoretycznej w punkcie 4.3.1, co potwierdza po-
prawnos¢ przeprowadzonych analiz. Zgodnie ze wzorem (3.69) warto$¢ ¢; zaktadanego wskaz-

nika jest réwnowazna wartosci funkcji stabilnosci Sy ().
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a) A =0,001..10 b) A =0,0001..0,01

Rys. 5.20. Wykresy funkcji stabilnosci S1(A) 1 aproksymacji A1 ()

Na rys. 5.21 przedstawiono graficznie wyznaczanie wartosci mnoznika A\ dla poprzedniego
przyktadu przy ¢» = 0, 21, obrazujac jednoczesnie uzyskana na podstawie wzoru (4.66) wartosé
funkeji stabilnosci Sa(\). Dokladne wartosci wszystkich parametréw przedstawiono w tabeli
obok rysunku.

Przeprowadzmy teraz projekt filtru quasi-odwrotnego do korekcji uktadu znieksztatcajace-
go z przyktadu 2, bazujac na wzorach uzyskanych dla pierwszego zadania optymalizacyjnego i
przyjmujac wartos¢ wskaznika ¢ réwna wartosci funkcji Se(A) uzyskana w poprzednim przy-
ktadzie dla ¢ = 0,21. Zgodnie z procedura projektowa, postugujac sie algorytmem z rys. 5.2
wyznaczono warto$¢ mnoznika A\ = 7,11773 - 10~*. Obliczajac wartoéé funkcji aproksymacji
Aq (M) dla uzyskanego A na podstawie wzoru (4.53), co graficznie przedstawiono na rys. 5.22,
otrzymuje si¢ taki sam wynik, jak wartos¢ przyjetego wskaznika aproksymacji w poprzednim
przyktadzie. Oznacza to, iz uzyskany filtr bedzie posiadat taki sam poziom aproksymacji. Za-
tem, jak nadmieniono w punkcie 4.1.2, mozna uzna¢, iz przedstawione dwa podejscia prowadza

do uzyskania identycznych rezultatéw.
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Rys. 5.21. Graficzna prezentacja okreslenia charakterystycznych wartosci przy projektowaniu filtru

quasi-odwrotnego zgodnie z drugim zadaniem optymalizacyjnym
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Rys. 5.22. Graficzna prezentacja okreslenia charakterystycznych wartosci przy projektowaniu filtru

quasi-odwrotnego zgodnie z pierwszym zadaniem optymalizacyjnym

5.5. Przyklad 4

Nie w kazdym przypadku udaje sie uzyskac filtr korekcyjny o dobrych parametrach dyna-
micznych (krétka odpowiedZ impulsowa) przy stosunkowo wysokiej wartosci poziomu aprok-
symacji PAs. Niniejszy przyktad pokazuje wlasnie taki przypadek.

Jako uktad znieksztalcajacy przyjeto uktad opisany transmitancja H(z) w postaci wielo-
mianu 10-tego rzedu o charakterystykach czestotliwosciowych przedstawionych na rys. 5.23.
Zgodnie z rozktadem zer, przedstawionym na rys. 5.24, posiada on 4 zera (w tym 2 podwdjne)
umieszczone na okregu jednostkowym. Dodatkowo jedna para zer lezy poza kotem jednostko-

wym. Zatem idealna odwrotnos¢, nawet potraktowana jako uktad nieprzyczynowy, nie bedzie
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Rys. 5.23. Charakterystyki czestotliwosciowe uktadu znieksztatcajacego
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Rys. 5.24. Rozklad zer ukladu znieksztalcajacego

i | Relz] Im|[z] | 2]

11-0,9591 | 0,2829 | 1,0000
2 |—0,8000 | 0,8000 | 1,1314
3 1—0,2739 | 0,9618 | 1,0000
4| 0,7000 | 0,2500 | 0,7433

uktadem stabilnym. Do zaprojektowania filtru korekcyjnego zastosowano wiec proponowang

w pracy metode zgodng z wynikami uzyskanymi dla drugiego zadania optymalizacyjnego. Na

rys. 5.25 przedstawiono uzyskane wykresy funkeji stabilnosci Sa(A) oraz aproksymacji Aa(\).

Poréwnujac wykresy funkcji aproksymacji Ag(A) i stabilnosci Sy(\) dla prezentowane-

go przyktadu i przyktadu 2 przy zakresie zmian wskaznika ¢, = 0..0,2 mozna zauwazy¢, ze

warto$é¢ funkceji stabilnosci, ktora reprezentuje energie odpowiedzi impulsowej filtru quasi-od-

wrotnego, jest o rzad wieksza w biezacym przyktadzie. Dodatkowo w przyktadzie 2 funkcja

aproksymacji szybciej zbliza sie do wartosci zerowej. Oznacza to, ze przy tym samym pozio-

mie aproksymacji filtr korekcyjny z prezentowanego przyktadu bedzie mial znacznie gorsze
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wtadciwosci dynamiczne, niz filtr z przyktadu 2.
Nawet przy zalozeniu do$¢ niskiego poziomu aproksymacji PA; = 80%, wcigz istnieje
czworka biegunéw, ktore leza bardzo blisko okregu jednostkowego pogarszajac wlasciwosci

dynamiczne filtru quasi-odwrotnego.

4 X 10°
x 10 0.2 T T T T T T T T T 16
0.2 T T T T T T T T T 16

0.175 —114

0.15 12

0.125 B -110

a) przyktad 2, A = 0..107 b) przyklad 4, A = 0..10%

Rys. 5.25. Poréwnanie wykreséw funkcji stabilnosci So(A) i aproksymacji A(A) dla przyktadéw 2

i 4, przy zakresie zmian wskaznika aproksymacji ¢go = 0..0,2

Tablica 5.5. Przyjete wartosci wskaznika g9 oraz odpowiadajace im poziomy aproksymacji PAs i

wartosci mnoznika \

q2 PA2 )\
0,2 | 80% | 106215
0,3 | 70% 10077

Zmaczne oddalenie czworki wspommnianych biegunéw, a przez to znaczace zmniejszenie
wartosci probek odpowiedzi impulsowej, uzyskuje si¢ dopiero przy wartosci poziomu aprok-
symacji w granicach PA; = 70%. W rozpatrywanym przyktadzie trudno jest wiec znalezé
rozwigzanie, ktore pozwalatoby na korekcje pasma zaporowego uktadu znieksztalcajacego,

dajac jednoczesnie quasi-odwrotny filtr korekcyjny o dobrych wtasciwosciach dynamicznych.
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Rys. 5.26. Charakterystyki czestotliwosciowe ukltadéw wypadkowych uzyskanych dla przyjetych
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Rys. 5.27. Rozklady biegunéw filtrow quasi-odwrotnych uzyskanych dla przyjetych wartosci wskaz-

nika aproksymacji g

Tablica 5.6. Wspoltrzedne i moduly biegunéw filtréw quasi-odwrotnych uzyskanych dla przyjetych

wartosci wskaznika aproksymacji go

q2 0,2 0,3

i | Re[p] | Im[pi] | [pil | Relp] | Imlp] | |pif
1 1-0,7379 | 0,1325 | 0,7497 |—0,6478 | 0,1202 | 0,6589
2 |—0,7163 | 0,3719 | 0,8071 |—0,6118 | 0,3623 | 0,7110
3 |—0,6016 | 0,6284 | 0.8699 |—0,5279 | 0,6270 | 0,8196
4 1—0,2694 | 0,9753 | 0,9864 |—0,2555 | 0,9239 | 0,9586
5 0,7000 | 0,2500 | 0,7433 | 0,7000 | 0,2500 | 0,7433
6 |—1,3129 | 0,2358 | 1,3339 |—1,4923 | 0,2769 | 1,5178
7 |—1,0996 | 0,5710 | 1,2390 |—1,2101 | 0,7166 | 1,4064
8 |—0,7949 | 0,8304 | 1,1495 |—0,7859 | 0,9333 | 1,2201
9 |—-0,2769 | 0,9753 | 1,0138 |—0,2780 | 1,0055 | 1,0432
10 | 1,2670 | 0,4525 | 1,3453 | 1,2670 | 0,4525 | 1,3454
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5. Przyktady symulacyjne
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Rys. 5.28. Nieprzyczynowe odpowiedzi impulsowe filtréw quasi-odwrotnych uzyskanych dla przy-

jetych wartosci wskaznika aproksymacji ¢o
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6. Podsumowanie

6.1. Podsumowanie wynikéw prac

W pracy przedstawiono metode syntezy korekcyjnych filtréw quasi-odwrotnych, stabilnych
w sensie BIBO w klasie uktadéw nieprzyczynowych. Zaktada sie przy tym istnienie modelu
matematycznego uktadu znieksztatcajacego w postaci jego dyskretnej transmitancji lub dys-
kretnej odpowiedzi impulsowej. Stosowanie tego typu filtrow jest szczegdlnie przydatne w
przypadku, gdy dyskretna transmitancja uktadu znieksztatcajacego posiada zera lezace na
okregu jednostkowym, co wymusza niestabilnosé¢ jego idealnej odwrotnosci. Zastosowane przy

syntezie filtrow podejscie optymalizacyjne zaktada przyjecie dwoch kryteriow:

e aproksymacji uktadu wypadkowego, powstatego przez kaskadowe potaczenie uktadu

znieksztatcajacego i filtru korekcyjnego, w stosunku do uktadu tozsamosciowego,

e stabilnosci filtru korekcyjnego,

przy czym jedno z nich przyjmuje zawsze pewna zalozong wartos¢. Okazuje sie, ze kazde z
dwoéch przedstawionych podejsé daje praktycznie identyczng postaé filtru quasi-odwrotnego,
co przedstawiono zaréowno teoretycznie, jak réwniez w jednym z przyktadéw symulacyjnych.

Doboér mnoznika A, przez zatozenie odpowiedniej wartosci wskaznika aproksymacji lub
stabilnosci, pozwala w tego typu filtrach korekcyjnych na sterowanie potozeniem biegundw
wzgledem okregu jednostkowego. Dlatego filtry quasi-odwrotne moga by¢ stosowane nie tylko
w przypadku, gdy idealny filtr korekcyjny posiada bieguny lezace bezposrednio na okregu jed-
nostkowym lecz réwniez wtedy, gdy jego bieguny znajduja si¢ w jego bardzo bliskiej odlegtosci.
Zastosowanie w takim wypadku filtru quasi-odwrotnego umozliwia wiec poprawe stabilnosci
uktadu korekcyjnego.

Do numerycznego wyznaczania wartosci mnoznika A w zaleznosci od zatozonej wartosci
wskaznika g zaproponowano algorytm wykorzystujacy iteracyjnag metode Newtona, jednocze-

snie pokazujac jej zbieznosé.
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6. Podsumowanie

Na podstawie uzyskanych rozwiagzan algebraicznych przedstawiono transmitancje tego ty-
pu filtrow, pokazujac réwniez charakterystyczny rozktad ich biegunow. Rozktad ten zachowuje
symetrie na ptaszczyznie zmiennej zespolonej z nie tylko wzgledem osi liczb rzeczywistych lecz
rowniez wzgledem okregu jednostkowego.

Niewatpliwg zaletg filtrow quasi-odwrotnych jest posiadanie doktadnie odwrotnej charak-
terystyki fazowej do charakterystyki fazowej uktadu znieksztalcajacego niezaleznie od przy-
jetej wartosci wskaznika aproksymacji lub stabilnosci. Nalezy jednak mie¢ na uwadze, ze w
praktyce zalezne jest to jednak od doktadnosci przyjetego modelu uktadu znieksztatcajacego.
Zatem doktadnie zerowa charakterystyke fazowa uktadu wypadkowego mozna uzyskac¢ tylko
przy wezesniejszej precyzyjnej identyfikacji uktadu znieksztatcajacego.

Pomimo, iz uzyskana rodzine filtréw zaklasyfikowano do grupy uktadéw nieprzyczyno-
wych (co wyniklo z koniecznosci uzyskania uktadu stabilnego), w wyniku zastosowania odpo-
wiedniego schematu przetwarzania sygnatu przez cze$é¢ antyprzyczynowa pokazano, iz istnieje
mozliwos¢ filtracji sygnatéw o bardzo dlugim czasie trwania bez konieczno$ci zapamietywania
probek catego sygnatu.

Przedstawione przyktady symulacyjne, w ktorych zastosowano do korekeji hipotetycznych
uktadow znieksztatcajacych uzyskane filtry quasi-odwrotne, potwierdzaja postawiong teze o
mozliwosci korekcji znieksztatcen wprowadzanych przez uktady o dyskretnej transmitancji z

zerami na okregu jednostkowym na drodze zastosowania filtrow cyfrowych.

6.2. Przewidywane dalsze prace

Niezwykle pomocnym w procesie projektowania filtru quasi-odwrotnego bytaby zaleznos¢
pozwalajaca na okreslenie wptywu przyjetej wartoscia mnoznika A na potozenie poszczegdl-
nych biegunéw filtru quasi-odwrotnego wzgledem okregu jednostkowego. Pozwolitoby to na
bardziej precyzyjne sterowanie ich potozeniem w zaleznosci od przyjmowanej warto$ci wskaz-
nika q.

Rozwinigcie zaprezentowanej metody o analize wpltywu rozdzielczosci przetwornika analo-
gowo-cyfrowego oraz rozpatrzenie wpltywu doktadnosci modelu matematycznego na doktad-
nos¢ przeprowadzanej korekcji pozwoli na wierniejsze oddanie proceséw zachodzacych w ukta-
dzie rzeczywistym, natomiast podczas projektowania i implementacji umozliwi uwzglednienie

wigkszej liczby parametréw wpltywowych.
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A. Wybrane szczegbélowe

przeksztalcenia

A.1. Przeksztalcenia dotyczace wzoru (3.62)

Li(gr+Ag, ) — L1(ga, N) =

= (Hgy+HA, — 6 Hg, + HA, —8) + Mgy +A,,9, +A,) —
+Aq1 — (Hgy —0,Hgy — ) — X\(gx,9)\) + \¢1 =

=(Hg,,Hg, + HA, — 6) + (HA, — 6, Hg\ + HA, — &) + Mgx,g) + Ay) +
+AMAg, gx +Ay) — (Hgy, Hgy —6) + (6, Hgy — 6) — N(gx,9)) =

=(Hg),Hg)) + (Hg\,HA, —6) + (HAy,Hg, + HA, —§) —
+(0, Hgy + HAy —8) + Mgx, 95) + Mar, Ay) + MAy, 90) + MA,, Ay) —
+(Hgx, Hgy) + MAy, Ay) — (Hgy, Hgy) + (Hgy,6) + (6,Hgy) — (6,0) —
+A(gx, 90) =

=(Hg\,HA,) — (Hg,.0) + (HA,, Hg,) + (HA,, HA, —6) — (6,Hg,) +
—(6, HA, —0) +2X(g),A,) + MA,,A,) + 2(Hg,,6) — (6,6) =

=2(Hg,,HA,) — 2(Hg,,6) + (HA,, HA,)) — (HA,,8) — (6, HA,) + (8,6) +
+2X{(gr, Ay) + MA, A) + 2(Hg,,8) — (8,6) =

=2(H"Hg,,A,) + (HA,, HA,)) —2(H"6,A,) +2X(g),A,) + MA,,A,) =

=2(H"Hg, — H"6 + \gx,Ay) + (HA, HA) + MAy, Ay) =

=2(H*Hg, — H*6 + Mgy, A,) + [[HA,||> + M4, |]? (A1)
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A. Wybrane szczegolowe przeksztalcenia

A.2. Przeksztalcenia dotyczace wzoru (3.74)

Lo(gr+ A4, A) — Lo(gr, A) =

=(gr+Ay, 9\ +A,)) + N Hg\+HA, — 6, Hg, + HA, —08) — M2 — (9, 9)) —
+M\(Hg) —0,Hg, —6) + \g2 =

= (g2 + Ay, 90) + (9 + Ay, Ay) + A\(Hg\ — 6, Hg, + HA, — 8) +
+AHA, —0,Hgy + HA; —0) — (9, 9)) — M(Hgy —6,Hg) —6) =

=(9x.95) + (Bg, 1) + (gr, Ay) + (Ag, Ag) + AN(Hg\ — 6, Hg, — 6) +
+A(Hg),— 6, HA,)) + N(HA,,Hg), —6) + \(HA,, HA,) — (9,,9)) —
+A\(Hg, — 6, Hg, —6) =

= (g0, Ay) + (gx, A) + (A, A,) + N(H*Hgy — H*8,A,) +
+A\(Hgy — 8, HA,) + \(HA, HA,)) =

=2(gx,A,) + (A, A,) + \N(H*Hgy, — H*6,A,) + \(H"Hg, — H'6,A,) +
+MHA, HA)) =

=2(gx,A,) +2\(H*Hgy — H*§,A,) + MhA, hA,)) + (A, A,) =

—2(gy + AH*Hg, — \H*6,A,) + \(HA, HA,)) + (A, A,) =

—2(gx + \H*Hgy — \H*6,A,) + \|HA, | + |4, 2 (A.2)
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B. Dowody twierdzen

B.1. Twierdzenie 2.3 - czeS¢ przyczynowa

Uwzglednienie wielokrotnosci biegunéw transmitancji 7% (z) przy obliczaniu catki we wzo-

rze (2.31) metoda residuéw prowadzi do nastepujacej ogélnej zaleznosci

p+t
it = res (T*(z)z"’l) =
T
k=1%=Pg
+ +
P 1 dak—l

Pt 1 I daz—l
= lim <T+ 2) (2 —pf k) 2
S | (T )

o —1
dz% _—
Pt o —1
1 d
= lim (TJr 2) (z —pif ’“) lim 2"+
kzl(Ug-—’l)' z—ﬂﬁ’dzngl ( >( k) 2—p;
1 2
daz—l

(B.1)

Przy rozpatrywaniu absolutej sumowalnosci ciggu {i} dla n > 0 nalezy wiec przeanalizowaé
zachowanie si¢ kazdego z czterech sktadnikéw nie tylko przy z — p; lecz réwniez przy n — oc.

Pierwszy z czynnikéw znajdujacych si¢ pomiedzy nawiasami kwadratowymi we wzorze
(B.1) przyjmuje zawsze pewna stala warto$¢ a(py) zalezna tylko od wartosci biegunéw p;,

natomiast niezalezna od indeksu n prébek i wyznaczanej odpowiedzi impulsowej. Réwniez
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B. Dowody twierdzen

trzeci czynnik nie zalezy od indeksu n, zatem mozemy zapisac

i, L (o) ()™ ) = atei) (B2)
tim () (== ) ) = b0 (B3

Udowodnienie absolutnej zbieznosci ciagu {i,} wymaga zatem przeanalizowanie zachowania
sie czynnika drugiego i czwartego we wzorze (B.1) dla n — oo.
W przypadku czynnika drugiego, granica ciggu moze zosta¢ obliczona przez bezposrednie

podstawienie, przez co otrzymujemy

n—1
lim 2" ' = (p; B.4
Jim, (vf) (B.4)
7 kolei granica przy n — oo wynosi
n—1
Jm (p)" =0 (B.5)

poniewaz ‘plﬂ < 1.

1

Pochodna wyrazenia z"~' w czynniku czwartym wymnosi

(n—1)(n—2)...(n— (o7 — 1)) 2" x~D-1 (B.6)

0’;:—1 czynnikéw
zatem jej granica moze zosta¢ obliczona rowniez przez bezposrednie podstawienie, co prowadzi
do nastepujacego wyniku

lim+(n —DH(n—=2)...(n— (o} — 1))an(a,j71)f1 _
z2—p,

— == (- (o — 1) () (B.7)

Sprawdzenie zachowania sie tego czynnika przy n — oo nie jest juz niestety mozliwe poprzez
bezposrednie podstawienie n = oo, gdyz otrzymuje si¢ wtedy nieoznaczonos¢ typu oo - 0.
Mozna jednak przeprowadzi¢ wyznaczanie granicy réwnowaznego wyrazenia

(n— 1)(n—2)..1.(n— (of — 1))

()

(B.8)
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B. Dowody twierdzen

el

ktore przy bezposrednim podstawieniu daje nieoznaczonos¢ typu 2

pozwalajaca na zasto-
sowanie twierdzenia de 'Hospitala. (o — 1)-krotne rézniczkowanie licznika i mianownika w

(B.8) prowadzi do uzyskania wyrazenia

(O-I—c’— — 1)' (B 9)
o —1 ’
( i nf(oljfl)
pk)
Teraz tatwo juz zauwazy¢, ze dla |p}| < 1
+_ 1)
lim oy = 1) =0 (B.10)
R L
<_ ) L\ 0;71)
(vi)

Ostatecznie wida¢, ze ze wzgledu na dazenie zaréwno czynnika drugiego, jak i czwartego

w wyrazeniu (B.1) do zera przy n — oo, réwniez

lim i =0 (B.11)

n—~oo

co gwarantuje absolutna sumowalnosé ciagu {i; }.

B.2. Twierdzenie 2.3 - cze$¢ antyprzyczynowa

W podobny sposob jak w punkcie B.1 mozna udowodni¢ absolutng sumowalnos¢ odpowie-
dzi impulsowej i, przy n — —oo w przypadku ukltadu dyskretnego o biegunach lezacych na
zewnatrz kota jednostkowego. Wtedy przy uwzglednieniu wielokrotnosci biegunéw i wyzna-

czaniu wartosci probek i w oparciu o metode residuéw, wzor (2.37) przyjmie postacé

i = 3571 lim do (T('Ul)vn1 (vl—pk)o’“) =
" — (0 — D)oL | gz 1
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B. Dowody twierdzen

(B.12)

Roéwniez w tym przypadku dla czynnika pierwszego i trzeciego mozna napisaé, ze

T (T(ful) (v —pk)ak) —y <i> (B.13)

o= dz7% -1 Dr

lim (T(Ul) (v —pk)"’“) —b <i> (B.14)

V— — p];

tzn. granice te przyjmuja zawsze pewne okreslone wartosci zalezne tylko od wartosci biegundw
P hie zalezac przy tym od indeksu n.
W przypadku czynnika drugiego

—n—1
1
lim vt = (—) (B.15)

V———=
Pl

Natomiast granica przy n — —o0 wynosi

lim <i>_n_ =0 (B.16)

n——oo pl;

poniewaz ‘p,;‘ > 1.

n—1

Pochodna wyrazenia v™"~" w czynniku czwartym wynosi

(—n—1)(—=n—2)...(—n — (o —1))o " o —D-1 (B.17)

o, —1 czynnikéw

7 kolei granica

1 —m — _n — o - _ —n—(oF —1)—1 __
vl_l)m_1_( n—1(-n—-2)...(—n — (o, — 1))v k =
Pl

—n—(op —1)—1
=(—n—-1)(—n—-2)...(—n — (0, — 1)) <—_> (B.18)
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B. Dowody twierdzen

Przy obliczaniu granicy dla n — —oo uzyskana zaleznos$¢ (B.18), podobnie jak w punkcie B.1,
przeksztatcono do postaci umozliwiajacej zastosowanie twierdzenia de 1I’'Hospitala. Wtedy

tatwo juz zauwazy¢, ze

(=1)% "oy, — 1)t 0 (B.19)

lim = — =
n——00 B 1 n+(o, —1) 1 o, —1
Dy, Dy,

Ostatecznie ze wzgledu na zerowanie si¢ czynnikow drugiego i czwartego w wyrazeniu

(B.12) przy n — —oo, rowniez
lim i~ =0 (B.20)

n——0o0

co gwarantuje absolutna sumowalnosé¢ ciagu {i,, }.

B.3. Twierdzenie 3.2

Niech bedzie dana macierz A operatora splotu postaci

Qo0 Aot QN
10 di11 - Q1N

A= (B.21)
ayo ani - AaN,N

gdzie N jest liczbg parzysta', a elementy a; ; € R, gdzie 4,5 = 0,1,..., N, dla ktérych réznica
indeksow i — j jest taka sama, majag taka sama warto$é. Niech dany bedzie rowniez wektor &
postaci

6 =[60,61,...,6n]" (B.22)

reprezentujacy delte Kroneckera, tzn. wartodci wspoéhrzednych 9, wektora, gdzie j = 0,1,..., N

okreslane sg wedtug ponizszej zaleznosci

5 :{o dla j # X

. B.23
! 1 dlaj=% (B:29)

Na podstawie (3.32) oraz dziatan na macierzach, dziatanie realizowane po prawej stronie

réwnosei (3.36) mozna zapisaé nastepujaco

N
A6 =A"6=0b, gdze b,=)> ar,ds, n=0,1,...N (B.24)
k=0

! Niniejsze zatozenie wynika z przyjetego sposébu reprezentacji sygnatéw nieprzyczynowych w postaci wek-

toréw.
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B. Dowody twierdzen

Biorac pod uwage (B.23), wartosci b,, dane sa zaleznoscia

b, =a n=0,1,...N (B.25)

w2

nl

Mnozenie macierzy przez wektor okreslane jest nastepujaco

N
Ab=d, gdzie d, =) ayudp, n=0,1,...N (B.26)

k=0
Inwersja czasowa polega na odwroceniu kolejnosci wspotrzednych wektora, zatem dziatanie

wystepujace po lewej stronie réwnosci (3.36) mozna przedstawi¢ jak ponizej.
N
(A8)f =¢, gdzie cy_p = anidy, n=0,1,...N (B.27)
k=0

Podobnie jak wezesniej, ze wzgledu na (B.23)

cNom=a ~, n=01,...N (B.28)

2
Zmienmy soséb indeksowania we wzorze (B.28) przyjmujac, ze N —n = m. Wtedy (B.28)
przyjmie postac
Cm=ay_,n, m=0,1,...N (B.29)

N,
2

Wracajac do poprzedniego oznaczenia, tj. przyjmujac m = n otrzymujemy

Cn = Uy _p N, n=0,1,...N (B.30)

Poniewaz ay_,, N = an g, gdyz dla kazdego n = 0,1,..., N roznice ich indekséw sa sobie
rowne, tj. NN

N-n——==—— B.31

n-g =50 (B.31)

zatem réwniez ¢, = b, z czego wynika rownos¢
(Ad)* = A*6 (B.32)

co konczy dowod. M

B.4. Twierdzenie 3.3

Niech bedzie dana macierz A operatora splotu postaci

@o,0 QAo - QN
10 di11 - Q1N

A— (B.33)
aGyNo ana1 - AN N
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gdzie N jest liczbg parzysta?, a elementy a;; € R, gdzie 4,5 = 0,1,..., N, dla ktérych réznica
indekséw i — j jest taka sama, majq taka samg warto$¢. Niech dany bedzie rowniez wektor b

postaci
b= [bo,bi,...,bx]" (B.34)

gdzie b; € R, 7 =0,1,..., N.

Iloczyn macierzy A i wektora b mozna zapisa¢ nastepujgco
N
Ab=c, gdzie c¢,= Z anibe, n=0,1,...N (B.35)
k=0

Jesli maciez A* jest macierza operatora sprzezonego, zas wektor b zostanie poddany ope-

racji inwersji czasowej, wtedy
N
AV =AY =e, gdzie e, = Z agnby_r, n=0,1,...N (B.36)
k=0

Przeprowadzenie dodatkowo inwersji czasowej na dziataniu okreslonym wzorem (B.36) wyma-

ga jedynie odwrocenia kolejnosci uzyskiwanych wspotrzch, stad
f b al
(A*bu> = (ATbﬁ> =d, gdzie dy_,= Z agnbn_r, n=0,1,...N (B.37)
k=0

Zmieniajac sposob indeksowania wspolrzednych wektora d we wzorze (B.37) w wyniku pod-

stawienia N — n = m, otrzymuje si¢

N
A =Y g N-mby-, m=0,1,...N (B.38)
k=0
Zmieniajac m na n
N
dn = Z ahN,nbN,k, n = 0, 1, ...N (B39)
k=0

Podobnie zmieniono sposoéb indeksowania wspotrzednych wektora b zaktadajac N — k = p.

Wtedy wzor (B.39) przyjmie postaé

N
dp =Y an_pn-nby, n=0,1,...N (B.40)

p=0

Zmieniajac p na k otrzymuje sie

N
dy=> an—kN—nbe, n=0,1,...N (B.41)
k=0

2Niniejsze zalozenie, podobnie jak w punkcie B.3, wynika z przyjetego sposdbu reprezentacji sygnatéw

nieprzyczynowych w postaci wektorow.
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Poniewaz ¢, = d,,, gdyz a, = an—_k,N—n, €O jest spowodowane réwnoscig réznic ich indeksow
dolnych, t;j.
N—-—k—(N—-n)=n—k (B.42)

zatem

Ab = (A (B.43)

co konczy dowod. M
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