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TOMASZ TELESZEWSKI

SYMULACJA KONWEKCJI WYMUSZONE]J W PRZEWODACH
PROSTOOSIOWYCH PRZY PRZEPLYWIE LAMINARNYM
METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH

Streszczenie

W pracy przedstawiono algorytm symulacji konwekcji wymuszonej MEB
przy przeptywie laminarnym w przewodach prostoosiowych niezaleznie
od ksztattu poprzecznego przewodu. Weryfikacja algorytmu zostata wy-
konana poprzez porownanie rezultatow MEB z rozwigzaniem analitycz-
nym. W publikacji wyznaczono zaleznosc liczby Nusselta od liczby bokow
w przewodach o przekroju wielokgta foremnego.

Stowa kluczowe: konwekcja wymuszona, przewody prostoosiowe, liczba Nusselta,
metoda elementéw brzegowych (MEB)

WPROWADZENIE

W licznych zagadnieniach cieplno-przeptywowych w inzynierii §rodowiska
wykorzystuje si¢ do obliczen metody numeryczne, zwigzanie z przejmowaniem
ciepta przy wymuszonym ruchu ptynu w przewodach prostoosiowych [Clark
2000, Kakac i Liu 2002]. Rozwigzania analityczne pdl temperatur konwekcji
wymuszonej w przewodach prostoliniowych znane sa tylko dla najprostszych
geometrii [Shah i London 1978, Ray i Misra 2010], natomiast w przypadku
skomplikowanych ksztattow przekrojéow przewodéw stosuje si¢ najczesciej
metody siatkowe np. metoda réznic skonczonych [Sadasivam i in. 1999].

Roéwnania rézniczkowe opisujace przeptyw ptynu newtonowskiego i niesci-
Sliwego wynikaja z zasady zachowania masy (1), momentu pedu (2) i energii
(3) [Batchelor 2000, White 2005]:
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gdzie: v; oznacza predko$¢ przeptywu, p cisnienie, g jest to przyspieszenie
ziemskie, p jest gestodcia cieczy, i jest wspélczynnikiem lepko$ci dyna-
micznej, Cp jest cieplem wiasciwym przy statym ci$nieniu, A jest wspotczyn-
nikiem przewodzenia ciepta, 7 j jest lepkim tensorem naprezen, natomiast i,j sa
to indeksy wspotrzednych kartezjanskich.

Zaktadajac w pelni rozwinigty przeptyw laminarny, sktadowe predkosci
wzdtuz osi wspétrzednych x i y réwne sg zeru. Réwnanie (3) ulega uproszcze-
niu przy zatozeniu statego wzdtuz osi przewodu, a takze pominigciu dyssypacji
lepkos$ci. W wyniku czego réwnania (1-3) przybieraja postac (rys.1):

ov
—2 = 4
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Rys. 1. Szkic obrazujqcy zagadnienia brzegowe w przeptywach
przez kanaty prostoliniowe
Fig. 1. Sketch to consideration of boundary conditions for duct flow
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Nastegpnie przyjeto dekompozycje predkosci na sktadowa przeptywu nieza-
ki6conego v, oraz przeptywu wzbudzonego v, Sciankami przewodu, w wyni-
ku czego rownanie (5) zostanie zredukowane do réwnania Laplace’a:

aszv+ﬂ:0 ;o v .(qQ)=-v ; q€L @)
ox> 9y’ Y =
gdzie:
VW:%go(x§+y§) ; p:%Z—Z<O (7a)
Ostatecznie predkos¢ w przekroju kanatu wyznacza si¢ z zaleznosci:
V.=V, +V, (8)

Schemat programu obliczeniowego sktada si¢ z dwoch czgsci. W pierwszej
czesci rozwigzywane jest roOwnanie (7) i zalezno$¢ (8), z ktérej wyznacza si¢
pole predkosci v, w obszarze A, jest ono warunkiem dla réwnania (6). Przy-
ktady zastosowania pierwszej czeSci algorytmu MEB do okres§lania wielko$ci
jednoliczbowych, ktére opisuja izotermiczne przeptywy laminarne w przewo-
dach prostoosiowych zostaty przedstawione w pracach [Teleszewski i Sorko
2012, Teleszewski 2012]. W drugiej czgsci programu z rdwnania (6) wyznacza-
ne jest pole temperatury na podstawie ktérej wyznaczana jest liczba Nusselta
Nu. W pracy przyjeto dwa warunki na obwodzie przewodu: warunek Dirichleta
w postaci zadanej temperatury na konturze przekroju przewodu, oznaczony jako
H1 i warunek Neumanna, czyli zadany staty strumien, oznaczony jako H2.

W celu wyznaczenia p6l temperatur konwekcji wymuszonej w przeptywie
laminarnym przez przewody prostoosiowe napisano autorski program oblicze-
niowy FORCED_CONVECTIONinDUCT w jezyku Fortran.

BRZEGOWE ROWNANIA CALKOWE OPISUJACE KONWEKCJE WYMUSZONA
W PRZEPLYWIE LAMINARNYM PRZEZ PRZEWODY PROSTOOSIOWE

Rozwigzaniem réwnania rézniczkowego (7) przy zatozeniu podziatu brzegu
L zgodnie z kierunkiem wskazéwek zegara jest nastgpujace rownanie catkowe
[Brebbia i in. 1984, Pozrikidis 1992, Teleszewski i Sorko 2011]:

1
SV @+ [ 2, @KP.0dL, = [ v,@E®.0dL, ©)
(L) (L)
gdzie:
1
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gdzie: n, oraz ny s to wersory normalnej do brzegu (L).

Po wyznaczeniu gestosci g, (q) na linii brzegowej (L), predkos¢ v, w dowol-
nym punkcie obszaru (A) wyznacza si¢ z zalezno$ci:
v.(p)= —I 8. (@K(p,q)dL, + I v, (@EP.q)dL, +v._.(p)
(L) (L) (10)
PeA;(Qel

Zagadnienie brzegowe dla réwnania rézniczkowego (6) formutuje si¢ w po-
staci zlozonego warunku brzegowego Dirichleta i Neumanna zaktadajacego

znane warto$ci temperatury f(q) (H1) na cze$ci brzegu Lt (qe Lt) 1 znane
warto$ci strumienia ciepta g(q) (H2) na czgsci brzegu L, (qe L) (rys. 1). Wy-
znaczone pole v,(p) w obszarze (A) uwzglednia si¢ w réwnaniu (6), ktérego
rozwigzaniem jest nastgpujace rownanie catkowe:

—2®T®+ [ q@K@,q)dL, + [ T(@EP,q)dL, =

() (L)
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gdzie dla brzegu gtadkiego y(p)=1/2 oraz:

1 1
K(p,q)=2m1 ln[aj e =y =) 0 =37 (11a)
1 (x,—x)n +(y, =y n,
E , — P q X P q Y ,
(P.q) e - (11b)
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- ln[—J } Tag =\/(xw—xq)2+(yw—yq)2. (110)
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Po wyznaczeniu T(p) oraz q(p) temperature w dowolnym punkcie (pe A) roz-
patrywanego obszaru (A) wyznacza sie ze zwigzku calkowego:
T(p)= [ T(@E(p,@)dL, + [ (@K (p,q)dL, ~
(L) (L)
JaT (12)
—pcpfAfvz(p)a—ZK(p, qQ)dA,

(@eL;(peA

WERYFIKACJA METODY MEB

W celu okreslenia btedu metody MEB poréwnano rezultaty obliczen nume-
rycznych z rozwigzaniem analitycznym. Rozwigzanie teoretyczne pola tempera-
tury w przewodzie okragtym przy zalozeniu statego osiowego strumienia ciepta

i stalej temperatury obwodowej, opisane jest nastepujacym wzorem [White
2005]:

pC,v R* T, ar* !
T =T TR TR
R® q 2R -
v,=>—L ;| Re=-r
Y 8u dz v

gdzie: v, jest to predko$¢ S$rednia w przewodzie kolowym, natomiast
R=0,01[m] oznacza promien przewodu, V jest wspétczynnikiem lepkosci ki-
nematycznej, Re to liczba Reynoldsa, T.=20,0°C jest zadang temperaturg $cian-
ki przewodu, aTS / 0x=1,0 jest statym osiowym gradientem temperatury.

Do obliczen przyjeto przeptyw glikolu etylenowego o parametrach: 0

=1115,6 kg/m’, v =0,000019 m’/s, Cp=2403,0 J/(kgK), A =0,2705 W/(mK)
Wzgledne biedy obliczen MEB poszczegdlnych temperatur wyznaczono we-
dtug formuty:

T

TEO

T,

MEB

§TMEB = -100% (14)

TEO

gdzie: Ttgo jest to rozwigzanie teoretyczne (13), natomiast Tygp jest rozwigza-
niem metody elementow brzegowych.

Maksymalny btad metody elementéw brzegowych nie przekracza warto$ci
0,05% w przypadku brzegu L sktadajacego si¢ z 400 elementéw i 0,025% w
przypadku brzegu zbudowanego z 800 elementéw. Na rysunku 2 przedstawiono
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graficzne poréwnanie rezultatéw numerycznych MEB z rozwigzaniem teore-
tycznym (13).
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Rys. 2. Poréwnanie rezultatow obliczen MEB z rozwigzaniem teoretycznym (13)
Fig. 2. Compare BEM results with theoretical solution (13)

PRZYKLADY OBLICZENIOWE

Ponizej przedstawiono przyktad obliczeniowy wykorzystania metody ele-
mentéw brzegowych do wyznaczenia zalezno$ci liczby Nusselta Nu w funkcji
liczby bokéw n przekroju poprzecznego przewodow w ksztatcie wielokatow
foremnych. Liczba Nusselta zostata wyznaczona z nastgpujacego wzoru:

9.0,
Ny=—"—"— 15
AT -T,) "
4A 1 1
D=— ; T, = jdeA ;v :—deA (15a)
L AVsr A A A A
gdzie: Dy, jest $rednicg hydrauliczng, natomiast T,, jest §rednig temperaturg ma-

sowa ptynu.

W pracy wykonano szereg symulacji dla przekrojow poprzecznych przewo-
déw o ksztalcie wielokata foremnego w zakresie liczby bokéw n od 3 do 30
oraz o ksztatcie okregu. Po okre$leniu liczb Nusselta dla kazdego ksztattu prze-
kroju przewodu, stosujac aproksymacje wynikdw Nu dla warunku H1 i H2
otrzymano nastepujace wzory opisujace zalezno$¢ liczby Nusselta od liczby
bokéw n przekroju poprzecznego przewodu o przekroju wielokata foremnego:
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0.008 14.525 9.819

Nuyy g, =4.364— , e o (16)
oraz
0.159 18.115 18.877 192.554 283.3
Nuyy o s = 4364+ PR PR e (17)

Rezultaty obliczen MEB zostaty pordwnane ze znanymi rezultatami obliczen
pracy [Cheng 1966, 1969] w tabeli 1. Btedy 6NMH1[MEB] i §NuH2[MEB] zostaty

wyznaczone€ Z€ wWZoru:

Nu,, —Nu,,
5NI/! _ _ | Hi[Cheng] Hi[ MEB] | .100% : i= 1’ 2 (18)
Hi[MEB]
‘ NuHi[Cheng] ‘

Na rysunku 3 wykres$lono zaleznosci liczby Nu w funkcji liczby bokéw
wielokata foremnego przekroju kanatu dla warunku H1 i H2.
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Rys. 3. Wartosci liczb Nusselta Nuy; i Nug, w funkcji liczby Scianek przewodu
o przekroju wielokgta foremnego w laminarnym przeptywie przez przewod,
rozwigzanie (16-17)
Fig. 3. Regular (n-sided) polygonal ducts: Nuy; and Nup,, solutions (16-17)
for fully developed laminar flow
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Tab. 1. Poréwnanie wyznaczonej zaleznosci liczby Nusselta Nug;(16) i Nug,
(17) w funkcji liczby Scian wielokgta foremnego tworzgcego przekrdj przewodu
prostoosiowego ze znanym rogwigzaniami [Cheng 1966, 1969]

Tab. 1. Compare Nusselt Nug; (16) i Nup, (17) results with Cheng solutions
[Cheng 1966, 1969]

n Nqu Nqu SNUH 1 Nqu Nqu SNUHQ
[Cheng] | [MEB] | [MEB] | [Cheng] | [MEB] | [MEB]
] ] % ] ] %

3 3,111 3,111 0,000 1,892 1,892 0,000
4 3,608 3,608 | 0,000 3,091 3,091 0,000
5 3,859 3,860 | 0,026 3,605 3,605 0,000
6 4,002 4,005 | 0,075 3,862 3,863 0,026
7 4,102 4,095 | 0,171 4,009 4,009 0,000
8 4,153 4,155 | 0,048 4,100 4,099 0,024
9 4,196 4,197 | 0,024 | 4,159 4,159 0,000
10 4,227 4,228 | 0,024 | 4,201 4,201 0,000

11 - 4,251 - - 4,232 -
12 - 4,268 - - 4,254 -
13 - 4,282 - - 4,272 -
14 - 4,293 - - 4,285 -
15 - 4,302 - - 4,296 -
20 4,329 4,329 | 0,000 4,328 4,328 0,000
25 - 4,341 - - 4,342 -
30 4,348 4,350

10° | 4364 4,364 | 0,000 | 4,364 4,364 0,000

Wzory (16) i (17) moga by¢ uzyte w aplikacjach do prognozowania liczby
Nussleta w kanatach o przekroju wielokata foremnego z maksymalnym biedem
0,20% dla Nug; 1 0,03% dla Nuyp,.

Ponizej przedstawiono graficzne rezultaty obliczen MEB dla przewodu pig-
ciokatnego przez ktéry przeptywa glikol etylenowy o parametrach
£ =1115,6 kg/m’, v=0,000019 m’/s, Cp=2403,0 J/(kgK), 1=0,2705 W/(mK).
Obliczenia wykonano dla warunku HI, w ktérym zatozono temperatur¢ na
$ciance kanatu T,=20°C oraz dla warunku H2 przy zatozeniu stalej gestosci
strumienia ciepta q,=512.535 W/m’. Symulacje przeprowadzono dla liczby
Re=40.

Na rysunku 4a przedstawiono pole predkosci w kanale pieciokatnym. Rysu-
nek 4b przedstawia pole temperatury dla przyjetego warunku H1, natomiast
rysunek 4c pole temperatury dla warunku H2.
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Rys. 4. Przeptyw przewodzie pieciokgtnym (glikol etylenowy, Re=40) — rezultaty obli-
czen MEB: a) pole predkosci, b) pole temperatury (warunek H1, Nuy,;=3,860), c) pole
temperatury (warunek H2, Nug,=3,605)

Fig. 4. Flow in pentagon duct (ethylene glycol, Re=40) - BEM solution:

a) velocity field, b) temperature field (HI condition’s, Nuy;=3,860), c) temperature field
(H2 condition’s, Nuy,=3,605)
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Whioski

Przedstawiony w pracy algorytm metody elementéw brzegowych stanowi
efektywne narzgdzie do badan konwekcji wymuszonej ptynu w przewodach
prostoosiowych niezaleznie od ksztattu przekroju przewodu. Gtéwna zaleta
prezentowanej metody jest eliminacja pracochtonnych przestrzennych siatek
stosowanych w klasycznych siatkowych metodach numerycznych. Prezentowa-
na metoda MEB charakteryzuje si¢ duzg doktadnoscia.

W publikacji przedstawiono praktyczny przyktad zastosowania metody do
okreslenia zaleznosci liczby Nussleta dla dwdéch warunkéw H1 i H2 od liczby
$cian tworzacych przewdd prostoosiowy o przekroju wielokata foremnego.

Prezentowana metoda moze by¢ réwniez stosowana w przeptywach w mi-
krokanatach, tam gdzie przeptywy te sa zgodne z makroprzeptywami.

Op;acowanie zrealizowano w ramach pracy statutowej
nr S/WBilS/4/2014 Katedry Cieptownictwa Politechniki Bialostockiej
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BOUNDARY ELEMENTS METHOD SIMULATION OF LAMI-
NAR FLOW FORCED CONVECTION IN DUCT

Summary

The paper presents the numerical algorithm Boundary Element Method to
simulation modelling forced convection in a duct. The efficiency and the
credibility of proposed algorithm were verified by numerical tests in theo-
retical solution. A numerical examples are presented fully developed
forced convection through pentagon duct. In this study is proposed for de-
termining the Nusselt number in regular polygonal channels.

Key words: forced convection, flow in ducts, Nusselt number, boundary element meth-
od (BEM)



