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Wstep

Problem dopuszczalnosci liniowych estymatoréw w ogdlnym modelu linio-
wym byt wielokrotnie rozwazany w literaturze. Pierwszy rezultat, uzyskany
przez Cohena (1966), dotyczyl charakterystyki dopuszczalnych liniowych esty-
matoréw dla wektora wartosci oczekiwanych w modelu Gaussa-Markowa z ma-
cierza kowariancji o21. Zostal on pézniej uogdlniony przez Rao (1976) na przy-
padek modelu, w ktérym wektor wartosci oczekiwanych nalezy do pewnej pod-
przestrzeni liniowej, a macierz kowariancji ma posta¢ o2V, gdzie V jest pewna
znana, dodatnio okreslona macierza. Dalsze uogdlnienia zwiazane z modelem
Gaussa-Markowa podali m.in. Hoffman (1977), Klonecki (1982), Mathew, Sinha
i Rao (1984), Klonecki i Zontek (1988), Drygas i Zmyslony (1988) oraz Bak-
salary, Markiewicz i Rao (1989).

Podstawowym, dla rozwazan w tej rozprawie, jest wynik LaMotte’a (1982).
Jego uniwersalnosé¢ polega na tym, ze warunki konieczne i dostateczne na to,
aby liniowy estymator byl dopuszczalny sa podane dla ogdélnego modelu lin-
iowego bez ograniczen natozonych na przestrzen parametréw. LaMotte, poprzez
lokalna optymalnosé (patrz Olsen, Seely i Birkes, 1976) w zstepujacym ciagu
rozmaitosci liniowych, opisuje skonczona, krokowa procedure konstrukcji dowol-
nego estymatora dopuszczalnego. Otrzymuje sie w ten sposéb charakterystyke
estymatoréw dopuszczalnych, ale w bardzo uwiklanej formie. Wykorzystany
bedzie tez inny rezultat LaMotte’a (1997) (patrz takze Stepniak, 1987), ktory
pokazuje, ze jednoznacznie lokalnie optymalne estymatory i ich granice tworza

zupelna klase estymatorow. Zastosujemy te wyniki do problemu jednoczes-



nej dopuszczalnej estymacji wektora efektow statych i losowych w mieszanym
modelu liniowym po wstepnym przejsciu do réwnowaznego problemu estymacji
tylko efektow statych w odpowiednim modelu. Zagadnieniem estymacji efektow
statych i losowych zajmowali si¢ m.in. Harville (1976), Peixoto i Harville (1986),
Rao (1987), Robinson (1991) oraz Gross i Markiewicz (1999).

Rozprawa sktada sie z pieciu rozdzialéw. W rozdziale pierwszym zostala
opisana wspomniana juz metoda LaMotte’a umozliwiajaca charakterystyke linio-
wych estymatoréw dopuszczalnych dla liniowej funkcji wektora wartosci oczeki-
wanych w ogélnym modelu liniowym w pewnej rozmaitosci liniowej.

W rozdziale drugim opisano mieszany model liniowy. Dokonano takze re-
dukcji problemu lacznej estymacji wektora efektéw statych i losowych do esty-
macji wektora efektéw statych w odpowiednim modelu liniowym w ogranicze-
niu do pewnej rozmaitosci liniowej. Nastepnie sformutowano lemat, na mocy
ktorego dopuszczalnosé estymatoréw w odpowiadajacych sobie modelach jest
rownowazna. Na koniec rozdzialu podane zostaly przyktady modeli liniowych.

Rozdziat trzeci sktada sie z trzech podrozdziatléw, z ktorych kazdy zawie-
ra charakterystyke dopuszczalnych estymatorow liniowych w zrownowazonym
modelu losowym k — kierunkowej klasyfikacji hierarchicznej, zréwnowazonym
modelu losowym k — kierunkowej klasyfikacji krzyzowej oraz zréwnowazonym
modelu losowym dwukierunkowej klasyfikacji krzyzowej z interakcja.

Rozdzial czwarty dotyczy problemu dopuszczalnej estymacji w modelu z dwo-
ma komponentami, w ktérym zostalo opuszczone pewne zalozenie z poprzed-
niego rozdzialu. Odpowiednie twierdzenia pokazuja, jaki wptyw ma to ostabienie
zalozen na postaé klasy estymatoréw dopuszczalnych.

W rozdziale piatym podane zostaly warunki konieczne i dostateczne na to,
aby estymator byl dopuszczalny w ogélnym modelu liniowym z dwoma kompo-

nentami. Warunki te mozna postrzega¢ jako uogélnienie wyniku Rao (1976).



Wykaz wazniejszych oznaczen

R™ — zbiér n-wymiarowych wektoréw o wspolrzednych rzeczywistych
v; € R" — i-ty n-wymiarowy wersor
M5 — zbidér macierzy wymiaru n X t o elementach rzeczywistych

> — zbiér macierzy symetrycznych i nieujemnie okreslonych wymiaru n x t

A’ — transpozycja macierzy A
A~! — macierz odwrotna do A
A' — odwrotno$¢ Moore’a-Penrose’a macierzy A
tr(A
R(A
N(A) - jadro macierzy A

) — $lad macierzy kwadratowej A

) — przestrzen liniowa generowana przez kolumny macierzy A

diag(Ay, ..., A,) — macierz diagonalna, w ktérej macierze Ay, ..., A, sa elemen-
tami diagonali

A ® B — iloczyn Kroneckera macierzy A i B

T — liniowe przeksztalcenie odwzorowujace M,,»; w M., okreslone dla kazde;
macierzy B € M,,»; wzorem T%(B) = AB, gdzie A € M, «»,

R(TY) — obraz przeksztalcenia T%

span)V — przestrzen liniowa rozpieta na elementach zbioru W

[W] — najmniejszy wypukly, domkniety stozek zawierajacy W

dim)V — wymiar przestrzeni liniowej W

minZ — najmniejszy element zbioru 2



1. Dopuszczalnosé w ogdlnym

modelu liniowym

W tym rozdziale przypomnimy kilka najistotniejszych rezultatéw uzyskanych
przez LaMotte’a, ktére dotycza sposobu wyznaczania estymatoréw dopuszczal-
nych. Jak juz byto wspomniane we wstepie, podal on warunki konieczne i dosta-
teczne na to, aby estymator liniowy byl dopuszczalny w ogdlnym modelu linio-
wym, nie zaktadajac przy tym zadnych ograniczen na przestrzen parametrow
modelu.

Niech Y bedzie n-wymiarowym wektorem losowym, ktérego rozkiad nalezy
do pewnej rodziny rozkladéow P. Zakladamy, ze dla kazdego rozktadu P € P
istnieje wektor wartosci oczekiwanych EpY oraz macierz kowariancji covp(Y).
Bedziemy zajmowali sie dopuszczalna estymacja funkcji K'EpY, gdzie K €
M, ;. Rozwazania ograniczymy do liniowych estymatoréw postaci L'Y, dla

ktorych macierz L nalezy do nastepujacej rozmaitosci liniowej
Lo={L,+TII,M : M € M, .},

gdzie L, € M,,»; oraz Il, € M, «, sa pewnymi ustalonymi macierzami.
Rozmaitosci liniowe odgrywaja wazna role w teorii estymacji. Klasycznym

przykladem takiej rozmaitosci jest zbior liniowych nieobciazonych estymatorow

funkcji K"EpY w modelu, w ktérym EpY = X 3, gdzie X € M,,x, jest znang

macierza, a 3 jest p-wymiarowym wektorem parametréw statych. Estymatory



z tego zbioru mozemy bowiem przedstawi¢ w postaci
K(XX)XX)"Y +M" [, - XX (XX""]Y,

gdzie M jest dowolna (n X t)-wymiarowg macierza. W tym przypadku klasa
nieobcigzonych estymatoréw dla K°X 3 jest wyznaczona przez L, = {L, +
IM,M : M € M, },gdzie L, = X X" (X X" K orazII, = [,- X X" (X X")*".

Do poréwnania estymatoréow uzyjemy funkcji ryzyka okreslonej na P, ktora
dla estymatora L'Y definiujemy jako E[(L'Y — K'EpY ) (L'Y — K°EpY)]. Po

prostych przeksztalceniach funkcje te mozemy przedstawi¢ w postaci
tr [L,COVP(Y>L + (L - K)l EPY (EpY)l (L — K)} .

Widzimy, ze zalezy ona od rozkladu P wektora losowego Y poprzez covp(Y)
oraz EpY (EpY')". LaMotte wykorzystal ten fakt i potraktowal pare (covp(Y),

EpY (EpY)) jako nowy parametr przebiegajacy zbiér postaci
T = {(covp(Y),EpY (EpY)): P € P}.

Zauwazyl tez, ze przy badaniu wiasnosci estymatorow przydaje sie rozszerzenie
pojecia funkcji ryzyka ze zbioru 7 na zbior W = span7 . Te rozszerzona funkcje
ryzyka dla kazdego (W7, Ws) € W zdefiniowal wzorem

R(L,Y7 (Wl, WQ)) =1r [L,W1L + (L — K)IWQ(L — K)] .
Niech £ bedzie podrozmaitoscia £,. Wtedy £ mozna opisa¢ nastepujaco
{Ll + IIM : M € Mnxt})

gdzie Ly € L,, natomiast IT jest macierza wymiaru (n x n) taka, ze R(II) C
R(I1,). Zauwazmy, ze funkcje ryzyka estymatora L'Y | gdzie L € L, mozemy

przedstawi¢ w postaci
R(L/Y, (Wl, WQ)) = tT[M/Tl(W)M] + 2tT’[M/T2(W>] + R (LllY, (Wl, WQ)) s
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gdzie
Tl(W) = H,(Wl + WQ)H oraz TQ(W) = H/WQK - H/(Wl + WQ)Ll.

Definicja 1.1. Estymator L'Y jest lokalnie optymalny w punkcie W € W
w klasie L, jezeli R(L'Y ;W) < R(LLY ;W) dla kazdego L. € L.

Ponizsze twierdzenie (LaMotte, 1982) podaje pewne rezultaty dotyczace

lokalnej optymalnosci.

Twierdzenie 1.1.

(i) W klasie L istnieje co najmniej jeden estymator lokalnie optymalny
w punkcie W = (Wy, Wy) € W wtedy i tylko wtedy, gdy macierz II'(Wy +
W)L jest macierzq nieujemnie okreslong oraz R(ITWLK — IT'(Wy +
Wo)Ly) C R(IT' (W + Wo)II).

(i) Estymator L'Y jest estymatorem lokalnie optymalnym w punkcie W € W
w klasie £ wtedy i tylko wtedy, gdy TI'(Wy + W))II jest macierzg nieujem-
nie okreslong oraz II'(Wy + Ws)L = I, K.

(iii) W klasie L istnieje dokltadnie jeden estymator optymalny w punkcie W
wtedy i tylko wtedy, gdy IU (W, +Wo)II jest macierzg nieujemnie okreslong
takg, ze R(II'(W, + W)II) = R(IT').

Oznaczmy przez B(W|L) zbidér tych macierzy L € L, dla ktérych estymator
L'Y jest lokalnie optymalny w punkcie W w klasie £. Zauwazmy, ze dla danego
punktu W € W moze nie istnieé¢ estymator L'Y ", ktéry jest w nim lokalnie op-
tymalny w klasie £, moze istnie¢ dokladnie jeden taki estymator albo wreszcie
moze by¢ wiele estymatoréw lokalnie optymalnych w tym punkcie. Estyma-

tor L'Y", dla ktérego B(W|L) ={L}, bedziemy nazywaé jednoznacznie lokalnie
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optymalnym w punkcie W w klasie £. Jednoznacznie lokalnie optymalne esty-
matory w klasie £ sg scharakteryzowane w podpunkcie (iii) twierdzenia 1.1.
Zauwazmy, ze niepusty zbiér B(W|L) jest takze rozmaitoscia liniowa. Oczywiscie

B(W|L) jest podrozmaitoscia £, a w przypadku, gdy nie wszystkie estymatory
w klasie £ sa lokalnie optymalne w punkcie W, jest wlasciwym podzbio- rem
L. Punkty, w ktérych kazdy estymator L'Y jest lokalnie optymalny w klasie £,
LaMotte nazwal trywialnymi. A zatem punkt W € W nazywamy trywialnym
dla L, jezeli B(W|L) = L. Przykladem takiego punktu jest W = (0,0). Zbidr
wszystkich punktéw trywialnych dla £ oznaczaé bedziemy przez S = S(L).
LaMotte udowodnil, ze jezeli przedstawimy £ w postaci {L; + IIM : M €

Mt }, to zbiér S mozemy zapisaé nastepujaco
S=8(L)={(W;,Wy) e W:TI'(W; + Wo)Il =0, II'W L, = II'Wy(K — L)} .

Stosujac jako kryterium porownawcze funkcje ryzyka mozemy w klasie L,
wprowadzi¢ wsréd rozwazanych estymatoréw nastepujaca relacje czesciowego

porzadku.

Definicja 1.2. Estymator L'Y jest lepszy niz estymator LY jezeli
R(L'Y ;W) < R(LLY ;W) dla kazdego W € T
1 jezeli ostra nieréwnosc jest spetniona dla co najmniej jednego z tych punktow.

Definicja 1.3. Estymator L'Y | gdzie L € L,, jest estymatorem dopuszczalnym
dla K'EpY na zbiorze parametréw T , jezeli w klasie L, nie istnieje estymator

lepszy niz L'Y .

Podobnie definiujemy pojecia lepszy niz oraz dopuszczalny w klasie £ na
zbiorze parametrow 7, a takze na kazdym zbiorze C C W. LaMotte wykazal,

ze pojecia te sa rébwnowazne na zbiorach 7, [T] oraz [T + S|, gdzie S= S(L).
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Punktem wyjscia w jego rozwazaniach nad dopuszczalnoscia bylo rozszerze-
nie wyniku Olsena, Seely’ego i Birkesa (1976) do twierdzenia, ze jezeli L'Y
jest dopuszczalny w klasie £, na zbiorze parametréw 7, to istnieje nieze-
rowy punkt W € [7], w ktérym L'Y jest lokalnie optymalny w klasie L,.
Nastepnie zauwazyl, ze jezeli L'Y jest lokalnie optymalny w punkcie W € [T]
w klasie £,, to dopuszczalnosé L'Y w klasie £, na zbiorze 7 jest réwnowazna
dopuszczalnoéci L'Y w klasie £; = B(W|L,) na zbiorze T, co z kolei sug-
erowalo, ze chcac uzyskac charakterystyke estymatoréw dopuszczalnych w klasie
L, nalezy powtérzy¢ tok rozumowania z jednoczesna redukcja wymiaru kolejno
uzyskiwanych podrozmaitosci az do momentu uzyskania zbioru sktadajacego sie
tylko z jednej macierzy. Niestety, w przypadku, gdy ograniczymy sie jedynie
do zbioru [7T], redukcja wymiaru nie musi nastapi¢. Stad tez propozycja LaM-
otte’a, aby rozszerzy¢ zbior [T] do zbioru [T + S,]. Oczywiscie, jezeli T C S,,

to wowcezas kazdy estymator L'Y jest dopuszczalny w klasie £, na 7.

Twierdzenie 1.2. Estymator L'Y jest dopuszczalny dla K'EpY w klasie L,
na zbiorze parametrow T wtedy i tylko wtedy, gdy T C S, albo, gdy istnieje
nietrywialny punkt W € [T + S,| taki, ze L nalezy do klasy BOW|L,), w ktdrej
L'Y jest dopuszczalny na T.

Twierdzenie 1.2 jest podstawowym dla dalszych naszych rozwazan. Pozwala
ono sprawdzi¢ nie tylko, czy dany estymator L'Y jest dopuszczalny w klasie £,
na 7, ale réwniez umozliwia konstrukcje takich estymatorow.

Niech
AL)={W € [T +S]\S: B(W|L) # 0} .

Zauwazmy, ze dla dowolnego £ C L, mamy speliony warunek [7]\S C A(L).
Na bazie twierdzenia 1.2 mozna zaproponowacé nastepujacy algorytm spraw-

dzania, czy estymator L'Y jest dopuszczalny dla K'EpY w klasie £,.
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(0) Podstawmy 7 = 0.
(1) Jezeli TC S, to estymator L'Y jest dopuszczalny w klasie £, na 7.
(2) Jezeli T¢ S;, to mamy dwie mozliwosci:

(2.1) nie istnieje punkt W; € A(L;), dla ktérego L € L1 = B(W;|L,),
tym samym L'Y jest niedopuszczalny w klasie £, na 7,

(2.2) istnieje pewien punkt W; € A(L;), dlaktérego L € L, = B(W;|L;),
wtedy oznaczajac przez S;yq zbiér punktow trywialnych dla £;q

i dokonujac podstawienia ¢ + 1 w miejsce ¢ przechodzimy do punktu
(1).

Zauwazmy, ze powyzsza procedura konczy sie po wykonaniu skonczonej liczby
krokéw. Ostatecznie bowiem mamy, ze L'Y jest dopuszczalny w klasie £,
na 7 wtedy i tylko wtedy, gdy 7 C S;» = S(L;+) dla pewnego 0 < i* <
dimW — dimS,. Oczywiscie S;+ D S;+-1 D ... D S,, a co za tym idzie L;+ C
L1 C...CL,.

Twierdzenie 1.2 daje takze mozliwosé konstrukeji dopuszczalnych estyma-

toréw w klasie L,,.
(0) Podstawmy i = 0.
(1) Wezmy dowolny punkt W; € A(L;).

(1.1) Jezeli £;11 = B(W;|L;) = {L}, to estymator L'Y jest dopuszczalny
w klasie £, na zbiorze parametrow 7 .
(1.2) Jezeli L;11 = B(W;|L;) # {L}, to za i podstawiamy i + 1 i prze-

chodzimy do punktu (1).

Opisany spos6b postepowania jest dosy¢ skomplikowany. Wymaga w kazdym

kroku wyznaczania nowych zbioréw £, § i A(L), co na ogdt nie jest rzecza
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prosta. Pomocnym moze by¢ tutaj wynik LaMotte’a (1997) (patrz takze Stepniak,
1987 i Zontek, 1988) pokazujacy zwiazek pomiedzy dopuszczalnymi esty- ma-
torami a granicami lokalnie optymalnych estymatoréw wyznaczonych w spo-
sob jednoznaczny. Rezultat ten w terminach ogdélnego modelu liniowego przed-

stawia sie nastepujaco.

Twierdzenie 1.3. Kazdy dopuszczalny liniowy estymator dla K'EpY w klasie
estymatorow L, jest granicg jednoznacznie lokalnie optymalnych estymatorow

w punktach nalezgcych do [T] w klasie L,.

Powyzsze twierdzenie pozwala na ograniczenie uwagi do domkniecia zbioru
macierzy L € L, takich, ze L'Y jest jednoznacznie lokalnie optymalnym esty-
matorem w punktach ze zbioru [7] w klasie £,. Sa modele, w ktérych aby
wykazac, ze estymator graniczny jest dopuszczalny wystarczy ograniczy¢ sie
w kazdym kroku procedury LaMotte’a tylko do zbioru [7]. W rozwazanych
w rozprawie modelach tak wladnie jest.

W dalszej czesci pracy, chcac poda¢ warunki konieczne i dostateczne na
to, aby liniowy estymator pewnej liniowej funkcji byl dopuszczalny, uzyjemy
modyfikacji lematu Shinozakiego w ograniczeniu do klasy estymatoréow L, (pa-

trz Klonecki i Zontek, 1988).

Lemat 1.1. Jezeli L'Y jest dopuszczalny dla K'EpY w rozmaitosci liniowej
Lo={L,+II,M : M € My}, to dla kazdej macierzy C € M,y estymator
C'L'Y jest dopuszczalny dla C°K'EpY w klasie {L,C +TI,N : N € M.}
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2. Estymacja w mieszanym

modelu liniowym

W dalszej czesci rozprawy nasze rozwazania dotyczace dopuszcezalnosci esty-
matorow odnosi¢ si¢ beda do modeli liniowych, ktore sa szczegdlnymi przypad-
kami tzw. mieszanego modelu lintowego. Model ten mozemy przedstawic
W postaci

Y:Xﬁ—l—Zlul—l—Zqu—}-...—f—Zkuk—i—e,

gdzie (3 jest p-wymiarowym wektorem nieznanych parametréw (tzw. efektow

stalych), X € Myxp, Z1 € Musmys- - Zk € Myxm, S8 macierzami o znanych
elementach, natomiast uy € R, ... u; € R™ oraz e € R" sa nieobserwowal-
nymi wektorami losowymi. Bedziemy zaktadac, ze uq,...,u; i e sa wzajemnie

nieskorelowane, maja zerowe wartosci oczekiwane, a ich macierze kowariancji
wynosza odpowiednio 03 1,,,, ..., 031y, oraz g, 1,, gdzie 03 >0,...,0% >0,
041 > 0. W teorii modeli liniowych nieznane parametry of, ..., o7, nazywane
sa komponentami wariancyjnymi.

W bardziej zwartej postaci powyzszy model mozna zapisa¢ nastepujaco
Y=XB+Zu+e,

gdzie Z = (Zy,...,Zy) oraz u = (ul, uj, ..., up)"
Przy poczynionych zalozeniach otrzymujemy, ze EY = X3 i cov(Y) =
ZDZ'+o0; 11, gdzie D = cov(u) = diag(0ilm,, 05y, - . ., 03lm, ), co bedziemy
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zapisywaé symbolicznie jako
Y ~ (X8, ZDZ' + o} 11,). (2.1)

Istnieje szeroka klasa modeli liniowych o powyzszej strukturze, ktore maja
duze zastosowanie praktyczne. Stuza one bowiem do modelowania wielu zjawisk,
w ktérych pojawia sie zrédio zmiennosci, np. do opisu danych pochodzacych
z eksperymentéw genetycznych, medycznych, rolniczych, czy astronomicznych.
Wtasnie do opisu tych ostatnich astronom Airy (1861) uzyt jako pierwszy tzw.
modelu jednokierunkowej klasyfikacji, ktory to model wraz z innymi przyktadami
zostanie omowiony pod koniec tego rozdziatu.

Teraz zajmiemy sie dopuszczalna estymacja wektora

(K'XB),(Q1Zvur), ... (QrZrur)'] (2.2)

w klasie liniowych estymatoréw L'Y = (Lo, Ly, ..., Ly)'Y, gdzie K, Ly € M4y,
-, Qr, L € M5y, Jako kryterium poréwnawcze estymatoréw uzyjemy funkcji

ryzyka

LY — K'Xp3 LY — K'Xp3

RY)— g | MY @A Y @z

LY — Q. Zyuy LY — Q. Zyuy

\ L . L d 7

=tr{(Ly — K)XpBp'X'(Ly — K) + Lycov(Y)Lg

k k
+ Z LiXBAX'Li+ Y Licov(Y)L
L =1

k
—i—Za — Q) ZZ{(Li — Qi) — > _ oL ZZ] L},
=1

Zauwazmy, ze ryzyko to zalezy liniowo od macierzy Zcov(u)Z’, cov(e) oraz
EY(EY)'. Nie mozna go przedstawi¢ jako funkcji cov(Y') i EY (EY'). Miedzy

innymi dlatego na tym etapie nie jesteSmy w stanie bezposrednio wykorzystac
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techniki LaMotte’a. Podobnie jak poprzednio zdefiniujmy w rozwazanej klasie

estymatoréw nastepujaca relacje.
Definicja 2.1. Estymator L'Y jest lepszy niz LY, jezeli
R(L'Y) < R(LLY)

dla kazdych Zcov(u)Z', cov(e) oraz EY (EY) i jezeli ostra nierdwnosé jest

spetniona dla co nagmniej jednej kombinacyi tych macierzy.

Definicja 2.2. Estymator L'Y nazywa sie dopuszczalny w klasie estymatordéw
{(Lo, ..., Lg) : Lo € Mty -, L, € Muxe, }, jezeli nie istnieje estymator lep-
szy miz L'Y.

Aby méc zastosowaé teorie dopuszczalnej estymacji liniowej funkeji wartosci
oczekiwanej w ogélnym modelu liniowym do rozwazanego problemu, nalezatoby
w funkcji straty ,,przerzuci¢” efekty losowe z estymowanej funkcji do czesci
,;modelowej”, tak by funkcja funkcja ryzyka w wyjsciowym modelu pokrywata
sie z funkcja ryzyka odpowiedniego estymatora liniowego w modelu dodatkowo
poszerzonym o efekty losowe. W ten sposéb w obu modelach zbiér funkcji

ryzyka pozostalby bez zmian. Zauwazmy, ze

- 97

LyY — K'Xp Ly Ly --- L
LY — Q" Zyu 0 - e 0
L 91 S I Ql . C | Y-K'Xp, (2.3)
| L;CY — Q%Zkuk | i 0 O s —Qk i
gdzie
Y K 0 - 0 X
Zlul o 0 ---0 0
Y = . , K = o . oraz X =

17



Zatem mozemy rozwazaé funkcje ryzyka estymatora (Lo, ..., L)Y jako funkcje
- /

Lo Ly - I
o / 0 -Q; -~ 0 .
ryzyka liniowego estymatora L'Y = ' . . . Y dla K°Xpj
0 0 - —Q

w nastepujacym modelu

k+1
Y ~ <Xﬁ, > a?%) , (2.4)

=1

gdzie
Vi= (v +vip) (1 +vip1) ® ZiZ, i=1,... .k,
Vk+1 = Ulvi ® I,
oraz v; jest i-tym wersorem nalezacym do R¥!. Poniewaz Q, ..., Qj sa ustalo-

nymi macierzami, wiec klasa estymatoréw dla K°X 3 w powyzszym modelu jest
ograniczona do zbioru

& ={N'Y :N €L},

gdzie
£o = {Lo +II,M : M € M(k—&—l)nx(to—l-..‘—i-tk)}a
|
0 0 —Qk
oraz ) )
I, 0O 0
0O 0 - 0
I, =
0 0 0

18



Oczywiscie L, C Mq1)nx(to+..+,) jest rozmaitoscia liniowa. Zauwazmy, ze

mozemy ja réwnowaznie zapisa¢ w postaci
L, = L, +R(Tfy ),

gdzie t = i t;. Rownosé (2.3) jest istotnym spostrzezeniem do dalszych naszych
rozwaZafl.Z:SOprowadza ona problem jednoczesnej estymacji liniowej funkeji wek-
tora efektéw statych i losowych w modelu (2.1) do estymacji odpowiedniej linio-
wej funkeji wektora wartosci oczekiwanych w modelu (2.4) w klasie £,, a to

z kolei pozwala wykorzystac znane juz narzedzia opisane w rozdziale 2. Poniewaz

funkcja ryzyka estymatora L'Y dla K°X 3 daje si¢ przedstawi¢ w postaci
tr[L'cov(Y)L + (L — K)EY (EY)'(L — K)],

wiec nowa przestrzenia parametréw jest zbiér

k+1
T = {(Zafw,xw’x’) 02 >0,...,00> 0,00, >0,3¢ Rp},

i=1

podczas gdy W = span7 wyraza sie wzorem

k+1
W= {(Zfl"/;,XFX/)ifl,...,karl E]R,,FGMPXP,F:FI}.

i=1
Zauwazmy, ze dzieki opisanej ,,redukcji problemu” wystarczy poda¢ warunki

konieczne i dostateczne na to, aby estymator byt dopuszczalny dla K°X 3 w

klasie £, w modelu (2.4).

Lemat 2.1. Liniowy estymator jest dopuszczalny dla [(K'XB), (Q1Z1u1), . . .,
(QrZrug)'|" wmodelu (2.1) wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajgcy mu estymator
jest dopuszczalny dla K'X 3 w klasie £, w modelu (2.4).
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Dowdd. Lemat jest natychmiastowa konsekwencja rownosci (2.3) oraz tego,
ze

RL'Y;W) = E{[L'Y - K'XpB|[L'Y — K'X ]}

/ !/

LY — K'Xp3 LYY — K'X[3
LIIY — Q’lZlul L/IY — Q’lZlul

i L;Y — Q;Zkuk i L%Y — Q;Zkuk

4 7

Do charakterystyki estymatoréw dopuszczalnych dla K°X 3 w klasie £,

w modelu (2.4) wykorzystamy twierdzenia 1.2 oraz 1.3.

2.1. Przyklady liniowych modeli mieszanych

W tym podrozdziale opiszemy modele, ktére sa szczegdlnymi przypadkami
modelu (2.1), a dla ktérych, w kolejnych rozdzialach rozprawy, podana zostanie
charakterystyka estymatoréw dopuszczalnych dla wektora (2.2).

Doktadny opis klasy modeli mieszanych wraz z licznymi przyktadami zasto-
sowan znajduje sie miedzy innymi w ksiazkach Gnota (1991) oraz Searle’a i in.

(1992).

Zréwnowazony model losowy k-kierunkowej klasyfikacji hierarchicznej

Niech Y;, 4., gdziei; =1,2,...,n;dlayj=1,... k+1, bedzie zmienng losowa
o nastepujacej strukturze
Yii i = B+ Uriy + Uiy + oo Uk iy €y

gdzie (3 jest nieznanym parametrem, i, ..., Uk ..;, OTaZ €. 4, Sa niesko-
relowanymi zmiennymi losowymi z zerowymi wartosciami oczekiwanymi i warian-

jaml wiednio o7,...,0% 10j,,. Prz zatozeni ustawlajac zmien-
cjami odpowiednio o7, ...,0} 1 07,,. Przy tych zalozeniach, ustawiajac zmie
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ne Y; w porzadku leksykograficznym w n-wymiarowy wektor Y, gdzie

1...ik+1
n=mny-Ng-... Nk, dostajemy zrownowazony model k-kierunkowej klasyfikacji
hierarchicznej bedacy szczegdlnym przypadkiem modelu (2.1), dla ktérego

X=1,®...01,, =loaz Z; =1, ®.. 01, ®1, , ®...01,,,, tzn.

k
Y ~ (1n5, > o, ®.. 0L, 0T, ®...0J,,,)+ a,fﬂln) . (2.5)
=1

gdzie 1, oznacza wektor sktadajacy si¢ z a jedynek oraz J, = 1,17.

Zrownowazony model losowy k-kierunkowej klasyfikacji krzyzowej

Niech Y;, 4., gdziei; =1,2,...,n;dlayj=1,... k+1, bedzie zmienng losowa

o nastepujacej strukturze
Yiiipo = B+ i + o Uk, + €4y

gdzie 3 jest nieznanym parametrem, wy, ..., U, Oraz €; ., Sa nieskorelo-

wanymi zmiennymi losowymi z zerowymi wartosciami oczekiwanymi i warian-
. . . . 2 2 . 2 . . . . .

cjami odpowiednio o7, ..., 0} i 0j,,. Przy tych zalozeniach, ustawiajac zmien-

ne Y; w porzadku leksykograficznym w n-wymiarowy wektor Y, gdzie

Tyeeolht1

n = mny-ng-... Ngi1, uzyskujemy tzw. zrownowazony model k-kierunkowej

klasyfikacyi krzyzowej, ktory mozemy wyrazi¢ w nastepujacy sposéb
k
Y ~ <1n5,za§(Jm® e @I B, ®T D ®Jnk+1)+a,§+1ln>. (2.6)
i=1

Zrownowazony model losowy dwukierunkowej klasyfikacji krzyzowej

z interakcja

Niech Y iy, gdzie 1; = 1,2,...,n; dla j = 1,2,3, bedzie zmienng losowa

o nastepujacej strukturze

Yiiigis = B 4 Wiy, + Uiy + Usiyiy + Ciyinig,
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gdzie (3 jest nieznanym parametrem, uy;, , Ua;,, U3 i, OLAZ €;,4,i, S& Nieskorelowany-
mi zmiennymi losowymi z zerowymi warto$ciami oczekiwanymi i wariancjami
odpowiednio 0%, 03,03 1 07. Postepujac ze zmiennymi Y;,;,;, tak, jak w dwdch
poprzednich sytuacjach, uzyskujemy dla n-wymiarowego wektora Y nastepujacy

model

Y~ (18,0710, @ Iy @Iy +0530, @15, @y + 0510, @ Ly, @Iy +031), (2.7)
gdzie n = ny-ny-ng. Model ten nazywany jest zrownowazonym modelem losowym
dwukierunkowej klasyfikacy krzyzowej z interakcjq.
Model Rafajlowicza

Gnot, Rafajlowicz i Urbanska-Motyka (2001) uzyli nastepujacego modelu do

opisu wartosci pomiaru wykonanego przez j-ty sensor
y; = Njv +ej,

gdzie j = 1,...,n9, v oznacza intensywnos¢ zrodla, z ktérego zostal wystany
sygnat, N; wplyw Zrédla sygnatu na j-ty sensor, natomiast e; jest blgdem

losowym tego pomiaru. Przy tych oznaczeniach mamy, ze
y= Nv+e,

gdzie y = (y1,.--,Uny)'s N = (Ny,...,N,,) oraz e = (eq,...,e,,). O wek-
torze N, zwanym wektorem odpowiedzi sensora, zakladamy, ze jest dany. Do-
datkowo o nieskorelowanych zmiennych losowych v oraz e; zakladamy, ze maja
wartosci oczekiwane odpowiednio 3 oraz 0, natomiast wariancje 02 > 0103 > 0.

Zalozenia te implikuja, ze

By = Nj oraz cov(y) = oiNN' + o31,,.
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Zatem do opisu n; niezaleznych pomiaréw wykonanych na kazdym sposréd ns

sensoréw uzyjemy nastepujacego modelu

gdzie y = (Yi1, - -+ Yiny)'s ¥i; Oznacza i-ty pomiar j-tego sensora, natomiast
vec(A) oznacza operator macierzowy tworzacy wektor kolumnowy z kolumn
macierzy A ustawianych kolejno jedna pod druga. O wektorze losowym y¥
zakladamy, ze Ey") = N3 oraz cov(y®) = 6? NN’ +021,,, co z kolei implikuje,
ze

Y ~ ((1,, ® N)B, 01(I,, ® NN') + 031,) (2.8)

gdzie n = nq - no.

Zauwazmy, ze kiedy N = 1,,, to otrzymujemy zréwnowazony model losowy
jednokierunkowej klasyfikacji, ktory jest jednoczesnie szczegdlnym przypadkiem
modeli (2.5) oraz (2.6) dla k = 1. Symbolicznie bedziemy go zapisywaé w
postaci

Y ~ (1,8, 0(In, @ 1,10, ) + 031,) . (2.9)
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3. Jawna charakterystyka
estymatorow dopuszczalnych
w wybranych modelach

liniowych

W tym rozdziale podane zostana w jawnej postaci warunki konieczne i dosta-
teczne na to, aby liniowy estymator (Lo, L1, . . ., Lx)'Y byt dopuszczalny dla wek-
tora [((K'X (), (Q1Z1u1)', ..., (Q)Zrug)') w modelach (2.5), (2.6) oraz (2.7). Na
mocy lematu 2.1 zostana one podane w terminach macierzy opisujacych modele
bedace odpowiednikami modelu (2.4), w ktérych mozemy wykorzysta¢ wyniki

LaMotte’a opisane w rozdziale 1. Zauwazmy, ze dla tych modeli mamy

k+1
T = {(ZJ?W,BQXX’) 101 >0,...,00 > 0,00, > o,ﬁeR},

=1

natomiast

k41
[T] = {(ZSz'Vi,SOXX/) 280> 0,..., 841 > 0}.

=1
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3.1. Zréwnowazony model losowy k-kierunkowej
klasyfikacji hierarchicznej

W tym podrozdziale podamy jawna posta¢ wszystkich liniowych estyma-
toréw dopuszczalnych dla K°X 3 w klasie £, na zbiorze parametréw 7 w mode-
lu (2.4), w ktérym postaci macierzy X oraz V; zaleza od odpowiednich macierzy

modelu (2.5), tj. X = 1, natomiast Z; = [,,, ®...®1,,®1,,,, ®...®1 dla

g1
t =1,...,k Tym samym scharakteryzujemy liniowe estymatory dopuszczalne
dla wektora (2.2) w modelu (2.5). Zaczniemy od podania warunkéw koniecznych
i dostatecznych na to, aby estymator L'Y byt jednoznacznie lokalnie optymal-
nym estymatorem dla K°X 3 w punkcie W = (W, Ws) € [T].

Dla uproszczenia notacji, niech Z, = 1,, oraz Zy., = [I,. Kladac p; =
Nix1--.. Ny dlad =0,... k oraz pry1 = 1, definiujemy nastepujace macierze
Ey = lZOZ(’)

Po

oraz

1 1
E=—2,7 —

i DPi—1

Zz-_lZ;_l dla i = 17,]€+ 1.

Zauwazmy, ze Ey, ..., Fry1 sa idempotentnymi i ortogonalnymi macierzami
takimi, ze A
ZZl=p Y Ej dlai=0,. ..k
j=0
Lemat 3.1. Estymator L'Y jest jednoznacznie lokalnie optymalny w punkcie
(kil siVi, 50X X") 2z [T] w klasie L, w modelu (2.4) odpowiadajgcym modelow:

=1
(2.5) wtedy i tylko wtedy, gdy so > 0,..., sp > 0,8kr1 > 0 oraz

Lo Ly - Ly
L 0 —-Q -~ 0 |
0 0 —Qx
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gdzie

Ly = aoEoK,
i—1 [i-1
Li = az{Ez+Z H(l—al) E]}Ql dlaizl,...,k;,
Jj=0 Li=j
SiPi )
a; = dla i =0,...,k. (3.1)
> 8ip;
Jj=t

ket
Dowdéd. Estymator L'Y jest lokalnie optymalny w punkcie (Y s, V;, 50X X)

1
z [T] w klasie £, wtedy i tylko wtedy, gdy s; > 0dlaj=0,...,k+ 1 oraz

=1

k+1
I, (Z s;Vi + SOXX/> L=sI,XXK.

Réwnowaznie réwnanie to mozemy zapisa¢ w postaci

MLO MLl - lelZ{Ql cee MLk - Ska:Z]/ng SoXX/K 0O --- 0
0 0 . 0 0 0 --- 0
0 0 0 0 0 0
k+1
gdzie M = Y s;2;Z!. Oczywiscie rownanie to ma dokladnie jedno rozwigzanie
i=0

ze wzgledu na Ly, ..., Ly wtedy i tylko wtedy, gdy macierz M jest nieosobliwa,
czyli wtedy i tylko wtedy, gdy sipr1 > 0. Przy uzyciu Ey,..., Fxy1 mozemy

zapisa¢ M nastepujaco

k+1 ) k+1 /k+1 k+1
=0 =0

=0 i=0 \ j=i
Poniewaz Ey, ..., Fxy1 sa ortogonalne i idempotentne, wigc
k+1
1 1
M~ = E —F;.
w.
i=0 °
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Zatem

_ Sop
Lo = soM ' XX'K = #EOK

> 8iDj
j=0

oraz

k+1
=0 %" sipy
=3
k+1
i—1 Z S1p1
= q Ei—i—zlifl Ei|Q dlai=1,... Fk

30> sipy
I=j
Zauwazmy, ze

k+1 k+1 k+1 k+1 k41
ST sipn Yoosm Y, s YOS > sy
= =i+ I=j+2 l=i—1 =i
k1 T Tkt " Tkt T TR DTkl
Z S1P1 Z Sipi Z Sipi E S1p1 Z S1P1
P =5 l=j+1 1=i—2 l=i—1

= (1 —Clj)<].—CLj_1) oLt (]_—CLZ'_Q)(]_—CLl'_l),

co konczy dowdd lematu. O

Twierdzenie 3.1. Estymator L'Y jest dopuszczalny dla K'X [ w klasie L,
na T w modelu (2.4) odpowiadajgcym modelowi (2.5) wtedy i tylko wtedy, gdy

s . )
Lo(ao)Ll((lo,al) Lk(ao,...,ak)
0 _ 0
Led| Ql ' L4, €00,1],i=0,..., kb, (3.2)
| 0 0 —Qp | )
gdzie

Lo(a()) = CLOE()K
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oraz

EJ}QZ dla ’L:L,k

Dowdéd. Warunek konieczny. Zauwazmy, ze dla kazdych ustalonych wartosci
Sit1 > 0,..., 8, > 0oraz s;y; > 0 wspOlezynnik a; dany wzorem (3.1) przebiega
przedziat [0,1), gdy s; € [0,400) dla i = 0,..., k. Korzystajac z lematu 3.1

mamy, ze zbiér (3.2) jest domknieciem zbioru
{L,:L.Y jest jednoznacznie lokalnie optymalnym w punkcie z [7] w klasie £,}.

A zatem na mocy twierdzenia 1.3 pierwsza czes¢ dowodu jest zakoniczona.

Chcac udowodni¢ warunek dostateczny, uzyjemy krokowej metody zapro-
ponowanej przez LaMotte’a. Liczba krokéw bedzie zalezata od tych wspolczynnikéw
sposrod ag, aq, . . ., ax, ktore sa rowne 1.

Niech Z = {i € {0,1,...,k} : a; = 1},
kE+1, gdyZ=0,

my =
minZ, w przeciwnym przypadku

k

oraz niech £ = L + R(Tﬁ ), gdzie t = Y t;. Co oznacza, ze L = L,. Dalej,
o i=0

niech W = (Wy, W3) bedzie punktem z [7] okreslonym nastepujaco

;

(0, piOXX’) , gdy my = 0,
1 a ! .
W = (p_l‘/l’ po(lgao)XX ) ) gdy my =1,
mi—1 . ) W przeciwnym
— iV, + -V, XX
m 1 7 m mio m, 1 )
i=1 p, Q (1—ay) P o QO (1—a;) przypadku.
\ Jj=1 j=

Dalsza cze$¢ dowodu przedstawimy w postaci nastepujacego algorytmu.
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START:
Poniewaz IT(W;+Ws5)L = IIW, K, wigc L'Y jest lokalnie optymalny w punkcie
W w klasie L.

Jezeli mi =k + 1;
W tym przypadku R(II(W; + Wo)II) = R(II), czyli B(W|L) ={L}. Stad
L'Y jest dopuszczalny w L,,.

W przeciwnym razie;

Niech B(W|L) bedzie nowa rozmaitoscia £, ktéra mozemy przedstawié

w postaci
L =L+ R(Ty),
gdzie )
mi T
I,->E 0 --- 0
i=0
0 0O --- 0
I1 = _ € M@t Dnx(k+1)n-
0 0O ---0

Niech 7 \ {m;} bedzie nowym zbiorem Z,

mo =
minZ, w przeciwnym przypadku

oraz niech W = (Wy, Wy) bedzie punktem z [7] okreslonym w sposéb

(52 Vins:0) gy my —my + 1,
W — mo—1
Y et Vit %sz, 0|, w przeciwnym razie.
i=m1 p,; (1—a;) mo

j=i

I ostatecznie niech my bedzie nowym m;.

Przechodzimy do START;
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Zauwazmy, ze procedura ta musi zakonczy¢ sie po skoriczonej liczbie krokéw,
poniewaz po kazdym wykonanym kroku wymiar kolejnych rozmaitosci liniowych
maleje. W skrajnym przypadku, gdy kazdy ze wspoélczynnikéw ag, ..., ax jest
réwny 1, musimy wykonaé (k + 1) 4+ 1 krokow.

3.2. Zréwnowazony model losowy k-kierunkowej
klasyfikacji krzyzowej

W tym podrozdziale podamy charakterystyke liniowych estymatorow dla
K"X 3 w klasie £, na zbiorze parametréw 7 w modelu (2.4), w ktérym postaci
macierzy X oraz V; sa determinowane odpowiednimi macierzami modelu (2.6),
tzn. macierzami X = 1,, natomiast Z; = 1,,®...®1,, &L, &1, ®...QL,,
dlaz=1,..., k. Tak, jak poprzednio, celem uproszczenia zapisu, niech pyg = n,

Zy = 1y, ppy1 = 1l oraz Zyyy = I,. Kladac p; = [[n; dlai = 1,... ki

o J#
definiujac
1 /
Ey = —ZyZ,,
Po
1
Ei = _ZlZ@/_EO dlaizl,...,k,
B = ZpnZpy — (Eo+ -+ Ey)
otrzymujemy, ze Ey, ..., Fxy1 sa idempotentnymi i ortogonalnymi macierzami,
a macierze ZyZy, ..., Zr412;,, sa ich liniowymi kombinacjami. Aby mdc

schara- kteryzowaé liniowe estymatory dopuszczalne dla K°X 3 w klasie £,
na zbiorze 7 w modelu (2.4), ktéry odpowiada modelowi (2.6), udowodnimy

najpierw nastepujacy lemat.
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Lemat 3.2. Estymator L'Y jest jednoznacznie lokalnie optymalny w punkcie
k41

(> siVi, 80X X') 2 [T] w klasie L, w modelu (2.4) odpowiadajgcym modelows
=1
(2.6) wtedy i tylko wtedy, gdy so > 0,..., s > 0,841 > 0 oraz

Lo L - Ly
I 0 —Q - 0 |
0 0 e —=Qy
gdzie
L() = CL()E()K,
1
Li = E,+(1—ag)k 1-a; Eo Qz dlaizl,...,k,
Z 1—1aj - (k - 1)
j=1
SoPo
apg = 1 s (33)
> SiDj
=0
4 = P glai=1,... k. (3.4)
SiPi + Sk+1

k41
Dowdd. Niech (E siVi, 50X X' ) bedzie punktem z [7] takim, ze so > 0, ...,
i=1

spr1 > 0. Tak, jak w dowodzie lematu 3.1 estymator L'Y jest jednoznacznie

lokalnie optymalnym estymatorem wtedy i tylko wtedy, gdy sx+1 > 0 oraz
Ly = soM'XX'K,
L, =

SZ]\4_IZZZZ,C2Z dla i = ]_, ey k?7
k+1

gdzie M = Y s;Z;Z! mozna wyrazi¢ wzorem
i=0

k+1 k
M = <Z Sipi> Eo + Z(Sipi + Sp1) B + Spr1 By -
=0 i=1
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Zatem
SopPo

0= k41 EOK’
ZO $;Dj
‘]:
natomiast
S. . S .
L = | 2P gy P _E |0
s 8iP;i + Skt1
> 8D
j=0
= S g ST SR e o dla i =1,... k.
SiPi + Sk+1 ans
ZO $Dj
]:
Zauwazmy, ze
k+1
S;iP;
SiPi + Sk1 =1 . SiPi + Sk+1
k+1 k1 k
ZO $;Dj Z% $;Dj Zl(sjpj + Sk1) — kSpr1 + Sk
J= 7= =
SiPitSk+1
— (1-ag)—**
Sipj+s
j; ’ ;k+1k+l - k+ 1
1
= (1 - (lo) L Ll )
2¢;f—%—1)
J:
co konczy dowdd. O

Twierdzenie 3.2. Estymator L'Y jest dopuszczalny dla K°X 3 w klasie L,
na T w modelu (2.4) odpowiadajgcym modelowi (2.6) wtedy i tylko wtedy, gdy

( [ 7 \
Lo(ag) Li(ay, Ar) -+ Li(ag, Ag)
0 _ 0
Le , Ql ' _ a4 €[0,1,i =0,... kY, (3.5)
L 0 0 —Q | )




gdzie

Lo(ao) = aoboK,
Li(as, A;) = ai[B + (1 —ag)AiEo]Q; dla i =1,... .k

oraz
1

A= — 1 dla ay €10,1),...,a, €[0,1), (3.6)
Z 1—1aj - (k - 1)
j=1

W Przeciwnym razie

k
Ay, ... A sq nieujemnymi liczbami takimi, ze > A; = > A; = 1, gdzie T =
i=1 i€T
{ZE{l,,k’}alzl}

Dowéd.  Warunek konieczny. Zauwazmy, ze a; okreslone wzorem (3.3) oraz
(3.4) przyjmuja kazda wartosé z przedziatu [0, 1) dla dowolnych sg > 0,. .., s >

k
0 oraz sg41 > 0. Oczywiscie dla A; danego formula (3.6) zachodzi 1 < >~ A; < k.
i=1

k
Poniewaz Y =~ — +00, gdy a; — 1 dla co najmniej jednego j, tj. gdy Z # 0,
=1

k
wiec > A; — 1oraz A; — 0 dla j ¢ Z. Wszystko to implikuje, ze zbiér (3.5)

=1
jest domknigciem zbioru

{L,:L.Y jest jednoznacznie lokalnie optymalnym w punkcie z [7] w klasie £, }.

Zatem, na mocy twierdzenia 1.3, pierwsza cze$¢ dowodu jest zakonczona.
Warunek dostateczny udowodnimy w nastepujacy sposob.

(1) Jezeli a; € [0,1) dla kazdego i = 0,1, ..., k, to wéwczas mozemy sprawdzié,

ze L'Y jest jednoznacznie lokalnie optymalny w punkcie

k k
(Z ﬁ% + ‘/k—&-lvlﬁ (Z 1 iiai + 1) XX/) € [T]

—1 Di i=1

w klasie £, i oczywidcie dopuszczalny dla K°X 3 w tej klasie.
(2) Jezeli ap = 1, to wtedy X X'L = XX'K, czyli L'Y jest lokalnie opty-
malny w punkcie (0, X X') € [7] w klasie £,, ale nie jest jednoznaczny. Zbi6r
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B((0, X X")|L,) mozemy przedstawi¢ w postaci

Ly =L+ R(Tﬁl),

gdzie i )
I,—FEy 0 --- 0
0 0 --- 0
II, = . | € Marnxerne
0 0 --- 0

Nastepnie, jezeli Z = (), to mamy spelione réwnanie I W, L = 0, gdzie W, =
k

> (1 - )V +Viy1. Stad L'Y jest lokalnie optymalny w punkcie (W3, 0) € [T],

=17

a poniewaz R(IL;W;II;) = R(I1;), wiec L'Y jest dopuszczalny w klasie £,,.
Jezeli T # 0, to biorac (3 --V;,0) € [T] mamy IL (Y -Vi)L = 0, co
zEI zGI

oznacza, ze L'Y jest lokalnie optymalny w tym punkcie w klasie £;, ale nie

jest jednoznaczny. Rozmaito$é liniowa B((Z =-Vi, 0)|£) moze by¢ wyrazona

1€I
nastepujaco
_ t
Lo=L+ R(TH2)=
gdzie ) i
I,—(Eo+> E) 0 --- 0
€T
0 0 --- 0
I, = € M(k41)nx (k+1)n-
0 0 0

Ostatecznie, jezeli weZzmiemy punkt (W7,0) € [T], gdzie W, = (Z iy Vit
Vii1), to mozemy sprawdzié, ze II, W1 L = 0. Poniewaz, R(H2W111§_ZIIQ) = R(Il),
wiec L'Y jest dopuszczalny w klasie £,.

(3) Zatézmy teraz, ze ag € [0,1) oraz Z # (). Niech Z; = {i € Z : A; > 0}

i niech Zy = Z\Z;. Oczywiscie Y A; = 1. Biorac punkt ( Z

i€y i€y

X X)

’pol ap)
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dostajemy, ze

A;
o, |y vy —“ xx'|L- —" IXXK.
= pi po(1 — ao) po(1 — ag)
Rzeczywiscie,
ZZI Z()Z Lo(ao)
ZEZII (1 ao)
= D) AiEo+E)+ DByl apEoK = <Z P ) ag By
, 1—ag , 1—ag
i€ i€y
_ (1 P ) awFE K = —2 gk = — % _xX'K,
1—ag 1 —ap po(l—ao)
/ Aj /
Z Z Zl+ ————7yZ)| Lj(a;, Aj) — = Z;Z,Q);
Pl (1 - ao) Dj
a
= | ) A(Ey+E)+ 1 ——Ey | [Bj+(1 — a0) A; Eo|Q; — A;(Eo+E;)Q;
i€
= AE ‘|—< A ZAEO+GOA E() QJ (E()"‘EJ)QJ
€11

= [AjEj + (1 — ao)AjE() + (loAjE()] Qj — (E() + E )Q = O dla j < Il

oraz
§ :Al / /
_ZzZz + 1—ZoZ Lj(dj, AJ)
ez, Di po(1 — ao)
g Ai(Ey+ E;) + a0 Ey| a;E;Q; =0, w przeciwnym razie.
. — Qg
i€Z1

Stad wynika, ze L'Y jest lokalnie optymalny w punkcie W w klasie £, oraz, ze

zbidr B(( Z Vi it X X")|L,) mozemy przedstawi¢ w nastepujacy sposob

L,=L+ R(Tﬁl),
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gdzie

I—(Bo+ S E) 0 - 0
1€
0 0 --- 0
II, = € M4 Dynx(k+1)n-
0 0 --- 0

Biorac punkt (> 1V;,0) € [T] dostajemy IT;( > p%.VL')L = 0. Zatem L'Y jest

pPi

1€1o i€Zo
lokalnie optymalny w tym punkcie w klasie £. Zbiér B(( ]%Vi, 0)|£,) #{L}
i€Zo ‘
moze by¢ wyrazony w postaci
Lo=1L+ R(Tf—b),
gdzie
IL,—(Es+ > E) 0O 0
i€
0 0O --- 0
I, = . . _ € M(k+1)n><(k+1)n-
0 0 0

Dalej mozemy sprawdzi¢, ze TIy(> i Vi t+ Vii1)L = 0 jak réwniez, ze L
igr - "
jest jedynym rozwiazaniem tego réwnania. To z kolei implikuje, ze L'Y jest

dopuszczalny w klasie £,, co konczy dowdd. O

W modelu (2.6), w odréznieniu od modelu (2.5), wystarczy wykona¢ co naj-
wyzej trzy kroki, poniewaz liczba krokéw determinowana jest nie tylko liczba
tych sposrod wspoleczynnikéw a;, ktore sa réwne 1, ale przede wszystkim postacia

wspOtczynnikéw A;.
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3.3. Zréwnowazony model losowy dwukierun-
kowej klasyfikacji krzyzowej z interakcja

W tym podrozdziale opiszemy klase estymatoréw dopuszczalnych dla KX 3
w klasie £, na zbiorze parametréw 7 w modelu (2.4) odpowiadajacym mode-

lowi (2.7). Estymatory te beda wyrazone jako kombinacje liniowe nastepujacych

macierzy

1 /

EO = _ZOZm
Po
1 /

E, = —Z,Z) — Ey,
h
1 '

E2 - —ZQZ2 — Eo,
P2
1

E3 - ])_Z3Z§ - (E() + E1 + Eg),
3

gdzie Zyg = 1,,p9 = n,p1 = ngng, po = ning, natomiast ps = n3. Oczywiscie
Ey, E1, E5 oraz E5 sa macierzami idempotentnymi i ortogonalnymi, a macierze
Z;Z! sa ich liniowymi kombinacjami dla ¢ = 0,1,2,3. Aby skréci¢ zapis nie-
ktérych wzoréw przyjmijmy jeszcze, ze Zy = I,,, By = I, — (Eog + E1 + Es + E3)

oraz ps = 1.

Lemat 3.3. Estymator L'Y jest jednoznacznie lokalnie optymalny w punkcie
4

(3> s, Vi, 50X X') 2 [T] w klasie L, w modelu (2.4) odpowiadajgcym modelows
i=1

(2.7) wtedy i tylko wtedy, gdy so > 0,81 > 0,85 > 0,83 > 0,54 >0 oraz

Lo Li Ly L
0 -Q 0 0O
0 0 -Q O
0 0 0 —Qs

gdzie
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Ly = apEoK,
i 1

Li = a |Ey+ (1 —ag)— +17a; _1E0 Q1,

1—as

L 1—ay ]

1
Ly = ay |By+ (1 —ap)—4——2 Eo| Qo,

L 1—aq + 1—as -1 i
1
Ly = a3 Eg—f—(]_—&g)Eg-l—(1—0,1)E1+(1—6L0);+;_1E0 @3
L 1—(11 1—a2
oraz
@ = “0Po : (3.8)
Sopo + S1P1 + S3p3 + sS4
a = o1p1 , (3.9)
§1p1 + S3pP3 + S4
4 = 52p2 , (3.10)
Sop2 + S3p3 + S4
S3P3
a; = —. 3.11
° S3P3 + S4 ( )

4
Dowéd. Niech <Z 5, Vs, SOXX’) bedzie punktem z [7T] takim, ze so > 0, s1 >

i=1
0,59 > 0,83 > 0oraz s, > 0. Estymator L'Y , gdzie macierz L dana jest wzorem

(3.7), jest jednoznacznie lokalnie optymalny wtedy i tylko wtedy, gdy s4 > 0

oraz

Ly = soM'XX'K,

Li = ssM'ZZ/Q; dla i=1,2,3,
gdzie
4 4
M= 827 = <Z Sipi> Eo + (s1p1 + s3ps + s4) En
=0 =0
+(s2p2 + S3p3 + S4) Ea + (83p3 + S4pa) B3 + sapaFy.
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Zatem

LO — E0K7
> 8iD;
=0
S S + S + s
L, = 1P1 B, + 1P1 - 3P3 4E0 O,
$1p1 + S3p3 + S4 S s,
= Jlj
S S + S + s
L, = 2P2 B, + 2P2 - 3P3 4 E, |0,
SoPo + S3P3 + Sy S sip;
= Jlj

natomiast

S3P3 o S3p3 + S4 Byt S3p3 + 5S4 B+ S3p3 + S4 B | 0
1 .

Ly=———— 3 2 1
S3p3 + Sa SoPo + S3P3 + Sy S$1P1 + S3P3 + S4
ZO $jP;
]:

Nastepnie, w przypadku macierzy L, Ly oraz L3 stosujemy dla wspdtczynnikow
stojacych przy macierzy Ey przeksztalcenia, ktore zostaly omowione w dowodzie

lematu 3.4. O

Twierdzenie 3.3. Estymator L'Y jest dopuszczalny dla K'X [ w klasie L,
na T w modelu (2.4) odpowiadajgcym modelowi (2.7) wtedy i tylko wtedy, gdy

/r - )
Lo(ag) Li(ay, A1) Lo(ag, A2) Ls(ag, A1, Az)
0 — 0 0
Le Ql ta;€[0,1],i=0,1,2,3p,
0 0 —0, 0
L] 0 0 0 -3 | )
(3.12)
gdzie
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Lo(ao) = aokoK,
Li(a1, A1) = a1[Ey + (1 — ag) A1 Ep| @,
Ly(ag, As) = as[Esy+ (1 — ag)AsEp|Qa,

L3(CL3, Al, Ag) = (13[E3+(]_ — CLQ)E2+(1 — al)E1+(1 — (lo)(Al—f-AQ — 1)E0]Q3

oraz
1
A =41 , (3.13)
1—aq + 1—as -1
1
Ay = a2 (3.14)
1—1a1 + 1—1a2 -1

dla a; € 10,1) i as € ]0,1),
w przeciwnym razie
Ay 1 Ag sg nieujemnymi liczbami takimi, ze Ay + Ay = 1, przy czym Ay = 0,

gdy ay € [0,1) oraz Ay =0, gdy ay € [0,1).

Dowdéd. Warunek konieczny. Zauwazmy, ze wspotczynniki ag, a1, ay oraz ag
okreslone odpowiednio wzorami (3.8), (3.9), (3.10) oraz (3.11) przyjmuja kazda
wartosé z przedziatu [0,1) przy odpowiednio dobranych so > 0,81 > 0,59 >

0,s3 > 0 oraz s, > 0. Dalej, mozemy sprawdzi¢, ze dla Ay i Ay danych formutami

(3.13) i (3.14) mamy, ze 1 < A; + Ay < 2. Poniewaz 1_1a1 + 1_1a2 — 400, gdy
a; — 1 lub ay — 1, wiec A; + Ay — 1 oraz A; — 0 dla tego wskaznika 7, dla

ktérego a; € [0,1). Stad wynika, ze zbiér (3.12) jest domknieciem zbioru
{L,:L.Y jest jednoznacznie lokalnie optymalnym w punkcie z [7] w klasie £,}.

Zatem na mocy twierdzenia 1.3 pierwsza czes¢ dowodu jest zakonczona.
Warunek dostateczny. Podobnie, jak w przypadku twierdzen 3.1 oraz 3.2,
stosujac metode LaMotte’a wskazemy punkty nalezace do [7], w ktérych esty-

matory L'Y z klasy (3.12) sa lokalnie optymalne w odpowiednich rozmaitos-
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ciach liniowych £ C L,. Tak, jak w modelach (2.5) oraz (2.6) liczba krokéw
bedzie zalezala od tego, ktére i ile sposrod wspodlczynnikow a; sa réwne 1.
Poniewaz w modelu (2.7) wystepuja cztery takie wspétezynniki, wiec mamy do
rozpatrzenia 16 réznych przypadkéw. Opiszemy 6 z nich, gdyz dla pozostatych
dowdd bedzie analogiczny do dowodu twierdzenia 3.1 badz 3.2. Ograniczymy
sie przy tym do podania kolejnych punktéw i rozmaitosci linowych, poniewaz

sposéb postepowania zostal juz wielokrotnie wezesniej opisany.

(1) Jezeli a; € [0,1) dla kazdego i = 0,1, 2,3, to wéwczas mozemy sprawdzic,

ze L'Y jest jednoznacznie lokalnie optymalny w punkcie W = (W1, Ws) €

[T], gdzie

aj a as
Wy = Vi+ Vot V3+ Vi,
ol —an)(T—as) ' pe(l—ax)(1—az)  ps(l—ag)
W, = % @ %2 | xXx

po(l —aog)(1 —az) [(1 —ai) (1—as)

w klasie £, i oczywidcie dopuszczalny dla K°X 3 w tej klasie.

(2) Jezeli ag = 1,a1 € [0,1),a5 € [0,1),a3 =1, to

(k0)
woO = (0, XX,
L, = BWWO|L,)=L +R(Tﬁ1),
gdzie
I, 0 0
0 0 -0
I1, = S | €E Matrynx e, I =1, — Ej,
0 0 0
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(k1)

W = < e (-

1
Vi —V4,0),
pi(l —ay) ’ ’ )

p2(1 - a2) D3

Ly = BWWILy) =L+ R(Tyy,),

(k2)

= (V4,0),
= BW®@IL,) = {L}.

(3) Jezeli ag =1,a; € [0,1),a9 =1,a3 =1, to

(k0)
w© (0, XX,
Ly BW©YIL,) = L+ R(Tyy,),
Hl In - E07
(k1)
1
ww (—V2, 0),
D2
Ly BWW|L)) = L+ R(Tyy,),
I1, Ey+ Es+ By,
(k2)
p1(1—aq) D3
Ly BW®P|Ly) = L+ R(T1y,),

E47
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(k3)

w® = (v,,0),
Ly = BW®|Ls) ={L}.

(4) Jezeli ap € [0,1),a1 € [0,1),a2 € [0,1),a3 =1, to

(k0)
wo  — (Wl(o) W2(0)>
gdzie
1

wo — My 2yt
! Pl(l—al) ' p2(1—a2) ? Y25 ’
W(O) _ ap ai i as +1 )()(/7
© T ) ) T Y
Ly = BW©YIL,) =L +R(Tyy,),
Hl = E47

(k1)

wh = (v,,0),
Ly, = BWW|L,))={L}.

(5) Jezeli ag € [0,1),a; € [0,1),a3 = 1,a3 =1, to

(k0)

1
wo — <_%+ﬁ_ﬂL_
D2 Po(l - ao)

Ly = BW©YIL,) =L +R(Tyy,),

XX),

I, = Ei+ Es+ By,
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(k1)

1
wh = (LVﬁr—Vg,O),
Pl(l - Gl) b3

Ly = BWW[Ly) =L+ R(Tq,),

(k2)

w® = (v,,0),
Ly = BWWY|Ly) = {L}.

(6) Jezeli ag € [0,1),a; = 1,a9 € [0,1),a3 =1, to

(k0)
wo (iVH-,LXX/),
P1 po(1 — ap)
Ly = BW©YIL,) =L +R(Iy,),
Iy = Es+ E3+ Ey,
(k1)
1
wm = (LVQ—I——V&O)
pa(1 — as) Ps3
Ly = BWW|L) =L +R(Tf),
H2 = E47
(k2)

w® = (‘/4’0)’
Ly = BW®|L,) ={L}.
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(7) Jezeli a9 = 1,417 = l,as € [0,1],a3 € [0,1], to postepujemy tak, jak

w dowodzie twierdzenia 3.1.

(8) W pozostalych przypadkach postepujemy podobnie, jak w dowodzie twier-
dzenia 3.2. W kolejnych krokach wskazujemy punkty, dla ktérych wspdt-
czynniki stojace przy macierzach V;,...,V, oraz X X' sa odpowiednimi
modyfikacjami tychze wspolczynnikéw z dowodu twierdzenia 3.2, okresla-
jacych punkt, w ktérym L'Y jest jednoznacznie lokalnie optymalny w
klasie L,.
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4. Jawna charakterystyka
estymatorow dopuszczalnych
w pewnym modelu liniowym

z dwoma komponentami

Nasze rozwazania dotyczace dopuszczalnosci zostana teraz ograniczone do
pewnego modelu z dwoma komponentami. Model ten jest szczegdlnym przypad-
kiem modelu (2.1), dla ktérego k = 1 oraz € R, a macierz Z,Z] jest macierza
proporcjonalng do macierzy idempotentnej, tzn. ze (Z,2))* = p1Z,Z;, gdzie p,

jest dodatnia liczba rzeczywista. Bedziemy go oznaczac nastepujaco
Y ~ (XB, 012, 7 + 031,). (4.1)

Przyktadami powyzszego modelu sa modele (2.8) oraz (2.9). Podamy warunki
konieczne i dostateczne na to, aby estymator liniowy byl dopuszczalny dla wek-
tora [(K'XB), (Q}Z1u1)]" w modelu (4.1). Na mocy lematu 2.1 wyrazimy je
w terminach macierzy okreslajacych model (2.4), ktéry odpowiada rozwazanemu
modelowi z dwoma komponentami. Rozpatrzymy dwa przypadki, gdy X €
R(Zy) oraz X ¢ R(Zy). Dla wygody wyrazmy wektor X w postaci X; + X,
gdzie X; € R(Z;) natomiast X, € N(Z}).
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4.1. Przypadek, gdy X € R(Z)

W tym podrozdziale zajmiemy sie dopuszczalnoscia liniowych estymatorow
L'Y dla KX 3 w klasie £, w modelu (2.4), ktéry odpowiada modelowi (4.1)
w przypadku, gdy X = X;. Poniewaz zakltadamy takze, ze (Z,2])* = p1 Z1Z;,
wigc mozemy przedstawi¢ macierze X X', 7, Z] oraz I,, jako kombinacje liniowe

nastepujacych ortogonalnych i idempotentnych macierzy

1
Ey, = XX’
0 X,X )
1
E, = —Z,7Z, — E,
P
oraz
1

Ey=1,— —7,75.
P
Tak, jak poprzednio, niech pg = X' X, Zy = X,py = 1 oraz Z, = [,,. Zaczniemy
od sformutowania lematu, ktory podaje postaé¢ estymatorow jednoznacznie
lokalnie optymalnych, a nastepnie, powolujac si¢ na twierdzenie 1.3, wyrazi-
my w jawnej postaci klase estymatoréw dopuszczalnych dla wspomnianej juz

funkcji parametru S.

Lemat 4.1. Niech X = X; # 0. Estymator L'Y jest jednoznacznie lokalnie
optymalny w punkcie (s1Vy + $9Va, 50X X') nalezgcym do [T] w klasie L, w
modelu (2.4) odpowiadajgcym modelowi (4.1) wtedy 1 tylko wtedy, gdy so >

Lo Iy .
0,51 >0, >0 oraz L = , gdzie
0 —Ch
Ly = aoEoK,

Ll = al(El — (1 — CLO)E())Ql

oraz
S0Po
ay = )
Sopo + S1P1 + Sap2
o = — P (4.2)
S1P1 + Sap2
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Dowdd. Dowdd jest anologiczny do dowodu lematu 3.1 badz 3.4 dla k =1. O

Twierdzenie 4.1. Niech X = X| # 0. Estymator L'Y jest dopuszczalny dla
KX 3 w klasie L, na T w modelu (2.4) odpowiadajgcym modelowi (4.1) wtedy
1 tylko wtedy, gdy

Lo(ag) Lqi(ag,a
Le o(ao) 1(ao, ar) cag € [0,1],a1 €[0,1] p,
0 —Q1
gdzie
Lo(ap) = aokoK,

L1(CL0,CL1) = al(El - (1 - aO)EO)Ql-

Dowdd. Dowdd jest anologiczny do dowodu twierdzenia 3.1 badz 3.2 dla k = 1.
O

Podstawiajac za Ey i Ey odpowiednio macierze XX’ oraz pilZlZ{ — F,,

uzyskujemy nastepujacy wniosek.

Whiosek 4.1. Niech X = X, # 0. Estymator L'Y jest dopuszczalny dla
KX 3 w klasie L, na T w modelu (2.4) odpowiadajgcym modelowi (4.1) wtedy
1 tylko wtedy, gdy

Lo(ao) Ll(a0> al)

L€ cag € [0,1],a1 €[0,1]
0 —Q1
gdzie
Lolag) = - XX'K (4.3)
X'X ’
Liaga) = a (422 — -2 xx')Q (4.4)
1o, ay 2 xix 1-
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Dla uzupeienia naszych rozwazan rozpatrzymy takze przypadek, gdy X = 0.

Twierdzenie 4.2. Niech X = 0. Estymator L'Y jest dopuszczalny dla 0O
w klasie L, na T w odpowiednim modelu (2.4) wtedy i tylko wtedy, gdy

0 Li(a
Le 1a) cay€[0,1] %,
0 -
gdzie

a
Li(ar) = —1212{@1-
y41

4.2. Przypadek, gdy X ¢ R(Z)

Jezeli pominiemy zalozenie, ze X € R(Z1), to uzyskamy woéwczas inne
postaci estymatoréw jednoznacznie lokalnie optymalnych, a tym samym inne
postaci estymatoréw dopuszczalnych dla K'X 3 w klasie £, na 7 w modelu
(2.4) odpowiadajacym modelowi (4.1). Bowiem, gdy X5 # 0, to nie mozemy
macierzy X X', Z,Z] oraz I, przedstawi¢ w postaci pewnych kombinacji linio-

wych macierzy ortogonalnych i idempotentnych.

Lemat 4.2. Niech X, # 0. Estymator L'Y jest jednoznacznie lokalnie opty-
malny w punkcie (s, V) + s9Va, 50X X') nalezgeym do [T] w klasie L, w modelu
(2.4) odpowiadajgcym modelowi (4.1) wtedy i tylko wtedy, gdy sy > 0,51 > 0,

Lo L .
s3>0 oraz L = , gdzie
0 -
a 1
Ly = ﬁ [Xl)q + X1 X+ — - (XX +X2X§)] K,
1 Qo Qo
Ly = — 27— ——X1 X - ——— XX
1 ay L?l 121 = Ny (1—a)X'X 2 1} (1
oraz
1—a)X'X
g = so(1 — a1) (4.5)

So + 80[(1 — al)X’X + alXéXg] ’

natomiast ay wyraza sie wzorem (4.2).
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Dowoéd. Tak jak w dowodzie lematow 3.1, 3.4 oraz 3.3 mamy, ze estyma-

/
, Lo Ly . . . .
tor L'Y = Y jest jednoznacznie lokalnie optymalny w punkcie

0 -
(51 V1 +52Va, 50X X') ze zbioru [T] w klasie £, wtedy i tylko wtedy, gdy so > 0

oraz
Ly = soM'XX'K,
L, = 81M712121Q17

gdzie M = so X X'+ 51217 + sol,,.
Wykorzystujac réwnosci
07 XX = p(XiX] + X1X)),
XX'X1X] = X{X1(X1 X+ XoX7)
oraz
XX/XzXé = XéXQ(XlXé + XzXé),

mozna sprawdzi¢, ze

— 1
Y (XX’ B 9 %XQ)Q) TR S— 4 (R
S1p1 + 52 52 s52(51p1 + 52) 52
gdzie
sa(s1p1 + 82) + s0(52 X' X + 5191 X5 X))
Mato skomplikowane przeksztalcenia koncza dowdd. O

Twierdzenie 4.3. Niech X, # 0. Estymator L'Y jest dopuszczalny dla K°X 3
w klasie L, na T w modelu (2.4) odpowiadajgcym modelowi (4.1) wtedy i tylko
wtedy, gdy

Lo(ag) Li(ag,a 1—a)X'X
Le o) La(ao, @) “ag € |0, ( /al) — |,
0 _Ql (1 — CL1)X X+ CL1X2X2

a; € [O, 1] ,
(4.6)
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gdzie

Qo

Lo(ao,al) = X,X(XIX{—FXIXQ)K"’—A(XQX{ +X2X5)K7
1 a

Ll(@mal) = m <p—Z1Z{ - ﬁXIX{) Q1 — alAX2X{Q1
1

oraz A = ( - dla ay € [0,1), w przeciwnym razie A = 0.

1—a1)X’'X

Dowdéd. Aby udowodnié¢ warunek konieczny, zauwazmy, ze dla kazdych ustalo-

nych s; > 0, s > 0 wspélezynnik ay dany wyrazeniem (4.5) przebiega przedzial

ag
1—a1

[ (1—a1)X'X

, (1—a1)X'X+a1X§X2> , gdy so € [0,400). Co wigcej, dla a; — 1 mamy

0. Podobnie jak poprzednio, korzystajac z lematu 4.2, otrzymujemy, ze zbiér

okreslony wzorem (4.6) jest domknieciem zbioru
{L,:L.Y jest jednoznacznie lokalnie optymalnym w punkcie z [7] w klasie £,},

co na mocy twierdzenia 1.3 konczy dowdd warunku koniecznego.

Zalézmy teraz, ze L'Y jest estymatorem, dla ktérego macierz L nalezy do

zbioru (4.6). Jezeli ag € [0, (1—a8;<(/1)1()f;f()<§x2) oraz a; € [0,1), to wéwczas

estymator L'Y jest jednoznacznie lokalnie optymalny w punkcie

Qo

(1 — ao)(l — al)X’X — CL()CLlXéXQ

(LV} + Vs,
p1(

XX')
1-@1)

(1—a1)X'X
1—a1)X’X+a1X§X2

nalezacym do [7] w klasie £,. Dla ag = | oraz a; € [0,1) dowéd
przebiega tak samo, jak dowdd twierdzenia 3.2, kiedy ap = 1ia; € [0,1). Podob-
nie, w przypadku gdy ag = 0 oraz a; = 1, ktory odpowiada sytuacji kiedy ag = 1

I, 0
i a; = 1 w dowodzie twierdzenia 3.2 z ta tylko réznica, ze I, = 2 ,
0 0

natomiast Iy jest macierza rzutu ortogonalnego na przestrzen N (X X'+ Z,77).

O

Zauwazmy, ze kladac Xy, = 0, uzyskujemy charakterystyke estymatorow

dopuszczalnych L'Y podana we wniosku 4.1.
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Wyniki twierdzen 4.1 oraz 4.3 mozemy przedstawi¢ graficznie w sposob

nastepujacy.

X1=0, X520 X1#0, X520 Xq170,X,=0

0 a 1 0 a 1 0 2 1

Pierwszy z rysunkow przedstawia obszar tych wspétezynnikow ag i aq, dla
ktérych liniowe estymatory sa dopuszczalne dla K° X 3 w klasie £, na 7 w mode-
lu (2.4) odpowiadajacym modelowi (4.1) w przypadku, gdy X; = 0 oraz X, # 0.
W sytuacji, gdy X; # 0 oraz X, # 0 (rysunek 2), obszar ten jest od géry
ograniczony przez fragment hiperboli. Przy ustalonym X; # 0i Xo — 0
odpowiednie obszary wypeliaja calty kwadrat, dajac (po domknieciu) obszar

tych ag i a1, dla ktorych rozwazane estymatory sa dopuszczalne w odpo- wied-

nim modelu (2.4), dla ktérego X € R(Z;).

4.3. Zastosowania

Przedstawimy teraz charakterystyke liniowych estymatoréw dopuszczalnych
dla funkcji 4 u; w modelach (2.8) oraz (2.9), gdzie i = 1,2,...,n;. Wykorzys-

tamy do tego, wynikajacy z lematu 2.1 oraz wniosku 4.1, nastepujacy wniosek.

Whiosek 4.2. Estymator (Lo, L)Y jest dopuszczalny dla wektora
[(K'X3),(Q)Z1u1)"] w modelu (4.1), dla ktérego X € R(Zy) wtedy i tylko
wtedy, gdy

(Lo, L1) € {[Lo(ao), L1(ag,a1)] : ag € [0,1],a; € [0,1]},
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gdzie macierze Lo(ag) oraz Lyi(ag,a1) dane sqg wzorami (4.3) oraz (4.4).
Zauwazmy, ze jezeli we wniosku 4.2 wstawimy w miejsce macierzy K oraz ()

odpowiednio mﬁ(ln1 ® N) i 5 (In, ® N)v;, to dostaniemy w jawne]j postaci

klase wszystkich estymatoréw dopuszczalnych dla (3, u;)” w modelu (2.8), gdzie

v; jest i-tym wersorem z przestrzeni R™.

Whniosek 4.3. Estymator (Lo, L1)'Y jest dopuszczalny dla (8,u;) w modelu
(2.8) wtedy i tylko wtedy, gdy

(Lo, L1) €{[Lo(ao), L1(ag,a1)] : ag € [0,1],a; € [0,1]},

gdzie
Lolag) = —=2 (1, ®N) (4.7)
o) = LNNY™ ! '
aq Qo
Ll(ao,CLl) = W ]n1®N—n—1(1n11;11®N) V;. (48)

Stosujac dla C' = (1,1)" lemat 4.3 oraz lemat 1.1, uzyskujemy nastepujacy

wniosek.

Whiosek 4.4. Estymator 'Y jest dopuszczalny dla f+u; w modelu (2.8) wtedy
1 tylko wtedy, gdy
'Y = [Ly(ao) + Li(ao, a1)]Y,

gdzie Lo(ag) oraz Ly(ag, a1) s¢ odpowiednio okreslone wzorami (4.7) i (4.8).

Jezeli rozwazamy liniowe estymatory dla 5 + w; w modelu (2.9), to wniosek

ten mozemy zapisa¢ w postaci

Whiosek 4.5. Estymator 'Y jest dopuszczalny dla f+u; w modelu (2.9) wtedy

1 tylko wtedy, gdy
Y =agY +a1(Y; —agY) pod warunkiem, Ze ag € [0,1] i a; € [0, 1],

23



no ny n2
1 v _ 1
gdzieY; = P El}/;j oraz Y = = 21 21}/;]-.
Jj= 1=1j5=

Zauwazmy, ze jezeli wezmiemy C' = (1,0)’, to otrzymujemy dobrze znana

charakterystyke dopuszczalnych liniowych estymatorow dla (.

Whniosek 4.6. Estymator ('Y jest dopuszczalny dla [ w modelu (2.9) wtedy

1 tylko wtedy, gdy

'Y = ayY pod warunkiem, ze ag € [0,1].
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5. Model z dwoma komponen-

tami

W rozdziale tym interesowa¢ nas bedzie dopuszczalna liniowa estymacja
wektora [(K' X 3), (Q Z1u1)"] w ogdlnym modelu z dwoma komponentami, tzn.
w modelu (2.1), dla ktérego £k = 1. Przypomnijmy, ze na mocy lematu 2.1,
réwnowaznie bedziemy zajmowa¢ sie dopuszczalna estymacja K’ X 3 w klasie £,
w modelu (2.4), ktéry odpowiada modelowi z dwoma komponentami. Ostabienie
dla tego ostatniego zalozen, ktore zostaly postawione w poprzednim rozdziale,
tj. B € R oraz (Z,2})* = p1Z1Z; dla p; > 0, powoduje problemy w uzyskaniu
jawnych wzoréw na estymatory dopuszczalne dla wspomnianego juz wektora.
Problemy te wiaza sie miedzy innymi z tym, ze 3 jest teraz p-wymiarowym
wektorem nieznanych parametréw, co wplywa na postaci zbioréw 7 oraz [T].
Oba te zbiory wyrazimy za pomoca pewnej, wygodnej dla dalszych rozwazan,

reparametryzacji, tzn.
T = {(cow(Y),EY(EY)):B€ R’ 0f>0,05 >0}

ALZL+ (1= N, A\, Z) XBEX' 0
VAVA VAVA 0 0

2

2
g
ERV, pP=01+05, A=——+—= ¢,
ﬂ y P 1 2 O’%—l—(f%

natomiast
[T] = {(Wi(s,\), Wa(®)) = (sV 5, XOX') : s > 0,A € [0,1],® € M},
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AL Z+ (1= N, ALZ,

WAVA VAVAS
Rozwazymy dwa przypadki. Pierwszy z nich, to przypadek, kiedy iloraz

gdzie V', =

wariancji efektu losowego do wariancji bledu losowego jest znany. Woéwczas
A= #%02 € [0,1) jest znane i problem redukuje si¢ do charakteryzacji do-
1 2

puszczalnych estymatoréw dla K'X 3 w klasie £, w nastepujacym modelu

Gaussa-Markova

Y ~ (XB,p°V)). (5.1)

Ponizsze twierdzenie podaje warunki konieczne i dostateczne na to, aby esty-

mator byl dopuszczalny dla K’ X3 w klasie £, w powyzszym modelu.

Twierdzenie 5.1. Estymator L'Y jest dopuszczalny dla K'X 3 w klasie L,
w modelu (5.1) wtedy i tylko wtedy, gdy

(i) R(II,V,\L) C R(X),

(i) (K — LYTL VL € M3,
| I, 0
gdzie I1, = € Mapxan.
0 0
Dowéd. Zalézmy, ze macierz L spelia warunki (i) oraz (ii). Wéwczas istnieje

macierz ®; € M2, taka ze R(X® X') = R(X)NN|[(K — L)']. Oczywiscie,

p

X& X' (K —L)=0, (5.2)

co oznacza, ze L'Y jest lokalnie optymalny w punkcie W = (W7(0, \), Wo(®1))

w klasie £,. Zauwazmy, ze £, = B(W|L,) moze by¢ przedstawiona nastepujaco
£1=L+R(Th),

I, 0
gdzie I, = | € Mopson oraz I, = I, — X&,X'(X&X')*. W
0 0

szczegblnosci, jezeli &1 = 0, to L, = L1 i wowcezas ten krok moze by¢ pominiety.
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Jezeli natomiast dim(R(X)) = n oraz jezeli ®; jest dodatnio okreslona, to L'Y
jest jednoznacznie lokalnie optymalnym estymatorem, a wiec dopuszczalnym.
W' tym przypadku pierwszy krok procedury jest jednoczesnie ostatnim.
Teraz pokazemy, ze istnieje macierz ®; € M7 taka, ze L'Y jest jednoz-
nacznie lokalnie optymalny w punkcie (W5 (1, A), Wa(®P2)) w klasie £;.
Poniewaz R(II;) C R(I1,), wigc z (i) mamy

R(ILV L) C R(X). (5.3)
Dalej, poniewaz IT;II, = I1;, wigc z (ii) oraz (5.2) wynika, ze

(K-LYII,V,L = (K—-L)ILLV\L+ (K —-L)X® X' (X®X')"L
= (K - L)ILV,\L € M3,. (5.4)

Podstawiajac @, = [(K— L) X|*(K—L)'TI;V L[ X'(K —L)]", namocy (5.4),
mamy $y € ./\/l;. Warunek (5.3) implikuje, ze istnieje macierz A € M,,x2, taka,
e VL = X A. Stad

(K-LYX®, = (K- LYX|[(K-L/X|"(K - L/XAX'(K - L)]*
= (K - L)ILV,LIX'(K — L)|*.

Poniewaz (K — L)'TI; VL jest macierza symetryczna, wiec
(K — L)IL, X0, X'(K — L) = (K — LI,V L. (5.5)

Ponadto, poniewaz N(II; X) = N[(K — L)'II; X], wiec istnieje macierz B
nalezaca do Mo, «9, taka, ze B(K — L)' T} X =I1, X, czyli

B(K — L)’H1V,\L = B(K — L)’HIXA =1II,V,L.
Podobnie
B(K — L)’H1X<I>2X’(K —L)= H1X<I>2X'(K —L).
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Warunek (5.5) implikuje, ze
ILV,L =L, X0, X'(K — L), (5.6)

czyli L'Y jest jednoznacznie lokalnie optymalny w punkcie (Wy(1, \), Wy(®s))
w klasie £, co konczy pierwsza cze$é¢ dowodu.

Teraz zatézmy, ze L'Y jest dopuszczalny dla K’'X 3 w klasie £,. Poniewaz
L € L, gdzie rozmaitos¢ liniowa L, zostala zdefiniowana na poczatku dowodu,
wiec estymator L'Y jest dopuszczalny dla K'X 8 w klasie £,. Zatem na mocy
twierdzenia 1.2 istnieje punkt W = (Wi(s, A), Wa(®3)) € A(Ly), gdzie s > 0
taki, ze

SILV,L =, X, X'(K — L).

Poniewaz R(II, — IT;) C R(X), wigc R(II; X) C R(X). Stad
R(HOV)\L) = R((HO - Hl)V)\L) EB R(HlV)\L) Q R(X),

co konczy dowdd warunku (i).
Dalej, poniewaz (K — L)TI,V,\L = (K — L)'II;V ,L (co wynika z (5.4))
oraz X'(K — L) = X'TI, (K — L), wigc

s(K — L)TI,V,L = (K — L)TL X, X'TI, (K — L) € M3,
O

2 2 . .
oraz o; jest nieznany.

Dodatkowo zatézmy, ze R (X) C R(Z), gdzie Z = [Z],0]' € Maysm.

Rozwazmy teraz ogdlniejsza sytuacje, kiedy iloraz o

Twierdzenie 5.2. Estymator L'Y jest dopuszczalny dla K'X 3 w klasie L,

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje X € [0, 1], dla ktdrej
(i) R(ILV,L) C R(X),
(ii) (K — L)TILV,\L € M3,
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oraz dodatkowo, gdy A =1

(iii) Mz, L =0,

I, 0
gdzie 11, = % , natomiast 11z, jest macierzq rzutu ortogonalnego na
0 O
przestrzen N (Z7).

Dowéd. W przypadku, gdy A € [0,1) dowéd warunku dostatecznego wynika
z twierdzenia 5.1. Jezeli A = 1, to musimy wykona¢ dodatkowy (trzeci) krok.

Poniewaz

H1V1L - H1X(I)2X/(K - L),

gdzie
¢, =[(K—-L)X|"(K - L)II,V,LIX'(K - L)|*

(patrz (5.6)), wiec LYY jest lokalnie optymalny w punkcie (Wi (1, 1), Wo(®s))
w klasie £1. Rozmaitoséé liniowa Lo = B(W(1,1), Wa(®P3))|L£1) ma nastepujaca
postac

Lo=1L+ R(Tﬁz)’

I, 0
gdzie I, = | - € Mapyon oraz I, = 11 [I, — 11, Z, Z11, (I, Z, Z!11,) 7).
0 0

Macierz II, jest macierza rzutu ortogonalnego na N (X ®, X") NN (11, Z, Z111,).
Poniewaz R(Ilz) C R(II;), wigc IIy = Il oraz Iz X = 0. Korzystajac
z warunku (iii) mamy, ze II; L = I1; X = 0. To implikuje z kolei, ze L'Y
jest jednoznacznie lokalnie optymalny w (W (1,0), W5(0)) w klasie L.
Zalézmy teraz, ze L'Y jest dopuszczalny dla K X3 w klasie £,. W oparciu
o dowdd twierdzenia 5.1 pozostal do rozwazenia przypadek, kiedy L € L, =
BO(Wi(1,1), Wa(®2)) [£1) € L1 = B((W1(0, 1), Wa(@1)) |£,). Z lokalnej opty-
malnosci w punkcie (W;(1, 1), Wo(®2)) nadal wynikaja warunki (i) oraz (ii) dla
A = 1. Poniewaz L'Y jest dopuszczalny dla KX 3 w klasie £, i poniewaz
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R(X) € R(Z), wiec korzystajac z twierdzenia 1.2 mamy, ze istnieje punkt
(W1(s,0),W5(0)) € A(L3) z s > 0, dla ktérego sIIL = 0, co konczy dowdd.
O

W szczegdlnym przypadku, gdy 8 € R, X € R(Z,) oraz (Z,7})* = ;1 Z, 7]
dla p; > 0 z charakterystyki estymatoréw dopuszczalnych dla K’ X 3 w klasie £,
podanej w powyzszym twierdzeniu wynika charakterystyka podana we wniosku
4.1 i odwrotnie. Korzystajac z lematu 1.1, wystarczy wykaza¢ rownowaznosé
pomiedzy tymi charakterystykami dla K = I,, i ()1 = I,,. Wtedy dowdd bedzie
bardziej przejrzysty.

Warunki (i) oraz (ii) twierdzenia 5.2 mozemy wyrazi¢ w terminach macierzy

Ly i Ly nastepujaco
(i") R(VaLo) € R(X), R(VAL1 —AZ:1Z]) € R(X),

(i) (I, — Lo)' VLo (I, — Lo)' (VL1 — N2, Z7) € M2
— 141V Ly —Ly(V\Ly — N2, ZY)

gdzie V\ = A1 Z] + (1 — \)L,.

Zalézmy teraz, ze istnieje A € [0, 1), dla ktérej te warunki sa spelnione. Na
mocy warunku (ii’) mamy, ze macierz (I, — Lg)'V Lo jest symetryczna, tym
samym macierz V) Lo jest tez symetryczna. Zatem pierwszy z warunkéw (i%)

implikuje, ze istnieje ¢ € R takie, ze V) Lo = cX X'. Stad

—A 1
Ly = VXX = Ve e Y AVARS b XX’
p
C
= ——XX. :
PmA+1T— A (5.7)

Z symetrii macierzy wystepujacej w warunku (ii’), dotyczacych elementéw poza

diagonala, wynika réwniez, ze

VL — A1 2, = — ALy 20 7.
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Zatem z (5.7) otrzymujemy, ze

—epi
L = V! (LXXHLAZIZ{)

mA 1, cX'X 1 ,
S < SAR [y A/ - XX'). 5.8
pl)\—i—l—)\(pl LT O 1A XX (58)

Korzystajac z (5.7) dostajemy

cX'X
I,— L) VyLy=c|1— ———— | XX".
( o) VLo C( p1>\—|—1—)\)
. . . . ’ s . . . . . CXIX
Z nieujemnej nieokreslonosci tej macierzy wynika, ze ¢ (1 — oo /\) > 0. Stad

PIAF1-A . . eX'X
c € 0, 55| lub réwnowaznie 55 € [0, 1].

Zalézmy teraz, ze A = 1. Z warunku (iii) twierdzenia 5.2 dostajemy, ze

1
Lo = —ZlZ{LO (5.9)
y4!
oraz
1
L, = —ZlZ{Ll. (5.10)
41

Z warunku (i) tego twierdzenia oraz symetrii macierzy Z; Z; Lo wynika, ze istnie-
je c. € R takie, ze Z,Z] Ly = . X X'. Korzystajac z (5.9) mamy, ze
Lo=2XX'.
P1
Postepujac podobnie, jak w przypadku A € [0, 1) otrzymujemy
leiLl — 21Z1 = —C*XX/.

Stad i z (5.10) dostajemy nastepujaca posta¢ macierzy

1 . X'X 1
Li=|—277 — X~ XX').
' (pl i p X'X )

p1 ]

Dalej, z nieujemnej okreslonosci macierzy (I,, — Lo)'V1Lo mamy c, € [0, 5%

PokazaliSmy zatem, ze jezeli istnieje A € [0,1], dla ktérej spelione sa
warunki twierdzenia 5.2, to estymator L'Y dla X jest postaci podanej we

wniosku 4.1.
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Chcac pokazaé, ze z charakterystyki podanej we wniosku 4.1 wynika charak-

ay

terystyka podana w twierdzeniu 5.2, wystarczy podstawi¢ A\ = prETw

Oczywiscie, jezeli a; € [0,1], to A € [0,1]. Wykonujac standardowe przek-
sztalcenia, wykorzystujace zaleznosé¢ Z;Z1 X X' = p1 X X', dostajemy zadane

wynikanie.
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Podsumowanie

W pracy rozwazany byl nastepujacy model liniowy
Y:Xﬁ—FZlU,l+ZQU2+...+ZkUk+€,
w ktorym zajmowano sie dopuszczalna liniowa estymacja wektora

[(K/Xﬁ)/v (Q/IZIUI>/7 ] (Q%Zkuk)/]/

Kluczowym w calej rozprawie jest spostrzezenie, ze zagadnienie to mozna sprowa-
dzi¢ do réwnowaznego problemu dopuszczalnosci estymatora dla K°X 3 w klasie

L, w modelu

k+1
Y ~ <Xﬁ, 2031/;-) .

i=1

Uzyskano w jawnej postaci charakterystyke dopuszczalnych estymatoréow dla
K'X 3 w klasie £, w modelach odpowiadajacych zréwnowazonemu modelowi
losowemu k — kierunkowej klasyfikacji hierarchicznej, zrownowazonemu mode-
lowi losowemu k — kierunkowej klasyfikacji krzyzowej oraz zréwnowazonemu
modelowi losowemu dwukierunkowej klasyfikacji krzyzowej z interakcja. Opisano
takze jawna posta¢ dopuszczalnych estymatoréw L'Y dla K'X 3 w klasie £,
w  modelu odpowiadajacym modelowi z dwoma komponentami, w ktérym
0 € R, a macierz Z;Z] jest macierza proporcjonalna do macierzy idempotent-
nej. Dla ogdélnego modelu liniowego z dwoma komponentami przy zalozeniu, ze
R(X) € R(Z,) podano warunki konieczne i dostateczne na to, aby odpowiedni
estymator byl dopuszczalny. Warunki te zostaly wyrazone w terminach podob-

nych do tych, ktérych uzyt Rao (1976) w modelu Gaussa-Markowa.
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