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SINUSOIDALNEGO Z ZASTOSOWANIEM WYBRANEGO
ESTYMATORA CZESTOTLIWOSCI

W pracy przedstawiono poréwnanie wilasciwosci metrologicznych znanych 1 najnowszych
algorytméw do wyznaczania amplitudy sygnalu sinusoidalnego w oparciu o wybrany estymator
czestotliwosci. Analizowane byly algorytmy najmniejszych kwadratow (LS), zupelnych kwadratow
btedow (TLS) oraz cztery algorytmy z dziedziny czgstotliwosci oparte na DFT, w tym jeden algorytm
rekurencyjny. Wyniki badan symulacyjnych wykazaty, ze w przypadku sygnatu sinusoidalnego
z szumem gaussowskim najdoktadniejszymi algorytmami sg TLS i LS.

ALGORITHMS FOR DETERMINING THE SINUSOID SIGNAL AMPLITUDE WITH
THE USE OF A SELECTED FREQUENCY ESTIMATOR

The paper presents a comparison of metrological properties of known and latest algorithms for
determining the amplitude of a sinusoidal signal in cooperation with a frequency estimator. Least
squares (LS), Total Least Squares (TLS) algorithms and four DFT-based frequency domain
algorithms, including one recursive, were analyzed. The results of simulation tests showed that in the
case of sinusoidal signal with Gaussian noise, the most accurate algorithms are TLS and LS.

1. WPROWADZENIE

Praca dotyczy problematyki pomiarow amplitudy napigcia sinusoidalnego, ktore moga by¢
stosowane np. w badaniach dokladno$ci woltomierzy napigcia skutecznego. W tym obszarze
przedstawiono poréwnanie wiasciwosci metrologicznych znanych 1 najnowszych cyfrowych
algorytméw do wyznaczania amplitudy napigcia sinusoidalnego przy wspolpracy z wybranym
estymatorem czestotliwosci. Przyjeto ide¢ wyznaczania amplitudy polegajaca na tym, ze w pierwszej
kolejnosci na podstawie danych wejsciowych (probek napigcia) wyznaczana jest czestotliwose
napigcia z zastosowaniem jednego wybranego, bardzo doktadnego estymatora czestotliwosci, opartego
o DFT. W drugiej kolejnosci w oparciu o obliczong cz¢stotliwosé 1 probki napigcia wyznaczana jest
amplituda z zastosowaniem roznych algorytmow dziatajacych w dziedzinie czasu i czgstotliwosci.
Wybrane do badan algorytmy z dziedziny czasu to algorytm metody najmniejszych kwadratow (LS —
Least Squares) oraz zupelych kwadratow btedéw (TLS - Total Least Squares) [1]. Z dziedziny
czestotliwo$ci to m. in. algorytmy interpolacyjne 1-punktowy (IpDFT1p) [2], 3-punktowy (IpDFT3p)
[3] oraz rekurencyjny 2-punktowy (IpDFT2p rek) [4]. Dodatkowo w pracy zastosowano
zmodyfikowany algorytm DFT (MDFT) [5], ktory nie wykorzystuje interpolacji widma.

2. ALGORYTMY DO WYZNACZANIA AMPLITUDY

Procedura stosowania algorytmow jest nastgpujaca. W pierwszej kolejnosci napigcie sinusoidalne
o amplitudzie Unm, czestotliwosci f1 fazie @, probkowane jest rtownomiernie z czgstotliwoscia f, i liczba
probek M. Nastepnie na podstawie uzyskanych probek u(n) = Un-sin(2-n-f-n/f,+¢) wymnozonych prze
okno Hanninga wyznaczana jest czestotliwos$¢ napigcia z zastosowaniem wybranego, popularnego
i bardzo doktadnego estymatora [6]:
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~ Jy |(k—H)ZXu(k—l)+(k+H)2Xu(k+1)+(2H2—2H—2k2)Xu(k)|
f=ﬁ , (1)

X,(k=D)+X,(k+1)-2X,(k)

gdzie: X,(..) jest to transformata Fouriera wyznaczana dla trzech prazkéw widma, w tym dla £ -
numeru najwyzszego prazka w widmie amplitudowym; H jest to wspotczynnik, ktory w przypadku
stosowanego okna Hanninga wynosi 2.
W kolejnym kroku, znajac czgstotliwos¢ sygnatu mozna wyznaczy¢ amplitud¢ napigcia
z zastosowaniem odpowiedniego algorytmu. Pierwszy badany algorytm najmniejszych kwadratow
(LS) stosowany jest tylko do estymacji amplitudy sygnatu sinusoidalnego. W poréwnaniu do innych
rozszerzonych algorytméw LS (stosowanych dodatkowo do estymacji fazy, czestotliwosci, sktadowe;j
statej) jest najbardziej odporny na wplyw zaklocen losowych, ktore maja najwigksze znaczenie
w pomiarach napig¢ sinusoidalnych. Dla tego algorytmu amplituda wyznaczana jest ze wzoru

UH(LS) :‘(A(TLS) 'A(LS))_] A(TLS) 'b(LS) > (2)

gdzie Ags) jest to macierz dwuwymiarowa zawierajagca w jednej kolumnie elementy sin(2iy;n/ f p),

a w drugiej cos(27y;n /f p) dla kolejnych wartosci n, bys) jest to wektor probek (obserwacji) u(n).

Drugi algorytm zupelnych kwadratow (TLS), minimalizuje zaklocenia € wektora obserwacji
b(rs), podobnie jak w metodzie najmniejszych kwadratéw, oraz dodatkowo zaktocenia E macierzy
danych A(rzs). Punktem wyjscia algorytmu jest model pomiaru, ktory opisa¢ mozna wzorem:

(Agzs) +E)-¢=b g €. 3)

Wektor ¢ jest wynikiem algorytmu TLS. Na podstawie jej elementéw oblicza si¢ wynik estymacji
okreslonej wielkosci. W pomiarze amplitudy wynik estymacji uzyskuje si¢ na podstawie wzoru

0n(TLS) :Vc12 +c5 . 4)

Szczegolowy sposob definiowania macierzy A(rzs), bas) 1 wyznaczania ¢ w pomiarze amplitudy
opisano w [l]. Przy czym, definiujac macierz Ars) nalezy w miejsce czgstotliwosci sygnatu
podstawi¢ estymator j} .

Kolejny algorytmy IpDFTlp, IpDFT3p, MDFT, IpDFT2p rek, IpDFT2p rek dzialtaja w
oparciu o dyskretng transformat¢ Fouriera (DFT). Algorytmy te stosowane sa z odpowiednim oknem
czasowym zwickszajagcym doktadno$¢ wyznaczania amplitudy napigcia sinusoidalnego. Dla
porownania wtasciwosci algorytmow w prezentowanej pracy stosowano okno Hanninga.

Algorytm IpDFTlp, dziatajacy dla najwyzszego prazka widma |X.(k)| napigcia u(n)
z zastosowanym oknem Hanninga, bazuje na zaleznosci

: 4 (-8 X0 M
m(IpDFTlp) — Z(\/Isin(zﬁ) | , gdzie 6 = ff— —k. (5a, 5b)
p
IpDFT3p dziata na trzech najwyzszych prazkach widma. Dla okna Hanninga uzywany jest
wzor
. 75 (1= 67 4 - 52 )| X, (k = 1| + 2, (k)| + | X, (K + 1))
Un(IpDFT3p) = 3M sin() . (6)

Jednym z prostszych algorytmow jest takze algorytm MDFT, w ktorym stosowana jest
modyfikacja transformaty Fouriera i okna czasowego poprzez wyznaczenie zmiennej M'= f, k/ f
i zastgpienie zmiennej M (liczby probek) we wzorze na okno Hanninga oraz w funkcji Eulera

transformaty Fouriera. Amplituda U wMpFT)  Wyznaczana jest jako modul ze zmodyfikowane;
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transformaty Fouriera, dla prazka o numerze k oraz probek napigcia u(n) wymnozonych przez
zmodyfikowane okno Hanninga.

Ostatni algorytm IpDFT2p rek jest najbardziej ztozony sposréd prezentowanych.
Szczegolowy jego opis przedstawiono w pracy [4]. Jest to algorytm, ktdry w sposob rekurencyjny, w
oparciu o dwa najwyzsze prazki widma (2 punkty), wyznacza w pierwszej kolejnosci parametr 9,
ktory zwigzany jest z czgstotliwoscig sygnatu mierzonego, a nastgpnie amplitude sygnatu oraz faze
poczatkowa sygnatu mierzonego ¢. Do celow niniejszej pracy algorytm ten, zostal nieznacznie
zmodyfikowany. W warunkach poczatkowych algorytmu prezentowanego w pracy [4] (Tabela 1,
Krok 2) wzor na §, zostat zastgpiony wzorem (5b). Badania wlasne wykazaty, ze taka zmiana jest
korzystna, poniewaz pozwalala na osiagnigcie tej samej doktadno$ci estymacji czestotliwosci przy
mniejszej liczbie iteracji. W kolejnym rozdziale przestawiono wyniki badan tego algorytmu dla
przyjetych dwoch iteracji.

3. WYNIKI BADAN SYMULACYJNYCH

Badania symulacyjne algorytméw przeprowadzono analizujac ich wzgledne bledy
sredniokwadratowe Oum estymacji amplitudy napigcia sinusoidalnego dla wybranych wielkosSci
wplywowych wykonujac tysigckrotne powtorzenia eksperymentow. Wplyw szumu gaussowskiego
dodawanego do probek napigcia sinusoidalnego, wyrazonego w SNR (Signal to Noise Ratio)
w szerokim zakresie zostal przedstawiony na rys. la i 1b, dla okreslonej liczby okresow N napigcia
sinusoidalnego przypadajacych na okno pomiarowe. Liczba N jest dla wielu algorytmow bardzo
istotna. Jak wskazuje rysunek 1c najwyzsze doktadnosci wigkszo$¢ algorytmow uzyskuje w poblizu
petnej liczby okresow. W praktyce stosujac komercyjne zrodla napie¢ sinusoidalnych, nawet te
najlepsze, ktére charakteryzuja si¢ SNR = 100 dB (np. kalibratory) oraz uktady analogowo - cyfrowe
trudno jest uzyska¢ pelng synchronizacje czestotliwosci tak, aby N bylo catkowite. Wystepujacy
w takich przypadkach blad nastawy stosunku czestotliwosci rzgdu 0,02% powoduje, ze N moze
zawiera¢ si¢ w przedziale np. 4,999..5,001 (rys. 1d) dla f/fp = 1/20 i M = 100.

a) g . . . b) . . 5 .
6 110
- — o s —6 il 1x10 )
141076 y -
10| .
. Lok 110 » i
1x10 °F = -
St %> LS St > LS / g
ol [ IpDFT Ip 1«10 10L[*** IpDFTIp 110!t i
1x10 " Flaaa IpDFT3p a4 IpDFT3p 80 85 90
eeo TLS eee TLS
12 L1012 4
1x10 "“Flees MDFT b * e=8 MDFT
eee [pDFT2p rek @ee IpDFT2p_rek
110 1 ! ! : L1 1 L L L
40 60 80 100 120 40 60 80 100 120
SNR (dB) SNR (dB)
c d
) T T T T T T T T T T )1x10’“ .
0.1 <= LS u
e e+ IpDFT1p i
asa IpDFT3p
- poe TLS 1 T Sy -
1x10
SUm e ee8 MDFT SUmI 10,]2:H LS d
1x10 e IpDFT2p rek| ¢++ IpDFT1p i .
9 a+4 [pDFT3p
1x10 pee TLS
1x107 11 b= MDFT
3 %5 . 5§ ¥ o B80T 0 8-900-9 @ee I[pDFT2p_rek
1x10 13 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 leo’]j’ 1
0,5 1 1.5 2 25 3. 3,5 4 45 5 55 6 4,999 5 5,001
N N

Rys. 1. Wzgledne bledy $redniokwadratowe estymacji amplitudy w funkcji: a) SNR, dla N =5,4, M =100; b) SNR,
dla N=5,001, M =100; c), d) liczby okresow N, dla SNR = 100dB, M =100,
Fig. 1. Relative mean square errors of amplitude estimation as a function of: a) SNR, for N=15.4, M =100; b) SNR,
for N=5.001, M =100; c), d) number of periods &, for SNR = 100dB, M = 100.
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W dalszej kolejnosci rozwazano wptyw niepozadanej sktadowej stalej Uy (rys. 2a) oraz
amplitudy drugiej harmonicznej Uny (rys. 2b), ktéore moga wystapi¢ w mierzonym napieciu
przemiennym. W praktyce w napigciu poza drugg harmoniczng moga wystepowac takze inne, ale maja
one mniejszy wptyw. Przyjeta w badaniach maksymalna wartos¢ Umy/Un = 0,0004 odpowiada
wspotczynnikowi THD = 0,04% podawanej typowo dla generatorow napi¢¢ sinusoidalnych. Poza
tym przyjeta maksymalna warto§¢ Uy wynoszaca 10 mV jest zwykle nie przekraczana w
generatorach.
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Rys. 2. Wzgledne bledy sredniokwadratowe estymaciji amplitudy Um =1 V dla N=5,001, =100, SNR=100 dB,
w funkcji: a) sktadowej statej Uo, b) amplitudy drugiej harmonicznej Umo.
Fig. 2. Relative mean square errors of Un = 1 V amplitude estimation for N=15.001, M = 100, SNR =100 dB,
as a function of: a) the constant component Uo, b) the second harmonic amplitude Umo.

4. PODSUMOWANIE

Wyniki przeprowadzonych badan symulacyjnych wskazujg, ze najdoktadniejszymi algorytmami do
estymacji amplitudy napigcia sinusoidalnego w obecnosci szumu gaussowskiego sa TLS i LS.
Zblizone doktadnosci estymacji amplitudy mozna uzyska¢ z zastosowaniem DFT2p rek. Algorytm
ten, podobnie jak pozostate z dziedziny czestotliwosci, najlepsze wlasciwosci wykazuje przy wigkszej
licznie okresow mierzonego sygnatu. W przypadku pozostalych algorytméw, gdy liczba okresow N
jest zblizona do calkowitej 1 wigksza od 1, to najdoktadniejszym z nich jest algorytm MDFT,
a najmniej doktadny IpDFTl1p. Z kolei przy niepelnych okresach sygnalu (np. N = 5,4) dobrymi
wlasciwos$ciami charakteryzuje si¢ DFT3p, a najgorszymi MDFT.

Sktadowa stala oraz wyzsze harmoniczne pogarszajg doktadno$¢ estymacji amplitudy napigcia
sinusoidalnego wszystkich algorytméw. Przy czym wraz ze wzrostem N wplyw tych wielkosci jest
mniej istotny dla algorytmoéw czgstotliwosciowych. Powoduje to, ze jezeli N bedzie wystarczajaco
duze i najlepiej catkowite (np. N = 3), to w pomiarach napi¢¢ z malym szumem (np. SNR = 100 dB),
mozna spodziewac sig, ze algorytmy czestotliwosciowe bedg doktadniejsze od algorytmoéow LS 1 TLS.
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