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Wstep

W latach 50-tych ubieglego wieku E. Marczewski zaobserwowal zwiazek miedzy
liniowa niezalezno$cig wektoréw oraz teorio-mnogosciowa niezaleznoscia zbiorow.
Starajac sie uja¢ oba te pojecia w jeden wspoélny schemat, zaproponowal pojecie
niezaleznosci zdefiniowane dla dowolnej algebry ogblnej i nazwane pozniej M-nieza-
leznoécig. Pojecie to, rozwazane w odpowiednich algebrach, dato szereg uprzednio
zdefiniowanych rodzajow niezaleznosci. Oprocz wyzej wspomnianych, takze nieza-
lezno$¢ liniowa punktéw lub liczb, niezalezno$é algebraiczng w teorii grup abelowych,
niezaleznos$¢ algebraiczna w teorii liczb (lub ogolniej, w teorii rozszerzen cial), nieza-
leznosé wielomian6w, niezaleznosé funkceji ciggtych, niezaleznosé logiczng aksjomatow
i wiele innych.

W schemacie M-niezaleznosci nie udato sie¢ jednak zawrzeé¢ wielu waznych po-
je¢, miedzy innymi niezaleznosci ze wzgledu na operator domkniecia, niezaleznosci
stochastycznej oraz niezaleznosci zdefiniowanych przez J. Schmidta, S. Swierczkow-
skiego i G. Gratzera. W 1966 roku E. Marczewski zauwazyl, ze pojecia te mozna
wyrazi¢ w jezyku odwzorowan i rozszerzen do homomorfizméw i przedstawil bardziej
og6lny schemat zwany niezaleznoscia wzgledem rodziny odwzorowan, badz krocej
Q-niezaleznoscia.

Badaniem rodzin zbiorow ()-niezaleznych w grupach abelowych, algebrach quasi-
liniowych, algebrach Boole’a i ich reduktach regularnych zajmowat sie K. Gtazek

w pracy [18|.



Niniejsza praca jest poswiecona badaniu ()-niezaleznosci w algebrach Stone’a
oraz w pewnych algebrach nietacznych.

Rozdzial pierwszy zawiera podstawowe definicje i wlasnoéci rodzin zbiorow
@-niezaleznych. Twierdzenie 2 dotyczy algebr, w ktorych wérod dziatan termowych
wystepuje retrakcja. W twierdzeniu tym podany zostal zwiazek miedzy ()-niezaleznos-
cig w danej algebrze, a niezaleznosciag w jej retrakcie i klasach abstrakcji generowanych
przez kongruencje indukowang przez retrakcje.

W drugim rozdziale badane sa rodziny zbioréw @-niezaleznych w algebrach
Stone’a, w oparciu o trojkowa reprezentacje tych algebr. Szkielet algebry Stone’a,
bedacy rowniez jej retraktem, jest algebra Boole’a, a kazda klasa abstrakcji kon-
gruencji Glivenki, tozsamej z kongruencja indukowana przez retrakcje, jest krata
dystrybutywna. W zwiazku z tym, w paragrafie 2.2, dotychczasowe rezultaty badan
zbioréw (Q-niezaleznych w kratach dystrybutywnych uzupelnione zostaty o charak-
terystyke rodzin S, Sy, G oraz [-niezaleznych w tych algebrach. Natomiast paragraf
2.3 to krotki przeglad wynikéw badan nad (Q-niezaleznoscia w algebrach Boole’a.

Twierdzenie 10 podaje warunek konieczny i dostateczny na to, aby podzbiér
pewnej klasy abstrakcji kongruencji Glivenki byt Sy i A;-niezalezny w algebrze Stone’a.

Twierdzenie 13 charakteryzuje rodzine zbioréw t-niezaleznych w algebrze Stone’a.
W Twierdzeniach 14 i 15 zawarte sa warunki konieczne dla M, I, S, Sy oraz A;-
niezaleznosci zbioru w rozwazanej algebrze.

W rozdziale trzecim definiujemy pewne uogoélnienia potgrup i grup przemiennych,
mianowicie grupoidy i quasigrupy *-taczne. Algebry te w zbiorze swych dziatan fun-
damentalnych zawieraja inwolucje.

W rozdziale tym podajemy rowniez podstawowe wtasnosci grupoidow *-tacznych
oraz ich zwiazki z potkratami (Twierdzenia 21 i 22). Twierdzenia 23 i 24 opisuja dzia-
lania termowe w przemiennych potgrupach *-tacznych, ktoére spetniaja istotng role

w badaniu ()-niezaleznosci. Wyrézniona zostata rowniez pewna klasa grupoidow



*-tacznych, ktorych retraktem sg potkraty. Wstepem do badania ()-niezaleznosci
w tych algebrach jest paragraf 3.3 zawierajacy oprocz wynikoéw dotyczacych M i
t-niezaleznosci w potkratach takze opis rodzin zbioréw S, Sy, G oraz [-niezaleznych.
W paragrafie 3.5 podane zostaly ogélne wlasnosci i opis dziatan termowych w quasi-

grupach *-tacznych.



Rozdzial 1

Podstawowe definicje 1 wlasnosci

zwigzane z ()-niezaleznoscia.

Dla danej algebry 2 = (A;F) oznaczmy przez T™(A) (n = 1,2,...) rodzing
wszystkich n-argumentowych dziatan termowych algebry 2, to znaczy najmniejszy

ze wzgledu na inkluzje zbior spetniajacy warunki:

i) er € T (A), (rzutowania e (x1, Ty, ..., x,) = x4, dlad = 1,2, ..., n, sa n-argumen-

towymi dziataniami termowymi);

i) jesli g1,92,...,g9r € T™(A) oraz f € F jest k-argumentowym dziataniem fun-

damentalnym, to

~

f(glag27 ...,gk>(l’1,l’2, 7‘1:“) = f(gl(‘rlvx% ...,In), ‘-'7gk(x17x27 ,I’n)) € T(n)(g{)

Przez T(®(2) oznaczmy zbior wszystkich statych algebraicznych, traktowanych jako

nularne dzialania termowe algebry 2.



ROZDZIAL 1. PODSTAWOWE DEFINICJE I WEASNOSCI ZWIAZANE Z
Q-NIEZALEZNOSCIA.

Niech 20 = (A;TF) bedzie algebra. Niepusty zbior X C A nazywamy
M-niezaleznym (X € Ind(2, M)), jesli
(a) (Vn€N,n<card(X)) (Vf,g € TM®)) (Vay,...,a, € X)

£
flar,....an) = g(a1,...,a,) = f =g (W A)]

lub réwnowaznie

(b) (Vn € Nyn < card(X))(Vf,g € TW®)(Vp: X — A) Vay,...,a, € X)

[flar, .. an) = glay, ... an) = f(p(ar), .., p(an)) = g(p(ar), ..., plan))};
(c) (vpe A¥) (3p € Hom((X)a ) [plx =p];

(d) (X)q jest K-wolna algebra, K-wolno generowana przez X, gdzie K = {2}

(lub K = HSP{} co oznacza, ze jest rozmaitoscia generowana przez ).

Niech 20 = (A;TF) bedzie algebrg oraz () # X C A.

Przyjmujemy nastepujace oznaczenia:

Qx CAY ={p|p: X — A},

QA) = Q = U{Qx | X C A},
Hy (%) = {p € AX | 3p € Hom({X)a, %), plx = p}.

Zbior X nazywamy niezaleznym wzgledem rodziny odwzorowan @ lub krotko
Q-niezaleznym (X € Ind(2, Q)), jesli
QNAY C Hx(Q)

lub réwnowaznie



ROZDZIAL 1. PODSTAWOWE DEFINICJE I WEASNOSCI ZWIAZANE Z
Q-NIEZALEZNOSCIA.

(Vp € Qx) (Vn < card(X)) (Vf,g € T™(®)) (Vay,...,a, € X)
[flar,... an) = glas, ..., an) = fplar), ..., plan)) = g(p(ar), . .., plan))]-

Przyjmujac w miejsce () rézne rodziny odwzorowan otrzymujemy wiele uprzed-

nio zdefiniowanych poje¢ niezaleznosci.

Przyklady.

1) Q = M = |J{AY | X C A}, M-niezalezno$é zdefiniowana przez E. Mar-

czewskiego w [31], czasem nazywana niezaleznoscia algebraiczna.

2) Q=S=U{(X)a | X C A}, S-niezaleznosé zdefiniowana przez J. Schmidta w

[40] jako tak zwana niezaleznosé lokalna.

3) Q =S = U{X¥ | X C A}, Sp-niezaleinosé wprowadzona przez S. Swier-

czkowskiego w [43] pod nazwa stabej niezaleznosc.

4) Q=A, =U{flx | f€TO®RA), X C A}, Aj-niezaleznosé zdefiniowana przez K.
Gtlazka w [18].

5) Q=G =U{plx| p€ A* jest zmniejszajace, X C A}, G-niezaleinosé wprowa-

dzona przez G. Gritzera w [24] jako tak zwana staba niezaleznoé.

Odwzorowanie p nazywamy zmniejszajgcym, jesli

(Vf,9 € TO()) (Ya € A) [f(a) = g(a) = f(p(a)) = g(p(a))].

6) Q=1=U{p|pe AX roznowartosciowe, X C A}, I-niezaleznosé wprowa-

dzona przez K. Glazka w [18] jako R-niezaleznosé.



ROZDZIAL 1. PODSTAWOWE DEFINICJE I WEASNOSCI ZWIAZANE Z
Q-NIEZALEZNOSCIA.

Inny rodzaj niezaleznosci, tak zwana t-niezaleznosé, zostal zdefiniowany przez
J. Ptonke i W. Poguntke w [38§].

Zbior X C A nazywamy t-niezaleznym w algebrze A = (A;IF), jesli dla kazdych
parami réznych elementéw aq,...,a, € X oraz kazdego n-argumentowego dziatania
termowego f nie bedacego rzutowaniem, zachodzi f(ay,...,a,) # a; dla wszystkich
i = 1,...,n. Przez Ind,(2) oznaczamy rodzine wszystkich ¢-niezaleznych zbioréw

algebry 2.

Wiadomo (por. [18]), ze Ind(A, M) C Ind, () dla dowolnej algebry A = (A; F).
Zatem istnieje pewna rodzina odwzorowan Q(A) taka, ze Ind,(2A) = Ind(2A, Q(A)).
Problem zdefiniowania w jednolity sposéb takiej rodziny @, ze dla dowolnej algebry

zachodzi Ind,(2) = Ind(2, Q) pozostaje nadal otwarty.

Nastepujace wtasnosci rodzin zbiorow (Q-niezaleznych w dowolnej algebrze

2A = (A;F) zostaly podane w pracy K. Glazka [18]:

Ind(A, M) C Ind(, Q) dla wszystkich @ C M,

1.1
Ind(2,S) C Ind(2A, Sy) oraz Ind(A,S) C Ind(, A,), )

(Va € A) [{a} € Ind(,S) < {a} € Ind(2, Ay) |,

(Va € A) [{a} € Ind(A, 1) < {a} € Ind(A, M) ], (12)
(Va € A) [{a} € Ind(2, Sp) U Ind(, G) |, (1.3)
(VX CA)[X € Ind,G) e X\TO®) € IndA,G) . (1.4)



ROZDZIAL 1. PODSTAWOWE DEFINICJE I WEASNOSCI ZWIAZANE Z
Q-NIEZALEZNOSCIA.

Mamy tez nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1 Niech A = (A;F) bedzie algebrg, X C B C A oraz F' C F. Jesli
B’ = (B;F) jest podalgebrq reduktu (A;F') algebry A, to

X € Ind(2, Sp) = X € Ind(B', Sp). (1.5)
Ponadto, jesli B = (B;TF) jest podalgebrq algebry A, to
X € Ind®,Q) & X € Ind(B,Q) dla Q=25,8, lub A,. (1.6)

Dowo6d. Niech X € B C A oraz X € Ind(2,Sy). Wezmy dwa n-argumentowe
dziatania termowe fi, fo w redukcie (A,F’), spelniajace warunek fi(ai,...,a,) =
fo(ay, ..., a,) dla pewnych ay,...,a, € X, n € N. Dzialaniom tym odpowiadaja
dwa termy, ktore moga by¢ rowniez realizowane w algebrze 2 jako dziatania ter-
mowe f3, f1 € T (A). Mamy zatem fs(ay,...,a,) = fi(ai,...,an) = fao(a1,...,an) =
falay, ..., a,). 7 zalozenia otrzymujemy fs3(p(ai),...,p(an)) = fi(p(ar), ..., p(ay)) dla
dowolnego p : X — X. Oczywiscie p(a;) € X C B (i = 1,...,n), co implikuje
filp(ar),...,plan)) = fa(p(ay), ..., p(a,)). W konsekwencji X € Ind(B',S)).

W przypadku, gdy B jest podalgebra algebry 2 implikacja (1.5) zachodzi takze
dla S oraz Aj-niezaleznosci, poniewaz dla dowolnego odwzorowania ¢ : X — (X)gp
lub ¢ = folx (fo € TM(A)) mamy ¢(a;) € B.

Przypusémy teraz, ze X € Ind(B,Q) dla Q = S, Sy lub A, oraz f5(by,...,b,) =
fo(b1,...,by) dla pewnych fs, f¢ € T™(A), ay,...,a, € X. Poniewaz B jest podal-
gebra, wiec fi(ai,...,a,) € B oraz fi|p € T™(B) dla i = 5,6. Zatem dla dowol-
nego p € XX, p € (X)¥ = (X)X lub p = folx, fo € TO(A) otrzymujemy

f5(p(ar), .-, plan)) = fo(p(a1), ..., plan)), co koniczy dowod. u



ROZDZIAL 1. PODSTAWOWE DEFINICJE I WEASNOSCI ZWIAZANE Z
Q-NIEZALEZNOSCIA.

Rodzina zbioréw J jest dziedziczna, gdy dla kazdego zbioru X C A spelniony
jest warunek X € J = (VY C X)[Y € J|.
Rodzina Ind(2, Q) jest dziedziczna dla @ = M, S, Sy, G, A; oraz 1. Wlasnosé

dziedziczno$ci posiada rowniez rodzina zbioréw t-niezaleznych.

Podamy teraz pojecie rzedu elementu wprowadzone przez G. Grétzera w [24].
Niech K bedzie klasa algebr podobnych, 2 = (A;F) € K oraz a € A. Odwzorowanie
el — a posiada jednoznaczne rozszerzenie do homomorfizmu h z algebry termoéw
jednej zmiennej TM (K) klasy K w algebre 2A. Relacje kongruencji indukowang, przez
h (jadro homomorfizmu h) oznaczamy O(a) i nazywamy rzedem elementu a. Element
a nazywamy beztorsyjnym, jesli O(a) = w (= {(f, f) | f € TV(K)}).

Z rezultatu G. Gritzera przedstawionego w pracy [24] wynika, ze

Vae X CA)[O(a) =w| = [X € IndA,G) & X € Ind(A, M)). (1.7)

Podamy teraz pewne ogolne wtasnosci rodzin zbiorow Q-niezaleznych dla algebr,
w ktorych wsrod dziatan termowych wystepuje retrakceja.

Przypomnijmy, ze odwzorowanie g nazywamy retrakcjg algebry 2 = (A;F),
gdy g € End() oraz g¢(g(x)) = g(x) dla kazdego x € A. Zbior g(A) nazywamy
retraktem algebry 2A. Oczywiscie g(2() = (g(A); F) jest podalgebra algebry 2. Klase
abstrakeji kongruencji indukowanej przez g jednoznacznie wyznaczona przez dowolny
element a nalezacy do retraktu oznaczmy przez

Fo={z € Al g(z) = g(a) = a}.

Jesli Q = G lub Ay, to

(VX € A) (Va € XNg(A)) (Vp € @x) [p(a) € g(A)]. (1.8)

Jak latwo zauwazy¢, w przypadku rodzin S i Sy wlasnosé (1.8) jest prawdziwa, jesli

X Cg(A).

10



ROZDZIAL 1. PODSTAWOWE DEFINICJE I WEASNOSCI ZWIAZANE Z
Q-NIEZALEZNOSCIA.

Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2 Jesli w algebrze A = (A;F) istnieje istotnie unarne dziatanie ter-

mowe g # ei bedgce retrakcjq, to

(a) (Va € A)faeg(A) = {a} ¢ Ind(A, T) U Ind,(N));

(b) (VX C A) [X € Ind(2,Q) = g(X) € Ind(g9(),Q)] dla Q = M lub Ay;

(¢) (VX Cg(A) [X € Ind(g(N),Q) = X € Ind(,Q)] dla Q = Ay, S, Sy lub G;
(d) (Va,b € A)[g(a) = g(b) = {a,b} ¢ Ind(, I)];

(€) (Va,b,c € A)[g(a) = g(b) # g(c) = {a, b, c} & Ind(2A, So)l;
(f) (VX CA)[X € Ind(®,S) = [X N g(A)=0 v X Cg(A)].

Dowod.

(a) Niech a € g(A). Wowczas ei(a) = a = g(a). Zgodnie z zalozeniem

el # g€ TW(A), a stad {a} ¢ Ind(A, M). Wobec wlasnogci (1.2), mamy réwniez
{a} ¢ Ind(, I), natomiast z definicji t-niezaleznosci wynika, ze {a} ¢ Ind, ().

(b) Przypusémy, ze fi(ai,...,a,) = fo(ai,...,a,) dla pewnych fi, fo € T (),
ai,...,an € g(X). Oczywiscie a; = g(b;) (i = 1,..,n) dla pewnych by, ....b, € X. Za-
tem f1(g(b1), ..., g(bn)) = fa(g(b1), ..., g(bn)), a stad g(fi(b1,...,bn)) = g(fa(br, ..., bn))
oraz §( 1), 4(f>) € TO(2).

Jesli przyjmiemy, ze X € Ind(2A, M), to g(f1) = §(f2) w algebrze 2. Zatem
g(fi)(cry.yen) = G(f2)(cq, ..., ¢n) dladowolnych ¢y, ..., ¢, € g(A). Poniewaz ¢; = g(c;)
i =1,..,n), wiec fi(cr,...,cn) = falcr,.ycn), czyli fi = fo w g(2A). Wobec tego
9(X) € Ind(g(20), M).

Zaktadajac, ze X € Ind(2, A1) otrzymujemy g(f1(p(aq),...,p(an))) =
= g(f2(p(ar), ..., p(a,))) dla kazdego p = folx, fo € T (A). Fakt ten implikuje

11



ROZDZIAL 1. PODSTAWOWE DEFINICJE I WEASNOSCI ZWIAZANE Z
Q-NIEZALEZNOSCIA.

filg(p(ar)), ..., g(p(an))) = fi(p(g(ar)), ....p(g(an))) = fi(p(b1), ..., p(bn)) =
=fa(p(b1), ..., p(bn)), w konsekwencji g(X) € Ind(g(2(), A;).

(c) Zatozmy teraz, ze g(A) 2 X € Ind(g(),Q) dla Q = Ay, S,S5 lub G oraz
p € QN AX. Zgodnie z wlasnodcia (1.8) mamy p : X — g(A). Ponadto g jest re-
trakcja, wiec (X)o = (X)g@. Zatem, na mocy zatozenia, odwzorowanie p mozna

rozszerzy¢ do homomorfizmu p: (X)g — g(A) C A. A stad X € Ind(2, Q).

(d) Przyjmijmy, ze g(a) = g(b). Zdefiniujmy dwa binarne dzialania termowe
fa(x,y) = g(z) 1 fa(z,y) = g(y). Poniewaz, z zalozenia, g nie jest dzialaniem
stalym, wobec tego g(c) # g(a) dla pewnego ¢ € A. Rozwazmy roznowartosciowe
odwzorowanie p; : {a,b} — A zdefiniowane przez rownosci pi(a) = a, p1(b) = c.
Mamy zatem fs(a,b) = g(a) = g(b) = fa(a,b), a takze f3(pi(a),pr(b)) = g(pi(a)) =
g(a) # g(c) = g(p1(b)) = fa(pr(a), p1(b)). Oznacza to, ze {a,b} ¢ Ind(A, I).

(e) Niech g(a) = g(b) # g(c). Rozwazmy nastepujace dzialania termowe

fs(x,y,2) = g(x), fe¢(x,y,z) = g(y) oraz odwzorowanie py : {a,b,c} — {a,b,c}
takie, ze pa(a) = a,pa(b) = po(c) = c. Otrzymujemy wowcezas f5(a,b,c) = g(a) =
9(b) = fo(a,b,c). Lecz fs(pa(a), p2(b), pa(c)) = g(pa(a)) = g(a) # g(c) = g(p2(b)) =
fe(p2(a), p2(b), p2(c)), a w konsekwencji {a, b, c} ¢ Ind(2, Sy).

(f) Zalozmy, ze X € Ind(2,Sy) oraz a € X Ng(A), b € X. Rozwazmy dzia-
tania termowe f3(z,y) = g(x), e?(x,y) = x (oczywiscie f3 # e?) oraz odwzorowanie
p3 : X — X dane wzorem p(x) = b. Oczywiscie f3(a,b) = g(a) = a = e¥(a,b). Z So-
niezaleznosci otrzymujemy f3(ps(a), p3(b)) = e2(ps(a), ps(b)). Stad f3(b,b) = €i(b,b),
co implikuje g(b) = b. Zatem b € g(A), czyli X C g(A). |

12



Rozdzial 2

(Q-niezalezno$S¢ w algebrach Stone’a.

2.1 Podstawowe pojecia i fakty dotyczace algebr Stone’a.

Dla dowolnej kraty (L;V, A) z najmniejszym elementem 0 (lub ogolniej A-pot-
kraty z zerem) mozna zdefiniowaé¢ pseudodopetnienie elementu a € L jako najwiekszy
element a* spetniajacy rownosé

aNa* =0, (2.1)

czyli element taki, ze

Vezel)janz=0<z<a". (2.2)

Krate (lub odpowiednio A-potkrate) nazywamy krata (lub potkrata) z pseu-
dodopetieniem, gdy kazdy jej element ma pseudodopelienie. Z definicji pseu-
dodopetienia wynika, ze sg one okreslone jednoznacznie. Zatem przyporzadkowanie
xr — z* mozna traktowac¢ jako dziatanie podstawowe, a algebre (L;V,A,*,0,1) z
dwoma dzialaniami binarnymi, jednym unarnym i z dwoma stalymi (traktowanymi
jako dziatania zero-argumentowe) nazywamy algebrg pseudokomplementarng (lub
krotko p-algebrq).

Po raz pierwszy kraty i potkraty z pseudopelnieniami rozwazat V. Glivenko w

1929 roku w pracy [15], a nastepnie G. Birkhoff w 1933 roku w pracy [3]. Dalszy
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rozwo] teorii takich algebr byl wynikiem rozwigzania w 1957 roku przez G. Grétzera
i E. T. Schmidta w pracy [26] problemu postawionego przez M. H. Stone’a (por.
G. Birkhoff |2], Problem 70).

Dystrybutywne algebry pseudokomplementarne tworzg wazne klasy algebr row-
no$ciowo definiowalnych. Dystrybutywna krata algebraiczna, krata idealow dys-
trybutywnej kraty z zerem, krata kongruencji dowolnej kraty, algebra Boole’a sa
przyktadami p-algebr.

Rozwazajac dystrybutywna p-algebre (L;V,A*,0, 1) spelniajaca warunek

"V a™ =1 (dla wszystkich z € L) (2.3)

otrzymujemy uogélnienie algebry Boole’a zwane algebrg Stone’a.

W 1970 roku K. B. Lee udowodnit, ze klasy rownosciowe p-algebr dystrybutyw-
nych tworzg tancuch, ktérego najmniejszym, nietrywialnym elementem jest klasa
algebr Boole’a, a kolejnym klasa algebr Stone’a. Jest ona réwnosciowo definiowana
przez réwnosci definiujace klase dystrybutywnych krat ograniczonych, rownosé (2.3)
oraz

rAx™ =z, (2.4)
z* Vot =1. (2.5)
W latach pozniejszych algebry Stone’a z ograniczonym zbiorem gestym znalazty

szereg zastosowarn, miedzy innymi w badaniu algebr zdarzen warunkowych (por. [13])

oraz zbiorow przyblizonych (por. [29], [39]).

Szczegblnie pomocnym narzedziem do badaniu struktury algebr Stone’a jest
trojkowa reprezentacja przedstawiona przez C. C. Chena oraz G. Grétzera w |[6].
W strukturze tej szczeg6lnie wazng role spelnia zbior gesty:
D(L)={x € L|z*=0}

oraz szkielet
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S(Ly={x€e L|z* =z}
nazywany czasem centrum algebry i oznaczany przez C(L) lub B(L). Algebra
S(L) =(S(L); V,A,*,0,1) jest podalgebra algebry Stone’a, bedaca réwniez algebra
Boole’a. ©(£) = (D(L); vV, A, 1) jest krata dystrybutywna z najwiekszym elementem
1. D(L) jest filtrem kraty L.

Niech F(D(L)) oznacza rodzine wszystkich filtrow kraty ©(£). Zwiazek miedzy
S(L) i D(L) okreslony jest przez homomorfizm ¢, : S(L) — §(D(L)) zdefiniowany
or(a) = {x € D(L) | x > a*}. Trojka (S(L),D(L),pr) charakteryzuje algebre
Stone’a z doktadnoécia do izomorfizmu.

Latwo zauwazy¢, ze dzialanie termowe g(z) = x** jest retrakcjy algebry £, a
S(L) = g(L) jej retraktem. Jadro tego homomorfizmu oznaczamy przez € i nazywamy

kongruencjg Glivenks:
(x,y) € & 2" =y (& 2™ =y™). (2.6)

Wiadomo, ze L/6 jest algebra izomorficzna z S(L) oraz [1]y = D(L). Kazda 6-klasa
zawiera dokladnie jeden element z S(L), ktory jest najwiekszym elementem w danej
klasie. Dla a € S(L), zdefiniujmy zbior [a]p = F, = {z € L | 2™ = a}. Wowczas
Sa = (Fu;V, A, a) jest krata dystrybutywna z najwiekszym elementem a. Jest to
podkrata kraty dystrybutywnej z jednoscia £, = (L;V,A,1). Zdefiniujmy funkcje
¢ : L — D(L) nastepujaco:

o(z) =z V. (2.7)

Wowczas ¢|p, jest izomorfizmem kratowym F, na ¢r(a) dla kazdego a € S(L).
Mamy zatem:

dz)=1=xeS(L). (2.8)
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Korzystajac z faktu, iz wérod dzialan termowych algebry Stone’a wystepuje
retrakcja, mozemy do badania zbioréw ()-niezaleznych w tej algebrze zastosowad
Twierdzenia 1 i 2. W tym celu opiszemy najpierw rodziny zbioréw ()-niezaleznych w

kratach dystrybutywnych oraz algebrach Boole’a.

2.2 ()-niezalezno$é¢ w kratach dystrybutywnych.

Przypomnijmy (por. [34] i [32]) opis dziatan termowych w kratach dystry-
butywnych. Niech £p = (L;V,A) bedzie krata dystrybutywna. Dla kazdego n-
argumentowego dzialania termowego f algebry £p istnieje dokladnie jedna rodzina
P podzbioréw zbioru {1, ...,n} nieporownywalnych ze wzgledu na inkluzje zbiorow
taka, ze

f@y, o zn) == fp(z1,..xy) = \/ /\ ;. (2.9)

UeP jeU

Rezultaty otrzymane przez G. Szasza oraz E. Marczewskiego (por. [42] i [34])

daja opis M-niezaleznosci w kratach dystrybutywnych.

Twierdzenie 3 Niech (L;V,A\) bedzie kratg dystrybutywng. Wowcezas X C L jest

M -niezalezny wtedy 1 tylko wtedy, gdy
AN ACy £di V... Vd, (2.10)

dla kazdych parami réznych cq, ..., Cpm,dy, ...,d, € X. O

Korzystajac z powyzszego twierdzenia otrzymujemy:

Twierdzenie 4 Niech £p = (L;V, N) bedzie kratg dystrybutywng (bez statych).
Wowczas

Ind(L£p, M) = Ind(£p,Q), gdzie Q =S, Sy, G, 1.
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Dowéd. Na mocy (1.1) wystarczy udowodnié inkluzje O. W tym celu przypus$émy,
ze X ¢ Ind(Lp, M). Korzystajac z Twierdzenia 3 otrzymujemy c; A ... A ¢, <
d, V...V d, dla pewnych, parami réznych cy, ..., ¢, dy, ..., d, € X. Zatem mamy

(LN Aem) AN(dy V...V dy) = ¢ A ... Nc,. Rozwazmy nastepujace dziatania termowe:

fl@1, s Timan) = (T A AZ) A (1 VooV i) OTAZ G(T1, ey Tn) = TIA ATy

Na poczatek zatozmy, ze X € Ind(£p, Sp) oraz rozwazmy odwzorowanie
p: X — X zdefiniowane nastepujaco:

¢ dlax=¢(i=1,..,m);

p()=1<d, dlaz= di (j=1,...,n);

z W pozostatych przypadkach.
Biorac pod uwage definicje dziatan f i g mamy f(cy,...,cm,d1, ..., d,) =

=g(cry ..y Cm,y dy, ..., dy) Oraz, na mocy Sp-niezaleznosci,

f(p(er), s pem), p(dr), - p(dn)) = g(p(cr), -..s p(cn), p(d1); ..., p(dr)). Stad otrzy-
mujemy ¢; A d; = ¢;. Przyjmijmy teraz fi(xy,z2) = x1 A 22, g1(x1,22) = x; oraz
pi(c1) = di, pi(dr) = ¢, pi(z) = o dla  # c¢1,d;. Wowezas mamy fi(ci,dy) =
g1(c1,dy) oraz f1(p(cy),p(dy)) = g1(p(c1), p(dr)). Zatem dyAcy = dy, a w konsekwencji
¢ = di, sprzeczno$é. Reasumujac Ind(Lp, M) = Ind(£p, Sy) oraz Ind(Lp, M) =
Ind(Lp, S), dzigki whasnosci (1.1).

Przypusémy teraz, ze X € Ind(£p,I). Rozwazmy odwzorowanie p : X — L

dane wzorami:

caV..Ve¢, dai=1, diN..Nd, dlai=1,
pa(ci) = p2(d;) = :
C; (11&27'é ]_, dj (11&17é 1,

pa(x) =z dlax # ¢, d;; i =1,...,m; j = 1,...,n. Latwo wykazaé¢, ze odwzorowanie
to na zbiorze [-niezaleznym jest roznowartosciowe. Dla dziatan uprzednio zdefi-

niowanych mamy zatem
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f(Pz(Cl), "'>p2<cm)7p2(d1)a --~-,p2(dn)) = 9(?2(01)7 ----7P2(Cn)7p2(d1), -"'ap2(dn))-
Co prowadzi do (ca A ... Acy) A(d2 V...V d,) = ca A ... A ¢y Po k liczbie podobnych

krokow (k = max{m,n}) uzyskamy c,, A d,, = ¢,,. Wykorzystujac roznowartosciowe
odwzorowanie ps zdefiniowane nastepujaco: p3(cy,) = dp, p3(d,) = ¢, p3(z) = x dla

X # Cp,dy, otrzymamy c,, = d,, wbrew zalozeniu.

Poniewaz w algebrze £p nie ma elementéw M-samozaleznych, mamy réwniez

Ind(Lp, M) = Ind(Lp,G) (por. [18]). |

Oczywiscie Ind(£p, A1) = 2F, poniewaz w kracie dystrybutywnej jedynym dzia-

laniem jednoargumentowych jest dzialanie tozsamo$ciowe.

Badaniem t-niezaleznosci w kratach dystrybutywnych zajmowali sie J.Plonka i

T. Poguntke w pracy [38].

Twierdzenie 5 Niech £p = (L;V,A\) bedzie kratg dystrybutywng. Wowczas zbior
X C L jest t-niezalezny w £p wtedy @ tylko wiedy, gdy dla kazdych parami réznych
ai,...,a, € X zachodzi:
ap a1 V..Va, oraza; A ... \Na, £ a.
O

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze rodziny zbioréw M-niezaleznych i t-niezalez-

nych w kratach dystrybutywnych nie pokrywaja sie.

W algebrach Stone’a kazda 6-klasa jest krata dystrybutywna z elementem maksy-

malnym, sformutujmy zatem nastepujacy wniosek z Twierdzenia 3 oraz 4:
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Whiosek 1 Niech £. = (L;V,A\,¢) (¢ = 0,1) bedzie kratq dystrybutywng z nag-
wiekszym elementem 1 lub nagjmniejszym elementem 0. Jesli X C L, todla QQ = M, S

lub I nastepujgce warunki sg rownowazne:
(a) X € Ind(L.,Q) lub X ={c};

(B) X € Ind(L.,So);

(v) X\ A{c} € Ind(£, G);

(6) ciN.New £ diV..NVd, dla kazdych ey, ..., ¢, dy, ..., d, parami réznych elementow

zbioru X.

2.3 (-niezalezno$¢ w algebrach Boole’a.

Przypomnijmy opis dzialan termowych w algebrach Boole’a. Niech 2° = z,
' = x* . W algebrze Boole’a B = (B;V,A,*,0,1) zdefiniujmy atom ze wzgledu na
elementy x1, ..., x, € B indeksowany ciggiem (i1, ..., 1,), gdzie iy € {0,1} (k= 1,...,n;

n € N), nastepujaco:

AJ(I’l,...LEn) = \/ A(Zl 77777 in)('rl’“-;xn);

dla dowolnej rodziny J C {0,1}" (Ag(z1, ..., z,) = 0) tworza zbior wszystkich

n-arnych dziatan termowych algebry B.
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E. Marczewski zbadal réwniez M-niezalezno$é¢ w algebrze Boole’a (por. [32]).

Przypomnijmy ten rezultat.

Twierdzenie 6 Niech B = (B;V,A,*,0,1) bedzie algebrq Boole’a oraz X C B.
Wowczas X € Ind(B, M) wtedy i tylko wtedy, gdy

Ay, in)(al, v ay) #0

dla kazdego (iy,...,1,) € {0,1}" i kazdych parami réznych aq,...,a, € X. d

Dla tych algebr zbadane zostaly réwniez inne rodzaje niezaleznosci (K. Glazek,

[18]). W algebrze Boole’a B mamy nastepujace opisy rodzin zbiorow @-niezaleznych:
Ind(B, M) = Ind(8,5) = Ind(®B, Sy) \ {{0},{1}} = Ind(B, ) oraz
X € Ind(B,G) < X \{0,1} € Ind(B, M).
Ponadto K. Golema-Hartman w [22] udowodnita, ze:
X € Indy(?B) & X € Ind(*B, M).
Przypomnijmy réwniez opis Aj-niezaleznosci (K. Gtazek, [18]).

Twierdzenie 7 Niech B = (B;V,A,*,0,1) bedzie algebrqg Boole’a oraz X C B.
Wowczas X € Ind(B, Ay) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych ay,...,a, € X

spetnione sqg nastepujgce warunks:

(ﬁ) A(il ..... in)(alv e an) =0= A(lfil ..... 171‘”)(@17 e an) =0. O
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2.4  ()-niezalezno$¢ w algebrach Stone’a dla zbioréw jedno-

i dwuelementowych.

Wszystkie omawiane przez nas rodziny zbioréw niezaleznych sa dziedziczne, za-

tem badanie zbioréw niezaleznych rozpoczniemy od zbioréw jednoelementowych.

k%

Odnotujmy najpierw, ze 0 i 1 sa jedynymi nularnymi, natomiast x, z*, z**,
x V x* sa jedynymi unarnymi dzialaniami termowymi w algebrze Stone’a. Mamy

zatem

Lemat 1 Wszystkie unarne rownosci w algebrze Stone’a mozna zredukowacé do czterech

nastepujacych typow:

Dowéd. Rozwazmy nastepujace cztery grupy réwnosci:
(@) x=0,2"=1, 2% =0, 2*=zVa¥

(b) =1, ™ =xVa¥

(¢) x*=0,2" =1, v=aVa¥

(d) =z, 1=xVa"

Latwo wykazaé, ze rownosci kazdej z tych grup sa miedzy soba rownowazne. Réwnosci
z grup (a), (b) sa spelnione jedynie przez elementy, odpowiednio, 0 i 1. Natomiast
rownosci z grupy (c) sa spetione tylko przez elementy zbioru D(L), a z grupy (d)

tylko przez elementy S(L). |

Z Lematu 1 wynika natychmiast nastepujacy wniosek:

Wniosek 2 Niech (L;V,A\,*,0,1) bedzie algebrqg Stone’a. Odwzorowanie
p: X — L (X C L) jest odwzorowaniem zmniejszajgeym wtedy i tylko wtedy, gdy
zachowuge state oraz zbiory S(L) i D(L) (czyli p(S(L)) € S(L) i p(D(L)) € D(L)).
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Twierdzenie 8 Niech £ = (L;V,\,*,0,1) bedzie algebrq Stone’a oraza € L. Wowczas:
(1) {a} € nd(L, M) < a¢ D(L)US(L);

(17) {a} € Ind(L,S) < a ¢ D(L)U{0};

(1ii) {a} € Indy(L) < a ¢ D(L)US(L).

Dowéd.
(i) Niech {a} € Ind(£, M). Zalozmy, nie wprost, ze a € D(L). Rozwazmy unarne
dzialania termowe: f(z) = z* i g(z) = 0. Zatem f(a) = a* = 0 = g(a) oraz
f(0) =1, z czego wynika, ze f # g w £, wbrew zalozeniu. Stad a ¢ D(L). Ponadto,
7z Twierdzenia 2(a) otrzymujemy a ¢ S(L).

Przypusémy teraz, ze a ¢ D(L)US(L). Z Lematu 1 wynika wowczas f(a) # g(a)
dla kazdej pary réznych f, g € T (£). W konsekwencji {a} € Ind(£, M).

(ii) Zalozmy, ze {a} € Ind(£,S) oraz a € D(L). Rozwazmy dzialania f, g zdefi-
niowane powyzej oraz odwzorowanie p : {a} — (a)g, dane wzorem p(x) = x*.
Wowcezas f(a) = g(a), a stad f(p(a)) = f(0) =1 # 0 = g(p(a)), co prowadzi
do sprzecznosci. W analogiczny sposéb mozna udowodnié, ze a # 0.

Dla wykazania implikacji przeciwnej przypusémy, ze a ¢ D(L) U {0}. Jesli,
dodatkowo, a ¢ S(L), to {a} € Ind(£, M) C Ind(£,S), na mocy Twierdzenia 8(i)
oraz wlasnodci (1.1). Zatem wystarczy rozwazy¢ a € S(L) \ {0,1}. Zalézmy, ze
f(a) = g(a) dla pewnych f g € TW(L) oraz q : {a} — (a)e. Skoro S(L) jest
podalgebra £, to g(a) € (a)g € S(L). Biorac pod uwage Lemat 1, otrzymamy

f(p(a)) = g(p(a)). Zatem {a} € Ind(£,S).

(iii) Niech {a} € Ind,(£). Z Twierdzenia 2(a) wynika, ze a ¢ S(L). Przypusémy

zatem, ze a € D(L). Wowcezas a* = 0, co implikuje a V a* = a. Rozwazajac
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dziatanie termowe ¢(x) = x V z* otrzymamy ¢(a) = a (¢ nie jest rzutowaniem),

wbrew zalozeniu.
Wezmy teraz a ¢ D(L)US(L). Z Lematu 1 wynika natychmiast f(a) # a. Stad
{a} € Ind,(L).

Na podstawie Twierdzenia 8 oraz wlasnosci (1.2) i (1.3) otrzymujemy:
Whniosek 3 Niech £ bedzie algebrg Stone’a oraz a € L. Wowczas:
(iv) {a} € Ind(£, A1) & a ¢ D(L)U{0};
(v) {a} € Ind(£,I) < a¢ D(L)US(L);

(vi) {a} € Ind(L,Sy) U Ind(2A,G).

Twierdzenie 9 Niech £ = (L;V,\,*,0,1) bedzie algebrg Stone’a oraz by, by bedg
roznymi elementami Fy, dla pewnego a € S(L). Wtedy {b1,be} ¢ Ind,(£)UInd(L,Q),
gdzie QQ = M, I lub S. Jesli dodatkowo a # 1, to {by,be} ¢ Ind(L,G).

Dowo6d. Przypusémy, ze by, by € F, dla pewnego a € S(L). Przypomnijmy, ze
dziatanie termowe g(x) = z** jest retrakcja algebry £. Oczywiscie g(by) = g(b2).
Zatem, z Twierdzenia 2(d) wynika, ze {b1,bo} ¢ Ind(£,1) U Ind(L, M).

Rozwazmy dwa dzialania termowe fi(z,y) = =™ i fo(x,y) = y™* oraz odw-
zorowanie p : {by,ba} — (b1, bo) ¢ takie, ze p(by) = 1,p(be) = 0. Zatem f;(by,be) =
a = fao(b1,b2), a takze fi(p(b1),p(b2)) = f1(1,0) =1 # 0 = fo(p(b1),p(b2)). Stad
{b1,b2} ¢ Ind(L,5).

Przypus$émy teraz, ze a # 1. Oczywiscie, a # 0. Czyli p jest odwzorowaniem
zmniejszajacym na mocy Wniosku 2, a w konsekwencji {b1, b2} ¢ Ind(£, G).

Aby udowodni¢, ze {b1,b2} ¢ Ind;(L), rozwazmy dziatanie

fs(zy) =xV (" Ay) V(zAy").
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Istotnie, mamy wowczas f3(b1,by) = by oraz fs(a,a2) = a3 V ay dla dowolnych

ai,as € S(L) (czyli f3 nie jest rzutowaniem). [ |

7 Twierdzenia 9 wynika, ze badajac zbiory M, S, I oraz t-niezalezne nalezy
rozwazaé zbiory, ktorych elementy naleza do roznych klas abstrakcji kongruencji
Glivenki 6. W przypadku Sy i Aj-niezaleznosci nalezy dodatkowo analizowaé pod-
zbiory dowolnej f-klasy, a w przypadku G- niezaleznosci podzbiory zbioru gestego
D(L) = Fy.

Z Twierdzenia 2(e) wynika ponadto, ze jesli zbior Sp-niezalezny nie zawiera
sie w pewnej f-klasie, to kazde dwa jego elementy musza naleze¢ do réznych klas
abstrakcji wspomnianej kongruencji. Natomiast z Twierdzenia 2(f) wiemy, ze zbiory

S i Sp-niezalezne musza by¢ podzbiorami szkieletu S(L) lub by¢ z nim rozlaczne.

2.5 Niezalezne podzbiory F,.

Zajmiemy sie teraz zwigzkiem pomiedzy Sy i A;-niezaleznoscig w algebrze Stone’a,
a niezaleznoscia w danej 0-klasie §, bedacej kratg dystrybutywna z najwickszym ele-
mentem a.

Podobnie jak w algebrze Boole’a, w algebrze Stone’a mozna zdefiniowa¢:

Ay, ) = \{zft A Al | (i, . ) € T}
0 1 * 2 *ok

dla niepustej rodziny J C {0,1,2}", gdzie 2° = z, z'@ = z*, 2* = 2™ oraz

Ap(zq,...x,) = 0.

Dziatania termowe w algebrze Stone’a opisali K. Glazek, T. Hecht i T. Katrinak

w [20].
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Twierdzenie 10 Dla kazdego n-argumentowego dziatania termowego f w algebrze
Stone’a (L; V,\,*,0,1) istnieje rodzina J C {0, 1,2}" taka, ze
flzr,yxy) = Ag(z, ...n).
O

W odréznieniu od analogicznej reprezentacji dzialan termowych w algebrze Boole’a

rodzina J w przypadku algebr Stone’a nie jest jednoznacznie okreslona.

Podamy teraz kilka wlasnosci dziatan termowych w algebrze Stone’a, a w szczegol-

nosci w klasie abstrakcji Fj,.

Lemat 2 Niech £ = (L;V,\,*,0,1) bedzie algebrq Stone’a, x € L oraz by, ..., b, € F,

dla pewnego a € S(L). Wowczas:

Dowédd.

(b) W tym przypadku mamy (b,)° = b, € F, lub (by)* = (bp)™ = a € F, dla
wszystkich k € {1,...,n}. Stad bi* A...Ab" € F,. Poniewaz ¢** = ¢, wiec otrzymujemy
Agr,am(c . 0) = c.

(c) Niech i, = 1, iy = 2 dla pewnych k,l € {1,...,n} (wezmy k < l). Wowczas
i) (B1y e D) = A ABEA LALEA LA D =

.....
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=0 A Aa*A...AaA...Ab" = 0. Dowod dla i, = 1i4; = 0 przebiega analogicznie.

Oczywiscie * Aw = a* AN x** =0, czyli Ay, (2, ...,x) =0. [ |

7 Twierdzenia 10 i Lematu 2 otrzymujemy:

Whiosek 4 Niech £ bedzie algebrg Stone’a, by, ....,b, € F, dla pewnego a € S(L)
oraz f € TM(L). Wowczas f(by,...,b,) € F, Ur(a)U{0,a*}. Jesli, dodatkowo,
a#0,1, to F,Npr(a) N{0,a*} = 0.

W kolejnych rozwazaniach uzyteczna bedzie pewna zredukowana posta¢ dziatan

termowych w algebrach Stone’a. Oznaczmy J = J N {0, 2}".

Wnhniosek 5 Niech £ bedzie algebrq Stone’a, by, ....,b, € F, dla pewnego a € S(L)
oraz f(bi,...,bn) = As(by,...,b,) € F, dla pewnej rodziny J € {0,1,2}". Wiwczas
Ay(by,..oyby) = Az(by, ..., by).

Niech f(zq,...,x,) = Aj(21,...7,) dla pewnej rodziny J C {0, 1,2}".

Zdefiniujmy odwzorowanie ¢, : J — {0,1}" przez
O1((i1, ey in)) = (11(Mmod2), ..., i,(mod2)) dla (iq,...,1,) € J C {0,1,2}".  (2.11)

Oznaczmy f(21,...,2,) = Ag () (21, ..., 7). Latwo zauwazy¢, ze f € T (S(L)).

09((i1, .oy in)) = {k € N| iy = 0} dla (i1, ..., 1) € J. (2.12)

Biorac pod uwage definicje (2.9), otrzymujemy f¢2(]) = f e T™(F,).
Zdefininjmy fa : {1,..,n} — {0,1}, dla A C {1,...,n} jako funkcje charak-

G3(X) = (ir, oy i), gdzie iy = 2fx(k), k € {1,.on}, X' = {1, .,n}\ X, (2.13)
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dla kazdego X € 2. Zauwazmy, ze Aj(bi,...,bn) = Agy(oa() (015 by) dla
dowolnych by, ...,b, € F,, J C {0,2}". Przy przyjetych oznaczeniach tatwo dowies¢
nastepujacy lemat:

Lemat 3 Niech £ bedzie algebrqg Stone’a, f(xq,...,z,) = Aj(z1,...7,) dla pewnej
rodziny J C {0,1,2}". Wdiwczas
(a) (Yai,...,a, € S(L)) [f(ar,...;an) = Ag () a1, ..., an)];
(b) (Va € S(L)) (Vbr,....;b, € F,) [f(b1,....b,) € Fy = f(b1,...,bn) =

Fon(n (01, ey b))
(¢) (Ya € S(L)) (Vby,...,b, € F,) (VP C 20bm}) [fp(by, ..., b,) =

= Agyp) (b1, ..., b))
Dowdéd.
(a) Oczywiste, poniewaz a** = a dla wszystkich a € S(L).
(b) Biorac pod uwage Wniosek 5, otrzymujemy f(by,....,b,) = Aj(by,....,b,) =
Aj(by,...,b,), gdzie J = J N {0,2}". Poniewaz b? = b:* = a oraz b; Aa = b; dla
kazdego b; € F,, wiee Aj(bi, .., bn) = fop () (b1, ey by).
(c) Oczywiscie b; A a = b; dla kazdego b; € F, (i = 1,...,n). Stad fp(b,...,b,) =
Agypy (b, ons b)- n

Twierdzenie 11 Niech £ = (L;V,A\,*,0,1) bedzie algebrq Stone’a oraz X C F, dla

pewnego a € S(L). Wowczas
X € Ind(£,S)) & X € Ind(Fa4, So)-
Ponadto, jesli a # 0,1, to X € Ind(£, Ay).
Dowo6d. Wobec Twierdzenia 1 pozostaje udowodni¢ implikacje («<). Przypusémy
zatem, ze X € Ind(Fq, So) oraz p € XX. Wtedy p(b;) € F, dla wszystkich b; € X
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(i = 1,..,n). Niech f(by,...,b,) = g(b1,...,b,) dla pewnych f,g € TM™(L). Z
Twierdzenia 10 wynika, ze f(by,...,b,) = Ay, (b1, ..., by) oraz g(by, ..., b,) = Ay, (b1, ..., by)
dla pewnych Jy, Jo C {0, 1,2}".

Zgodnie z Wnioskiem 4 musimy rozwazy¢ nastepujace 4 przypadki:

(1) f(bi,.., ) =0,
(2) f(bi,....by) = a,
(3) f(bi,....by) € F,
(4) f(brs s bn) € pr(a)

Ad. (1) i (2) W tych przypadkach wszystkie atomy dziatan f i g sa réwne O lub
a*. Z Lematu 2 (a),(c), mamy f(p(b1),...,p(bn)) = g(p(b1), ..., p(bn))-
Ad. (3) Korzystajac z Wniosku 5 otrzymujemy f(by,....b,) = Az (b1,...,0,) =
Az (by,...;b,) = g(by,...,b,). Na mocy Lematu 3(b) mamy zatem f(by,...,b,) =
Fontry (b1 s b)) = Foniiy (b1s s ba) = g(br, .., by) 0raz fy, ) € T (F,) dlai = 1,2.
Wowczas f¢2(j1)(p(b1), ey p(by)) = f¢2(j2)(p(b1), .y p(by)), poniewaz X € Ind(§q, So).
Lemat 3(c) implikuje

Foa(ay @(01), - D(00)) = Agyon(iyy ((D1), e D(bn)) = A, (p(D1), .o, (b))
dla i = 1,2. W konsekwencji mamy f(p(b1),...,p(b,)) = g(p(b1), ..., p(bn))-

Ad. (4) Biorac pod uwage Twierdzenie 10 i Lemat 2 otrzymamy

f(b1,.,by) = Az (by, ... .by) Va*r = Az (b, ..., b,) Va* = g(by,...,b,). Poniewaz odw-
zorowanie ¢, zdefiniowane wzorem 2.7, jest bijekcja F, na ¢y (a), wiec Az, (b1, ..., b,) =
Aj, (b, ....b,) € F,. Zgodnie z rozwazaniami zawartymi w punkcie (3) mamy zatem
A (p(b1), -, p(bn)) = Az, (p(b1), -, p(bn)). A stad Aj, (p(b), .., p(bn)) V a* =

= Ap(P(b1), -, p(bn)) V a”, czyli f(p(b1), ..., p(bn)) = g(p(b1), ... p(bn))-

Wykazemy teraz, ze X € Ind(£, A;) dla dowolnego X C F,, a € S(L)\ {0, 1}.
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Oczywiscie, a* # 0, a* ¢ ¢ (a) oraz F, Npr(a) = 0.
Rozwazmy teraz wszystkie unarne dziatania termowe na zbiorze X. Definiuja

one pie¢ nietozsamosciowych odzwzorowan p; : X — L:
pi(x) =2" dlai=1,2; p3s(z) =0, ps(z) = 1 oraz ps(z) = ¢p(z) =z Va*. (2.14)

Dla kazdego b € F,, mamy p;(b) = a*, pa(b) = a, p3s(b) = 0 oraz ps(b) = 1.
Oczywiscie a*,a,0,1 € S(L). Ponadto, ps(b) = bV b* € D(L) = F;. Niech
f(by,....,b,) = g(b,...,b,) dla pewnych by,....b, € X i f,g € T™(L). Musimy
rozpatrzy¢ przypadki (1)-(4) wspomniane powyzej.

Na poczatek zatozmy, ze f(by,...,b,) = 0. Wowczas wszystkie atomy dziatan f
i g dla elementow by, ..., b, sa rowne 0. Z Lematu 2(c) otrzymujemy zatem

f@i(b1), s pi(b)) = 0= g(pi(b1), ..., pi(bn)) dla i =0, ..., 5.

Przypusémy teraz, ze f(by,...,b,) = a*. Wtedy wszystkie atomy dziatan f i g
sa rowne 0 lub a*. Zatem f(p;(b1),....p;(b,)) = [pj(br)]* = g(p;(b1),....,p;(bn)), dla
j=0,...,5, na mocy Lematu 2(a), (c).

Nastepnie rozwazmy przypadek, gdy f(by,...,b,) € F,. Korzystajac z Wniosku
4 otrzymujemy f(b1,...,b,) = Ay (b1,....,b,) = Az (b1,...,0,) = g(by,...,b,). Skoro
pi(br) € S(L), dlaj = 1,....4, zatem f(p;(b), ..., p;(bn)) = pj(br) = g(pj(b1), ..., p; (bn)),
na mocy Lematu 2(b). Poniewaz ¢

f(ps(b1), s p5(bn)) = g(ps5(b1), ..., 5 (bn))-

Rozwazanie dotyczace przypadku (4) mozemy przeprowadzi¢ analogicznie do

r, jest homomorfizmem kratowym, wiec

dowodu tego przypadku dla Sy-niezaleznosci. [

Ze wzgledu na dziedziczno$¢ rodziny zbioréw A;-niezaleznych oraz Wniosek

3(iv), oczywiste jest, ze X ¢ Ind(£, A;) dla kazdego X C F.
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Opiszemy teraz zwiazek miedzy G-niezaleznoscia podzbioréw zbioru gestego

D(L) w algebrze Stone’a, a G-niezaleznoscig w kracie dystrybutywne;j.

Twierdzenie 12 Niech £ bedzie algebrq Stone’a oraz X C D(L). Wiwczas
X € Ind(£, Q) wtedy i tylko wtedy, gdy X € Ind(D (L), G).

Dowo6d. Zauwazmy, ze implikacja X € Ind(£,G) = X € Ind(®(£),G) ma dowod
analogiczny do dowodu implikacji (1.5) z Twierdzenia 1, poniewaz dla kazdego
a € X C D(L) oraz p € G zachodzi p(a) € D(L).

Aby udowodni¢ implikacje przeciwna przypusémy, ze X € Ind(D (L), G). Mozemy
zalozy¢ rowniez, ze 1 ¢ X | poniewaz w dowolnej algebrze 2l zachodzi wtasnosé (1.4).

Niech f(b1,....,b,) = g(b1,....,b,) dla pewnych by,....b, € X C D(L) oraz
f,g € T™(L). Z Twierdzenia 10 wynika, Ze

flxy,xn) = Ay (21, o), g(xy, oo my) = A (2, o),
dla pewnych Jy, J> € {0,1,2}". Zatem Ay, (b1, ...,b,) = Ay, (b1, ...,b,). Wobec Lematu
2 mamy Ag,, (b1, b,) = 0, jesli 4, = 1 dla pewnego k € {1,...,n}. Zatem
f(b1,...,b,) = Az (b1,....,0,) = Az (b1,...,0,) = g(b1,...,b,). Latwo zauwazy¢, ze
D(L)U {0} jest podalgebra algebry Stone’a £. Tak wiec
f(by,...;b,) = g(by,....,b,) € D(L) lub f(by,...,b,) = g(b1,...,b,) = 0.

Przypusémy, ze f(by,...,b,) € D(L). Korzystajac z Lematu 3(b) otrzymujemy
Fonry (b1, o5 00) = Fan(an) (b1 ey b)) 0132 fi0y € TN(D(L)) dlai = 1,2.

Niech p bedzie odwzorowaniem zmniejszajacym. Z Wniosku 2 wynika, ze p(b;) €
D(L) dla kazdego i = 1, ...,n. Z zalozenia otrzymujemy

For ) ((01), - p(bn)) = Fio (1) (P(B1), -, (b))

Ponadto  fu, ) (p(01), -+, p(bn)) = Agg(on) (P(01), s p(0n)) = Asi(p(b1), ... p(b))
dla ¢ = 1,2, na mocy Lematu 3(c). Czyli f(p(b1),...,p(b,)) = g(p(b1), ..., p(by)).

W drugim przypadku wszystkie atomy dziatan f i g muszg byé¢ réwne zero,

beda rowniez rowne zero dla obrazow elementéow by, ..., b, poniewaz p(b;) € D(L),
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dla kazdego i = 1, ...,n, Lemat 2(c). [

2.6 Zwiazki miedzy niezaleznoscig w algebrze Stone’a i alge-

brze Boole’a &(L).

Podamy teraz charakterystyke rodziny t-niezaleznych podzbiorow algebry Stone’a
£ wykorzystujac odpowiadajace im elementy ze szkieletu (tj. algebry Boole’a G(£) =
(S(L);V,A*,0,1)).

Twierdzenie 13 Niech £ = (L;V,A,*,0,1) bedzie algebrg Stone’a oraz X C L.
Wowczas X € Ind, (L) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdych parami réznych by, ....b, €
X istniejg ay, ..., a, € S(L) spetniajgce warunki:

a) a; #b, € F,, (i=1,..,n) oraz

b) {a1,...,a,} € Ind(S(L)).

Dowo6d. Niech X € Ind,(£) oraz by, ...,b, beda roznymi elementami zbioru X. Z
Twierdzen 8(iii) i 9 wynika, ze b; € F,, oraz b; # a; (i = 1,...,n) dla pewnych,
roznych ay,...,a, € S(L)\ {0,1}.

Zatozmy nie wprost, ze {ay, ..., a,} ¢ Ind,(S(L)). Poniewaz w algebrach Boole’a
rodziny zbioréw M-niezaleznych i t-niezaleznych pokrywaja sie, wiec z Twierdzenia
6 mamy

a’' A ... Aar =0 dla pewnych i, € {0,1} (k=1,...,n). (2.15)
Zatem bl A ... A bin € Fy = {0}. Cayli
Vit AL A b = 0. (2.16)

Przypusémy, ze i1 = ... = i, = 0. Wtedy b7 V ... Vb, = 1, a stad, wykorzystujac

dystrybutywnos¢, otrzymujemy by = by A (b5 V... VD) = by A (D3 V... V). Rozwazmy
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nastepujace dzialanie termowe f(z1,...,x,) = 21 A (25 V ... V 2). Wowczas
f € TW(L), f(by,....,b,) = by oraz f(1,...,1) = 0 (czyli f nie jest rzutowaniem),
wbrew zalozeniu.

Zatozmy teraz, ze i, = 1 dla pewnego k € {1,...,n}. Bez ograniczenia ogélnosci
mozemy przyjac, ze k = 1. Zatem b* Ab2A...Abi» = 0, astad by V (DI AR A...Abin) =
= b;. Rozwazmy g(x1,...,2,) = 21 V (27 AP A .. A2in). Wowezas g € T(L),
g(b1, ..., b,) = by oraz, co tatwo udowodni¢, g nie jest rzutowaniem. Czyli rowniez w
tym przypadku otrzymujemy sprzecznosc.

W celu udowodnienia implikacji przeciwnej zatézmy, ze dla kazdych parami
roznych elementow by, ...,b, € X istnieja ai,...,a, € S(L) takie, ze a; # b; € F,,
(1=1,...,n) oraz {a,...,a,} € Ind;(S(L)).

Przypusémy, ze by, = f(by,...,b,) dla pewnego f € T™ (&) oraz k € {1,...,n}.
Wowezas f(b1,....;bn) € Fi(ay,..an) 1 bk € Fa,. Stad ar, = f(ai,...,a,) = flay,...,a,)
oraz f € TM™(S(L)) (definicja (2.11)). Z zalozenia mamy zatem f = ef w S(L).
Czyli f(x1,...,x,) = x}* (co jest sprzeczne z zalozeniem) lub f jest rzutowaniem.

Stad X € Ind,(£). m

Twierdzenie 8 oraz Wniosek 3 charakteryzuja jednolementowe zbiory niezalezne.
Obecnie rozwazaé bedziemy zbiory co najmniej dwuelementowe. Udowodnimy w tym

celu nastepujacy lemat:

Lemat 4 Niech £ bedzie algebrq Stone’a, a € D(L) i b ¢ D(L) (luba=01ib+#0).
Wowczas {a,b} ¢ Ind(£,Sp).

Dowo6d. Niech a € D(L) i b ¢ D(L). Rozwazmy dwa binarne dzialania termowe
filz,y) = z* Ny, gi(z,y) = z* A y* oraz odwzorowanie p : {a,b} — {a,b} dane
wzorem p(x) = b. Wtedy fi(a,b) = g1(a,b), ale fi(p(a),p(b)) = fi(b,b) =0 # b* =
g1(p(a), p(b)). Stad {a,b} & Ind(£, So).
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Analogiczny wniosek dla a = 01b # 0 uzyskamy rozwazajac dziatania fo(z,y) =

rAyige(z,y)=0. [ |

Dla zbioru X C L zdefiniujmy X** = {z* | z € X}. Oczywiscie X™* = g(X)
dla retrakcji g. Kolejne twierdzenie formutuje warunek konieczny na to, aby zbior X

nalezal do rodziny zbioréw )-niezaleznych.

Twierdzenie 14 Niech £ = (L;V,A\,*,0,1) bedzie algebrq Stone’a, X C L oraz
| X| > 1. Jesli X € Ind(£,Q), to X™ € Ind(&(L),Q) dla Q = M, Ay, S, Sy, I oraz
G.

Dowo6d. Wobec Twierdzenia 2(b) implikacja ta jest prawdziwa dla Q = M, A;.
Przypusémy zatem, ze X € Ind(£,Q) oraz X* ¢ Ind(&(£),Q) dla Q = S, S, lub
I. Poniewaz dla zbiorow co najmniej dwuelementowych w algebrze Boole’a rodziny
te pokrywaja sie, wiec zgodnie z Twierdzeniem 6 otrzymujemy (2.15) dla pewnych,
parami réznych aq, ..., a, € X**. Z definicji zbioru X** istnieja by, ..., b, € X takie, ze
b; € F,, (i =1,...,n), czyli (2.16). Rozwazmy nastepujace n-argumentowe dzialania
termowe algebry Stone’a £:
flzy, . xn) =2 A A g(a,...,1,) = 0. (2.17)
Oczywiscie
f(by,....;b,) = g(by, ..., b,) oraz f # g. (2.18)

Na mocy zalozenia, dla dowolnego p; € Q N LY, mamy

f(i(b1), s pi(bn)) = g(pi(b1), s Pi(bn))- (2-19)

Zdefiniujmy teraz odwzorowanie p; : X — X nastepujaco:
(

by dla x = b oraz i, =0,

pl(ZL‘) =9 b dla x = bk oraz i = 1, (k =1, 7n)

x  dla x # by.

33



ROZDZIAL 2. Q-NIEZALEZNOSC W ALGEBRACH STONE’A.

Jesli i, = 0 (lub i, = 1) dla wszystkich k = 1,...,n, to otrzymamy b, = 0 lub b5 =0
(czyli by € D(L)), co jest sprzeczne z Lematem 4. W przypadku, gdy i, = 0 oraz
iy = 1 dla pewnych k,l € {1,..,n} mamy b; A b5 = 0. Stad a; A ai = 0, co imp-
likuje a1 < a¥* = ay. Wobec dziedzicznosci, {by,b2} € Ind(&(L),Sy). Rozwazmy
teraz dwa binarne dziatania termowe: fi(z,y) = = A y*, g1(x,y) = 0 oraz odw-
zorowanie py : {by,ba} — {b1,be}, zdefiniowane po(by) = bo, pa(by) = by. Wowcezas
f1(p2(b1), pa(b2)) = fi(ba,b1) = boAb; = 0 = g1(bs, b1). Oznacza to, ze asAaj = 0 oraz
as < ai;. W konsekwencji otrzymamy a; = as, whrew zatozeniu. Zatem powyzsza
implikacja jest prawdziwa dla Sp-niezaleznosci, jak réwniez, na mocy wlasnosci (1.1),

dla S-niezaleznosci.

Jesli X € Ind(£,1), to zgodnie z Wnioskiem 3, mamy X NS(L) = (). Rozwazmy

zatem r(’)erlowartos’,ciowe odwzorowanie :

1 dlax =0 oraz 1, = 0,

p3(bk) =0 dlax= by oraz i, =1,

& dla x # b;.
Wowcezas f(ps(b1), ..., p3(bn)) = g(p3(b1), ..., p3(by)), czyli b2 A ... Abi» = 0. Pon—1

podobnych krokach otrzymamy b,, = 0 lub b7 = 0. Co, na mocy Wniosku 3, prowadzi

do sprzecznoci.

Zalozmy teraz, ze X € Ind(£,G) oraz X** ¢ Ind(S(L),G). Korzystajac z
wlasnosci (1.4) mozemy przyjac, ze w zbiorze X** nie ma statych. Czyli nastepujace
odwzorowanie jest zmniejszajace (Wniosek 2):

.
1 dlax = b oraz iy =0,

pa(br) =<0 dlax = by oraz i = 1, (k=1,..,n).

| dla x # by.
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Przypomnijmy, ze w algebrze Boole’a rodzina zbioréw G-niezaleznych nie zawiera-
jacych stalych pokrywa sie z rodzing zbioréw M-niezaleznych. Mamy zatem (2.19)
dla 2 =4. A stad 1 = 0, sprzecznos¢. [ |

Whiosek 6 Niech £ bedzie algebrq Stone’a, X C L, |X| > 1 oraz X € Ind(£,Q)
dla Q = M, S oraz I . Wowczas

fbr, .y by) = g(b1,...bn) = fF =3 wS(L) (2.20)
dla kazdych f,g € T (L) oraz parami réznych by, ..,b, € X.

Istotnie, jesli f(b1,...,b,) = g(by,...,b,) dla pewnych f,g € T™(£) oraz parami
roznych by, .., b, € X. Wowczas f(b1,....,bn) € Frar,.an) 1 9(b1,....00) € Fylar,..an)s
gdzie a; = b € X* € Ind(6(£),Q). Z zalozenia oraz Twierdzenia 9, elementy
ai, ..., a, sa parami rozne. Czyli f(ay, ..., a,) = g(ai, ..., a,), co implikuje f(ai, ..., a,) =
g(aq,...,a,). Poniewaz rozwazane rodziny zbiorow niezaleznych w algebrze Boole’a
pokrywaja sie z rodzing zbioréw M-niezaleznych zatem otrzymujemy f = g w &(£),

na mocy definicji M-niezaleznosci.

Podzbiory szkieletu S(L) nie moga by¢ zbiorami M, I, oraz t-niezaleznymi.
Dla pozostalych rozwazanych przez nas rodzajow niezalezno$ci Twierdzenia 2 i 14

pozwalaja sformutowaé nastepujacy wniosek:

Wniosek 7 Niech £ bedzie algebrg Stone’a oraz X C S(L);|X| > 1. Wowezas
X endL,Q)s X €Indl&(L),Q)
dla QQ = Sy, S,G oraz A;.

Za wyjatkiem t-niezaleznosci przedstawiony w Twierdzeniu 14 warunek nie jest

warunkiem wystarczajacym dla rozwazanych przez nas rodzajow niezaleznosci.
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Rysunek 2.1:

Przyktad 1. Rozwazmy algebre Stone’a £, przedstawiona na Rysunku 2.1. Jest to
produkt prosty trzech trojelementowych i jednej dwuelementowej algebry Stone’a.

Korzystajac z Twierdzenia 6, tatwo zauwazy¢, ze {b,c} € Ind(&(L£), M). Natomiast
{bi,c1} ¢ Ind(£,Q) dla Q = M, S, Sy, I,G. Rzeczywiscie, rozwazmy dwa binarne
dziatania f(z,y) = v Ay ig(z,y) = x Ay*™. Wowcezas f(by,c1) = a1 = by A =
g(b1,¢1). Jesli zdefiniujemy odwzorowanie p nastepujaco: p(by) = ¢1, p(c1) = by, to

peEMUSUSyUGUI. Otrzymujemy zatem f(p(by),p(c1)) = f(c1,b1) = a; oraz
g(p(b1),p(c1)) = 1 AbBY* = ¢; Ab = a. Rozwazajac odwzorowanie ¢(z) = z V z*

analogiczny wniosek otrzymamy rowniez dla A;-niezaleznosci.

Twierdzenie 15 Niech £ = (L;V,\,*,0,1) bedzie algebrq Stone’a, X C L, | X| > 1
oraz X = {by | ax # by € F,, dla réznych a, € S(L),k € K} € Ind(£,Q) dla
Q=M,S, Sy lub I. Wowczas ¢(X) € Ind(D(L), M).
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Dowod. Przypusémy, ze ¢(X) ¢ Ind(D(L), M). Z Twierdzenia 3 wynika zatem, ze
O(cr) N o Nd(em) < d(dy) V... V ¢(dy,) dla pewnych ¢(cq), ..., d(cm), o(dy), ..., ¢(dy)
parami roznych elementéow zbioru ¢(X). Zdefiniujmy nastepujace dziatania termowe:
F(@1, o i) = (@1 VI) A o A (@ V 25) A [Tt V 2 VooV T V 25,

9(T1, ooy Tin) = (X1 VX)) Ao A2, V 2,). 7 zalozZenia otrzymujemy
fler, o emydi,oydy) = gler, . Cmydyy ooy dy). (2.21)

Przypusémy teraz, ze X € Ind(£,Q) dla Q = M,S,S;. Rozwazmy odw-
zorowanie p; € (Qx dane wzorem:
(

¢ dla x = ¢y,

mE)=4d, dlaz=ad, (k=1,...,m; l=1,...n).

x  w pozostalych przypadkach.

\
7 (Q-niezalezno$ci zbioru X w algebrze £ otrzymujemy zatem
(cr V)N (dyVdY) =V, (2.22)

a stad ¢(c1) < ¢(dy). Jesli w tym samym celu wykorzystamy odwzorowanie
(

di  dla x = ¢,

pg([[‘) = C1 dlal’:dl, (k: 17"'7m; l:]-a"'7n)7

x  w pozostalych przypadkach,
\
to uzyskamy ¢(d;) < ¢(cp). Reasumujac ¢(c;) = ¢(dy), whrew zalozeniu.

Zalozmy teraz, ze X € Ind(£, 1) i rozwazmy odwzorowanie

1 dla x = ¢4,
ps(x) =

kk

x w pozostatych przypadkach.
Zgodnie z definicja zbioru X odwzorowanie to jest roznowartoéciowe. Zatem réwnoscé
(2.21) implikuje (c; V&) A[dy VAV ...V d, Vdi] = (c1 V). Jesli n =1, to mamy
(2.22). W przeciwnym wypadku rozwazmy dzialania termowe

*

Ji(@1, o, Tngn) = (2AVE)A @1 VT Vo VT VT, ]y 91(21, - Tgn) = (21 V)
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oraz odwgorowanie

d1 dla x = dl,

pa(x) = ¢(dy)  dla z = dy,

x w pozostatych przypadkach.
\
Z I-niezaleznosci zbioru X oraz Twierdzenia 14 wynika, ze dy ¢ D(L) (czyli di #

o(dy)), zatem odwzorowanie p, jest roznowartosciowe. Mamy zatem

filer, o emydyy oy dy) = gi(c1y .oy ey dy,y ..y dy), a stad

(VE)NLW VAN A VAN ...V d,Vd] = (1 V). Pon— 1 podobnych krokach
uzyskamy rownosé (2.22), na podstawie ktorej tatwo wywnioskowaé sprzecznag z za-

tozeniem rownosé ¢(cq) = ¢(dy). |

Powyzsze twierdzenie nie jest prawdziwe dla A;-niezalezno$ci, na co mamy
nastepujacy:
Przyktad 2. Rozwazmy podzbior X = {by, by} algebry przedstawionej na Rysunku
2.2 (strona 39). Jak tatwo zauwazy¢ ¢(by) = dy < dy = ¢(by). Zatem z Twierdzenia
3 otrzymujemy ¢(X) ¢ Ind(D(L), M). Poniewaz X spelia warunek konieczny Aj;-
niezaleznosci zawarty w Twierdzeniu 14 ({a, a2} € Ind(S(£), Ay)), wiec analizujac
binarne dzialania termowe algebry Stone’a generowane przez termy opisane ponizej

mozemy wykazac, ze X € Ind(£, A;).

Algebra terméw dwuargumentowych algebry Stone’a jest oczywiscie izomor-
ficzna z wolna algebra Stone’a generowana przez zbior dwuelementowy X = {z, y}:
Sx ={0,1,z,y, " y*, ™ vy a Vot yVy o ANy, x Ay et Ay, Ayt e Ay
TFAY ANy, ANy Ay (e Ay) V(e AyT), (e Ay) V(@AY (zAy) V(2F Ay),
@Ay V(@ Ay™) (e Ay) V(@ Ay), (@ Ay™) V(@™ Ay), (@ Ay™) V(@™ Ay),
@Ay V(@ Ay), (@ Ay™) V(@ Ay™), (@ Ay™) V(T Ay, (@ Ay) V(@ AyT),
(@ Ay V(@™ Ay"), (@ Ay) V(@ Ay™), (@ Ay) V(@ Ayt), (@ Ay™) V(T Ay),
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//Jﬂ' Vb /i
¥ "j’ --hch...; &"I’A‘. .

N A
vl 442 " 4 ‘1!,1‘
o

ey
b,

o~
/ll - 4/’ .

N e SN A

A

Rysunek 2.2:

eTAYT)V (@AY, (@ AYT) V(T Ay, (e Ay V(@ Ay), (B AYT) V(T Ay,
T AY )V (@ AY), (@ Ay V(@@ Ay), (@ Ay V(@ Ay, (@ Ay) V(T Ay,
T ANYT)V (@ AY) (2 Ay) V(@AY V(T Ay) (@AY V(@ Ay V(aT Ay,

s AY)V (@AY )V (@ AY*), (xAy) V(@ Ay )V (" Ay), (Ay) V(@ Ay*) V(2" Ay™),
s AY)VY (@A) V(@ Ay) V(@ AyT), (e Ay) V(@ Ay™) V(e AyT),a V(@™ Ay),

e AYF)V (T AY) V(@ Ay"),xV(xFAy),xV(xF Ay, x Vv (xF Ay,

e AYF)V (T AY) V(2 Ay), (2 Ay™) V(2™ Ay*) V(e Ay, (z Ay™) VS,

(

(

(

(

(

(@AY*) V(@ Ay) V(@ Ay), (@ Ay™) Vy, (@ Ay™) V(@™ Ay) V(@ Ay,

(

(

@AYV (2" AY)V (2" Ay), (Ay™)V (& Ay™)V(z*Ay"), (2 Ay)V(z Ay*) V(2" Ay),
(

TFAY)V (e AY)V(ZFAYF), (@ Ay) V(e AyF) V(2 AyT), (2 Ay*) Vi,
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(T ANy) V(@ AY*) V(@ AY™), (@ Ay) VySy V(e Ayt),

(@AY V(@ AY=) V(@ AY), (@ Ay V(e Ay V(T Ay),

vV (@ AYT), (@AY V (@ Ay V(@ Ay, sV (2t Ay), eV (@t Ay,
(@AY )VY, (@AY (@ Ay)V(Z*AY*), y™ V(@ Ay"), (e Ay*)V (" Ay) V(2% Ay*),
(@AY )Var,y V(z" Ay), (@ Ay) Ve, (x Ay) V(2" Ay) V(e Ay V(zT Ay),
(@AY V(@AY ) Ve, (xAy) VY V(@ Ay), (@ Ay) V(@™ Ay Var,

eV (*FAyY)V (2" ANy),zV (2" Ay) V(" Ay, x V(2™ Ay) V(2" Ay*),
(@AY VyV(z™ Ay"), (x Ay™) V(™ Ay) V(@™ AyT)V(z Ay™),
@AYV (@AY VY (@ Ay™T)Vy V(@ AyT), (@ Ay™) V(@™ Ay) Vet

eV (T AY) V(@ AY), (@ AYyT) VY V(@ Ay), (e AyT) V(@ Ayt Vat,
@AY V(@ Ay V(e Ay V(@ Ay), (& Ay) V(e Ay Va,

")
(T ANy) V(T Ay ) Vs, (@ Ay™) V(e Ay) Vi (z Ay*) V (@t Ayt
(

V
(T*ANYy*)V (z Ay )V, (2 Ay™) V(e Ay) Vy*, oV (e™ Ay) Va*,
eV (™ ANY)V(*Ay) V(" Ay"), (x Ay™)V (2 Ay) V(™ Ay*) VaF,

(xANy™)VyVyt

Twierdzenie 16 Niech £ = (L;V,A,*,0,1) bedzie algebrg Stone’a oraz X C L.
Wowczas X € Ind(£, Ay) wtedy i tylko wtedy, gdy X** € Ind(S(L), A1) oraz

f(bla ) bn) = g(blv ) bN) = f(¢(b1)> ooy ¢(bl)) = §(¢(bl), ) ¢(bn)) <2'23>
dla kazdych f,g € T™ (L), by, ..,b, € X.
Dowéd. Przypusémy, ze L O X € Ind(£,A;). Z Twierdzenia 14 otrzymujemy
natychmiast X** € Ind(&(£), A;).
Niech f(b1,...,bn) = g(by,...,b,) dla pewnych f,g € T™ (L), by,..,b, € X.
Poniewaz ¢ € TW (L), wiec f(¢(b1), ..., d(by)) = g(é(by1), ..., #(b,)). Namocy Twierdzenia
T

10 mamy f(x1,...,2,) = Ap(z1,...,20) 1 g(x1, ..., n) = Ap (21, ..., 7,) dla pewnych
Ji, Jy € {0,1,2}".
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Oczywiscie ¢(x) € D(L) dla wszystkich = € L, zatem [p(b;)]* = 0, a takze
[6(6)]"* = 1. Wobec tego F(6(br), s 6(ba)) = Az, ($(b1), s $(ba)) =
= Fani)(@(b1), ... 8(by)), gdzie f,,5,) zdefiniowane jest wzorem (2.12). Podobnie
9(B(11), ey 8(00)) = Fon(in) (B(b1), ..., (by)). Zatem otrzymujemy (2.23).

W celu udowodnienia implikacji przeciwnej przypu$émy, ze
fi(b1,....,bn) = gi(by,...,b,) dla pewnych fi,g1 € T™ (L), by,..,b, € X. Przypom-
nijmy zbiér nietozsamo$ciowych unarnych dzialan termowych w algebrze Stone’a:
pi(z) = 2%, pa(x) = 27, ps(x) = O,pa(z) = 11 ps(x) = ¢(x) = =V a". Oczywis-
cie, dla ¢ = 1,...,4, mamy p;(by) € S(L) (k = 1,...,n), ponadto p;(bx) = p;(ax).
Z zalozenia otrzymujemy zatem fi(p;(a1),...,pi(an)) = q1(pi(a1),...,pi(a,)), a stad
fi(pi(b1), ..., pi(bn)) = g1(pi(b1), ..., pi(bn)). Natomiast z (2.23) mamy
F(O(01), s 6b1)) = g1((B1), s S(B0). .

7 definicji f € T™(D(£)) dla dowolnego f € T (L). Poniewaz D (L) jest

krata, wiec dziatania V, A sa idempotentne. Mamy zatem nastepujacy wniosek:

Wnhniosek 8 Niech £ = (L;V,\,*,0,1) bedzie algebrq Stone’a oraz X € L. Jesli
X e Ind(6(L),Ay) oraz |p(X)| =1, to X € Ind(£, Ay).

Warunek |¢(X)| = 1 nie jest warunkiem koniecznym A;-niezaleznosci zbioru X
w algebrze Stone’a. Istotnie:
Przyktad 3. Rozwazmy podzbior X = {c, b, } algebry przedstawionej w Przyktadzie
1 (Rysunek 2.1, strona 36). Jak tatwo zauwazy¢ ¢(c) = 1 # ¢(by). Analizujac bina-
rne dziatania termowe tej algebry mozemy wykazaé, ze X € Ind(£, Ay).

Zbioér ten nie spetnia réwniez warunku (f) Twierdzenia 2, poniewaz ¢ € S(L)
oraz by ¢ S(L) = g(L). Zauwazmy rowniez, ze w przykladzie tym zbior {b, by, c} €

Ind(L, Ay), zatem Twierdzenie 2(e) i (f) nie jest prawdziwe dla A;-niezaleznosci.
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Rozdzial 3

(Q-niezaleznos¢ w pewnych algebrach

nielacznych.

3.1 Grupoidy *-laczne.

Idea badania algebr *-tacznych wywodzi sie z pojecia T-pierscieni wprowadzonego
przez B. Gleichgewichta w [14]|. K. Glazek w [16] i [17] rozwazal nielaczne pierscienie

oraz algebry, w ktorych dziatania binarne sg *-taczne.

Standardowa terminologie dla potgrup, quasigrup i poétkrat mozna znalezé¢ odpowie-

dnio w [28], [36], [41] oraz [5].
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Grupoidem z inwolucjq nazywamy algebre A = (A;+,*) typu (2,1) spelniajaca
nastepujace warunki:

(") =, (3.1)
(+y) =y +a" (3.2)

Drziatanie * jest zatem anty-automorfizmem grupoidu 2 rzedu 2.

Grupoid z inwolucja (A; +,* ) nazywamy *-tgcznym, gdy
(@+y) +z=z+y+2)". (3.3)

Przyklady.
1) Rozwazmy zbior A = {a, b, ¢, d} z dziataniem @ zdefiniowanym w Tabeli 3.1 oraz

inwolucja * taka, ze a* = b, ¢* = c oraz d* = d.

®lalbl|lc|d

al|blclecle

bld|al|c|d

C C C C C

d|ld|lc|lecle

Tabela 3.1:

Wowczas algebra (A; ®,*) jest grupoidem *-tacznym. Co wiecej, jest to najmniejszy

grupoid *-taczny, nie bedacy potgrupa.

2) Rozwazmy zbior jednostek kwaternionowych H, = {1,-—1,i,—1,7,—j, k, —k}.
Zdefiniujmy dziatanie * nastepujaco: (1)* =1, (=1)* = —1, (i)* = —i, (—i)* = 1,
() =—4, (=))* =7, (k) = =k, (—k)* = k oraz dzialanie binarne @ za pomoca
Tabeli 3.2. Latwo udowodni¢, ze algebra (Hy, ®,*) jest grupoidem *-tacznym.

43



ROZDZIAL 3. Q-NIEZALEZNOSC W PEWNYCH ALGEBRACH NIELACZNYCH.

Tabela 3.2:

3) i 4) Zdefiniujmy w zbiorze zbiorze Zs nastepujace dziatania:

r* = 4x (mod 5),
T ®y = 4dr + 4y + 22%y*(z + y) (mod 5);

oraz w zbiorze Z7:

* = 6x (mod 7),
r @y = 6x + 6y + 20292 (23 + v3) + 423y (x + y) (mod 7).

Wowezas (Zs; @,* ) oraz (Z7;®,* ) sa grupoidami *-tacznymi.
5) Zbior A = {a,b,c,d,e, f,g,h,i,j,k,[,m,n,o} z dzialaniem @ zdefiniowanym w

Tabeli 3.3 oraz inwolucja * dang wzorami a* = b, ¢* = ¢, d* = e, f* = f, g* = h,

=4, k" =1, m* =n, 0* = o jest przemiennym grupoidem *-ltacznym.
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P a b c d e flgl h|di|3]k Il |{m|n|o
a b c c k| g i|ln| glol|li|m|k|n|m]|o
b c a c | h l j m | j| o l n|in|m/|o
c c c clm|ml|o|ln|m|o|lo|lm|n|n|m]|o
d k h n | e i i jl i j n o | o
e g l m | f|d|f]|J g |l 7|1 l i o | m|o
f i J o | f | f 1| f i jl i i o o | o
g n h n | h|j j|h|o|jl|lol| Jj ni|n o | o
h g | m | m| i g i |lo| glo|i|m]|zq o | m|o
7 o j o | j j il J o|jlo| J ol o o | o
j 7 o o i i i | o i o] i o 7 o o | o
k| m l m | j l i lglm|j|o l o o | m|o
l k n n | k 7 i | n % o |1 o k| n o | o

Tabela 3.3:

Przedstawimy teraz pewne wlasnosci zdefiniowanej przez nas algebry, ktore

stang sie narzedziami do dalszego jej badania.

Element a € A nazywamy elementem lewostronnie (prawostronnie) anihilujg-
cym, lewym (prawym) zerem, jesli a + x = a ( odpowiednio, © +a = a, a + z = «x,

r +a = z), dla kazdego = € A.

Twierdzenie 17 Niech (A;+,") bedzie grupoidem z inwolucjg. Jesli a € A jest
elementem lewostronnie anihilujgeym (prawostronnie anihilujgeym, lewym zerem,
prawym zerem), to a* jest elementem prawostronnie anihilujgeym (lewostronnie ani-

hilujgcym, prawym zerem, lewym zerem,).

*

Ruzeczywiscie, niech a + x = a dla kazdego x € A. Wowczas (a + x)* = a
oraz x* + a* = a*. Dzialanie * jest bijekcja, zatem a* jest elementem prawostronnie

anihilujacym. [ |
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Twierdzenie 18 Niech (A;+,*) bedzie grupoidem *-tgcznym. Wiowczas nastepujgce

warunks sqg rownowazne:
(@) (30€ A) (Vz € A) [0+ x = z;
(b) (A;+,0) jest potgrupg przemienng z zerem.

Dowéd. Przypusémy, ze element 0 € A jest zerem grupoidu *-tacznego oraz z € A.
Jak tatwo wykaza¢ 0* = 0. Wowezas © = (04+2)4+0 = (z*+0%)*+0 = 2" +(0+0)* =
x*. Skoro * jest inwolucja, zatem dzialanie binarne bedzie przemienne, a z *-tacznosci

otrzymamy natomiast jego tacznosé. [ |

Oczywiscie, je$li inwolucja jest dzialaniem tozsamosciowym wowczas grupoid
*-taczny jest polgrupa przemienng. Implikacja odwrotna nie zachodzi, wystarczy
rozwazy¢ algebre ({a,b,c};®,"), w ktorej a* = b, ¢* = ¢ oraz dzialanie binarne

definiuje wzor x Gy = c.

Niech 2 = (A;+,") bedzie grupoidem *-tacznym. Przez P, bedziemy oz-
nacza¢ zbior wszystkich idempotentow algebry 2 (to znaczy elementéw spetniajacych

warunki x + z = x oraz x* = x).

Twierdzenie 19 Niech (A;+,*) bedzie grupoidem *-tgcznym. Relacja < zdefiniowana
nastepujgco:
a<bsa=a+b=b+a

jest relacjg czesciowego porzgdku na Py.

Dowdéd. Zwrotnosé i antysymetrycznosé tej relacji jest oczywista. W celu udowod-

nienia tranzytywnosci, przypusémy, ze a,b,c € Py, a < b oraz b < ¢, wtedy
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atc=a"+c=(a+b*+c=a+(b+c)*=a+b"=a+b=aoraz
cta=c+a*=c+(b+a)*=(c+b)*+a=b+a=a. |

Twierdzenie 20 Niech A = (A;+,") bedzie grupoidem *-tgcznym. Wowczas nastepu-

jace warunki sq rownowazne:

(o) (Vo,y € Pa) (y+z)+y=y+(x+y);
(B) (Pa;+,*) jest podalgebrq algebry 2A;
(v) (Pa;+) jest potkratq.

Dowod. Zalozmy, ze w zbiorze P4 zachodzi warunek («). Udowodnimy najpierw,
ze dzialanie + jest przemienne na P4. Dla dowolnych z,y € P4 mamy
rry=r+y =z+@+ty)=@+y) +ty=W +a)ty=W+z)+y=
=y+@+y)=y+ (@ +y)=y+y+a)=@w+y +r=y+u
Zatem (v +y)" =y *+2* =y+r=1x+y, astad
+y)+@+y)=@+y) +@+y) =+ Y+ @+y) =
s+ (@+y)+y)=a+@+@+y))=z+@+W+y))=
r+@+y)=rv+@ty)=c+@+y)=@+ta) +ty=x+y.
Reasumujac P4 jest podalgebra grupoidu *-tgcznego .
Oczywiscie, jesli P4 jest podalgebrg grupoidu *-tacznego 2, wowczas dziatanie
binarne jest taczne i przemienne na zbiorze idempotentow Pj. Zatem (Pg4;+) jest

potkraty. Fakt ten natychmiast implikuje warunek (a). [

Opiszemy teraz zwigzek pomiedzy pewng klasg grupoidow *-tacznych, a potkratami

gornymi (lub inaczej V-potkratami).

Twierdzenie 21 Niech (A;+,*) bedzie *-tgcznym grupoidem przemiennym spetnia-

jacym warunek x + x = x* dla kazdego v € A. Zdefiniugmy relacje o nastepujgco:
roy = rv+y =y~
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Wowczas (A; o) jest zbiorem czesciowo uporzqdkowanym takim, Ze dla kazdej pary
elementow ze zbioru A istnieje supremum ze wzgledu na relacje o. Ponadto, odw-

zorowanie T — ¥ jest izotoniczne.

Dowo6d. Zwrotno$é i antysymetrycznosé relacji o jest oczywista. Przypu$émy zatem,
ze x,y € A, xoy oraz yoz. Wtedy

r+z=x+ ) =z+y+2)=(@@+y)+2=U)+z=y+z=2z"
Czyli p jest rOwniez tranzytywna.

Udowodnimy teraz, ze sup,{z,y} = (x +y)* dla wszystkich =,y € A. Poniewaz
r+(x+y) =(@+az) +y=x+y = ((r+y)*)" otrzymujemy zo(r+y)* i podobnie
yo(x +y)*. Niech xpp i yoep dla pewnego p € A. Zatem (z+y)*+p=ax+ (y+p)* =
z+ (p*)" =z +p=p*. Stad (x + y) op.

W celu wykazania izotonicznosci relacji g, przypusémy, ze xoy, czyli v +y = y*.

Zatem x* +y* = (v + y)* = (yv*)*, a w konsekwencji z*gy*. u

Twierdzenie 22 Niech (A; 0) bedzie zbiorem czeSciowo uporzgdkowanym takim, zZe
dla kazdych a,b € A istnieje sup,{a,b}. Niech * bedzie izotonicznym odwzorowaniem

spetniajgcym warunek (z*)* = z. Zdefiniugmy dziatanie & nastepujgco:
r @y = sup,{z*,y*}.

Wowczas (A;®,") jest *-tgeznym grupoidem przemiennym spetniajgeym warunek

@ x=21x" dla wszystkich x € A.

Dowé6d. Z definicji dziatania & wynika, ze t @ x = ax* oraz t Dy = y D x.
Aby udowodni¢, ze dzialanie * jest inwolucja na (A;®) wezmy dowolne z,y € A.
Wowcezas y*@a* = sup,{z,y} = a dla pewnego a € A oraz (z@y)* = (sup,{z*,y*})*.

*

Wrykazemy, ze sup,{z*,y*} = a*. Rzeczywiscie, mamy zpa i ypa. Korzystajac z

izotonicznosci *, uzyskujemy x*pa* oraz y*pa*. Przypusémy teraz, ze xz¥op i y*op
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dla pewnego p € A. Wtedy xpp* oraz yop*. Zatem app*, a stad a*op. Reasumujac
sup {a*,y*} = a*, czyli (x B y)* = 2* B y*.

Pozostaje udowodnié, ze dziatanie @ jest *-taczne. Zaldézmy zatem, ze x,y,z € A
oraz (x @ y)* & z = w dla pewnego w € A. Oznacza to, ze sup,{z &y, 2"} = w.
Co implikuje sup,{z*,y*}ow i z*pw. A stad z*pw oraz y*pw. Jak latwo wykazaé
w = sup,{*,y ® z}. [ |

Niech (A;@®,*) bedzie *-tacznym grupoidem rozwazanym w Przykladzie 5.

Wowczas (A; o) jest zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym o nastepujacym diagramie:

Rysunek 3.1:
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Grupoid *-tacznym 2A = (A;+,*) nazywamy indukujgcym potkrate, jesli dzia-

lanie binarne jest przemienne oraz dla kazdego x € A zachodzi warunek x + z = x*.

Grupoidy *-taczne zdefiniowane w przyktadach 3,4 oraz 5 implikuja potkraty.

Odnotujmy, ze jedynymi unarnymi dziatlaniami termowymi w grupoidzie in-
dukujacym potkrate sa: ei(x) = z, f(x) = 2% oraz g(x) = z + z*. Ponizej
przedstawiamy tabele dla dodawania w wolnym grupoidzie indukujacym potkrate
generowanym przez zbior {z}. Oczywiscie grupoid ten jest izomorficzny z algebra

dziatan termowych jednoargumentowych omawianego grupoidu.

+ x z* T+ z*
T x* r+ax* | x+x*
T* z* +x T T+ x*
zc+z* | z4+2* | z+z* | x+2*

Tabela 3.4:

Latwo sprawdzi¢, ze f,g € End(2l). Zatem otrzymujemy
Ind(A, Ay) = 2.

Ponadto g(g(z)) = g(x), a wiec g jest retrakcja, g(A) = Pa oraz Pa = (Pa; +)
jest potkrata. W rozwazanej algebrze F, = {r € A | 2 + 2% = a + a* = a} dla
dowolnego a € Py. Jak latwo wykaza¢ §, = (F,;+,") jest podalgebra grupoidu 2
indukujacego potkrate. W algebrze §, element a jest anihilatorem. Istotnie, a +x =

=@x+ax)+r=c"+ @ +2")=r"+2x=a.
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3.2 Dzialania termowe w *-lagcznym grupoidzie przemien-

nym.

Opiszemy teraz ogblng posta¢ dziatan termowych w *-tacznych grupoidach prze-
miennych, ktora jest niezbedna do badania ()-niezaleznosci w omawianych algebrach.
Przyjmujemy, ze N = {1,2.3,...}, Ng = NU {0}, natomiast 2N oznacza zbior

liczb naturalnych parzystych. Dla uproszczenia zapisu wprowadzimy nastepujace oz-

naczenia:
' =2 =2 oraz i =i+ 1(mod2).
1 dlane€2N;
Zdefiniujmy funkcje x : N — {0,1}: x(n) =
0 dlan¢2N.

Jest to oczywiscie funkcja charakterystyczna zbioru liczb parzystych.

Przedstawimy teraz kilka prostych wtasnosci dziatan w grupoidzie *-tacznym,

przemiennym.

Lemat 5 Niech (A;+,") bedzie grupoidem *-tgecznym, przemiennym. Wowezas:

(x+y)+z=a"+(y+2%), (3.4)
(x+y)+2z=(x+2) +9 (3.5)
(w+z)+(y+2)=(w+y) + (z+2), (3.6)

(ol 4a)+ ) +a) +a7) . +2")+ ;) +...) 2, =
(i +x2) + ) +ay) + ).+ 2) +25) + ...) + 2,
jesli v > 1 oraz x* wystepuje w liczbie parzystey,
(e (@}t %) + ) + iy = (@ + ) + ) + ) +2l) + (@), (3.8)
(@ +2B2)+ ) )+ )+l =

- | ) | | (3.9)
(@l +22)+ )+t )+ i) + L) + i) + ()X dla k> 1
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Oznaczmy
9oy () = ((@™ +27) + ) + 2) + ) + 2, (3.10)

gdzie | < k oraz
1) dla [ = 0 mamy i; = 1 dla kazdego s € {1, ..., k};
0, gdy s=1 lub s parzyste;

2) dlal =1 mamy i; =

1, w pozostalych przypadkach;

0, gdy s=1+ 2r dla pewnego r € N;

3) dlal > 1, mamy iz =
1, w pozostalych przypadkach .

Przyktlady.

gao (@) =z (czyli gao) = e}),
s0)(7) = (2" +2%) + 2) + 27) + =,
(

6.3) ()

(x+2)+2")+z)+2*)+ 2.

Dla uproszczenia piszemy g () zamiast (g ())"

Twierdzenie 23 Kazde unarne dziatanie termowe w przemiennym grupoidzie
*~tacznym (A; +,*) mozna przeksztatcic do postaci gy (x) dla pewnychl € No, k € N

oraz | < k.
Dowo6d Twierdzenia 23 otrzymamy jako konsekwencje nastepujacych lematow.

Lemat 6 Dla |l =0 mamy

. 91 (), dla k=1,2;
J(k0) =
g(kz,k:—l—x(k))(x), dla k > 2.
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Dowo6d. Dowdd przeprowadzimy dla k > 2 oraz k parzystego (x(k) = 1). Pod-

kreslone zostaly miejsca, w ktorych korzystamy z whasnosci (3.7). Mamy zatem
Iro@) =(.(+z)+.)+z) =(.(z"+2)+.)+a")+a" =

((r+z)+.)+z)+a*=(.(v+z")+2)+.)+z)+z)+a" =

((z+a)+.)+a")+a")+a)+a*=(.(v+z)+x)+.)+a%) +a)+a* =

Gk o—2)(T) = Gl k—1—x (k) ().

Dowody pozostalych przypadkéw przebiegaja w analogiczny sposob. [ |

Lemat 7 Niech | > 1. Wowczas

;

Jkoy(x), dlak=1,21il=1;
oraz dlal € 2N ¢ =k -2k —1;
Gz (), dlak>2il=1;
g?k,l)(l’) =9 gen(x), dlak>2il=3;
Gki—3)(x), dlal ¢ 2N i | > 3;
3(z), dlal€2Ni [+3 <k
@), dlale2Ni l=F.

9k, 1+

\

Dow6d. Dwa pierwsze przypadki sa oczywiste. Rowniez dwa kolejne mozemy tatwo

udowodnié¢ wykorzystujac whasnosé (3.7).

Przypusémy zatem, ze £ > 2 il =1. Wtedy

Gy (@) =[( (" +2") + )+ .. = ((z +2) +27) + ... = g3 (@)

Podobnie przebiega dowdd dla przypadku k£ > 21l = 3.

Przypu$émy teraz, ze [ jest nieparzyste oraz [ > 3. Wowczas mamy
Ity (@) = [ (gu-10) (@) + ) + .. ] = (- (ga-10-3)(2) + ) + ... =
= (...(g(l_470)<$> + 37*) + ... = g(k,l—S)(x)-
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Niech [ bedzie parzyste oraz [ + 3 < k. Rozwazymy teraz dwa przypadki:
a) dla | = 2 otrzymujemy g, 5 (z) = (...(z + 2%) + @) + 27) + 2) +...)" =

(@ +z)+a")+a)+a")+..=(.(z+2")+2")+2)+27) + .. =

((z4x)+x)+x)+2%) + ... = gus (o).

b) dla | > 4 mamy gf () = (...(9u-1,0)(®) + ") + ) + ") + ) + ...)" =

((gu-11-2(x) + ) +2") +2) +27) + ... =

(- (ga—so(@) +2*) +2) + o)+ 2") + ) + 37) + ... =
((9a-30)(x) +2*) + o)+ 2*) + %)+ x) + 27) + ... =
((9a=s0)(@) +2) +2)+2) +2) +2)+27) + ... = grars) ().

Przypusémy, ze [ jest parzyste oraz | = k. Rownosé 92‘2’2)(56) = g(22)() jest oczy-
wista. Wezmy zatem k£ > 2. W tym przypadku zachodzi

Il (@) = (9o—1,0)(2) + 2°)" = ge-16-2) () + & = ((gh-3,0)(2) + 27) +2) + = =

= ((go—30)(@) +27) + 27) + 27 = ((go-30) () + T) + 2) + 2" = g (2). u

Prawdziwos¢ kolejnego lematu mozna udowodnié¢ przez indukcje wzgledem n.

Lemat 8 Niech t bedzie termem *-tgcznego grupoidu przemiennego A. Wowcezas

tt [y + @) Fa3) 4+ ) F ) = (D fa) F ) + ) F o

Wprowadzmy teraz nastepujace oznaczenia:
hipy (Y @) = (o (y +2) +22) + ) +2') + ) + 2™,

gdzie p,r € No, r < p;is=0dla s <r; i, 9 =0 o0raz i,194; = 1 dlal € Ny.
Dla uproszczenia bedziemy pisa¢ g () © b, (y) w miejsce he oy (g (), y)-

Przyjmujemy, ze
h0,0)(y, x) =y oraz g,0)() & by (Y) = Gipr) (Y)-
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Lemat 9 g(k,l)(x) + g(p,r)(x) =

;

Iipp (@) ® hpy (), dlar =1,
x), dlar ¢ 2N, r>1;
k() @ hipriny(x), dlar e 2N, r < p;

\ gk’l) € @ h(pzo)('I ) dla r e QN, r :p

gdzie i = x(p+1).

Dowéd. Rozwazamy kolejno przypadki naszego lematu, wykorzystujac Lemat 8:
Ad Logan () + 9o (@) = g (@) + [ (" +27) +2) +..] =

(-Gl (@) +2%) + @) +2%) + .. = gy (2) @ ) (2).

Ad 2. g (@) + 9o () = gy (@) + [ (e +2) + ) + o) +27) + .. ] =
(g (@) +2) +2%) + a¥) +0") + o) + .. =
(g (@) +2) + ) F2) +2%) + ) + oo = gy (1) © hpr—1y ().

Ad 3. gup (@) + 90 (2) = gwp(@) + (z+2)+ ) +a)+a") +a)+ .. ] =
(g (@) +2) +2) + ) +2") + o) +2%) + .. =

(gl (@) +2) +2) + ) +2) + 2) + %) + .. = g(p (7)) D hpriny (2)-
Ad 4. g (®) + 9 (@) = 9wy (@) + [(z+2)+..) + o) + 2] =
(g (@) +2) +2%) + ) +27) +2) =

(- (g (@) +2) +2) +...) + 2) + 2) = gty (T) D hipo) (@) |
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Lemat 10 gg.(2) ® h(po)(z) =

(

Geipo(@),  dlal=0;
Gk+p0) (), dlap=1oraz[l=1ke€2N| lub [l > 1, k—1 € 2NJ;
Gktpp) (T), dlal =1, p e 2N;

) Iktpp-1)(x), dlal=1,p>1, pke2N;
Ikrppr1)(T),  dlal=1, pk ¢ 2N;

Iktplip) (1), dlal>1, p € 2N;
Iktpitp—1)(T), dlal>1,p>1, pe2N oraz k —1 € 2N;
Gktpitp+1) (@), dlal>1, p & 2N oraz k —1 ¢ 2N.

Dowé6d. Rozpatrujemy kolejno przypadki lematu.
Ad 1. Oczywisty.

Ad 2. Rozwazymy tylko przypadek gdy [ = 1 oraz k jest parzyste. Wowczas mamy

g(kJ)(I) ) h(ljo)(x) = [(ﬁ* + LU*) + $) + ) + LU*] +x = 9(k+1,l)-

Dowdd dla [ > 1 oraz k — [ parzystego przebiega analogicznie.

Ad 3. gun(®) ®hpo(z) = ([..(z"+2")+2)+..] @ hpo(z) =

("D hpo(r) +z*)+2)+ ... = (..(z+2°) B hp_o)(x)) +2) +2°) + o)+ ... =
(- (2@ hpo0 () +2%) +2)+2%) +2)+ ... =

(- (gp-1,0(x) +2°) +2) +2%) + ) + ... = Ghtpp)(T).

Ad 4. gun(x) @ hpo(z) = (" +2%)+..) + 2] D hpr0(x) + 2 =
(- (2" @ hp-1,0)(

y()) + x*) +2)+ .. = ((r+2")Dhpso(r)) +x)+a*)+x)+.. =
(- (2@ hps0)(r7) +27) +2) + .o = (- (gp-20)(2) +27) +2) + . = Glhrpp-1)(2)-

Ad5. gy (@) @ hoy () = (ol +2%) + ) + 2] + @) + “2 +.) T =
("D hpro(@)+2*)+2)+... = (.(2+2%) D hp-10(x)) —ll—)—";L‘) +a*)+a)+..=
(- (2@ hp-10(2) +27) + 2) + .. = (.(9p.0) (2) +27) + 2) + .. = Glhtpp+1) (2)-

W podobny sposéb mozna zweryfikowaé pozostate przypadki. [ |
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Lemat 11 Niech r # 0; s = [E£2] — [E22] dla | = 1 oraz t = [®=02] — [2=222) dlg
[ >1. Wowczas:
9 (T) @ hpn(T) =
( Gk4p,1) (), dlal=1oraz|r=11ik ¢ 2N] lub [r=2 ik € 2N]|;

Gktpr—2) (), dlal=1,r> 2 oraz k,r € 2N;

Gktpr—1) (), dlal=1,r > 1 oraz k,r ¢ 2N;

Gktpitr—2)(T), dlal > 1 oraz k+1,r € 2N;

Gktpitr—1)(T), dlal>1 oraz k+ 1,7 ¢ 2N;

Gk+p,0) (), dlal=1,k>1orazk+r ¢ 2N, s =0;

G(k+pJetp—2]s|+2) (T),

G(k+pJe+p—2]s+1) (T,

Gk+pJetp—2]t]+1) ()

g(k+p,k+p—2|t\+2)($>7

lub 1> 1 oraz k+r ¢ 2N, t = 0;

dlal=1; k,p € 2N; r ¢ 2N oraz s > 0,
lub k € 2N; p,r ¢ 2N oraz s < 0,
lub k,p ¢ 2N; r € 2N oraz s > 0,
lub k ¢ 2N; p,r € 2N oraz s < 0;

dlal=1; k,p € 2N; r ¢ 2N oraz s <0,
lub k € 2N; p,r ¢ 2N oraz s > 0,
lub k,p ¢ 2N; r € 2N oraz s < 0,
lub k ¢ 2N; p,r € 2N oraz s > 0;

dlal>1; k+1€2N; p,r ¢ 2N orazt > 0,
lub k+1,p € 2N; r ¢ 2N oraz t < 0,
lub k+1 ¢ 2N; p,r € 2N oraz t > 0,
lub k+1,p ¢ 2N; r € 2N oraz t < 0;

dlal>1; k+1€2N; p,r ¢ 2N orazt <0,
lub k+1,p € 2N; r ¢ 2N oraz t > 0,
lub k+1 ¢ 2N; p,r € 2N oraz t < 0,
lub k+1,p ¢ 2N; r € 2N oraz t > 0.
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Dowéd. Liczby s,t sa rezultatem dzielenia liczby wystepowan symbolu * w dziata-
niu g (z) przez liczbe wystepowan symbolu * w dziataniu h,,)(z) dla I = 1 oraz

[ > 1, odpowiednio.

Ad 1. Przypu$émy, ze [ = 1. Latwo zauwazy¢, ze rownosé jest prawdziwa dla r = 1

oraz k nieparzystego. Wezmy teraz r = 2 oraz k parzyste. Wowczas mamy
90e1) () @ hp2y (1) = [gr—11)(2) + 27 B [2 B hp—1,2)(2)] = Grsp) (7).

Ad 2. g1y () © b (T) = [g1) (T) D hir—2,0)(2)] © hp—rya2)(T) =
Jktr—2,—2)(T)BRpry2,2) (T) = [Ghrr—3r—2) () 2] D[2Dh(p—r1.1)(7)] = Ghrpr—2) ().

Ad 3. gan)(®) © by () = [90)(7) © hir—10)(2)] © hippr1y(z) =
Iktr—10-1)(T) D hp—ri1.)(T) = [Gsr—20-1)(2) + 2] © hipri1.)(T) = Grtpr—1) (7).

Ad 4 gun (@) @ hip () = (g (2) B hir—2,0)(%)]  hp-rra2)(2) =
9(k+r—2,l+r—2)($) D h(p—r+2,2) (55) = [g(k+r—3,l+r—2)($) + ZC*] D [ZC ) h(p—v-+1,1)(£€)] =

I(k+pi+r—2)(T)-

Ad 5. g (@) © hpr) (@) = [9n (T) @ hr—1.0)(2)] © hp—ri11)(7) =
Getr—1,47—1)(2)Bhp—r1.1) (@) = [((Getr—2,40r-1) (2) +2)+2* ]| Bh(p—r.2)(T) = Glhtpitr—1) ().

Ad 6. Niechl =1,s =0, k > 1, k bedzie parzyste oraz r nieparzyste. Przepro-

p—r+2]

5. Oczywiscie, 1 > 2,

wadzimy dowod przez indukcje wzgledem i = [%] = |
poniewaz k jest parzyste. Zatem r < p. Wezmy teraz ¢ = 2. Jesli p jest nieparzyste,

to otrzymamy

921 () & hpp-2)(®) = (([9e1) (@) © hp-30) ()] +27) + 2) + 2" =
9p-1-3)(@) ® [(z" + z) + 27| = [((9p-a0)(z) + 27) + z) + 27| ® [(z" + x) + 27| =
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(((9-a0)(z) +27) + 2) + 27) + 2) + 2) + ° =
((((g-10)(@) + 2) + 2) + 2) + ) + T) + T = Gpi2,0)(2)-

W przypadku p parzystego mamy

9e1)(@) ® hpp-3)(2) = ((([92,)(2) © hp-10)()] + %) + ) + ") + @ =
9p-2p-4)(2)B[((2"+2)+2%) +2] = [((9p-s5.0 () +27)+ 1) +2* ]S [((2" +2) +27) +2] =
(((((gp-5.0)(z) + ) + 7) + ") +2%) + ) + ") + 7 =
((gp-50 (@) +2) + @) +2) + 2) + T) + ) + T = gpi2,0)(2)-

Przypusémy teraz, ze lemat jest prawdziwy dla . Wéwcezas otrzymamy

90e,) (@) @ hipr) () = g1 (@) © [9r-1,0) (%) S hip—ri1,1)(7)] =
Iie+r—1,,-1)(T) B hp—r11,1) (%) = [glhtr—2,-1)(T) + 2] @ [27 @ hp—r2)(z)] =
[(h+r—2r-1) (@) + 27) + 2] © hpr2)(2) = [(htr—2,-1)(2) + 7) + 2] B hpr)(2) =
Itktrr+1)(T) @ hip_r2)(T) = [gr0) () © hiae,1)(2)] D hip—r2)(x) =
[(9(r.0) (%) & he—1,1)(®)) + 2] @ [T D hp—r_1,1)(7)] =
[9(r+2,0)(2) @ hge—1,1)(2)] B hp—r—1,1) () =
) =

9(r+2,0)($) D h(kfer 0) ( = g(k+p,0)(ﬂ3)-

Wykazalismy zatem prawdziwosé hipotezy dla ¢ + 1 w rozwazanym przypadku.
Dowody dla pozostalych przypadkow przebiegaja podobnie, wiec je pomijamy.

Ad 7. W tym przypadku i kolejnych trzech rozwazamy tylko pierwszy podpunkt,
poniewaz pozostate mozna udowodnié¢ tymi samymi metodami.

91 (@) © hipry (T) = [9(e1) (T) S hir-1,0)(2)] © hp—rs1,1)() =

Iietr=1,,-1)(2) B Pip—rs1,1)(2) = [9r—2,0)(€) B P11 (2)] B p—ri11)(7) =
[[96—2.0)(%) @ hir—pir11)(2)] © hpr1) ()] B Bipr1) ()] + 2 =

[96—2.0) (%) © hi—ptrr1,0) (2)] B Prap-2r0)(2)] + 2 =
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[g(kfp+2r71,r71)<x) > h(2p72r,0)<x)] +x= g(k+p71,2p77'71)(x) +x =
[90etp—2.20—r—1)(%) + Z] + T = Gotp2p—1+1)(T) = Glhtpfetp—21s|+2)

_ k4+2 _ p—r+l

Ostatnia rowno$¢ wynika z |s| 5 5

Ad 8. g1 (7) & hpry (@) = [90e,1) (@) B hir—1,0)(2)] B hp—ri1,1)(2) =
Iit+r—1,-1) () B hp—r1.1) (T) = [96—2,0)(¥) © higer1,0)(2)] B hip—ri1,1) () =
[90—2,0)(®) & higes1,0)(2)] © higer1,1) ()] B hp—r—12)(7)] =

[90r-2.0)(%) © hart2,0)(2)] © Pipr—1.2)(¥) = G2h0.0) (%) © hpr—1) (2) =

p=r+l _ k+2
5 .

Y(k+p,2k+r+2) (z) = 9(k+p,k+p—2|s|+1)($)- W tym przypadku |s| = 2

Ad 9. gy (@) @ hpry(z) = (g (@) S hir—1,0)(2)] S hp—rs1,1) () =
Iktr—1,14r—1) () D hp—ry1,1)(7) =

[90—ptr—1)(T) B hipri1,1) ()] B hp—ri1,1) () =
Jik—pt2r—214r-1) () B hi2p-2r42,0)(T) = Gerp2p—r+14+1)(T) =

|t| — k=l+2  p—r+2
— —.

g(k+1?7k+p—2|t|+1)(l‘), gdzie .

Ad 10. gy () @ hpr () = (90 () B hir-1,0)(2)] & hp—ri1)(7) =
Gletr—1,147-1)(Z) B hp—ri1,1)(T) =

90120 () @ P11, (2)] © Pe—111,1)(2)] © hip-nti-r2)(¥) =
[Gt4r—2,0) () B hak—2112,0)(%)] B Pp—iti—r2)(T) =

9(2k—117,0)(T) @ hp—rri—r2)(T) = G(hap2r—t1r1+2)(T) = G(hsphtp2lti+2)(T)-

W tym przypadku |¢| = 202 — A=l2 .

Uogolniajac Twierdzenie 23 otrzymujemy nastepujace:

Twierdzenie 24 Kazde n-arqgumentowe dziatanie termowe w *-tgcznym grupoidzie

przemiennym (A, +,*) mozna sprowadzi¢ do nastepujgcej postaci:
f(xla T2, 7~Tn) = (“-(g(khll)(xl) D h(k2,12)($2)) D ) S2) h(kn,ln)<xn)>
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gdzie ki, l; € Ng, k; > 1l; dlat=1,...,n oraz ky + ... + k, # 0. ]

Biorac pod uwage tabele 3.4 przedstawiajaca dzialanie binarne w algebrze dzia-
tan termowych jednoargumentowych grupoidu *-tacznego indukujacego potkrate oraz

uwzgledniajac Lematy 9, 10 oraz 11 otrzymamy:

Whniosek 9 Dowolne n-arne dziatanie termowe w grupoidzie *-tgcznym indukujgcym

potkrate mozna przeksztatcié do postaci:
F@i, o mn) = (2 +22) + ) + 2 (3.11)

dla pewnych 0 < ky < ... <k, <n orazi, € {0,1,2} (r =1,...,p), gdzie

0

20 = o, 2!

=z, 22 =2+ 7",
Jesli w grupoidzie tym spetniony jest dodatkowo warunek (Vr € A) x + x* = a,

to w postaci (3.11) mamy i, € {0,1} (r =1,...,p).

3.3 (-niezalezno$¢ w polkratach.

W rozwazanych *-tacznych grupoidach retrakt g(A) = P, jest potkrata, zatem
aby zastosowaé Twierdzenie 2 konieczne jest zbadanie rodzin zbioréw (Q-niezaleznych
w potkratach. Przedstawione w tym rozdziale twierdzenia dla pétkrat gornych na
zasadzie dualnosci odnosza sie oczywiscie rowniez do potkrat dolnych.

M-niezaleznos¢ w tych algebrach badal G. Szasz w [42].

Twierdzenie 25 Niech £ = (L;V) bedzie potkratq gorng. Zbior X C L jest M-

niezalezny wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdych parami roznych aq, ...,a, € X mamy

Q. ﬁ a V...Va,_1.
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K. Golema-Hartman wykazala (por. [21], [22]), ze X € Ind,(£) wtedy i tylko

wtedy, gdy wszystkie elementy zbioru X sa parami nieporéwnywalne.

Oczywiscie Ind(£, A;) = 2L.

Opiszemy teraz pozostate, omawiane przez nas, rodziny zbioréw (Q-niezaleznych
w polkratach.
Zauwazmy najpierw, ze kazde dziatanie termowe w potkracie mozna jednoz-

nacznie przedstawi¢ w postaci
flzr,my) =2, Voo Voay,

dla pewnych 1 <7; < ... <1, < n.

Twierdzenie 26 Niech £ = (L;V) bedzie pdtkratg gorng oraz Q = So, S lub G.
Wowczas

Ind(£, M) = Ind(L,Q).

Dowé6d. Dowdd mozna przeprowadzi¢ analogicznie do dowodu Twierdzenia 4.
Rozwazamy wowczas dziatania termowe f(z1, ..., 2z,) = x1V..Vz,_ 1V, g(x1, ..., x,) =

a; dla z # a,;

1V ...V x,_1 oraz odwzorowanie p(x) =
a, dlazx=a,.

Oczywiscie w potkratach wszystkie odwzorowania sa zmniejszajace, poniewaz je-
dynym dzialaniem termowym jednoargumentowym jest dziatanie tozsamoSciowe.
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Zauwazmy teraz, ze rodziny zbioréw M-niezaleznych oraz [-niezaleznych w
potkracie gérnej nie musza by¢ jednakowe.

Przyktad.

W przedstawionej potkracie mamy aVb = aVbVe. Z Twierdzenia 25 wynika, ze
zbior {a, b, ¢} nie jest M-niezalezny, gdyz ¢ < a V b. Jest on natomiast I-niezalezny,

poniewaz suma, dowolnych réznych elementow bedzie zawsze réwna elementowi d.

Przypadek ten mozna uogolni¢. Polkrate (L;V) nazywamy niskq, jesli posiada
element najwiekszy, a pozostale jej elementy sa parami nieporéwnywalne. Z punktu
widzenia teorii graféw zbior cze$ciowo uporzadkowany tego typu mozna traktowac
jako graf drzewiasty, w ktorym tylko jeden wierzcholek ma stopien wiekszy niz jeden

(taki graf nazywany jest zwykle gwiazda).

Twierdzenie 27 Niech £ = (L;V) bedzie potkratq. Jesli £ jest potkratg niskg, to
X C L jest I-niezalezny wtedy 1 tylko wtedy, gdy jego elementy sq paramsi nieporowny-
walne. W przeciwnym razie Ind(£, M) = Ind(£,1).

Dowo6d. Niech £ bedzie potkrata oraz X € Ind(£,1). Zalozmy, ze a < b dla
pewnych a,b € X. Rozwazajac binarne dziatania termowe f(z,y) = xVy, ei(x,y) =
y oraz roznowartosciowe odwzorowanie p : X — L dane wzorami p(a) = b, p(b) = a,
p(z) = = dla = # a,b, otrzymamy sprzeczno$¢. Zatem wszystkie elementy zbioru

I-niezaleznego w potkracie musza by¢ parami nieporownywalne.
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Przypusémy teraz, ze £ jest potkrata nisksy, wszystkie elementy zbioru X C L
sa parami nieporéwnywalne oraz fi(ay, ...,a,) = gi(a1, ..., a,) dla pewnych, réoznych
ary..a, € X oraz fi,g1 € TW(L). Z definicji potkraty niskiej wynika zatem
fi(p(ar),...,p(an)) = g1(p(ar), ..., p(a,)) dla dowolnego réznowartosciowego odwzoro-
wania p: X — L. Czyli X € Ind(£,1).

Zalozmy teraz, ze £ nie jest potkratg niska, X € Ind(£,I) oraz X ¢ Ind(£, M).
7 Twierdzenia 25 otrzymujemy b, < b; V ... V b,_; dla pewnych, parami réznych
by,....b, € X. Stad by V...V b._1 =b; V...Vb._1 Vb.. Rozwazmy nastepujace dzia-
lania termowe: fo(x1,...,x,) =21V ...V X,y oraz go(x1, ..., T,) =21V ...V Tp_1 V T,
Oczywiscie fa(by,...,b.) = ga(b1, ..., b.). Zdefiniujmy odwzorowanie p; nastepujaco:

bg\/bg dlax:bl,
p(z) =
x dla x # b;.

WykazaliSmy wczesniej, ze elementy zbioru /-niezaleznego musza by¢ parami niepo-
rownywalne, zatem powyzsze odwzorowanie jest réznowartosciowe. Co implikuje
fo(p1(b1), ..., p1(br)) = g2(p1(b1), ..., p1(by)). Stad mamy byV...Vb,_1 = byV...\Vb._1 Vb,
Po r — 3 takich krokach otrzymamy b,_5 V b,_1 = b,_5 V b,_1 V b,.. Rodzina zbioréw
I-niezaleznych jest dziedziczna zatem {b,_2, b,_1,b,} € Ind(£,I). Poniewaz rozwazana
potkrata nie jest niska, wiec istnieja rézne elementy cy,co € L takie, ze ¢ V co #
by—o V by_.

Przypusémy najpierw, ze ¢ V co > b._o V b._;. Rozwazajac odwzorowanie

b; dla ¢ # r;
roznowartosciowe po(b;) = (i=r—27r—1r7),

cgVe dlai=r

otrzymamy b, oV b,y =b._oVb._1Vcy Ve, astad b,_oVb._1 = c1V o, cO przeczy
zalozeniu.

Zalozmy teraz, ze ¢; V ¢y # b._o V b._1. W tym przypadku odwzorowanie
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G dlat=r—-2,r—1,;
ps3(b;) = (i=r—2,r—1,7)

bT,Q V br,1 dla 7 = T

jest réznowartosciowe. Korzystajac z [-niezaleznoSci rozwazanego zbioru uzyskamy
c1tVea=c1VeaVb_oVb._1. Wobec tego ¢; Ve > b5V b1, sprzecznosc.

Reasumujac X € Ind(£, M). [

3.4 (-niezalezno$¢ w pewnych grupoidach *-tgcznych.

Latwo zauwazy¢, ze w grupoidzie *-tacznym indukujacym potkrate 2 = (A; +,*)
mamy O(a) = w (czyli element a jest beztorsyjny) wtedy i tylko wtedy, gdy a ¢ Pj.
A takze O(a) = ¢ wtedy i tylko, gdy a € P4. Ponadto

Lemat 12 p jest odwzorowaniem zmniejszajgeym grupoidu indukujgcego potkrate

(A;+,%) wtedy i tylko wtedy, gdy p(a) € Py dla kazdego a € Pjy. O

Z Twierdzenia 2(a) wynika

Lemat 13 Niech A = (A;+,*) bedzie grupoidem *-tgcznym indukujgecym potkrate.

Wowczas dla kazdego a € A mamy
(i) {a} € IndA, M) < {a} € Ind(A,I) < {a} € Ind,(A) < a ¢ Pa;

(i) {a} € Ind(2,Q) dla Q = S, Sy, G. d

Twierdzenie 28 Niech A, = (A;+,") bedzie grupoidem *-tgcznym indukujgcym
pdtkrate spetniajocym warunek (Ic € A) (Vo € A) [x + 2* = ¢|. Dla dowolnego

X C A nastepujgce warunki sq rownowazne:
() X € Ind(A,, M);
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(B) X € Ind(2.,S);

(7)) (. (B + bR) +...) + b # ¢ dla kazdych parami réznych by, ....b, € X oraz
iv €{0,1} (k=1,...n).

Ponadto X € Ind(.,G) < X \ {c} € Ind(., M).

Dowo6d. Wobec (1.1) implikacja (o = ) jest oczywista.

Przypusémy zatem, ze X € Ind(A., S) oraz (...(0% + b2) + ...) + bir = c dla
pewnych parami réznych by, ....b, € X, i, € {0,1} (k = 1,...,n). Rozwazmy odw-
zorowanie p : X — (X)g zdefiniowane wzorami:

by dlai, = 1:
p(by) = dla k=1,2 oraz p(x) =z dla x # by, by

br dla iy = 0;
oraz dziatania termowe fi(zy,...,7,) = (..(x +2B) + ..) + 27, o2y, ..., 20) =
Korzystajac z S-niezaleznosci zbioru X otrzymamy (...(by + by) + ...) + b’ = ¢. Stad
(...(b5 +b2) + ...) + bi» = c. Po skoticzonej liczbie takich krokow otrzymamy b = c,
czyli b, = c. Jesli zastosujemy wlasnosé (3.9), to w analogiczny sposob mozemy

otrzymac by = c dla kazdego k =1, ...,n. Wbrew zalozeniu.

Przypusémy teraz, ze zbior X C A spelnia warunek (v) oraz
f1(b1,...,bn) = fa(by, ..., b,) dla pewnych réznych fi, fo € T™(2,), by, ...,b, € X.
Na mocy Wniosku 9 mamy
filmy, ) = ((@l +22) + ) + x;’;, folar, ey zy) = (@l +22) +..) + 2]’
dla pewnych, réznych podciagow 0 < k; < ... <k, <n; 0<[ < .. <[ <noraz
1y ey by J1s ooy Jr € {0,1}. Zatem

(b +02) + )+ b = (0 +52) + ) + by

Poniewaz f; # fo, wiec istnieja liczby s it takie, ze l; ¢ {ki, ..., ks—1, kst1, ..., kp} Oraz

(bje XP==) £ (b{:)X(T_t). Wowezas, stosujac wlasnosé (3.9), otrzymamy
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(bt 4 B2) 4 ) B ) B ) 4 )+ (b )X =

kst1

= (O )+ + b + b]t“) )+ bji) + ()X~ Dodajac do obu stron

li—1 lev1

réwnania (by )XP~*) i korzystajac z wlasnosci (3.4) mamy

(B, +02) + ) B ) B )+ B2+ [0 )X+ (Bl )] =

kst1

= [0 B ) U B )+ BT [0 (b )

le—1 le41
Stad ¢ = [(...(0]" +02) + ...) + bl + (b2 )X, jesli I, # k.
W przypadku, gdy I, = ks mamy x(r —t) = x(p — s) + 1(mod 2). Wowczas
€= [ (B + b)) 0+ B ) BT [ N0 4 (] =

l—1 lt41

= [0 B2 ) B B )+ B () =

li—1 lev1

(O B2) )+ ) B 4 ) + ] (B0 =

lt—1 Lt

[((b{li + bff) + ..+ b]t’l) + bzt) + ) + ) + b7l W obu tych przypadkach

li—1 lt41

otrzymujemy sprzecznos$¢ z zatozeniem. Czyli X € Ind(2., M).

7 wlasnosci (1.4) mamy X € Ind(2.,G) < X\{c} € Ind(.,G). W rozwazanej
algebrze Py = {c}, czyli wszystkie elementy zbioru X \ {c} sa beztorsyjne, zatem
na mocy wlasnosci (1.4) i (1.7) otrzymujemy X \ {c} € Ind(2A.,G) & X \ {c} €
Ind(A., M). [

Z Twierdzenia 2(d) wynika, ze szukajac zbioréw M oraz [-niezaleznych musimy
wybierac¢ elementy sposrod roznych klas F;,. To samo dotyczy S oraz Sy-niezaleznosci,
jesli dany zbiér nie zawiera si¢ w pewnej klasie (Twierdzenie 2(e)). W grupoidach

implikujacych potkraty wtasnosé¢ ta dotyczy rowniez G-niezaleznosci.

Whiosek 10 Niech A = (A;+,*) bedzie grupoidem implikujgcym potkrate oraz by, by €
F, dla pewnego a € Py. Wowczas {by,by} ¢ Ind(2, G).

Istotnie, w kazdej klasie F} jest dokladnie jeden element z P,. Zatem, mozemy
przeprowadzi¢ dowod analogiczny do dowodu Twierdzenia 2(d), przyjmujac za a

ewentualny element z Py. Wowczas zdefiniowane we wspomnianym dowodzie odw-
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zorowanie p; bedzie zmniejszajace, na mocy Lematu 12. |

Natomiast zbiory ztozone z elementow pewnej klasy abstrakcji moga by¢ zbio-
rami t-niezaleznymi w rozwaznych algebrach.
Przyklad 5°. W grupoidzie implikujacym potkrate rozwazanym w Przykladzie 5
zbior {g, k} C F, jest t-niezalezny. Ponadto w rozwazanej algebrze zbior {c, e} nalezy
do rodziny zbiorow G-niezaleznych, chociaz ¢ € g(A) i e ¢ g(A). Wynika stad, ze

Twierdzenie 2(f) nie jest prawdziwe dla G-niezaleznosci.

Na mocy Twierdzenia 2(b) kolejnym warunkiem koniecznym dla M-niezaleznosci
zbioru X jest g(X) € Ind(g(), M). Wykazemy, ze w przypadku grupoidéw impliku-
jacych potkraty implikacja ta jest prawdziwa rowniez dla S, Sy oraz G-niezaleznosci.

Oznaczmy przez Xp = {x + 2* | x € X} = g(X).

Twierdzenie 29 Niech A = (A;+,*) bedzie grupoidem implikujgcym potkrate,
X CAoraz |X| > 1. Jesli X € Ind(A,Q), to Xp € Ind(Pa,Q) dla Q = 5,5y,G

oraz I.

Dowéd. Przypusémy, ze X C A, | X| > 1 oraz Xp ¢ Ind(Pa, Q) dla Q = 5, 5, G.
Zgodnie z Twierdzeniami 25 i 26 w polkracie B4 zachodzi

g(b1) +g(be) + ...+ g(bp—1) = g(b1) +g(b2) + ...+ g(by—1) + g(by,) dla pewnych, parami
roznych g(by), ..., g(b,) € Xp. Stad

(or((br +07) + (b2 +03)) + ...) + (b1 + b5 _y) =
(3.12)
(o((by +07) + (ba +b3)) + ...) + (bp—1 + b}, 1)) + (b, + 1},).
Zdefiniujmy nastepujace dziatania termowe

fi(zy, omy) = (e +25) + (e +23) + ) + (g + 25 ),
gi(1,wn) = (@1 +27) + (22 +23)) + ) + (Tao +2521) + (20 + 27).
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Zakladajac, ze X € Ind(2, Sy) oraz rozwazajac odwzorowanie

by dlaz # by;
pi(z) =
b, dlax=0b,.

otrzymamy ¢(b1) = g(b1) + g(b,), a stad, wykorzystujac Sp-niezaleznosé zbioru X,
mozna tatwo wykazac, ze g(by) = g(by), co przeczy zalozeniu.

Wobec (1.2) oraz Twierdzenia 26 rozwazana implikacja jest prawdziwa rowniez
dla S-niezaleznosci.

Jeslib; ¢ Py (i = 1,..,n), to odwzorowanie p; jest zmniejszajace. W przeciwnym
razie wystarczy w definicji odwzorowania p; w miejsce b; wzia¢ dowolny element,
ktory nalezy do P4. Zatem implikacja ta jest prawdziwa réwniez dla G-niezaleznosci.

Przypusémy teraz, ze X € Ind(2, ) oraz Xp ¢ Ind(*Ba, I). Namocy Twierdzenia
2(a) odwzorowanie

bg—i—b% dlax:bl;
po(x) = jest réznowartodciowe, poniewaz X N Py = ().

x dla x # by
Jesli potkrata P4 nie jest niska, to z Twierdzenia 27 mamy Xp ¢ Ind(Pa, M).

Mozemy zatem przeprowadzi¢ analogiczne do powyzszego rozumowanie otrzymujac
z warunku (3.12) réwnos¢
(((bg+03) + o) + (b1 + 05 1) = (((b2 +03) + o) + (bur +05_1)) + (b + 11).
Po skonczonej liczbie takich krokow uzyskamy g(b,_1) = g(b,_1)+9g(by), co implikuje
g(bn—1) = g(by), whrew zalozeniu.

W przypadku, gdy potkrata 4 jest niska, z zalozenia wynika, ze w zbiorze
Xp istnieja conajmniej dwa elementy poréwnywalne ze soba. Zatem mamy warunek
(3.12) dla n = 2. Wowczas, wykorzystujac I-niezaleznosc zbioru X, tatwo wykazac

sprzecznosc. [ |
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7 Twierdzenia 2(c) i Twierdzenia 29 otrzymujemy natychmiast nastepujacy:

Whiosek 11 Niech A = (A; +,*) bedzie grupoidem indukujgcym potkrate. Wowcezas
(VX C Py) [X € Ind(,Q) & X € Ind(Pa, Q)]
dla QQ = S, Sy oraz G.

3.5 Quasigrupy *-laczne.

Grupoid *-taczny (A; +,* ) nazywamy quasigrupq *-tgczng, jesli (A; +) jest quasi-
grupa.

Rozwazmy grupoid *-taczny (A;+,*) speliajacy nastepujace warunki:
(Fe€e A) (Va€e A) e4+a=a", (3.13)

Vae A)(Fbe A) b+a=¢, (3.14)

gdzie € jest elementem spelniajacym warunek (3.13).

Wykazemy, ze tak zdefiniowany grupoid jest quasigrupa.

Lemat 14 Niech (A;+,*) bedzie grupoidem *-tgcznym oraz € € A spetnia warunek
(3.13). Wowczas € € Pa, € nalezy do centrum algebry A oraz jest jednoznacznie

okreslony.

Dowo6d. Wykazemy najpierw, ze e = ¢*. Z warunku (3.13) oraz aksjomatow (3.1),
(3.2) wynika, ze x* 4+ ¢* = x dla wszystkich x € A. Podstawiajac y w miejsce
x* (poniewaz * jest "ma" A), otrzymujemy y + ¢* = y* dla kazdego y € A. Stad

£+¢e* =¢* az warunku (3.13) e + ¢* = (¢")* = ¢. Czyli € = ¢*. Zatem

(Fe€e A) (Va€e A) a+e=a"=c+a. (3.15)
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Element ¢ komutuje ze wszystkimi elementami zbioru A, zatem nalezy do centrum
rozwazanej algebry. Co wiecej, € + ¢ = € = €*. Zauwazmy, ze element ¢ jest jednoz-
nacznie okreslony. Rzeczywiscie, niech ¢, ¢’ spetniaja (3.13), wowczas, korzystajac z

warunku (3.15), mamy e = e* =¢ec+4¢' = (¢)* =€, |

Lemat 15 Niech (A;+,") bedzie grupoidem *-tqcznym spetniajgcym warunki (3.13)

i (3.14). Jesli a,b € A ib+a = ¢, to b jest jednoznacznie okreslony oraz a+b = e.

Dowéd. Dla dowolnego a € A istnieje b € A spelniajace warunek b+a = €. Rowniez

dla elementu b mamy ¢+ b = ¢ przy pewnym c € A. Wowcezas
cf=cte=ct+er=c+(bt+a)=(c+b)+a=c"+a=c+a=a"
Stad a = ¢, poniewaz odwzorowanie x — z* jest roznowartosciowe. Zatem

Vae A) (Fbe A) b+a=c=a+0b. (3.16)

Wykazemy teraz, ze element b z warunku (3.14) jest jednoznacznie wyznaczony przez

a. Niech by, by spelniaja (3.14). Wtedy
bT :€+b1 :€*+bl = (bg+a)*+bl :b2+(a+b1)* :b2+€:b;7

a wiec by = bs. [ |

Twierdzenie 30 Niech A = (A; +,*) bedzie grupoidem *-tgcznym. Wowcezas nastepujgce

warunki sqg rownowazne:
(1) A spetnia (3.13) oraz (3.14);
(2) (A;4) jest quasigrupg.

Dowéd. Przypusémy, ze algebra 2 spetnia warunki (3.13) i (3.14). Udowodnimy, ze

dla dowolnych a,b € A rownania a+x = b, y+a = b majg jednoznaczne rozwigzania.
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Zalozmy, ze a+x = b. Zatem (a+z)* = b*. Z Lematu 15 wynika, ze istnieje doktadnie
jedno ctakie, ze c+a = e. Stad c+(a+z)* = c+0b*, a takze (c+a)*+z = c+b*. Czyli
e*r = ¢b*. Na mocy Lematu 14 mamy ¢ + 2 = ¢ + b*. Stosujac (3.13) uzyskujemy
x* = c+ b*. Co implikuje x = b + ¢*. Podobnie mozna wykazaé, ze y = d* + b dla
pewnego elementu d € A jednoznacznie wyznaczonego przez a.

Przypusémy teraz, ze (A;+) jest quasigrupa. Dla ustalonego elementu a € A
istnieje €, takie, ze £, + a = a*, poniewaz (A, +) jest quasigrupa. Nalezy wykazaé,
ze dla kazdego b € A mamy ¢, + b = b*. Wezmy zatem b € A. Oczywiscie ¢ +a* =b
dla pewnego ¢ € A. Stad (e, +0)" =0 +¢; = (c+a") +¢; =c+ (a" +€))* =
c+ (e +a) = c+a* =b. W konsekwencji otrzymujemy &, + b = b*, czyli grupoid
spelnia warunek (3.13).

Rozwazmy teraz rownanie x + a = €. Ma ono jednoznaczne rozwiazanie, zatem

w algebrze (A;+,*) zachodzi warunek (3.14). |

Przyktlady.
1) Rozwazmy zbior A = {e,a,b,c} wraz dzialaniem binarnym @ zdefiniowanym

Tabely 3.5 oraz z inwolucja * taka, ze ¢ =<c*, a* =0, ¢ = c.

®lel|lalbdb]|ec

elel|lblalc

alblel|lc|a

bla|c|lel|b

clclalb|e

Tabela 3.5:

Wowczas (A;+,%, ¢) jest quasigrupa *-taczna.
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2) Algebra (Z;®,*), gdzie x ® y = —(x + y) + 3a (dla ustalonego a € Z) oraz
¥ = —x + 2a jest quasigrupa *-taczna.

Ponadto grupoid *-taczny (Hy,®,") zdefiniowany w rozdziale 3.1 (Przyktad 2,
strona 43) oraz grupoidy opisane w Przyktadach 3,4 (strona 44) tegoz rozdziatu sa
roOwniez quasigrupami *-tacznymi.

Kolejne przyktady quasigrup *-tacznych otrzymamy, gdy w grupoidzie
*tacznym (A; 4+, ) istnieje idempotent e. Mozemy wowczas zdefiniowaé zbior Q. w

nastepujacy sposob:
Qe={acAleta=a+e=a* a+b=>b+a=edlapewnego b e A}.

Twierdzenie 31 Niech 2 = (A; +,*) bedzie grupoidem *-tgcznym. Wowcezas (Qe; +,")

jest quasigrupg *-tgczng oraz
Qe={acA]l a*ee+AN(A+e),ec(a+A)N(A+a)}.

Dow6d. Udowodnimy najpierw, ze Q. jest podalgebra algebry 2. Niech a € Q..
Wtedy a +e = e+a = a* oraz a +b = b+ a = e dla pewnego b € A. Zatem
e+a* =(a+e) = (a*)*=a=a"+e, a*+b*=(b+a)" =e=>b"+a*. Coimplikuje
a* € Q..

Przypusémy teraz, ze a,b € Q.. Stada+c=c+a=corazb+d=d+b=e

dla pewnych ¢, d € A. Wowczas

e+ (a+b)=(e+a)+b=a"+b=a+b, (a+b)*+e=a+(b+e) =a+b,
(a+b0)*+(d+c)* =a+b+(d+e)) =a+(b+d)*+c)" =a+ (e+0)* =
(a+e)+c=a+c=e=(d+c)*+ (a+b)".

Tak wiec (a + b)* € Q., co implikuje a + b € Q..
Aby udowodni¢, ze Q. 2 {a € A : a* € (e+A)N(A+e), e € (a+A)N(A+a)},
przypusémy, ze a* € (e + A)N(A+e€) oraz e € (a + A) N (A + e). Zatem
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*

a* =e+p a =qg+e e =a+roraz e = t+ a dla pewnych p,q,r,t € A.
Stade+a=e+ (e+p) =(e+e)*+p=e+p=a*. Analogicznie a + e = a*.

Wezmy teraz b= (t +e)*. Wtedy t+e=t+e*=t+(a+r)"=(t+a) +r=
e+r = (t+a)+r. Czyli (t+a)+r =b"=t+(a+r),astad a+b=a+((t+a)+r)* =
a+(e+7)* = (a+e)" +r=a"+r =a+r =e. W podobny sposéb mozemy udowod-

nic¢, ze b+ a = e. W rezultacie otrzymamy a € Q.. [ |

Niech 21 = (A;+,*,¢) bedzie quasigroupa *-taczng. Dla dowolnego a € A oz-
naczmy przez —a element spetniajacy warunek a+(—a) = e. Piszemy a—b w miejsce
a+ (—b). W dalszych naszych rozwazniach unarne dzialane a — —a dodajemy do

zbioru dziatan fundamentalnych algebry 2.

Twierdzenie 32 Niech (A;+, —*,¢) bedzie quasigrupg *-tgczng. Wowcezas nastepu-

jace warunki s¢ rownowazne:
(1) (Va€ A)a=a*;
(2) (A;+,—,¢) jest grupg przemienng.

Dowdd. (1) = (2). W quasigrupie *-lacznej zachodzi warunek (3.15). Z zalozenia
wynika zatem a+¢ = a = e+a. Warunek (3.16) gwarantuje, ze dla kazdego elementu
istnieje element przeciwny. Oczywiécie + jest taczne i przemienne.

(2) = (1). Konsekwencja Twierdzenia 18. [

Udowodnimy teraz kilka prostych wtasnosci dziatan w quasigrupie *-tacznej oraz

*-tacznej quasigrupie przemienne;.

74



ROZDZIAL 3. Q-NIEZALEZNOSC W PEWNYCH ALGEBRACH NIELACZNYCH.

Lemat 16 Niech (A;+,—,*,¢) bedzie quasigrupg *-tgczng. Wowcezas dla dowolnych

a,b,c € A mamy:

(c) a=bsa—b=c¢;
(d) a+b=c & a=-b"+c & b=c—a¥
() a+c=b+c=a=borazc+a=c+b=a=0.

Dowod. Ad. (b) (a+0b)+ ((=b) + (—a)) = (a+b) + ((—a*) + (=b*))" =
= ((a+b) + (=a")" + (=b") = ((b" + a*)" + (=a"))" + (=b") =
="+ (a* + (—a*) ) + (=b*) = (b* + )" + (=b*) =b" + (=b*) = <.

Proste dowody pozostalych wlasnosci pomijamy. [

Lemat 17 Niech (A;+,—." ) bedzie przemienng quasigrupg *-tgczng , a € A oraz

1=0,1. Wowczas
(e) —(a—a")=(a—a"),
(f) a'+(a—a*)=d,

(9) (at+a)+(a—a) =a+d 0

Opiszemy teraz ogdlng postaé¢ dziatan termowych w *-tacznych quasigrupach
przemiennych. W tym celu zdefiniujmy T, i T, jako zbiory terméw postaci g ()
(wzor (3.10)) spelniajacych odpowiednio nastepujace warunki:

1) l=0dla k =2; [ =1dlak nieparzystych; [ =3 dla k > 21 k parzystych;
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2)l=0dlak=1; I =1dlak parzystych; | =3 dla k > 1i k nieparzystych.

Oznaczmy
f(k,l,m,n) (33) = (k) (ilf) + 9(m,n) (3j - ZE*>, (317)
gdzie k,I,m,n € Ny, g(o,0)(x) = € oraz jesli m # 0, to

9y (@) € Ty 1 gmmy(x) € Ta] lub (g () € T2 i gomn)(z) € T4

Twierdzenie 33 Kazde unarne dziatanie termowe w *-tgcznej quasigrupie przemien-

nej (A;+, =%, €) mozna przeksztatcic do postaci £ fi i nm)(2).

Dowéd. Oczywiscie kazda *-laczna quasigrupa jest rowniez *-lacznym grupoidem.
Na mocy Twierdzenia 23 dzialania termowe postaci g (), a takze —gg.)(2) naleza
do zbioru dzialan termowych *-tacznej quasigrupy przemiennej. Z wiasnosci (3.5)
oraz Lematu 16(a) i (b) wynika, Ze g () £ gimn)(z — 2*) oraz

—9ked)(T) £ Gimmn) (@ — =*) réwniez do niego nalezy. Na mocy Lematu 17(a) sa one

rownowazne z £[g(.1) () + gumn) (€ — %) = £ fik1nm) ().

Rozwazamy tylko dzialania termowe postaci f(xinm)(®), poniewaz dla dziala-
nia termowego postaci — f(inm) () dow6d przebiega analogicznie. Dla ¢ = 0,1

zdefiniujmy j = i + 1(mod 2).

Na poczatek zauwazmy, ze w przypadku m # 0 wystarczy rozpatrywaé tylko
dzialania termowe postaci g («) nalezace do Ty lub T, poniewaz pozostate mozna
przeksztatci¢ do zadanej postaci: % f 1 ms i) ().

Przypusémy zatem, ze [ = 2. Dla k = 2 otrzymamy
feonm (@) = (& + &) + g (@ — %) =(x + %) + [gun-1,)(z — %) + (x — 2¥)"] =
[0 + gom—1,m)(x — )] + [2" + (2 — 2)] = [27 + g1 (x — 2%)] + 2° = (27 +27) +

gzkm—l,n) (ZE - I*>7 gdZie T+ 1t = g(gﬁ‘)(l’) € Ty lub Ts.
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Dla k > 2 oraz k parzystego mamy
fg2.0m) (T) = 912) (@) + Gy (2 — 27) =

(& +27) & g2 ()] + [gom-1m)(z — 27) + (z — 27)'] =

[((#7 ® gr—22)(2) + 2] + [gim-1m) (z = 2°) + (z — 27)] =

(2" + (2 — 2*) ]+ [(27 © 92,2 (*)) + Gam-1,m) (z — 27)] =

o'+ (27 @ gr—22)(7)) + Gm-1m)(x — 27)] =

[27 + (27 © go—22) ()] + g *(m-1m) (¥ — 27) =

(27 +27) @ g—2,2) ()] + g *(m-1,m) (¥ — 7).
Po skoriczonej liczbie podobnych krokéw otrzymamy f v m ny (), gdzie m’ = 0 lub
g vy () nalezg do Ty or Ty. Zatem mozemy przyjac, ze | # 2.

Oczywiscie (z + z) + x = (z + 2*) + 2" zatem, stosujac powyzsze metody
uzyskujemy [ < 3 dla k > 3. W konsekwencji, g (z) € Ty lub g (z) € To.

Poniewaz gpo)(x — %) = (v — %) + (x — 2*)* = € oraz g (v — 2%) =
(=2 + (z —2)) + (x — 2%) = (x — 2*), wiec term g(mn) (¢ — 2*) nalezy do T,
lub T,.

Przypusémy teraz, ze g (%), gmn)(®) € T1. Wowcezas dla k = 1,m = 1 otrzy-
mamy fi1.1,0(®) = ga,)(x) + ga(r — 2*) = 2%, z Lematu 17(b). Czyli mozemy

dziatanie termowe przeksztalci¢ do formy fi v n m (), gdzie m' = 0.

Dla k = 1,m > 1 otrzymamy f(11,n.m) (%) = 9a,1)(%) + gmn)(z — 2*) =
T+ (Gm-rm(@ — %) + (2 —2%) = (2 + (2 = 2%) + gy (7 —77) =

v + gzkmflvn) (x - x*) = 9(1,0) <m) + g(mfl,n) (l’ - x*)7
gdzie gq1,0)(z) € T2 1 gf,,_y (x — 27) € Ty

Dla k > 1,m = 1 zauwazmy, ze fzi1,1)(%) = g () + 9a,1)(z — 2%) =
(-1 (x) +2)+(x—27)" = (z+(z—a")) +Gk-1,) () = 9ix—1p (@) +z. Stad m" = 0.
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W przypadku k =2 1m = 2, z wlasnosci (3.5) i Lematu 17(b) mamy

f(2,0,2,0) (55) = 9(2,0)(37)-

Dla k = 2 oraz m > 2 otrzymamy
feonm (@) = (@ +2) + (gom-1m(z —3") + (x — 2%)) =
(x+(x—2%) + (@ 4+ gm-1n(x — 7)) =2+ (T + gm-1n)(® — 2%)) =
(@ +2") + gl (@ —2") = (+27) + (g _om(@—2") + (z —27)) =
(z+2) 4+ (x — %) + gom-2n)(x — %) = ((x + 2%) + (z — 2¥))+
Yim—2)(® —27) = (( + 27)" + (2 = 27)) + gm-2m) (x — 27) =
(2" + 2%) + gum—on)(z — 2*), gdzie go1)(z) € Ty oraz gum_on)(r —z*) € Ty.

W przypadku k& > 2, m = 2 uzyskamy
Jiz0)(@) = (ge-10(@) + ) + ((z —27) + (z —27)) =
(w=2")+2)+(gp-1(2) + (@ —2")) = 2+ (g-1(x) + (2 —27)) = T+ ((gr-20)(x) +
r*) + (z — 2") =z + (gf_op(@) + (@ + (. — 27)") = +(9(k (@) +27) =
(9(k—20y(®) + 27) + 2. Zatem m’ = 0.

Dla k > 2,m > 2 mamy funm) () =

(92 (2) +27) + 2) + (gom—2m) (2 = 27) + (z = 27)") + (z = 27)) =
(Gl (2) + (27 + 27)) + (gl —gmy (= 27) + (2 = 27)" + (z — 27)7) =
(G2 (%) + Glogmy (@ = 7)) + (2" + 27) + ((2 —27)" + (z — 27)7) =
(9le2.) (%) + Glogmy (= 7)) + (27 + 27) =

(

(@ + 2) + g{an) ( )) + Gm—2.n)(x — 2*). Po skoriczonej liczbie podobnych przeksz-

talcen uzyskamy dzialanie termowe o zadanej postaci.

Analogiczny wniosek otrzymamy dla g (%), gimn)(z) € Ts. [
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