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Wst¦p

W latach 50-tych ubiegªego wieku E. Marczewski zaobserwowaª zwi¡zek mi¦dzy

liniow¡ niezale»no±ci¡ wektorów oraz teorio-mnogo±ciow¡ niezale»no±ci¡ zbiorów.

Staraj¡c si¦ uj¡¢ oba te poj¦cia w jeden wspólny schemat, zaproponowaª poj¦cie

niezale»no±ci zde�niowane dla dowolnej algebry ogólnej i nazwane po¹niej M -nieza-

le»no±ci¡. Poj¦cie to, rozwa»ane w odpowiednich algebrach, daªo szereg uprzednio

zde�niowanych rodzajów niezale»no±ci. Oprócz wy»ej wspomnianych, tak»e nieza-

le»no±¢ liniow¡ punktów lub liczb, niezale»no±¢ algebraiczn¡ w teorii grup abelowych,

niezale»no±¢ algebraiczn¡ w teorii liczb (lub ogólniej, w teorii rozszerze« ciaª), nieza-

le»no±¢ wielomianów, niezale»no±¢ funkcji ci¡gªych, niezale»no±¢ logiczn¡ aksjomatów

i wiele innych.

W schemacie M -niezale»no±ci nie udaªo si¦ jednak zawrze¢ wielu wa»nych po-

j¦¢, mi¦dzy innymi niezale»no±ci ze wzgl¦du na operator domkni¦cia, niezale»no±ci

stochastycznej oraz niezale»no±ci zde�niowanych przez J. Schmidta, S. �wierczkow-

skiego i G. Grätzera. W 1966 roku E. Marczewski zauwa»yª, »e poj¦cia te mo»na

wyrazi¢ w j¦zyku odwzorowa« i rozszerze« do homomor�zmów i przedstawiª bardziej

ogólny schemat zwany niezale»no±ci¡ wzgl¦dem rodziny odwzorowa«, b¡d¹ krócej

Q-niezale»no±ci¡.

Badaniem rodzin zbiorów Q-niezale»nych w grupach abelowych, algebrach quasi-

liniowych, algebrach Boole'a i ich reduktach regularnych zajmowaª si¦ K. Gªazek

w pracy [18].
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Niniejsza praca jest po±wi¦cona badaniu Q-niezale»no±ci w algebrach Stone'a

oraz w pewnych algebrach nieª¡cznych.

Rozdziaª pierwszy zawiera podstawowe de�nicje i wªasno±ci rodzin zbiorów

Q-niezale»nych. Twierdzenie 2 dotyczy algebr, w których w±ród dziaªa« termowych

wyst¦puje retrakcja. W twierdzeniu tym podany zostaª zwi¡zek mi¦dzy Q-niezale»no±-

ci¡ w danej algebrze, a niezale»no±ci¡ w jej retrakcie i klasach abstrakcji generowanych

przez kongruencj¦ indukowan¡ przez retrakcj¦.

W drugim rozdziale badane s¡ rodziny zbiorów Q-niezale»nych w algebrach

Stone'a, w oparciu o trójkow¡ reprezentacj¦ tych algebr. Szkielet algebry Stone'a,

b¦d¡cy równie» jej retraktem, jest algebr¡ Boole'a, a ka»da klasa abstrakcji kon-

gruencji Glivenki, to»samej z kongruencj¡ indukowan¡ przez retrakcj¦, jest krat¡

dystrybutywn¡. W zwi¡zku z tym, w paragra�e 2.2, dotychczasowe rezultaty bada«

zbiorów Q-niezale»nych w kratach dystrybutywnych uzupeªnione zostaªy o charak-

terystyk¦ rodzin S, S0, G oraz I-niezale»nych w tych algebrach. Natomiast paragraf

2.3 to krótki przegl¡d wyników bada« nad Q-niezale»no±ci¡ w algebrach Boole'a.

Twierdzenie 10 podaje warunek konieczny i dostateczny na to, aby podzbiór

pewnej klasy abstrakcji kongruencji Glivenki byª S0 i A1-niezale»ny w algebrze Stone'a.

Twierdzenie 13 charakteryzuje rodzin¦ zbiorów t-niezale»nych w algebrze Stone'a.

W Twierdzeniach 14 i 15 zawarte s¡ warunki konieczne dla M , I, S, S0 oraz A1-

niezale»no±ci zbioru w rozwa»anej algebrze.

W rozdziale trzecim de�niujemy pewne uogólnienia póªgrup i grup przemiennych,

mianowicie grupoidy i quasigrupy ∗-ª¡czne. Algebry te w zbiorze swych dziaªa« fun-

damentalnych zawieraj¡ inwolucj¦.

W rozdziale tym podajemy równie» podstawowe wªasno±ci grupoidów ∗-ª¡cznych

oraz ich zwi¡zki z póªkratami (Twierdzenia 21 i 22). Twierdzenia 23 i 24 opisuj¡ dzia-

ªania termowe w przemiennych póªgrupach ∗-ª¡cznych, które speªniaj¡ istotn¡ rol¦

w badaniu Q-niezale»no±ci. Wyró»niona zostaªa równie» pewna klasa grupoidów
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∗-ª¡cznych, których retraktem s¡ póªkraty. Wst¦pem do badania Q-niezale»no±ci

w tych algebrach jest paragraf 3.3 zawieraj¡cy oprócz wyników dotycz¡cych M i

t-niezale»no±ci w póªkratach tak»e opis rodzin zbiorów S, S0, G oraz I-niezale»nych.

W paragra�e 3.5 podane zostaªy ogólne wªasno±ci i opis dziaªa« termowych w quasi-

grupach ∗-ª¡cznych.
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Rozdziaª 1

Podstawowe de�nicje i wªasno±ci

zwi¡zane z Q-niezale»no±ci¡.

Dla danej algebry A = (A; F) oznaczmy przez T(n)(A) (n = 1, 2, ...) rodzin¦

wszystkich n-argumentowych dziaªa« termowych algebry A, to znaczy najmniejszy

ze wzgl¦du na inkluzj¦ zbiór speªniaj¡cy warunki:

i) en
i ∈ T(n)(A), (rzutowania en

i (x1, x2, ..., xn) = xi, dla i = 1, 2, ..., n, s¡ n-argumen-

towymi dziaªaniami termowymi);

ii) je±li g1, g2, ..., gk ∈ T(n)(A) oraz f ∈ F jest k-argumentowym dziaªaniem fun-

damentalnym, to

f̂(g1, g2, ..., gk)(x1, x2, ..., xn) = f(g1(x1, x2, ..., xn), ..., gk(x1, x2, ..., xn)) ∈ T(n)(A).

Przez T(0)(A) oznaczmy zbiór wszystkich staªych algebraicznych, traktowanych jako

nularne dziaªania termowe algebry A.
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ROZDZIA� 1. PODSTAWOWE DEFINICJE I W�ASNO�CI ZWI�ZANE Z
Q-NIEZALE�NO�CI�.

Niech A = (A; F) b¦dzie algebr¡. Niepusty zbiór X ⊆ A nazywamy

M -niezale»nym (X ∈ Ind(A, M)), je±li

(a) (∀n ∈ N, n ≤ card(X)) (∀f, g ∈ T(n)(A)) (∀a1, . . . , an︸ ︷︷ ︸
6=

∈ X)

[f(a1, . . . , an) = g(a1, . . . , an) ⇒ f = g (w A)]

lub równowa»nie

(b) (∀n ∈ N, n ≤ card(X))(∀f, g ∈ T(n)(A))(∀p: X → A) (∀a1, . . . , an ∈ X)

[f(a1, . . . , an) = g(a1, . . . , an) ⇒ f(p(a1), . . . , p(an)) = g(p(a1), . . . , p(an))];

(c) (∀p ∈ AX) (∃p̄ ∈ Hom(〈X〉A, A)) [ p̄|X = p ];

(d) 〈X〉A jest K-woln¡ algebr¡, K-wolno generowan¡ przez X, gdzie K = {A}

(lub K = HSP{A} co oznacza, »e jest rozmaito±ci¡ generowan¡ przez A).

Niech A = (A; F) b¦dzie algebr¡ oraz ∅ 6= X ⊆ A.

Przyjmujemy nast¦puj¡ce oznaczenia:

QX ⊆ AX = {p | p : X → A},

Q(A) = Q =
⋃
{QX | X ⊆ A},

HX(A) = {p ∈ AX | ∃p̄ ∈ Hom(〈X〉A, A), p̄|X = p}.

Zbiór X nazywamy niezale»nym wzgl¦dem rodziny odwzorowa« Q lub krótko

Q-niezale»nym (X ∈ Ind(A, Q)), je±li

Q ∩ AX ⊆ HX(A)

lub równowa»nie
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ROZDZIA� 1. PODSTAWOWE DEFINICJE I W�ASNO�CI ZWI�ZANE Z
Q-NIEZALE�NO�CI�.

(∀p ∈ QX) (∀n ≤ card(X)) (∀f, g ∈ T(n)(A)) (∀a1, . . . , an ∈ X)

[f(a1, . . . , an) = g(a1, . . . , an) ⇒ f(p(a1), . . . , p(an)) = g(p(a1), . . . , p(an))].

Przyjmuj¡c w miejsce Q ró»ne rodziny odwzorowa« otrzymujemy wiele uprzed-

nio zde�niowanych poj¦¢ niezale»no±ci.

Przykªady.

1) Q = M =
⋃
{AX | X ⊆ A}, M-niezale»no±¢ zde�niowana przez E. Mar-

czewskiego w [31], czasem nazywana niezale»no±ci¡ algebraiczn¡.

2) Q = S =
⋃
{〈X〉XA | X ⊆ A}, S-niezale»no±¢ zde�niowana przez J. Schmidta w

[40] jako tak zwana niezale»no±¢ lokalna.

3) Q = S0 =
⋃
{XX | X ⊆ A}, S0-niezale»no±¢ wprowadzona przez S. �wier-

czkowskiego w [43] pod nazw¡ sªabej niezale»no±ci.

4) Q = A1 =
⋃
{f |X | f ∈ T(1)(A), X ⊆ A}, A1-niezale»no±¢ zde�niowana przez K.

Gªazka w [18].

5) Q = G =
⋃
{p|X | p ∈ AA jest zmniejszaj¡ce, X ⊆ A}, G-niezale»no±¢ wprowa-

dzona przez G. Grätzera w [24] jako tak zwana sªaba niezale»no±¢.

Odwzorowanie p nazywamy zmniejszaj¡cym, je±li

(∀f, g ∈ T(1)(A)) (∀a ∈ A) [f(a) = g(a) ⇒ f(p(a)) = g(p(a))].

6) Q = I =
⋃
{p | p ∈ AX ró»nowarto±ciowe, X ⊆ A}, I-niezale»no±¢ wprowa-

dzona przez K. Gªazka w [18] jako R-niezale»no±¢.
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ROZDZIA� 1. PODSTAWOWE DEFINICJE I W�ASNO�CI ZWI�ZANE Z
Q-NIEZALE�NO�CI�.

Inny rodzaj niezale»no±ci, tak zwana t-niezale»no±¢, zostaª zde�niowany przez

J. Pªonk¦ i W. Poguntke w [38].

Zbiór X ⊆ A nazywamy t-niezale»nym w algebrze A = (A; F), je±li dla ka»dych

parami ró»nych elementów a1, ..., an ∈ X oraz ka»dego n-argumentowego dziaªania

termowego f nie b¦d¡cego rzutowaniem, zachodzi f(a1, ..., an) 6= ai dla wszystkich

i = 1, ..., n. Przez Indt(A) oznaczamy rodzin¦ wszystkich t-niezale»nych zbiorów

algebry A.

Wiadomo (por. [18]), »e Ind(A, M) ⊆ Indt(A) dla dowolnej algebry A = (A; F).

Zatem istnieje pewna rodzina odwzorowa« Q(A) taka, »e Indt(A) = Ind(A, Q(A)).

Problem zde�niowania w jednolity sposób takiej rodziny Q, »e dla dowolnej algebry

zachodzi Indt(A) = Ind(A, Q) pozostaje nadal otwarty.

Nast¦puj¡ce wªasno±ci rodzin zbiorów Q-niezale»nych w dowolnej algebrze

A = (A; F) zostaªy podane w pracy K. Gªazka [18]:

Ind(A, M) ⊆ Ind(A, Q) dla wszystkich Q ⊆ M,

Ind(A, S) ⊆ Ind(A, S0) oraz Ind(A, S) ⊆ Ind(A, A1),
(1.1)

(∀a ∈ A) [ {a} ∈ Ind(A, S) ⇔ {a} ∈ Ind(A, A1) ],

(∀a ∈ A) [ {a} ∈ Ind(A, I) ⇔ {a} ∈ Ind(A, M) ],
(1.2)

(∀a ∈ A) [ {a} ∈ Ind(A, S0) ∪ Ind(A, G) ], (1.3)

(∀X ⊆ A) [ X ∈ Ind(A, G) ⇔ X \ T(0)(A) ∈ Ind(A, G) ]. (1.4)
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ROZDZIA� 1. PODSTAWOWE DEFINICJE I W�ASNO�CI ZWI�ZANE Z
Q-NIEZALE�NO�CI�.

Mamy te» nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie 1 Niech A = (A; F) b¦dzie algebr¡, X ⊆ B ⊆ A oraz F′ ⊆ F. Je±li

B′ = (B; F′) jest podalgebr¡ reduktu (A; F′) algebry A, to

X ∈ Ind(A, S0) ⇒ X ∈ Ind(B′, S0). (1.5)

Ponadto, je±li B = (B; F) jest podalgebr¡ algebry A, to

X ∈ Ind(A, Q) ⇔ X ∈ Ind(B, Q) dla Q = S, S0 lub A1. (1.6)

Dowód. Niech X ⊆ B ⊆ A oraz X ∈ Ind(A, S0). We¹my dwa n-argumentowe

dziaªania termowe f1, f2 w redukcie (A, F′), speªniaj¡ce warunek f1(a1, ..., an) =

f2(a1, ..., an) dla pewnych a1, ..., an ∈ X, n ∈ N . Dziaªaniom tym odpowiadaj¡

dwa termy, które mog¡ by¢ równie» realizowane w algebrze A jako dziaªania ter-

mowe f3, f4 ∈ T(n)(A). Mamy zatem f3(a1, ..., an) = f1(a1, ..., an) = f2(a1, ..., an) =

f4(a1, ..., an). Z zaªo»enia otrzymujemy f3(p(a1), ..., p(an)) = f4(p(a1), ..., p(an)) dla

dowolnego p : X → X. Oczywi±cie p(ai) ∈ X ⊆ B (i = 1, ..., n), co implikuje

f1(p(a1), ..., p(an)) = f2(p(a1), ..., p(an)). W konsekwencji X ∈ Ind(B′, S0).

W przypadku, gdy B jest podalgebr¡ algebry A implikacja (1.5) zachodzi tak»e

dla S oraz A1-niezale»no±ci, poniewa» dla dowolnego odwzorowania q : X → 〈X〉B

lub q = f0|X (f0 ∈ T(1)(A)) mamy q(ai) ∈ B.

Przypu±¢my teraz, »e X ∈ Ind(B, Q) dla Q = S, S0 lub A1 oraz f5(b1, ..., bn) =

f6(b1, ..., bn) dla pewnych f5, f6 ∈ T(n)(A), a1, ..., an ∈ X. Poniewa» B jest podal-

gebr¡, wi¦c fi(a1, ..., an) ∈ B oraz fi|B ∈ T(n)(B) dla i = 5, 6. Zatem dla dowol-

nego p ∈ XX , p ∈ 〈X〉XA = 〈X〉XB lub p = f0|X , f0 ∈ T(1)(A) otrzymujemy

f5(p(a1), ..., p(an)) = f6(p(a1), ..., p(an)), co ko«czy dowód. �
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ROZDZIA� 1. PODSTAWOWE DEFINICJE I W�ASNO�CI ZWI�ZANE Z
Q-NIEZALE�NO�CI�.

Rodzina zbiorów J jest dziedziczna, gdy dla ka»dego zbioru X ⊆ A speªniony

jest warunek X ∈ J ⇒ (∀ Y ⊆ X)[Y ∈ J ].

Rodzina Ind(A, Q) jest dziedziczna dla Q = M, S, S0, G, A1 oraz I. Wªasno±¢

dziedziczno±ci posiada równie» rodzina zbiorów t-niezale»nych.

Podamy teraz poj¦cie rz¦du elementu wprowadzone przez G. Grätzera w [24].

Niech K b¦dzie klas¡ algebr podobnych, A = (A; F) ∈ K oraz a ∈ A. Odwzorowanie

e1
1 7→ a posiada jednoznaczne rozszerzenie do homomor�zmu h z algebry termów

jednej zmiennej T(1)(K) klasy K w algebr¦ A. Relacj¦ kongruencji indukowan¡ przez

h (j¡dro homomor�zmu h) oznaczamy O(a) i nazywamy rz¦dem elementu a. Element

a nazywamy beztorsyjnym, je±li O(a) = ω (= {(f, f) | f ∈ T(1)(K)}).

Z rezultatu G. Grätzera przedstawionego w pracy [24] wynika, »e

(∀a ∈ X ⊆ A) [O(a) = ω] ⇒ [X ∈ Ind(A, G) ⇔ X ∈ Ind(A, M)]. (1.7)

Podamy teraz pewne ogólne wªasno±ci rodzin zbiorów Q-niezale»nych dla algebr,

w których w±ród dziaªa« termowych wyst¦puje retrakcja.

Przypomnijmy, »e odwzorowanie g nazywamy retrakcj¡ algebry A = (A; F),

gdy g ∈ End(A) oraz g(g(x)) = g(x) dla ka»dego x ∈ A. Zbiór g(A) nazywamy

retraktem algebry A. Oczywi±cie g(A) = (g(A); F) jest podalgebr¡ algebry A. Klas¦

abstrakcji kongruencji indukowanej przez g jednoznacznie wyznaczon¡ przez dowolny

element a nale»¡cy do retraktu oznaczmy przez

Fa = {x ∈ A | g(x) = g(a) = a}.

Je±li Q = G lub A1, to

(∀X ⊆ A) (∀a ∈ X ∩ g(A)) (∀p ∈ QX) [p(a) ∈ g(A)]. (1.8)

Jak ªatwo zauwa»y¢, w przypadku rodzin S i S0 wªasno±¢ (1.8) jest prawdziwa, je±li

X ⊆ g(A).
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ROZDZIA� 1. PODSTAWOWE DEFINICJE I W�ASNO�CI ZWI�ZANE Z
Q-NIEZALE�NO�CI�.

Udowodnimy teraz nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie 2 Je±li w algebrze A = (A; F) istnieje istotnie unarne dziaªanie ter-

mowe g 6= e1
1 b¦d¡ce retrakcj¡, to

(a) (∀a ∈ A) [a ∈ g(A) ⇒ {a} /∈ Ind(A, I) ∪ Indt(A)];

(b) (∀X ⊆ A) [X ∈ Ind(A, Q) ⇒ g(X) ∈ Ind(g(A), Q)] dla Q = M lub A1;

(c) (∀X ⊆ g(A)) [X ∈ Ind(g(A), Q) ⇒ X ∈ Ind(A, Q)] dla Q = A1, S, S0 lub G;

(d) (∀a, b ∈ A) [g(a) = g(b) ⇒ {a, b} /∈ Ind(A, I)];

(e) (∀a, b, c ∈ A) [g(a) = g(b) 6= g(c) ⇒ {a, b, c} /∈ Ind(A, S0)];

(f) (∀X ⊆ A) [X ∈ Ind(A, S0) ⇒ [X ∩ g(A) = ∅ ∨ X ⊆ g(A)]].

Dowód.

(a) Niech a ∈ g(A). Wówczas e1
1(a) = a = g(a). Zgodnie z zaªo»eniem

e1
1 6= g ∈ T(1)(A), a st¡d {a} /∈ Ind(A, M). Wobec wªasno±ci (1.2), mamy równie»

{a} /∈ Ind(A, I), natomiast z de�nicji t-niezale»no±ci wynika, »e {a} /∈ Indt(A).

(b) Przypu±¢my, »e f1(a1, ..., an) = f2(a1, ..., an) dla pewnych f1, f2 ∈ T(n)(A),

a1, ..., an ∈ g(X). Oczywi±cie ai = g(bi) (i = 1, .., n) dla pewnych b1, ..., bn ∈ X. Za-

tem f1(g(b1), ..., g(bn)) = f2(g(b1), ..., g(bn)), a st¡d g(f1(b1, ..., bn)) = g(f2(b1, ..., bn))

oraz ĝ(f1), ĝ(f2) ∈ T(n)(A).

Je±li przyjmiemy, »e X ∈ Ind(A, M), to ĝ(f1) = ĝ(f2) w algebrze A. Zatem

ĝ(f1)(c1, ..., cn) = ĝ(f2)(c1, ..., cn) dla dowolnych c1, ..., cn ∈ g(A). Poniewa» ci = g(ci)

(i = 1, .., n), wi¦c f1(c1, ..., cn) = f2(c1, ..., cn), czyli f1 = f2 w g(A). Wobec tego

g(X) ∈ Ind(g(A), M).

Zakªadaj¡c, »e X ∈ Ind(A, A1) otrzymujemy g(f1(p(a1), ..., p(an))) =

= g(f2(p(a1), ..., p(an))) dla ka»dego p = f0|X , f0 ∈ T(1)(A). Fakt ten implikuje
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ROZDZIA� 1. PODSTAWOWE DEFINICJE I W�ASNO�CI ZWI�ZANE Z
Q-NIEZALE�NO�CI�.

f1(g(p(a1)), ..., g(p(an))) = f1(p(g(a1)), ..., p(g(an))) = f1(p(b1), ..., p(bn)) =

=f2(p(b1), ..., p(bn)), w konsekwencji g(X) ∈ Ind(g(A), A1).

(c) Zaªó»my teraz, »e g(A) ⊇ X ∈ Ind(g(A), Q) dla Q = A1, S, S0 lub G oraz

p ∈ Q ∩ AX . Zgodnie z wªasno±ci¡ (1.8) mamy p : X → g(A). Ponadto g jest re-

trakcj¡, wi¦c 〈X〉A = 〈X〉g(A). Zatem, na mocy zaªo»enia, odwzorowanie p mo»na

rozszerzy¢ do homomor�zmu p̄ : 〈X〉A → g(A) ⊆ A. A st¡d X ∈ Ind(A, Q).

(d) Przyjmijmy, »e g(a) = g(b). Zde�niujmy dwa binarne dziaªania termowe

f3(x, y) = g(x) i f4(x, y) = g(y). Poniewa», z zaªo»enia, g nie jest dziaªaniem

staªym, wobec tego g(c) 6= g(a) dla pewnego c ∈ A. Rozwa»my ró»nowarto±ciowe

odwzorowanie p1 : {a, b} → A zde�niowane przez równo±ci p1(a) = a, p1(b) = c.

Mamy zatem f3(a, b) = g(a) = g(b) = f4(a, b), a tak»e f3(p1(a), p1(b)) = g(p1(a)) =

g(a) 6= g(c) = g(p1(b)) = f4(p1(a), p1(b)). Oznacza to, »e {a, b} /∈ Ind(A, I).

(e) Niech g(a) = g(b) 6= g(c). Rozwa»my nast¦puj¡ce dziaªania termowe

f5(x, y, z) = g(x), f6(x, y, z) = g(y) oraz odwzorowanie p2 : {a, b, c} → {a, b, c}

takie, »e p2(a) = a, p2(b) = p2(c) = c. Otrzymujemy wówczas f5(a, b, c) = g(a) =

g(b) = f6(a, b, c). Lecz f5(p2(a), p2(b), p2(c)) = g(p2(a)) = g(a) 6= g(c) = g(p2(b)) =

f6(p2(a), p2(b), p2(c)), a w konsekwencji {a, b, c} /∈ Ind(A, S0).

(f) Zaªó»my, »e X ∈ Ind(A, S0) oraz a ∈ X ∩ g(A), b ∈ X. Rozwa»my dzia-

ªania termowe f3(x, y) = g(x), e2
1(x, y) = x (oczywi±cie f3 6= e2

1) oraz odwzorowanie

p3 : X → X dane wzorem p(x) = b. Oczywi±cie f3(a, b) = g(a) = a = e2
1(a, b). Z S0-

niezale»no±ci otrzymujemy f3(p3(a), p3(b)) = e2
1(p3(a), p3(b)). St¡d f3(b, b) = e2

1(b, b),

co implikuje g(b) = b. Zatem b ∈ g(A), czyli X ⊆ g(A). �
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Rozdziaª 2

Q-niezale»no±¢ w algebrach Stone'a.

2.1 Podstawowe poj¦cia i fakty dotycz¡ce algebr Stone'a.

Dla dowolnej kraty (L;∨,∧) z najmniejszym elementem 0 (lub ogólniej ∧-póª-

kraty z zerem) mo»na zde�niowa¢ pseudodopeªnienie elementu a ∈ L jako najwi¦kszy

element a∗ speªniaj¡cy równo±¢

a ∧ a∗ = 0, (2.1)

czyli element taki, »e

(∀x ∈ L) [a ∧ x = 0⇔ x ≤ a∗]. (2.2)

Krat¦ (lub odpowiednio ∧-póªkrat¦) nazywamy krat¡ (lub póªkrat¡) z pseu-

dodopeªnieniem, gdy ka»dy jej element ma pseudodopeªnienie. Z de�nicji pseu-

dodopeªnienia wynika, »e s¡ one okre±lone jednoznacznie. Zatem przyporz¡dkowanie

x 7→ x∗ mo»na traktowa¢ jako dziaªanie podstawowe, a algebr¦ (L;∨,∧,∗ ,0,1) z

dwoma dziaªaniami binarnymi, jednym unarnym i z dwoma staªymi (traktowanymi

jako dziaªania zero-argumentowe) nazywamy algebr¡ pseudokomplementarn¡ (lub

krótko p-algebr¡).

Po raz pierwszy kraty i póªkraty z pseudopeªnieniami rozwa»aª V. Glivenko w

1929 roku w pracy [15], a nast¦pnie G. Birkho� w 1933 roku w pracy [3]. Dalszy
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rozwój teorii takich algebr byª wynikiem rozwi¡zania w 1957 roku przez G. Grätzera

i E. T. Schmidta w pracy [26] problemu postawionego przez M. H. Stone'a (por.

G. Birkho� [2], Problem 70).

Dystrybutywne algebry pseudokomplementarne tworz¡ wa»ne klasy algebr rów-

no±ciowo de�niowalnych. Dystrybutywna krata algebraiczna, krata ideaªów dys-

trybutywnej kraty z zerem, krata kongruencji dowolnej kraty, algebra Boole'a s¡

przykªadami p-algebr.

Rozwa»aj¡c dystrybutywn¡ p-algebr¦ (L;∨,∧,∗ ,0,1) speªniaj¡c¡ warunek

x∗ ∨ x∗∗ = 1 (dla wszystkich x ∈ L) (2.3)

otrzymujemy uogólnienie algebry Boole'a zwane algebr¡ Stone'a.

W 1970 roku K. B. Lee udowodniª, »e klasy równo±ciowe p-algebr dystrybutyw-

nych tworz¡ ªa«cuch, którego najmniejszym, nietrywialnym elementem jest klasa

algebr Boole'a, a kolejnym klasa algebr Stone'a. Jest ona równo±ciowo de�niowana

przez równo±ci de�niuj¡ce klas¦ dystrybutywnych krat ograniczonych, równo±¢ (2.3)

oraz

x ∧ x∗∗ = x, (2.4)

x∗ ∨ x∗∗ = 1. (2.5)

W latach pó¹niejszych algebry Stone'a z ograniczonym zbiorem g¦stym znalazªy

szereg zastosowa«, mi¦dzy innymi w badaniu algebr zdarze« warunkowych (por. [13])

oraz zbiorów przybli»onych (por. [29], [39]).

Szczególnie pomocnym narz¦dziem do badaniu struktury algebr Stone'a jest

trójkowa reprezentacja przedstawiona przez C. C. Chena oraz G. Grätzera w [6].

W strukturze tej szczególnie wa»n¡ rol¦ speªnia zbiór g¦sty:

D(L) = {x ∈ L | x∗ = 0}

oraz szkielet

14
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S(L) = {x ∈ L | x∗∗ = x}

nazywany czasem centrum algebry i oznaczany przez C(L) lub B(L). Algebra

S(L) =(S(L);∨,∧,∗ ,0,1) jest podalgebr¡ algebry Stone'a, b¦d¡c¡ równie» algebr¡

Boole'a. D(L) = (D(L);∨,∧,1) jest krat¡ dystrybutywn¡ z najwi¦kszym elementem

1. D(L) jest �ltrem kraty L.

Niech F(D(L)) oznacza rodzin¦ wszystkich �ltrów kraty D(L). Zwi¡zek mi¦dzy

S(L) i D(L) okre±lony jest przez homomor�zm ϕL : S(L) → F(D(L)) zde�niowany

ϕL(a) = {x ∈ D(L) | x ≥ a∗}. Trójka (S(L), D(L), ϕL) charakteryzuje algebr¦

Stone'a z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu.

�atwo zauwa»y¢, »e dziaªanie termowe g(x) = x∗∗ jest retrakcj¡ algebry L, a

S(L) = g(L) jej retraktem. J¡dro tego homomor�zmu oznaczamy przez θ i nazywamy

kongruencj¡ Glivenki:

(x, y) ∈ θ ⇔ x∗ = y∗(⇔ x∗∗ = y∗∗). (2.6)

Wiadomo, »e L/θ jest algebr¡ izomor�czn¡ z S(L) oraz [1]θ = D(L). Ka»da θ-klasa

zawiera dokªadnie jeden element z S(L), który jest najwi¦kszym elementem w danej

klasie. Dla a ∈ S(L), zde�niujmy zbiór [a]θ = Fa = {x ∈ L | x∗∗ = a}. Wówczas

Fa = (Fa;∨,∧, a) jest krat¡ dystrybutywn¡ z najwi¦kszym elementem a. Jest to

podkrata kraty dystrybutywnej z jedno±ci¡ L1 = (L;∨,∧,1). Zde�niujmy funkcj¦

φ : L → D(L) nast¦puj¡co:

φ(x) = x ∨ x∗. (2.7)

Wówczas φ|Fa jest izomor�zmem kratowym Fa na ϕL(a) dla ka»dego a ∈ S(L).

Mamy zatem:

φ(x) = 1 ⇔ x ∈ S(L). (2.8)
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Korzystaj¡c z faktu, i» w±ród dziaªa« termowych algebry Stone'a wyst¦puje

retrakcja, mo»emy do badania zbiorów Q-niezale»nych w tej algebrze zastosowa¢

Twierdzenia 1 i 2. W tym celu opiszemy najpierw rodziny zbiorów Q-niezale»nych w

kratach dystrybutywnych oraz algebrach Boole'a.

2.2 Q-niezale»no±¢ w kratach dystrybutywnych.

Przypomnijmy (por. [34] i [32]) opis dziaªa« termowych w kratach dystry-

butywnych. Niech LD = (L;∨,∧) b¦dzie krat¡ dystrybutywn¡. Dla ka»dego n-

argumentowego dziaªania termowego f algebry LD istnieje dokªadnie jedna rodzina

P podzbiorów zbioru {1, ..., n} nieporównywalnych ze wzgl¦du na inkluzj¦ zbiorów

taka, »e

f(x1, ..., xn) := f̃P (x1, ..., xn) =
∨

U∈P

∧
j∈U

xj. (2.9)

Rezultaty otrzymane przez G. Szásza oraz E. Marczewskiego (por. [42] i [34])

daj¡ opis M -niezale»no±ci w kratach dystrybutywnych.

Twierdzenie 3 Niech (L;∨,∧) b¦dzie krat¡ dystrybutywn¡. Wówczas X ⊆ L jest

M-niezale»ny wtedy i tylko wtedy, gdy

c1 ∧ ... ∧ cm � d1 ∨ ... ∨ dn (2.10)

dla ka»dych parami ró»nych c1, ..., cm, d1, ..., dn ∈ X. �

Korzystaj¡c z powy»szego twierdzenia otrzymujemy:

Twierdzenie 4 Niech LD = (L;∨,∧) b¦dzie krat¡ dystrybutywn¡ (bez staªych).

Wówczas

Ind(LD, M) = Ind(LD, Q), gdzie Q = S, S0, G, I.
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Dowód. Na mocy (1.1) wystarczy udowodni¢ inkluzj¦ ⊇. W tym celu przypu±¢my,

»e X /∈ Ind(LD, M). Korzystaj¡c z Twierdzenia 3 otrzymujemy c1 ∧ ... ∧ cm ≤

d1 ∨ ... ∨ dn dla pewnych, parami ró»nych c1, ..., cm, d1, ..., dn ∈ X. Zatem mamy

(c1∧ ...∧cm)∧(d1∨ ...∨dn) = c1∧ ...∧cm. Rozwa»my nast¦puj¡ce dziaªania termowe:

f(x1, ..., xm+n) = (x1∧...∧xm)∧(xm+1∨...∨xm+n) oraz g(x1, ..., xm+n) = x1∧...∧xm.

Na pocz¡tek zaªó»my, »e X ∈ Ind(LD, S0) oraz rozwa»my odwzorowanie

p : X → X zde�niowane nast¦puj¡co:

p(x) =


c1 dla x = ci (i = 1, ...,m);

d1 dla x = dj (j = 1, ..., n);

x w pozostaªych przypadkach.

Bior¡c pod uwag¦ de�nicj¦ dziaªa« f i g mamy f(c1, ..., cm, d1, ...., dn) =

= g(c1, ..., cm, d1, ..., dn) oraz, na mocy S0-niezale»no±ci,

f(p(c1), ..., p(cm), p(d1), ...., p(dn)) = g(p(c1), ...., p(cn), p(d1), ...., p(dn)). St¡d otrzy-

mujemy c1 ∧ d1 = c1. Przyjmijmy teraz f1(x1, x2) = x1 ∧ x2, g1(x1, x2) = x1 oraz

p1(c1) = d1, p1(d1) = c1, p1(x) = x dla x 6= c1, d1. Wówczas mamy f1(c1, d1) =

g1(c1, d1) oraz f1(p(c1), p(d1)) = g1(p(c1), p(d1)). Zatem d1∧c1 = d1, a w konsekwencji

c1 = d1, sprzeczno±¢. Reasumuj¡c Ind(LD, M) = Ind(LD, S0) oraz Ind(LD, M) =

Ind(LD, S), dzi¦ki wªasno±ci (1.1).

Przypu±¢my teraz, »e X ∈ Ind(LD, I). Rozwa»my odwzorowanie p : X → L

dane wzorami:

p2(ci) =


c1 ∨ ... ∨ cm dla i = 1,

ci dla i 6= 1,

p2(dj) =


d1 ∧ ... ∧ dn dla i = 1,

dj dla i 6= 1,

,

p2(x) = x dla x 6= ci, dj; i = 1, ...,m; j = 1, ..., n. �atwo wykaza¢, »e odwzorowanie

to na zbiorze I-niezale»nym jest ró»nowarto±ciowe. Dla dziaªa« uprzednio zde�-

niowanych mamy zatem
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f(p2(c1), ..., p2(cm), p2(d1), ...., p2(dn)) = g(p2(c1), ...., p2(cn), p2(d1), ...., p2(dn)).

Co prowadzi do (c2 ∧ ...∧ cm)∧ (d2 ∨ ...∨ dn) = c2 ∧ ...∧ cm. Po k liczbie podobnych

kroków (k = max{m, n}) uzyskamy cm ∧ dn = cm. Wykorzystuj¡c ró»nowarto±ciowe

odwzorowanie p3 zde�niowane nast¦puj¡co: p3(cm) = dn, p3(dn) = cm, p3(x) = x dla

x 6= cm, dn, otrzymamy cm = dn, wbrew zaªo»eniu.

Poniewa» w algebrze LD nie ma elementów M -samozale»nych, mamy równie»

Ind(LD, M) = Ind(LD, G) (por. [18]). �

Oczywi±cie Ind(LD, A1) = 2L, poniewa» w kracie dystrybutywnej jedynym dzia-

ªaniem jednoargumentowych jest dziaªanie to»samo±ciowe.

Badaniem t-niezale»no±ci w kratach dystrybutywnych zajmowali si¦ J.Pªonka i

T. Poguntke w pracy [38].

Twierdzenie 5 Niech LD = (L;∨,∧) b¦dzie krat¡ dystrybutywn¡. Wówczas zbiór

X ⊆ L jest t-niezale»ny w LD wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dych parami ró»nych

a1, ..., an ∈ X zachodzi:

a1 � a1 ∨ ... ∨ an oraz a1 ∧ ... ∧ an � a1.

�

Z powy»szego twierdzenia wynika, »e rodziny zbiorów M -niezale»nych i t-niezale»-

nych w kratach dystrybutywnych nie pokrywaj¡ si¦.

W algebrach Stone'a ka»da θ-klasa jest krat¡ dystrybutywn¡ z elementem maksy-

malnym, sformuªujmy zatem nast¦puj¡cy wniosek z Twierdzenia 3 oraz 4:
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Wniosek 1 Niech Lc = (L;∨,∧, c) (c = 0,1) b¦dzie krat¡ dystrybutywn¡ z naj-

wi¦kszym elementem 1 lub najmniejszym elementem 0. Je±li X ⊆ L, to dla Q = M, S

lub I nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(α) X ∈ Ind(Lc, Q) lub X = {c};

(β) X ∈ Ind(Lc, S0);

(γ) X \ {c} ∈ Ind(Lc, G);

(δ) c1∧...∧cm � d1∨...∨dn dla ka»dych c1, ..., cm, d1, ..., dn parami ró»nych elementów

zbioru X.

2.3 Q-niezale»no±¢ w algebrach Boole'a.

Przypomnijmy opis dziaªa« termowych w algebrach Boole'a. Niech x0 = x,

x1 = x∗ . W algebrze Boole'a B = (B;∨,∧,∗ ,0,1) zde�niujmy atom ze wzgl¦du na

elementy x1, ..., xn ∈ B indeksowany ci¡giem (i1, ..., in), gdzie ik ∈ {0, 1} (k = 1, ..., n;

n ∈ N), nast¦puj¡co:

A(i1,...,in)(x1, ..., xn) :=
n∧

k=1

xik
k .

E. Marczewski w pracy [32] udowodniª, »e dziaªania postaci

AJ(x1, ...xn) =
∨

(i1,...,in)∈J

A(i1,...,in)(x1, ..., xn),

dla dowolnej rodziny J ⊆ {0, 1}n (A∅(x1, ..., xn) = 0) tworz¡ zbiór wszystkich

n-arnych dziaªa« termowych algebry B.
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E. Marczewski zbadaª równie» M -niezale»no±¢ w algebrze Boole'a (por. [32]).

Przypomnijmy ten rezultat.

Twierdzenie 6 Niech B = (B;∨,∧,∗ ,0,1) b¦dzie algebr¡ Boole'a oraz X ⊆ B.

Wówczas X ∈ Ind(B, M) wtedy i tylko wtedy, gdy

A(i1,...,in)(a1, ..., an) 6= 0

dla ka»dego (i1, ..., in) ∈ {0, 1}n i ka»dych parami ró»nych a1, ..., an ∈ X. �

Dla tych algebr zbadane zostaªy równie» inne rodzaje niezale»no±ci (K. Gªazek,

[18]). W algebrze Boole'a B mamy nast¦puj¡ce opisy rodzin zbiorów Q-niezale»nych:

Ind(B, M) = Ind(B, S) = Ind(B, S0) \ {{0}, {1}} = Ind(B, I) oraz

X ∈ Ind(B, G) ⇔ X \ {0,1} ∈ Ind(B, M).

Ponadto K. Golema-Hartman w [22] udowodniªa, »e:

X ∈ Indt(B) ⇔ X ∈ Ind(B, M).

Przypomnijmy równie» opis A1-niezale»no±ci (K. Gªazek, [18]).

Twierdzenie 7 Niech B = (B;∨,∧,∗ ,0,1) b¦dzie algebr¡ Boole'a oraz X ⊆ B.

Wówczas X ∈ Ind(B, A1) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych a1, ..., an ∈ X

speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:

(α) A(0,0,...,0)(a1, ..., an) 6= 0;

(β) A(i1,...,in)(a1, ..., an) = 0 ⇒ A(1−i1,...,1−in)(a1, ..., an) = 0. �
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2.4 Q-niezale»no±¢ w algebrach Stone'a dla zbiorów jedno-

i dwuelementowych.

Wszystkie omawiane przez nas rodziny zbiorów niezale»nych s¡ dziedziczne, za-

tem badanie zbiorów niezale»nych rozpoczniemy od zbiorów jednoelementowych.

Odnotujmy najpierw, »e 0 i 1 s¡ jedynymi nularnymi, natomiast x, x∗, x∗∗,

x ∨ x∗ s¡ jedynymi unarnymi dziaªaniami termowymi w algebrze Stone'a. Mamy

zatem

Lemat 1 Wszystkie unarne równo±ci w algebrze Stone'a mo»na zredukowa¢ do czterech

nast¦puj¡cych typów:

x = 0, x = 1, x∗ = 0 i x∗∗ = x.

Dowód. Rozwa»my nast¦puj¡ce cztery grupy równo±ci:

(a) x = 0, x∗ = 1, x∗∗ = 0, x∗ = x ∨ x∗;

(b) x = 1, x∗∗ = x ∨ x∗;

(c) x∗ = 0, x∗∗ = 1, x = x ∨ x∗;

(d) x∗∗ = x, 1 = x ∨ x∗.

�atwo wykaza¢, »e równo±ci ka»dej z tych grup s¡ mi¦dzy sob¡ równowa»ne. Równo±ci

z grup (a), (b) s¡ speªnione jedynie przez elementy, odpowiednio, 0 i 1. Natomiast

równo±ci z grupy (c) s¡ speªnione tylko przez elementy zbioru D(L), a z grupy (d)

tylko przez elementy S(L). �

Z Lematu 1 wynika natychmiast nast¦puj¡cy wniosek:

Wniosek 2 Niech (L;∨,∧,∗ ,0,1) b¦dzie algebr¡ Stone'a. Odwzorowanie

p : X → L (X ⊆ L) jest odwzorowaniem zmniejszaj¡cym wtedy i tylko wtedy, gdy

zachowuje staªe oraz zbiory S(L) i D(L) (czyli p(S(L)) ⊆ S(L) i p(D(L)) ⊆ D(L)).
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Twierdzenie 8 Niech L = (L;∨,∧,∗ ,0,1) b¦dzie algebr¡ Stone'a oraz a ∈ L. Wówczas:

(i) {a} ∈ Ind(L, M) ⇔ a /∈ D(L) ∪ S(L);

(ii) {a} ∈ Ind(L, S) ⇔ a /∈ D(L) ∪ {0};

(iii) {a} ∈ Indt(L) ⇔ a /∈ D(L) ∪ S(L).

Dowód.

(i) Niech {a} ∈ Ind(L, M). Zaªó»my, nie wprost, »e a ∈ D(L). Rozwa»my unarne

dziaªania termowe: f(x) = x∗ i g(x) = 0. Zatem f(a) = a∗ = 0 = g(a) oraz

f(0) = 1, z czego wynika, »e f 6= g w L, wbrew zaªo»eniu. St¡d a /∈ D(L). Ponadto,

z Twierdzenia 2(a) otrzymujemy a /∈ S(L).

Przypu±¢my teraz, »e a /∈ D(L)∪S(L). Z Lematu 1 wynika wówczas f(a) 6= g(a)

dla ka»dej pary ró»nych f, g ∈ T(1)(L). W konsekwencji {a} ∈ Ind(L, M).

(ii) Zaªó»my, »e {a} ∈ Ind(L, S) oraz a ∈ D(L). Rozwa»my dziaªania f, g zde�-

niowane powy»ej oraz odwzorowanie p : {a} → 〈a〉L, dane wzorem p(x) = x∗.

Wówczas f(a) = g(a), a st¡d f(p(a)) = f(0) = 1 6= 0 = g(p(a)), co prowadzi

do sprzeczno±ci. W analogiczny sposób mo»na udowodni¢, »e a 6= 0.

Dla wykazania implikacji przeciwnej przypu±¢my, »e a /∈ D(L) ∪ {0}. Je±li,

dodatkowo, a /∈ S(L), to {a} ∈ Ind(L, M) ⊆ Ind(L, S), na mocy Twierdzenia 8(i)

oraz wªasno±ci (1.1). Zatem wystarczy rozwa»y¢ a ∈ S(L) r {0,1}. Zaªó»my, »e

f(a) = g(a) dla pewnych f, g ∈ T(1)(L) oraz q : {a} → 〈a〉L. Skoro S(L) jest

podalgebr¡ L, to q(a) ∈ 〈a〉L ⊆ S(L). Bior¡c pod uwag¦ Lemat 1, otrzymamy

f(p(a)) = g(p(a)). Zatem {a} ∈ Ind(L, S).

(iii) Niech {a} ∈ Indt(L). Z Twierdzenia 2(a) wynika, »e a /∈ S(L). Przypu±¢my

zatem, »e a ∈ D(L). Wówczas a∗ = 0, co implikuje a ∨ a∗ = a. Rozwa»aj¡c
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dziaªanie termowe φ(x) = x ∨ x∗ otrzymamy φ(a) = a (φ nie jest rzutowaniem),

wbrew zaªo»eniu.

We¹my teraz a /∈ D(L)∪S(L). Z Lematu 1 wynika natychmiast f(a) 6= a. St¡d

{a} ∈ Indt(L).

�

Na podstawie Twierdzenia 8 oraz wªasno±ci (1.2) i (1.3) otrzymujemy:

Wniosek 3 Niech L b¦dzie algebr¡ Stone'a oraz a ∈ L. Wówczas:

(iv) {a} ∈ Ind(L, A1) ⇔ a /∈ D(L) ∪ {0};

(v) {a} ∈ Ind(L, I) ⇔ a /∈ D(L) ∪ S(L);

(vi) {a} ∈ Ind(L, S0) ∪ Ind(A, G).

Twierdzenie 9 Niech L = (L;∨,∧,∗ ,0,1) b¦dzie algebr¡ Stone'a oraz b1, b2 b¦d¡

ró»nymi elementami Fa dla pewnego a ∈ S(L). Wtedy {b1, b2} /∈ Indt(L)∪Ind(L, Q),

gdzie Q = M, I lub S. Je±li dodatkowo a 6= 1, to {b1, b2} /∈ Ind(L, G).

Dowód. Przypu±¢my, »e b1, b2 ∈ Fa dla pewnego a ∈ S(L). Przypomnijmy, »e

dziaªanie termowe g(x) = x∗∗ jest retrakcj¡ algebry L. Oczywi±cie g(b1) = g(b2).

Zatem, z Twierdzenia 2(d) wynika, »e {b1, b2} /∈ Ind(L, I) ∪ Ind(L, M).

Rozwa»my dwa dziaªania termowe f1(x, y) = x∗∗ i f2(x, y) = y∗∗ oraz odw-

zorowanie p : {b1, b2} → 〈b1, b2〉L takie, »e p(b1) = 1, p(b2) = 0. Zatem f1(b1, b2) =

a = f2(b1, b2), a tak»e f1(p(b1), p(b2)) = f1(1,0) = 1 6= 0 = f2(p(b1), p(b2)). St¡d

{b1, b2} /∈ Ind(L, S).

Przypu±¢my teraz, »e a 6= 1. Oczywi±cie, a 6= 0. Czyli p jest odwzorowaniem

zmniejszaj¡cym na mocy Wniosku 2, a w konsekwencji {b1, b2} /∈ Ind(L, G).

Aby udowodni¢, »e {b1, b2} /∈ Indt(L), rozwa»my dziaªanie

f3(x, y) = x ∨ (x∗ ∧ y) ∨ (x ∧ y∗).
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Istotnie, mamy wówczas f3(b1, b2) = b1 oraz f3(a1, a2) = a1 ∨ a2 dla dowolnych

a1, a2 ∈ S(L) (czyli f3 nie jest rzutowaniem). �

Z Twierdzenia 9 wynika, »e badaj¡c zbiory M , S, I oraz t-niezale»ne nale»y

rozwa»a¢ zbiory, których elementy nale»¡ do ró»nych klas abstrakcji kongruencji

Glivenki θ. W przypadku S0 i A1-niezale»no±ci nale»y dodatkowo analizowa¢ pod-

zbiory dowolnej θ-klasy, a w przypadku G- niezale»no±ci podzbiory zbioru g¦stego

D(L) = F1.

Z Twierdzenia 2(e) wynika ponadto, »e je±li zbiór S0-niezale»ny nie zawiera

si¦ w pewnej θ-klasie, to ka»de dwa jego elementy musz¡ nale»e¢ do ró»nych klas

abstrakcji wspomnianej kongruencji. Natomiast z Twierdzenia 2(f) wiemy, »e zbiory

S i S0-niezale»ne musz¡ by¢ podzbiorami szkieletu S(L) lub by¢ z nim rozª¡czne.

2.5 Niezale»ne podzbiory Fa.

Zajmiemy si¦ teraz zwi¡zkiem pomi¦dzy S0 i A1-niezale»no±ci¡ w algebrze Stone'a,

a niezale»no±ci¡ w danej θ-klasie Fa b¦d¡cej krat¡ dystrybutywn¡ z najwi¦kszym ele-

mentem a.

Podobnie jak w algebrze Boole'a, w algebrze Stone'a mo»na zde�niowa¢:

AJ(x1, ...xn) =
∨
{xi1

1 ∧ ... ∧ xin
n | (i1, ..., in) ∈ J}

dla niepustej rodziny J ⊆ {0, 1, 2}n, gdzie x0 = x, x1 = x∗, x2 = x∗∗ oraz

A∅(x1, ...xn) = 0.

Dziaªania termowe w algebrze Stone'a opisali K. Gªazek, T. Hecht i T. Katri¬ák

w [20].

24



ROZDZIA� 2. Q-NIEZALE�NO�� W ALGEBRACH STONE'A.

Twierdzenie 10 Dla ka»dego n-argumentowego dziaªania termowego f w algebrze

Stone'a (L;∨,∧,∗ ,0,1) istnieje rodzina J ⊆ {0, 1, 2}n taka, »e

f(x1, ..., xn) = AJ(x1, ...xn).

�

W odró»nieniu od analogicznej reprezentacji dziaªa« termowych w algebrze Boole'a

rodzina J w przypadku algebr Stone'a nie jest jednoznacznie okre±lona.

Podamy teraz kilka wªasno±ci dziaªa« termowych w algebrze Stone'a, a w szczegól-

no±ci w klasie abstrakcji Fa.

Lemat 2 Niech L = (L;∨,∧,∗ ,0,1) b¦dzie algebr¡ Stone'a, x ∈ L oraz b1, ..., bn ∈ Fa

dla pewnego a ∈ S(L). Wówczas:

(a) (∀k ∈ {1, ..., n}) [ (ik = 1) ⇒ A(i1,...,in)(b1, ..., bn) = a∗ oraz

A(i1,...,in)(x, ..., x) = x∗ ];

(b) (∀k ∈ {1, ..., n}) [ (ik 6= 1) ⇒ A(i1,...,in)(b1, ..., bn) ∈ Fa oraz

(∀c ∈ S(L))(A(i1,...,in)(c, ..., c) = c) ];

(c) (∃k, l ∈ {1, ..., n}) [ (ik = 1 ∧ il 6= 1) ⇒ A(i1,...,in)(b1, ..., bn) = 0 =

= A(i1,...,in)(x, ..., x)].

Dowód.

(a) Dla ka»dego k ∈ {1, ..., n} mamy (bk)
1 = (bk)

∗ = a∗. Zatem

A(i1,...,in)(b1, ..., bn) = bi1
1 ∧ ... ∧ bin

n = a∗. Podobnie A(1,...,1)(x, ..., x) = x∗.

(b) W tym przypadku mamy (bk)
0 = bk ∈ Fa lub (bk)

2 = (bk)
∗∗ = a ∈ Fa dla

wszystkich k ∈ {1, ..., n}. St¡d bi1
1 ∧...∧bin

n ∈ Fa. Poniewa» c∗∗ = c, wi¦c otrzymujemy

A(i1,...,in)(c, ..., c) = c.

(c) Niech ik = 1, il = 2 dla pewnych k, l ∈ {1, ..., n} (we¹my k < l). Wówczas

A(i1,...,in)(b1, ..., bn) = bi1
1 ∧ ... ∧ bik

k ∧ ... ∧ bil
l ∧ ... ∧ bin

n =
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= bi1
1 ∧ ...∧a∗∧ ...∧a∧ ...∧ bin

n = 0. Dowód dla ik = 1 i il = 0 przebiega analogicznie.

Oczywi±cie x∗ ∧ x = x∗ ∧ x∗∗ = 0, czyli A(i1,...,in)(x, ..., x) = 0. �

Z Twierdzenia 10 i Lematu 2 otrzymujemy:

Wniosek 4 Niech L b¦dzie algebr¡ Stone'a, b1, ..., bn ∈ Fa dla pewnego a ∈ S(L)

oraz f ∈ T(n)(L). Wówczas f(b1, ..., bn) ∈ Fa ∪ ϕL(a) ∪ {0, a∗}. Je±li, dodatkowo,

a 6= 0,1, to Fa ∩ ϕL(a) ∩ {0, a∗} = ∅.

W kolejnych rozwa»aniach u»yteczna b¦dzie pewna zredukowana posta¢ dziaªa«

termowych w algebrach Stone'a. Oznaczmy J̄ = J ∩ {0, 2}n.

Wniosek 5 Niech L b¦dzie algebr¡ Stone'a, b1, ..., bn ∈ Fa dla pewnego a ∈ S(L)

oraz f(b1, ..., bn) = AJ(b1, ..., bn) ∈ Fa dla pewnej rodziny J ∈ {0, 1, 2}n. Wówczas

AJ(b1, ..., bn) = AJ̄(b1, ..., bn).

Niech f(x1, ..., xn) = AJ(x1, ...xn) dla pewnej rodziny J ⊆ {0, 1, 2}n.

Zde�niujmy odwzorowanie φ1 : J → {0, 1}n przez

φ1((i1, ..., in)) = (i1(mod2), ..., in(mod2)) dla (i1, ..., in) ∈ J ⊆ {0, 1, 2}n. (2.11)

Oznaczmy f̄(x1, ..., xn) = Aφ1(J)(x1, ..., xn). �atwo zauwa»y¢, »e f̄ ∈ T(n)(S(L)).

Rozwa»my teraz odwzorowanie φ2 : J → 2{1,...,n} zde�niowane nast¦puj¡co:

φ2((i1, ..., in)) = {k ∈ N | ik = 0} dla (i1, ..., in) ∈ J. (2.12)

Bior¡c pod uwag¦ de�nicj¦ (2.9), otrzymujemy f̃φ2(J) = f̃ ∈ T(n)(Fa).

Zde�niujmy fA : {1, ..., n} → {0, 1}, dla A ⊆ {1, ..., n} jako funkcj¦ charak-

terystyczn¡ zbioru A oraz odwzorowanie φ3 : 2{1,...,n} → {0, 2}n przez

φ3(X) = (i1, ..., in), gdzie ik = 2fX′(k), k ∈ {1, ..., n}, X ′ = {1, ..., n} \X, (2.13)
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dla ka»dego X ∈ 2{1,...,n}. Zauwa»my, »e AJ(b1, ..., bn) = Aφ3(φ2(J))(b1, ..., bn) dla

dowolnych b1, ..., bn ∈ Fa, J ⊆ {0, 2}n. Przy przyj¦tych oznaczeniach ªatwo dowie±¢

nast¦puj¡cy lemat:

Lemat 3 Niech L b¦dzie algebr¡ Stone'a, f(x1, ..., xn) = AJ(x1, ...xn) dla pewnej

rodziny J ⊆ {0, 1, 2}n. Wówczas

(a) (∀a1, ..., an ∈ S(L)) [f(a1, ..., an) = Aφ1(J)(a1, ..., an)];

(b) (∀a ∈ S(L)) (∀b1, ..., bn ∈ Fa) [f(b1, ..., bn) ∈ Fa ⇒ f(b1, ..., bn) =

f̃φ2(J̄)(b1, ..., bn)];

(c) (∀a ∈ S(L)) (∀b1, ..., bn ∈ Fa)(∀P ⊆ 2{1,...,n}) [f̃P (b1, ..., bn) =

= Aφ3(P )(b1, ..., bn)].

Dowód.

(a) Oczywiste, poniewa» a∗∗ = a dla wszystkich a ∈ S(L).

(b) Bior¡c pod uwag¦ Wniosek 5, otrzymujemy f(b1, ..., bn) = AJ(b1, ..., bn) =

AJ̄(b1, ..., bn), gdzie J̄ = J ∩ {0, 2}n. Poniewa» b2
i = b∗∗i = a oraz bi ∧ a = bi dla

ka»dego bi ∈ Fa, wi¦c AJ̄(b1, ..., bn) = f̃φ2(J̄)(b1, ..., bn).

(c) Oczywi±cie bi ∧ a = bi dla ka»dego bi ∈ Fa (i = 1, ..., n). St¡d f̃P (b1, ..., bn) =

Aφ3(P )(b1, ..., bn). �

Twierdzenie 11 Niech L = (L;∨,∧,∗ ,0,1) b¦dzie algebr¡ Stone'a oraz X ⊆ Fa dla

pewnego a ∈ S(L). Wówczas

X ∈ Ind(L, S0) ⇔ X ∈ Ind(Fa, S0).

Ponadto, je±li a 6= 0,1, to X ∈ Ind(L, A1).

Dowód. Wobec Twierdzenia 1 pozostaje udowodni¢ implikacj¦ (⇐). Przypu±¢my

zatem, »e X ∈ Ind(Fa, S0) oraz p ∈ XX . Wtedy p(bi) ∈ Fa dla wszystkich bi ∈ X
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(i = 1, ..., n). Niech f(b1, ..., bn) = g(b1, ..., bn) dla pewnych f, g ∈ T(n)(L). Z

Twierdzenia 10 wynika, »e f(b1, ..., bn) = AJ1(b1, ..., bn) oraz g(b1, ..., bn) = AJ2(b1, ..., bn)

dla pewnych J1, J2 ⊆ {0, 1, 2}n.

Zgodnie z Wnioskiem 4 musimy rozwa»y¢ nast¦puj¡ce 4 przypadki:

(1) f(b1, ..., bn) = 0,

(2) f(b1, ..., bn) = a∗,

(3) f(b1, ..., bn) ∈ Fa,

(4) f(b1, ..., bn) ∈ ϕL(a).

Ad. (1) i (2) W tych przypadkach wszystkie atomy dziaªa« f i g s¡ równe 0 lub

a∗. Z Lematu 2 (a),(c), mamy f(p(b1), ..., p(bn)) = g(p(b1), ..., p(bn)).

Ad. (3) Korzystaj¡c z Wniosku 5 otrzymujemy f(b1, ..., bn) = AJ̄1
(b1, ..., bn) =

AJ̄2
(b1, ..., bn) = g(b1, ..., bn). Na mocy Lematu 3(b) mamy zatem f(b1, ..., bn) =

f̃φ2(J̄1)(b1, ..., bn) = f̃φ2(J̄2)(b1, ..., bn) = g(b1, ..., bn) oraz f̃φ2(J̄i) ∈ T(n)(Fa) dla i = 1, 2.

Wówczas f̃φ2(J̄1)(p(b1), ..., p(bn)) = f̃φ2(J̄2)(p(b1), ..., p(bn)), poniewa» X ∈ Ind(Fa, S0).

Lemat 3(c) implikuje

f̃φ2(J̄i)(p(b1), ..., p(bn)) = Aφ3(φ2(J̄i))(p(b1), ..., p(bn)) = AJ̄i
(p(b1), ..., p(bn))

dla i = 1, 2. W konsekwencji mamy f(p(b1), ..., p(bn)) = g(p(b1), ..., p(bn)).

Ad. (4) Bior¡c pod uwag¦ Twierdzenie 10 i Lemat 2 otrzymamy

f(b1, ..., bn) = AJ̄1
(b1, ..., bn) ∨ a∗ = AJ̄2

(b1, ..., bn) ∨ a∗ = g(b1, ..., bn). Poniewa» odw-

zorowanie φ, zde�niowane wzorem 2.7, jest bijekcj¡ Fa na ϕL(a), wi¦c AJ̄1
(b1, ..., bn) =

AJ̄2
(b1, ..., bn) ∈ Fa. Zgodnie z rozwa»aniami zawartymi w punkcie (3) mamy zatem

AJ̄1
(p(b1), ..., p(bn)) = AJ̄2

(p(b1), ..., p(bn)). A st¡d AJ̄1
(p(b1), ..., p(bn)) ∨ a∗ =

= AJ̄2
(p(b1), ..., p(bn)) ∨ a∗, czyli f(p(b1), ..., p(bn)) = g(p(b1), ..., p(bn)).

Wyka»emy teraz, »e X ∈ Ind(L, A1) dla dowolnego X ⊆ Fa, a ∈ S(L) \ {0,1}.

28



ROZDZIA� 2. Q-NIEZALE�NO�� W ALGEBRACH STONE'A.

Oczywi±cie, a∗ 6= 0, a∗ /∈ ϕL(a) oraz Fa ∩ ϕL(a) = ∅.

Rozwa»my teraz wszystkie unarne dziaªania termowe na zbiorze X. De�niuj¡

one pi¦¢ nieto»samo±ciowych odzwzorowa« pi : X → L:

pi(x) = xi dla i = 1, 2; p3(x) = 0, p4(x) = 1 oraz p5(x) = φ(x) = x ∨ x∗. (2.14)

Dla ka»dego b ∈ Fa, mamy p1(b) = a∗, p2(b) = a, p3(b) = 0 oraz p4(b) = 1.

Oczywi±cie a∗, a,0,1 ∈ S(L). Ponadto, p5(b) = b ∨ b∗ ∈ D(L) = F1. Niech

f(b1, ..., bn) = g(b1, ..., bn) dla pewnych b1, ..., bn ∈ X i f, g ∈ T(n)(L). Musimy

rozpatrzy¢ przypadki (1)-(4) wspomniane powy»ej.

Na pocz¡tek zaªó»my, »e f(b1, ..., bn) = 0. Wówczas wszystkie atomy dziaªa« f

i g dla elementów b1, ..., bn s¡ równe 0. Z Lematu 2(c) otrzymujemy zatem

f(pi(b1), ..., pi(bn)) = 0 = g(pi(b1), ..., pi(bn)) dla i = 0, ..., 5.

Przypu±¢my teraz, »e f(b1, ..., bn) = a∗. Wtedy wszystkie atomy dziaªa« f i g

s¡ równe 0 lub a∗. Zatem f(pj(b1), ..., pj(bn)) = [pj(bk)]
∗ = g(pj(b1), ..., pj(bn)), dla

j = 0, ..., 5, na mocy Lematu 2(a), (c).

Nast¦pnie rozwa»my przypadek, gdy f(b1, ..., bn) ∈ Fa. Korzystaj¡c z Wniosku

4 otrzymujemy f(b1, ..., bn) = AJ̄1
(b1, ..., bn) = AJ̄2

(b1, ..., bn) = g(b1, ..., bn). Skoro

pj(bk) ∈ S(L), dla j = 1, ..., 4, zatem f(pj(b1), ..., pj(bn)) = pj(bk) = g(pj(b1), ..., pj(bn)),

na mocy Lematu 2(b). Poniewa» φ|Fa jest homomor�zmem kratowym, wi¦c

f(p5(b1), ..., p5(bn)) = g(p5(b1), ..., p5(bn)).

Rozwa»anie dotycz¡ce przypadku (4) mo»emy przeprowadzi¢ analogicznie do

dowodu tego przypadku dla S0-niezale»no±ci. �

Ze wzgl¦du na dziedziczno±¢ rodziny zbiorów A1-niezale»nych oraz Wniosek

3(iv), oczywiste jest, »e X /∈ Ind(L, A1) dla ka»dego X ⊆ F1.
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Opiszemy teraz zwi¡zek mi¦dzy G-niezale»no±ci¡ podzbiorów zbioru g¦stego

D(L) w algebrze Stone'a, a G-niezale»no±ci¡ w kracie dystrybutywnej.

Twierdzenie 12 Niech L b¦dzie algebr¡ Stone'a oraz X ⊆ D(L). Wówczas

X ∈ Ind(L, G) wtedy i tylko wtedy, gdy X ∈ Ind(D(L), G).

Dowód. Zauwa»my, »e implikacja X ∈ Ind(L, G) ⇒ X ∈ Ind(D(L), G) ma dowód

analogiczny do dowodu implikacji (1.5) z Twierdzenia 1, poniewa» dla ka»dego

a ∈ X ⊆ D(L) oraz p ∈ G zachodzi p(a) ∈ D(L).

Aby udowodni¢ implikacj¦ przeciwn¡ przypu±¢my, »e X ∈ Ind(D(L), G). Mo»emy

zaªo»y¢ równie», »e 1 /∈ X, poniewa» w dowolnej algebrze A zachodzi wªasno±¢ (1.4).

Niech f(b1, ..., bn) = g(b1, ..., bn) dla pewnych b1, ..., bn ∈ X ⊆ D(L) oraz

f, g ∈ T(n)(L). Z Twierdzenia 10 wynika, »e

f(x1, ..., xn) = AJ1(x1, ..., xn), g(x1, ..., xn) = AJ2(x1, ..., xn),

dla pewnych J1, J2 ∈ {0, 1, 2}n. Zatem AJ1(b1, ..., bn) = AJ2(b1, ..., bn). Wobec Lematu

2 mamy A(i1,...,in)(b1, ..., bn) = 0, je±li ik = 1 dla pewnego k ∈ {1, ..., n}. Zatem

f(b1, ..., bn) = AJ̄1
(b1, ..., bn) = AJ̄2

(b1, ..., bn) = g(b1, ..., bn). �atwo zauwa»y¢, »e

D(L) ∪ {0} jest podalgebr¡ algebry Stone'a L. Tak wi¦c

f(b1, ..., bn) = g(b1, ..., bn) ∈ D(L) lub f(b1, ..., bn) = g(b1, ..., bn) = 0.

Przypu±¢my, »e f(b1, ..., bn) ∈ D(L). Korzystaj¡c z Lematu 3(b) otrzymujemy

f̃φ2(J1)(b1, ..., bn) = f̃φ2(J2)(b1, ..., bn) oraz f̃φ2(Ji) ∈ T(n)(D(L)) dla i = 1, 2.

Niech p b¦dzie odwzorowaniem zmniejszaj¡cym. Z Wniosku 2 wynika, »e p(bi) ∈

D(L) dla ka»dego i = 1, ..., n. Z zaªo»enia otrzymujemy

f̃φ2(J1)(p(b1), ..., p(bn)) = f̃φ2(J2)(p(b1), ..., p(bn)).

Ponadto f̃φ2(Ji)(p(b1), ..., p(bn)) = Aφ3(φ2(Ji))(p(b1), ..., p(bn)) = AJi
(p(b1), ..., p(bn))

dla i = 1, 2, na mocy Lematu 3(c). Czyli f(p(b1), ..., p(bn)) = g(p(b1), ..., p(bn)).

W drugim przypadku wszystkie atomy dziaªa« f i g musz¡ by¢ równe zero,

b¦d¡ równie» równe zero dla obrazów elementów b1, ..., bn, poniewa» p(bi) ∈ D(L),
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dla ka»dego i = 1, ..., n, Lemat 2(c). �

2.6 Zwi¡zki mi¦dzy niezale»no±ci¡ w algebrze Stone'a i alge-

brze Boole'a S(L).

Podamy teraz charakterystyk¦ rodziny t-niezale»nych podzbiorów algebry Stone'a

L wykorzystuj¡c odpowiadaj¡ce im elementy ze szkieletu (tj. algebry Boole'a S(L) =

(S(L);∨,∧,∗ ,0,1)).

Twierdzenie 13 Niech L = (L;∨,∧,∗ ,0,1) b¦dzie algebr¡ Stone'a oraz X ⊆ L.

Wówczas X ∈ Indt(L) wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dych parami ró»nych b1, ...,bn ∈

X istniej¡ a1, ..., an ∈ S(L) speªniaj¡ce warunki:

a) ai 6= bi ∈ Fai
(i = 1, ..., n) oraz

b) {a1, ..., an} ∈ Indt(S(L)).

Dowód. Niech X ∈ Indt(L) oraz b1, ..., bn b¦d¡ ró»nymi elementami zbioru X. Z

Twierdze« 8(iii) i 9 wynika, »e bi ∈ Fai
oraz bi 6= ai (i = 1, ..., n) dla pewnych,

ró»nych a1, ..., an ∈ S(L) \ {0,1}.

Zaªó»my nie wprost, »e {a1, ..., an} /∈ Indt(S(L)). Poniewa» w algebrach Boole'a

rodziny zbiorów M -niezale»nych i t-niezale»nych pokrywaj¡ si¦, wi¦c z Twierdzenia

6 mamy

ai1
1 ∧ .... ∧ ain

n = 0 dla pewnych ik ∈ {0, 1} (k = 1, ..., n). (2.15)

Zatem bin
1 ∧ ... ∧ bin

n ∈ F0 = {0}. Czyli

bin
1 ∧ ... ∧ bin

n = 0. (2.16)

Przypu±¢my, »e i1 = ... = in = 0. Wtedy b∗1 ∨ ... ∨ b∗n = 1, a st¡d, wykorzystuj¡c

dystrybutywno±¢, otrzymujemy b1 = b1∧(b∗1∨ ...∨b∗n) = b1∧(b∗2∨ ...∨b∗n). Rozwa»my
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nast¦puj¡ce dziaªanie termowe f(x1, ..., xn) = x1 ∧ (x∗
2 ∨ ... ∨ x∗

n). Wówczas

f ∈ T(n)(L), f(b1, ..., bn) = b1 oraz f(1, ...,1) = 0 (czyli f nie jest rzutowaniem),

wbrew zaªo»eniu.

Zaªó»my teraz, »e ik = 1 dla pewnego k ∈ {1, ..., n}. Bez ograniczenia ogólno±ci

mo»emy przyj¡¢, »e k = 1. Zatem b∗1∧bi2
2 ∧ ...∧bin

n = 0, a st¡d b1∨(b∗1∧bi2
2 ∧ ...∧bin

n ) =

= b1. Rozwa»my g(x1, ..., xn) = x1 ∨ (x∗
1 ∧ xi2

2 ∧ ... ∧ xin
n ). Wówczas g ∈ T(n)(L),

g(b1, ..., bn) = b1 oraz, co ªatwo udowodni¢, g nie jest rzutowaniem. Czyli równie» w

tym przypadku otrzymujemy sprzeczno±¢.

W celu udowodnienia implikacji przeciwnej zaªó»my, »e dla ka»dych parami

ró»nych elementów b1, ..., bn ∈ X istniej¡ a1, ..., an ∈ S(L) takie, »e ai 6= bi ∈ Fai

(i = 1, ..., n) oraz {a1, ..., an} ∈ Indt(S(L)).

Przypu±¢my, »e bk = f(b1, ..., bn) dla pewnego f ∈ T(n)(L) oraz k ∈ {1, ..., n}.

Wówczas f(b1, ..., bn) ∈ Ff(a1,...,an) i bk ∈ Fak
. St¡d ak = f(a1, ..., an) = f̄(a1, ..., an)

oraz f̄ ∈ T(n)(S(L)) (de�nicja (2.11)). Z zaªo»enia mamy zatem f̄ = ek
n w S(L).

Czyli f(x1, ..., xn) = x∗∗
k (co jest sprzeczne z zaªo»eniem) lub f jest rzutowaniem.

St¡d X ∈ Indt(L). �

Twierdzenie 8 oraz Wniosek 3 charakteryzuj¡ jednolementowe zbiory niezale»ne.

Obecnie rozwa»a¢ b¦dziemy zbiory co najmniej dwuelementowe. Udowodnimy w tym

celu nast¦puj¡cy lemat:

Lemat 4 Niech L b¦dzie algebr¡ Stone'a, a ∈ D(L) i b /∈ D(L) (lub a = 0 i b 6= 0).

Wówczas {a, b} /∈ Ind(L, S0).

Dowód. Niech a ∈ D(L) i b /∈ D(L). Rozwa»my dwa binarne dziaªania termowe

f1(x, y) = x∗ ∧ y, g1(x, y) = x∗ ∧ y∗ oraz odwzorowanie p : {a, b} → {a, b} dane

wzorem p(x) = b. Wtedy f1(a, b) = g1(a, b), ale f1(p(a), p(b)) = f1(b, b) = 0 6= b∗ =

g1(p(a), p(b)). St¡d {a, b} /∈ Ind(L, S0).
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Analogiczny wniosek dla a = 0 i b 6= 0 uzyskamy rozwa»aj¡c dziaªania f2(x, y) =

x ∧ y i g2(x, y) = 0. �

Dla zbioru X ⊆ L zde�niujmy X∗∗ = {x∗∗ | x ∈ X}. Oczywi±cie X∗∗ = g(X)

dla retrakcji g. Kolejne twierdzenie formuªuje warunek konieczny na to, aby zbiór X

nale»aª do rodziny zbiorów Q-niezale»nych.

Twierdzenie 14 Niech L = (L;∨,∧,∗ ,0,1) b¦dzie algebr¡ Stone'a, X ⊆ L oraz

|X| > 1. Je±li X ∈ Ind(L, Q), to X∗∗ ∈ Ind(S(L), Q) dla Q = M, A1, S, S0, I oraz

G.

Dowód. Wobec Twierdzenia 2(b) implikacja ta jest prawdziwa dla Q = M, A1.

Przypu±¢my zatem, »e X ∈ Ind(L, Q) oraz X∗∗ /∈ Ind(S(L), Q) dla Q = S, S0 lub

I. Poniewa» dla zbiorów co najmniej dwuelementowych w algebrze Boole'a rodziny

te pokrywaj¡ si¦, wi¦c zgodnie z Twierdzeniem 6 otrzymujemy (2.15) dla pewnych,

parami ró»nych a1, ..., an ∈ X∗∗. Z de�nicji zbioru X∗∗ istniej¡ b1, ..., bn ∈ X takie, »e

bi ∈ Fai
(i = 1, ..., n), czyli (2.16). Rozwa»my nast¦puj¡ce n-argumentowe dziaªania

termowe algebry Stone'a L:

f(x1, ..., xn) = xi1 ∧ .... ∧ xin , g(x1, ..., xn) = 0. (2.17)

Oczywi±cie

f(b1, ..., bn) = g(b1, ..., bn) oraz f 6= g. (2.18)

Na mocy zaªo»enia, dla dowolnego pi ∈ Q ∩ LX , mamy

f(pi(b1), ..., pi(bn)) = g(pi(b1), ..., pi(bn)). (2.19)

Zde�niujmy teraz odwzorowanie p1 : X → X nast¦puj¡co:

p1(x) =


b1 dla x = bk oraz ik = 0,

b2 dla x = bk oraz ik = 1,

x dla x 6= bk.

(k = 1, ..., n).
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Je±li ik = 0 (lub ik = 1) dla wszystkich k = 1, ..., n, to otrzymamy b1 = 0 lub b∗2 = 0

(czyli b2 ∈ D(L)), co jest sprzeczne z Lematem 4. W przypadku, gdy ik = 0 oraz

il = 1 dla pewnych k, l ∈ {1, .., n} mamy b1 ∧ b∗2 = 0. St¡d a1 ∧ a∗2 = 0, co imp-

likuje a1 ≤ a∗∗2 = a2. Wobec dziedziczno±ci, {b1, b2} ∈ Ind(S(L), S0). Rozwa»my

teraz dwa binarne dziaªania termowe: f1(x, y) = x ∧ y∗, g1(x, y) = 0 oraz odw-

zorowanie p2 : {b1, b2} → {b1, b2}, zde�niowane p2(b1) = b2, p2(b2) = b1. Wówczas

f1(p2(b1), p2(b2)) = f1(b2, b1) = b2∧b∗1 = 0 = g1(b2, b1). Oznacza to, »e a2∧a∗1 = 0 oraz

a2 ≤ a1. W konsekwencji otrzymamy a1 = a2, wbrew zaªo»eniu. Zatem powy»sza

implikacja jest prawdziwa dla S0-niezale»no±ci, jak równie», na mocy wªasno±ci (1.1),

dla S-niezale»no±ci.

Je±li X ∈ Ind(L, I), to zgodnie z Wnioskiem 3, mamy X∩S(L) = ∅. Rozwa»my

zatem ró»nowarto±ciowe odwzorowanie :

p3(bk) =


1 dla x = b1 oraz i1 = 0,

0 dla x = b1 oraz i1 = 1,

x dla x 6= b1.

Wówczas f(p3(b1), ..., p3(bn)) = g(p3(b1), ..., p3(bn)), czyli bi2
2 ∧ ....∧ bin

n = 0. Po n− 1

podobnych krokach otrzymamy bn = 0 lub b∗n = 0. Co, na mocy Wniosku 3, prowadzi

do sprzeczno±ci.

Zaªó»my teraz, »e X ∈ Ind(L, G) oraz X∗∗ /∈ Ind(S(L), G). Korzystaj¡c z

wªasno±ci (1.4) mo»emy przyj¡¢, »e w zbiorze X∗∗ nie ma staªych. Czyli nast¦puj¡ce

odwzorowanie jest zmniejszaj¡ce (Wniosek 2):

p4(bk) =


1 dla x = bk oraz ik = 0,

0 dla x = bk oraz ik = 1,

x dla x 6= bk.

(k = 1, ..., n).
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Przypomnijmy, »e w algebrze Boole'a rodzina zbiorów G-niezale»nych nie zawiera-

j¡cych staªych pokrywa si¦ z rodzin¡ zbiorów M -niezale»nych. Mamy zatem (2.19)

dla i = 4. A st¡d 1 = 0, sprzeczno±¢. �

Wniosek 6 Niech L b¦dzie algebr¡ Stone'a, X ⊆ L, |X| > 1 oraz X ∈ Ind(L, Q)

dla Q = M, S oraz I . Wówczas

f(b1, ..., bn) = g(b1, ..., bn) ⇒ f̄ = ḡ w S(L) (2.20)

dla ka»dych f, g ∈ T(n)(L) oraz parami ró»nych b1, .., bn ∈ X.

Istotnie, je±li f(b1, ..., bn) = g(b1, ..., bn) dla pewnych f, g ∈ T(n)(L) oraz parami

ró»nych b1, .., bn ∈ X. Wówczas f(b1, ..., bn) ∈ Ff(a1,...,an) i g(b1, ..., bn) ∈ Fg(a1,...,an),

gdzie ai = b∗∗i ∈ X∗∗ ∈ Ind(S(L), Q). Z zaªo»enia oraz Twierdzenia 9, elementy

a1, ..., an s¡ parami ró»ne. Czyli f(a1, ..., an) = g(a1, ..., an), co implikuje f̄(a1, ..., an) =

ḡ(a1, ..., an). Poniewa» rozwa»ane rodziny zbiorów niezale»nych w algebrze Boole'a

pokrywaj¡ si¦ z rodzin¡ zbiorów M -niezale»nych zatem otrzymujemy f̄ = ḡ w S(L),

na mocy de�nicji M -niezale»no±ci.

Podzbiory szkieletu S(L) nie mog¡ by¢ zbiorami M , I, oraz t-niezale»nymi.

Dla pozostaªych rozwa»anych przez nas rodzajów niezale»no±ci Twierdzenia 2 i 14

pozwalaj¡ sformuªowa¢ nast¦puj¡cy wniosek:

Wniosek 7 Niech L b¦dzie algebr¡ Stone'a oraz X ⊆ S(L); |X| > 1. Wówczas

X ∈ Ind(L, Q) ⇔ X ∈ Ind(S(L), Q)

dla Q = S0, S,G oraz A1.

Za wyj¡tkiem t-niezale»no±ci przedstawiony w Twierdzeniu 14 warunek nie jest

warunkiem wystarczaj¡cym dla rozwa»anych przez nas rodzajów niezale»no±ci.
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Rysunek 2.1:

Przykªad 1. Rozwa»my algebr¦ Stone'a L, przedstawion¡ na Rysunku 2.1. Jest to

produkt prosty trzech trójelementowych i jednej dwuelementowej algebry Stone'a.

Korzystaj¡c z Twierdzenia 6, ªatwo zauwa»y¢, »e {b, c} ∈ Ind(S(L), M). Natomiast

{b1, c1} /∈ Ind(L, Q) dla Q = M, S, S0, I, G. Rzeczywi±cie, rozwa»my dwa binarne

dziaªania f(x, y) = x ∧ y i g(x, y) = x ∧ y∗∗. Wówczas f(b1, c1) = a1 = b1 ∧ c∗∗1 =

g(b1, c1). Je±li zde�niujemy odwzorowanie p nast¦puj¡co: p(b1) = c1, p(c1) = b1, to

p ∈ M ∪ S ∪ S0 ∪ G ∪ I. Otrzymujemy zatem f(p(b1), p(c1)) = f(c1, b1) = a1 oraz

g(p(b1), p(c1)) = c1 ∧ b∗∗1 = c1 ∧ b = a. Rozwa»aj¡c odwzorowanie φ(x) = x ∨ x∗

analogiczny wniosek otrzymamy równie» dla A1-niezale»no±ci.

Twierdzenie 15 Niech L = (L;∨,∧,∗ ,0,1) b¦dzie algebr¡ Stone'a, X ⊆ L, |X| > 1

oraz X = {bk | ak 6= bk ∈ Fak
dla ró»nych ak ∈ S(L), k ∈ K} ∈ Ind(L, Q) dla

Q = M, S, S0 lub I. Wówczas φ(X) ∈ Ind(D(L), M).
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Dowód. Przypu±¢my, »e φ(X) /∈ Ind(D(L), M). Z Twierdzenia 3 wynika zatem, »e

φ(c1) ∧ ... ∧ φ(cm) ≤ φ(d1) ∨ ... ∨ φ(dn) dla pewnych φ(c1), ..., φ(cm), φ(d1), ..., φ(dn)

parami ró»nych elementów zbioru φ(X). Zde�niujmy nast¦puj¡ce dziaªania termowe:

f(x1, .., xm+n) = (x1 ∨ x∗
1) ∧ ... ∧ (xm ∨ x∗

m) ∧ [xm+1 ∨ x∗
m+1 ∨ ... ∨ xm+n ∨ x∗

m+n],

g(x1, .., xm+n) = (x1 ∨ x∗
1) ∧ ... ∧ (xm ∨ x∗

m). Z zaªo»enia otrzymujemy

f(c1, .., cm, d1, ..., dn) = g(c1, .., cm, d1, ..., dn). (2.21)

Przypu±¢my teraz, »e X ∈ Ind(L, Q) dla Q = M, S, S0. Rozwa»my odw-

zorowanie p1 ∈ QX dane wzorem:

p1(x) =


c1 dla x = ck,

d1 dla x = dl,

x w pozostaªych przypadkach.

(k = 1, ...,m; l = 1, ..., n).

Z Q-niezale»no±ci zbioru X w algebrze L otrzymujemy zatem

(c1 ∨ c∗1) ∧ (d1 ∨ d∗1) = c1 ∨ c∗1, (2.22)

a st¡d φ(c1) ≤ φ(d1). Je±li w tym samym celu wykorzystamy odwzorowanie

p2(x) =


d1 dla x = ck,

c1 dla x = dl,

x w pozostaªych przypadkach,

(k = 1, ...,m; l = 1, ..., n),

to uzyskamy φ(d1) ≤ φ(c1). Reasumuj¡c φ(c1) = φ(d1), wbrew zaªo»eniu.

Zaªó»my teraz, »e X ∈ Ind(L, I) i rozwa»my odwzorowanie

p3(x) =


c1 dla x = c1,

x∗∗ w pozostaªych przypadkach.

Zgodnie z de�nicj¡ zbioru X odwzorowanie to jest ró»nowarto±ciowe. Zatem równo±¢

(2.21) implikuje (c1 ∨ c∗1) ∧ [d1 ∨ d∗1 ∨ ... ∨ dn ∨ d∗n] = (c1 ∨ c∗1). Je±li n = 1, to mamy

(2.22). W przeciwnym wypadku rozwa»my dziaªania termowe

f1(x1, .., xm+n) = (x1∨x∗
1)∧[xm+1∨x∗

m+1∨...∨xm+n∨x∗
m+n], g1(x1, .., xm+n) = (x1∨x∗

1)
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oraz odwzorowanie

p4(x) =


d1 dla x = d1,

φ(d1) dla x = d2,

x w pozostaªych przypadkach.

Z I-niezale»no±ci zbioru X oraz Twierdzenia 14 wynika, »e d1 /∈ D(L) (czyli d1 6=

φ(d1)), zatem odwzorowanie p4 jest ró»nowarto±ciowe. Mamy zatem

f1(c1, .., cm, d1, ..., dn) = g1(c1, .., cm, d1, ..., dn), a st¡d

(c1 ∨ c∗1) ∧ [d1 ∨ d∗1 ∨ d1 ∨ d∗1 ∨ ... ∨ dn ∨ d∗n] = (c1 ∨ c∗1). Po n− 1 podobnych krokach

uzyskamy równo±¢ (2.22), na podstawie której ªatwo wywnioskowa¢ sprzeczn¡ z za-

ªo»eniem równo±¢ φ(c1) = φ(d1). �

Powy»sze twierdzenie nie jest prawdziwe dla A1-niezale»no±ci, na co mamy

nast¦puj¡cy:

Przykªad 2. Rozwa»my podzbiór X = {b1, b2} algebry przedstawionej na Rysunku

2.2 (strona 39). Jak ªatwo zauwa»y¢ φ(b1) = d1 ≤ d2 = φ(b2). Zatem z Twierdzenia

3 otrzymujemy φ(X) /∈ Ind(D(L), M). Poniewa» X speªnia warunek konieczny A1-

niezale»no±ci zawarty w Twierdzeniu 14 ({a1, a2} ∈ Ind(S(L), A1)), wi¦c analizuj¡c

binarne dziaªania termowe algebry Stone'a generowane przez termy opisane poni»ej

mo»emy wykaza¢, »e X ∈ Ind(L, A1).

Algebra termów dwuargumentowych algebry Stone'a jest oczywi±cie izomor-

�czna z woln¡ algebr¡ Stone'a generowan¡ przez zbiór dwuelementowy X = {x, y}:

FX = {0,1, x, y, x∗, y∗, x∗∗, y∗∗, x ∨ x∗, y ∨ y∗, x ∧ y, x ∧ y∗∗, x∗∗ ∧ y, x∗∗ ∧ y∗∗, x ∧ y∗,

x∗∗∧y∗, x∗∧y, x∗∧y∗∗, x∗∧y∗, (x∧y)∨ (x∧y∗), (x∧y)∨ (x∗∗∧y∗), (x∧y)∨ (x∗∧y),

(x ∧ y) ∨ (x∗ ∧ y∗∗), (x ∧ y) ∨ (x∗ ∧ y∗), (x ∧ y∗∗) ∨ (x∗∗ ∧ y), (x ∧ y∗∗) ∨ (x∗∗ ∧ y),

(x ∧ y∗∗) ∨ (x∗ ∧ y), (x ∧ y∗∗) ∨ (x∗ ∧ y∗∗), (x ∧ y∗∗) ∨ (x∗ ∧ y∗), (x∗∗ ∧ y) ∨ (x ∧ y∗),

(x∗∗ ∧ y)∨ (x∗∗ ∧ y∗), (x∗∗ ∧ y)∨ (x∗ ∧ y∗∗), (x∗∗ ∧ y)∨ (x∗ ∧ y∗), (x∗∗ ∧ y∗∗)∨ (x∗ ∧ y),
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Rysunek 2.2:

(x∗∗ ∧ y∗∗) ∨ (x ∧ y∗), (x∗∗ ∧ y∗∗) ∨ (x∗ ∧ y∗), (x ∧ y∗) ∨ (x∗ ∧ y), (x ∧ y∗) ∨ (x∗ ∧ y∗∗),

(x ∧ y∗) ∨ (x∗ ∧ y∗), (x∗∗ ∧ y∗) ∨ (x∗ ∧ y), (x∗∗ ∧ y∗) ∨ (x∗ ∧ y∗∗), (x∗ ∧ y) ∨ (x∗ ∧ y∗),

(x∗ ∧ y∗∗) ∨ (x∗ ∧ y∗), (x ∧ y) ∨ (x ∧ y∗) ∨ (x∗ ∧ y), (x ∧ y) ∨ (x ∧ y∗) ∨ (x∗ ∧ y∗∗),

(x∧y)∨(x∧y∗)∨(x∗∧y∗), (x∧y)∨(x∗∗∧y∗)∨(x∗∧y), (x∧y)∨(x∗∗∧y∗)∨(x∗∧y∗∗),

(x∧ y)∨ y∗, (x∧ y)∨ (x∗ ∧ y)∨ (x∗ ∧ y∗), (x∧ y)∨ (x∗ ∧ y∗∗)∨ (x∗ ∧ y∗), x∨ (x∗∗ ∧ y),

(x ∧ y∗∗) ∨ (x∗∗ ∧ y) ∨ (x∗∗ ∧ y∗), (x ∧ y∗∗) ∨ y, (x ∧ y∗∗) ∨ (x∗∗ ∧ y) ∨ (x∗ ∧ y∗∗),

(x ∧ y∗∗) ∨ (x∗∗ ∧ y) ∨ (x∗ ∧ y∗), x ∨ (x∗ ∧ y), x ∨ (x∗ ∧ y∗∗), x ∨ (x∗ ∧ y∗),

(x ∧ y∗∗) ∨ (x∗∗ ∧ y∗) ∨ (x∗ ∧ y), (x ∧ y∗∗) ∨ (x∗∗ ∧ y∗) ∨ (x∗ ∧ y∗∗), (x ∧ y∗∗) ∨ y∗,

(x∧y∗∗)∨(x∗∧y)∨(x∗∧y∗), (x∧y∗∗)∨(x∗∧y∗∗)∨(x∗∧y∗), (x∗∗∧y)∨(x∧y∗)∨(x∗∧y),

(x∗∗ ∧ y) ∨ (x ∧ y∗) ∨ (x∗ ∧ y∗∗), (x∗∗ ∧ y) ∨ (x ∧ y∗) ∨ (x∗ ∧ y∗), (x∗∗ ∧ y∗) ∨ y,
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(x∗∗ ∧ y) ∨ (x∗∗ ∧ y∗) ∨ (x∗ ∧ y∗∗), (x∗∗ ∧ y) ∨ y∗, y ∨ (x∗ ∧ y∗),

(x∗∗ ∧ y) ∨ (x∗ ∧ y∗∗) ∨ (x∗ ∧ y∗), (x∗∗ ∧ y∗∗) ∨ (x ∧ y∗) ∨ (x∗ ∧ y),

y∗∗ ∨ (x ∧ y∗), (x∗∗ ∧ y∗∗) ∨ (x ∧ y∗) ∨ (x∗ ∧ y∗), x∗∗ ∨ (x∗ ∧ y), x∗∗ ∨ (x∗ ∧ y∗∗),

(x∗∗∧y∗∗)∨y∗, (x∗∗∧y∗∗)∨(x∗∧y)∨(x∗∧y∗), y∗∗∨(x∗∧y∗), (x∧y∗)∨(x∗∧y)∨(x∗∧y∗),

(x ∧ y∗) ∨ x∗, y∗ ∨ (x∗ ∧ y), (x∗∗ ∧ y) ∨ x∗, (x ∧ y) ∨ (x∗ ∧ y) ∨ (x ∧ y∗) ∨ (x∗ ∧ y∗),

(x ∧ y) ∨ (x ∧ y∗) ∨ x∗, (x ∧ y) ∨ y∗ ∨ (x∗ ∧ y), (x ∧ y) ∨ (x∗∗ ∧ y∗) ∨ x∗,

x ∨ (x∗∗ ∧ y) ∨ (x∗ ∧ y), x ∨ (x∗∗ ∧ y) ∨ (x∗ ∧ y∗∗), x ∨ (x∗∗ ∧ y) ∨ (x∗ ∧ y∗),

(x ∧ y∗∗) ∨ y ∨ (x∗∗ ∧ y∗), (x ∧ y∗∗) ∨ (x∗∗ ∧ y) ∨ (x∗∗ ∧ y∗) ∨ (x∗ ∧ y∗∗),

(x ∧ y∗∗) ∨ (x∗∗ ∧ y) ∨ y∗, (x ∧ y∗∗) ∨ y ∨ (x∗ ∧ y∗), (x ∧ y∗∗) ∨ (x∗∗ ∧ y) ∨ x∗,

x ∨ (x∗ ∧ y) ∨ (x∗ ∧ y∗), (x ∧ y∗∗) ∨ y∗ ∨ (x∗∗ ∧ y), (x ∧ y∗∗) ∨ (x∗∗ ∧ y∗) ∨ x∗,

(x∗∗ ∧ y) ∨ (x∗ ∧ y) ∨ (x ∧ y∗) ∨ (x∗ ∧ y∗), (x∗∗ ∧ y) ∨ (x ∧ y∗) ∨ x∗,

(x∗∗ ∧ y) ∨ (x∗∗ ∧ y∗) ∨ x∗, (x∗∗ ∧ y∗∗) ∨ (x∗ ∧ y) ∨ (x ∧ y∗) ∨ (x∗ ∧ y∗),

(x∗∗ ∧ y∗∗) ∨ (x ∧ y∗) ∨ x∗, (x∗∗ ∧ y∗∗) ∨ (x∗ ∧ y) ∨ y∗, x ∨ (x∗∗ ∧ y) ∨ x∗,

x ∨ (x∗∗ ∧ y) ∨ (x∗ ∧ y) ∨ (x∗ ∧ y∗), (x ∧ y∗∗) ∨ (x∗∗ ∧ y) ∨ (x∗∗ ∧ y∗) ∨ x∗,

(x ∧ y∗∗) ∨ y ∨ y∗}.

Twierdzenie 16 Niech L = (L;∨,∧,∗ ,0,1) b¦dzie algebr¡ Stone'a oraz X ⊆ L.

Wówczas X ∈ Ind(L, A1) wtedy i tylko wtedy, gdy X∗∗ ∈ Ind(S(L), A1) oraz

f(b1, ..., bn) = g(b1, ..., bn) ⇒ f̃(φ(b1), ..., φ(b1)) = g̃(φ(b1), ..., φ(bn)) (2.23)

dla ka»dych f, g ∈ T(n)(L), b1, .., bn ∈ X.

Dowód. Przypu±¢my, »e L ⊇ X ∈ Ind(L, A1). Z Twierdzenia 14 otrzymujemy

natychmiast X∗∗ ∈ Ind(S(L), A1).

Niech f(b1, ..., bn) = g(b1, ..., bn) dla pewnych f, g ∈ T(n)(L), b1, .., bn ∈ X.

Poniewa» φ ∈ T(1)(L), wi¦c f(φ(b1), ..., φ(bn)) = g(φ(b1), ..., φ(bn)). Na mocy Twierdzenia

10 mamy f(x1, ..., xn) = AJ1(x1, ..., xn) i g(x1, ..., xn) = AJ2(x1, ..., xn) dla pewnych

J1, J2 ∈ {0, 1, 2}n.
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Oczywi±cie φ(x) ∈ D(L) dla wszystkich x ∈ L, zatem [φ(bi)]
∗ = 0, a tak»e

[φ(bi)]
∗∗ = 1. Wobec tego f(φ(b1), ..., φ(bn)) = AJ̄1

(φ(b1), ..., φ(bn)) =

= f̃φ2(J̄1)(φ(b1), ..., φ(bn)), gdzie f̃φ2(J̄1) zde�niowane jest wzorem (2.12). Podobnie

g(φ(b1), ..., φ(bn)) = f̃φ2(J̄2)(φ(b1), ..., φ(bn)). Zatem otrzymujemy (2.23).

W celu udowodnienia implikacji przeciwnej przypu±¢my, »e

f1(b1, ..., bn) = g1(b1, ..., bn) dla pewnych f1, g1 ∈ T(n)(L), b1, .., bn ∈ X. Przypom-

nijmy zbiór nieto»samo±ciowych unarnych dziaªa« termowych w algebrze Stone'a:

p1(x) = x∗, p2(x) = x∗∗, p3(x) = 0, p4(x) = 1 i p5(x) = φ(x) = x ∨ x∗. Oczywi±-

cie, dla i = 1, ..., 4, mamy pi(bk) ∈ S(L) (k = 1, ..., n), ponadto pi(bk) = pi(ak).

Z zaªo»enia otrzymujemy zatem f1(pi(a1), ..., pi(an)) = g1(pi(a1), ..., pi(an)), a st¡d

f1(pi(b1), ..., pi(bn)) = g1(pi(b1), ..., pi(bn)). Natomiast z (2.23) mamy

f1(φ(b1), ..., φ(b1)) = g1(φ(b1), ..., φ(bn)). �

Z de�nicji f̃ ∈ T(n)(D(L)) dla dowolnego f ∈ T(n)(L). Poniewa» D(L) jest

krat¡, wi¦c dziaªania ∨,∧ s¡ idempotentne. Mamy zatem nast¦puj¡cy wniosek:

Wniosek 8 Niech L = (L;∨,∧,∗ ,0,1) b¦dzie algebr¡ Stone'a oraz X ∈ L. Je±li

X∗∗ ∈ Ind(S(L), A1) oraz |φ(X)| = 1, to X ∈ Ind(L, A1).

Warunek |φ(X)| = 1 nie jest warunkiem koniecznym A1-niezale»no±ci zbioru X

w algebrze Stone'a. Istotnie:

Przykªad 3. Rozwa»my podzbiór X = {c, b1} algebry przedstawionej w Przykªadzie

1 (Rysunek 2.1, strona 36). Jak ªatwo zauwa»y¢ φ(c) = 1 6= φ(b1). Analizuj¡c bina-

rne dziaªania termowe tej algebry mo»emy wykaza¢, »e X ∈ Ind(L, A1).

Zbiór ten nie speªnia równie» warunku (f) Twierdzenia 2, poniewa» c ∈ S(L)

oraz b1 /∈ S(L) = g(L). Zauwa»my równie», »e w przykªadzie tym zbiór {b, b1, c} ∈

Ind(L, A1), zatem Twierdzenie 2(e) i (f) nie jest prawdziwe dla A1-niezale»no±ci.
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Rozdziaª 3

Q-niezale»no±¢ w pewnych algebrach

nieª¡cznych.

3.1 Grupoidy ∗-ª¡czne.

Idea badania algebr ∗-ª¡cznych wywodzi si¦ z poj¦cia τ -pier±cieni wprowadzonego

przez B. Gleichgewichta w [14]. K. Gªazek w [16] i [17] rozwa»aª nieª¡czne pier±cienie

oraz algebry, w których dziaªania binarne s¡ ∗-ª¡czne.

Standardow¡ terminologi�e dla póªgrup, quasigrup i póªkrat mo»na znale¹¢ odpowie-

dnio w [28], [36], [41] oraz [5].
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Grupoidem z inwolucj¡ nazywamy algebr�e A = (A; +,∗ ) typu (2, 1) speªniaj¡c¡

nast�epuj¡ce warunki:

(x∗)∗ = x, (3.1)

(x + y)∗ = y∗ + x∗. (3.2)

Dziaªanie ∗ jest zatem anty-automor�zmem grupoidu A rz�edu 2.

Grupoid z inwolucj¡ (A; +,∗ ) nazywamy ∗-ª¡cznym, gdy

(x + y)∗ + z = x + (y + z)∗. (3.3)

Przykªady.

1) Rozwa»my zbiór A = {a, b, c, d} z dziaªaniem ⊕ zde�niowanym w Tabeli 3.1 oraz

inwolucj¡ ∗ tak¡, »e a∗ = b, c∗ = c oraz d∗ = d.

⊕ a b c d

a b c c c

b d a c d

c c c c c

d d c c c

Tabela 3.1:

Wówczas algebra (A;⊕,∗ ) jest grupoidem ∗-ª¡cznym. Co wi¦cej, jest to najmniejszy

grupoid ∗-ª¡czny, nie b¦d¡cy póªgrup¡.

2) Rozwa»my zbiór jednostek kwaternionowych H0 = {1,−1, i,−i, j,−j, k,−k}.

Zde�niujmy dziaªanie ∗ nast�epuj¡co: (1)∗ = 1, (−1)∗ = −1, (i)∗ = −i, (−i)∗ = i,

(j)∗ = −j, (−j)∗ = j, (k)∗ = −k, (−k)∗ = k oraz dziaªanie binarne ⊕ za pomoc¡

Tabeli 3.2. �atwo udowodni¢, »e algebra (H0,⊕,∗ ) jest grupoidem ∗-ª¡cznym.

43



ROZDZIA� 3. Q-NIEZALE�NO�� W PEWNYCH ALGEBRACH NIE��CZNYCH.

⊕ 1 -1 i -i j -j k -k

1 1 -1 -i i -j j -k k

-1 -1 1 i -i j -j k -k

i -i i -1 1 k -k -j j

-i i -i 1 -1 -k k j -j

j -j j -k k -1 1 i -i

-j j -j k -k 1 -1 -i i

k -k k j -j -i i -1 1

-k k -k -j j i -i 1 -1

Tabela 3.2:

3) i 4) Zde�niujmy w zbiorze zbiorze Z5 nast¦puj¡ce dziaªania:

x∗ ≡ 4x (mod 5),

x⊕ y ≡ 4x + 4y + 2x2y2(x + y) (mod 5);

oraz w zbiorze Z7:

x∗ ≡ 6x (mod 7),

x⊕ y ≡ 6x + 6y + 2x2y2(x3 + y3) + 4x3y3(x + y) (mod 7).

Wówczas (Z5;⊕,∗ ) oraz (Z7;⊕,∗ ) s¡ grupoidami ∗-ª¡cznymi.

5) Zbiór A = {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j, k, l,m, n, o} z dziaªaniem ⊕ zde�niowanym w

Tabeli 3.3 oraz inwolucj¡ ∗ dan¡ wzorami a∗ = b, c∗ = c, d∗ = e, f ∗ = f , g∗ = h,

i∗ = j, k∗ = l, m∗ = n, o∗ = o jest przemiennym grupoidem ∗-ª¡cznym.
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⊕ a b c d e f g h i j k l m n o

a b c c k g i n g o i m k n m o

b c a c h l j h m j o l n n m o

c c c c n m o n m o o m n n m o

d k h n e f f h i j i j k n o o

e g l m f d f j g j i l i o m o

f i j o f f f j i j i j i o o o

g n h n h j j h o j o j n n o o

h g m m i g i o g o i m i o m o

i o j o j j j j o j o j o o o o

j i o o i i i o i o i o i o o o

k m l m j l j j m j o l o o m o

l k n n k i i n i o i o k n o o

m n n n n o o n o o o o n n o o

n m m m o m o o m o o m o o m o

o o o o o o o o o o o o o o o o

Tabela 3.3:

Przedstawimy teraz pewne wªasno±ci zde�niowanej przez nas algebry, które

stan¡ si¦ narz¦dziami do dalszego jej badania.

Element a ∈ A nazywamy elementem lewostronnie (prawostronnie) anihiluj¡-

cym, lewym (prawym) zerem, je±li a + x = a ( odpowiednio, x + a = a, a + x = x,

x + a = x), dla ka»dego x ∈ A.

Twierdzenie 17 Niech (A; +,∗ ) b�edzie grupoidem z inwolucj¡. Je±li a ∈ A jest

elementem lewostronnie anihiluj¡cym (prawostronnie anihiluj¡cym, lewym zerem,

prawym zerem), to a∗ jest elementem prawostronnie anihiluj¡cym (lewostronnie ani-

hiluj¡cym, prawym zerem, lewym zerem).

Rzeczywi±cie, niech a + x = a dla ka»dego x ∈ A. Wówczas (a + x)∗ = a∗

oraz x∗ + a∗ = a∗. Dziaªanie ∗ jest bijekcj¡, zatem a∗ jest elementem prawostronnie

anihiluj¡cym. �
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Twierdzenie 18 Niech (A; +,∗ ) b�edzie grupoidem ∗-ª¡cznym. Wówczas nast¦puj¡ce

warunki s¡ równowa»ne:

(a) (∃0 ∈ A) (∀x ∈ A) [0 + x = x];

(b) (A; +,0) jest póªgrup¡ przemienn¡ z zerem.

Dowód. Przypu±¢my, »e element 0 ∈ A jest zerem grupoidu ∗-ª¡cznego oraz x ∈ A.

Jak ªatwo wykaza¢ 0∗ = 0. Wówczas x = (0+x)+0 = (x∗+0∗)∗+0 = x∗+(0+0)∗ =

x∗. Skoro ∗ jest inwolucj¡, zatem dziaªanie binarne b¦dzie przemienne, a z ∗-ª¡czno±ci

otrzymamy natomiast jego ª¡czno±¢. �

Oczywi±cie, je±li inwolucja jest dziaªaniem to»samo±ciowym wówczas grupoid

∗-ª¡czny jest póªgrup¡ przemienn¡. Implikacja odwrotna nie zachodzi, wystarczy

rozwa»y¢ algebr¦ ({a, b, c};⊕,∗ ), w której a∗ = b, c∗ = c oraz dziaªanie binarne

de�niuje wzór x⊕ y = c.

Niech A = (A; +,∗ ) b�edzie grupoidem ∗-ª¡cznym. Przez PA b¦dziemy oz-

nacza¢ zbiór wszystkich idempotentów algebry A (to znaczy elementów speªniaj¡cych

warunki x + x = x oraz x∗ = x).

Twierdzenie 19 Niech (A; +,∗ ) b�edzie grupoidem ∗-ª¡cznym. Relacja ≤ zde�niowana

nast¦puj¡co:

a ≤ b ⇔ a = a + b = b + a

jest relacj¡ cz�e±ciowego porz¡dku na PA.

Dowód. Zwrotno±¢ i antysymetryczno±¢ tej relacji jest oczywista. W celu udowod-

nienia tranzytywno±ci, przypu±¢my, »e a, b, c ∈ PA, a ≤ b oraz b ≤ c, wtedy
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a + c = a∗ + c = (a + b)∗ + c = a + (b + c)∗ = a + b∗ = a + b = a oraz

c + a = c + a∗ = c + (b + a)∗ = (c + b)∗ + a = b + a = a. �

Twierdzenie 20 Niech A = (A; +,∗ ) b�edzie grupoidem ∗-ª¡cznym. Wówczas nast¦pu-

j¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(α) (∀x, y ∈ PA) (y + x) + y = y + (x + y);

(β) (PA; +,∗ ) jest podalgebr¡ algebry A;

(γ) (PA; +) jest póªkrat¡.

Dowód. Zaªó»my, »e w zbiorze PA zachodzi warunek (α). Udowodnimy najpierw,

»e dziaªanie + jest przemienne na PA. Dla dowolnych x, y ∈ PA mamy

x + y = x + y∗ = x + (y + y)∗ = (x + y)∗ + y = (y∗ + x∗) + y = (y + x) + y =

= y + (x + y) = y + (x∗ + y∗) = y + (y + x)∗ = (y + y)∗ + x = y + x.

Zatem (x + y)∗ = y∗ + x∗ = y + x = x + y, a st¡d

(x + y) + (x + y) = (x + y)∗ + (x + y) = x + (y + (x + y))∗ =

x + ((x + y)∗ + y∗) = x + (x + (y + y∗)∗) = x + (x + (y + y)∗) =

x + (x + y∗) = x + (x + y) = x + (x + y)∗ = (x + x)∗ + y = x + y.

Reasumuj¡c PA jest podalgebr¡ grupoidu ∗-ª¡cznego A.

Oczywi±cie, je±li PA jest podalgebr¡ grupoidu ∗-ª¡cznego A, wówczas dziaªanie

binarne jest ª¡czne i przemienne na zbiorze idempotentów PA. Zatem (PA; +) jest

póªkrat¡. Fakt ten natychmiast implikuje warunek (α). �

Opiszemy teraz zwi¡zek pomi¦dzy pewn¡ klas¡ grupoidów ∗-ª¡cznych, a póªkratami

górnymi (lub inaczej ∨-póªkratami).

Twierdzenie 21 Niech (A; +,∗ ) b�edzie ∗-ª¡cznym grupoidem przemiennym speªnia-

j¡cym warunek x + x = x∗ dla ka»dego x ∈ A. Zde�niujmy relacj�e % nast�epuj¡co:

x%y ⇔ x + y = y∗.
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Wówczas (A; %) jest zbiorem cz�e±ciowo uporz¡dkowanym takim, »e dla ka»dej pary

elementów ze zbioru A istnieje supremum ze wzgl�edu na relacj�e %. Ponadto, odw-

zorowanie x 7→ x∗ jest izotoniczne.

Dowód. Zwrotno±¢ i antysymetryczno±¢ relacji % jest oczywista. Przypu±¢my zatem,

»e x, y ∈ A, x%y oraz y%z. Wtedy

x + z = x + (z∗)∗ = x + (y + z)∗ = (x + y)∗ + z = (y∗)∗ + z = y + z = z∗.

Czyli % jest równie» tranzytywna.

Udowodnimy teraz, »e sup%{x, y} = (x + y)∗ dla wszystkich x, y ∈ A. Poniewa»

x + (x + y)∗ = (x + x)∗ + y = x + y = ((x + y)∗)∗ otrzymujemy x%(x + y)∗ i podobnie

y%(x + y)∗. Niech x%p i y%p dla pewnego p ∈ A. Zatem (x + y)∗ + p = x + (y + p)∗ =

x + (p∗)∗ = x + p = p∗. St¡d (x + y)∗%p.

W celu wykazania izotoniczno±ci relacji %, przypu±¢my, »e x%y, czyli x+y = y∗.

Zatem x∗ + y∗ = (x + y)∗ = (y∗)∗, a w konsekwencji x∗%y∗. �

Twierdzenie 22 Niech (A; %) b�edzie zbiorem cz�e±ciowo uporz¡dkowanym takim, »e

dla ka»dych a, b ∈ A istnieje sup%{a, b}. Niech ∗ b�edzie izotonicznym odwzorowaniem

speªniaj¡cym warunek (x∗)∗ = x. Zde�niujmy dziaªanie ⊕ nast�epuj¡co:

x⊕ y = sup%{x∗, y∗}.

Wówczas (A;⊕,∗ ) jest ∗-ª¡cznym grupoidem przemiennym speªniaj¡cym warunek

x⊕ x = x∗ dla wszystkich x ∈ A.

Dowód. Z de�nicji dziaªania ⊕ wynika, »e x⊕ x = x∗ oraz x⊕ y = y ⊕ x.

Aby udowodni¢, »e dziaªanie ∗ jest inwolucj¡ na (A;⊕) we¹my dowolne x, y ∈ A.

Wówczas y∗⊕x∗ = sup%{x, y} = a dla pewnego a ∈ A oraz (x⊕y)∗ = (sup%{x∗, y∗})∗.

Wyka»emy, »e sup%{x∗, y∗} = a∗. Rzeczywi±cie, mamy x%a i y%a. Korzystaj¡c z

izotoniczno±ci ∗, uzyskujemy x∗%a∗ oraz y∗%a∗. Przypu±¢my teraz, »e x∗%p i y∗%p
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dla pewnego p ∈ A. Wtedy x%p∗ oraz y%p∗. Zatem a%p∗, a st¡d a∗%p. Reasumuj¡c

sup%{x∗, y∗} = a∗, czyli (x⊕ y)∗ = x∗ ⊕ y∗.

Pozostaje udowodni¢, »e dziaªanie⊕ jest ∗-ª¡czne. Zaªó»my zatem, »e x, y, z ∈ A

oraz (x ⊕ y)∗ ⊕ z = w dla pewnego w ∈ A. Oznacza to, »e sup%{x ⊕ y, z∗} = w.

Co implikuje sup%{x∗, y∗}%w i z∗%w. A st¡d x∗%w oraz y∗%w. Jak ªatwo wykaza¢

w = sup%{x∗, y ⊕ z}. �

Niech (A;⊕,∗ ) b�edzie ∗-ª¡cznym grupoidem rozwa»anym w Przykªadzie 5.

Wówczas (A; %) jest zbiorem cz�e±ciowo uporz¡dkowanym o nast�epuj¡cym diagramie:

Rysunek 3.1:
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Grupoid ∗-ª¡cznym A = (A; +,∗ ) nazywamy indukuj¡cym póªkrat¦, je±li dzia-

ªanie binarne jest przemienne oraz dla ka»dego x ∈ A zachodzi warunek x + x = x∗.

Grupoidy ∗-ª¡czne zde�niowane w przykªadach 3,4 oraz 5 implikuj¡ póªkraty.

Odnotujmy, »e jedynymi unarnymi dziaªaniami termowymi w grupoidzie in-

dukuj¡cym póªkrat¦ s¡: e1
1(x) = x, f(x) = x∗ oraz g(x) = x + x∗. Poni»ej

przedstawiamy tabel¦ dla dodawania w wolnym grupoidzie indukuj¡cym póªkrat¦

generowanym przez zbiór {x}. Oczywi±cie grupoid ten jest izomor�czny z algebr¡

dziaªa« termowych jednoargumentowych omawianego grupoidu.

+ x x∗ x + x∗

x x∗ x + x∗ x + x∗

x∗ x∗ + x x x + x∗

x + x∗ x + x∗ x + x∗ x + x∗

Tabela 3.4:

�atwo sprawdzi¢, »e f, g ∈ End(A). Zatem otrzymujemy

Ind(A, A1) = 2A.

Ponadto g(g(x)) = g(x), a wi¦c g jest retrakcj¡, g(A) = PA oraz PA = (PA; +)

jest póªkrat¡. W rozwa»anej algebrze Fa = {x ∈ A | x + x∗ = a + a∗ = a} dla

dowolnego a ∈ PA. Jak ªatwo wykaza¢ Fa = (Fa; +,∗ ) jest podalgebr¡ grupoidu A

indukuj¡cego póªkrat¦. W algebrze Fa element a jest anihilatorem. Istotnie, a+x =

= (x + x∗) + x = x∗ + (x∗ + x∗) = x∗ + x = a.
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3.2 Dziaªania termowe w ∗-ª¡cznym grupoidzie przemien-

nym.

Opiszemy teraz ogóln¡ posta¢ dziaªa« termowych w ∗-ª¡cznych grupoidach prze-

miennych, która jest niezb¦dna do badania Q-niezale»no±ci w omawianych algebrach.

Przyjmujemy, »e N = {1, 2, 3, ...}, N0 = N ∪ {0}, natomiast 2N oznacza zbiór

liczb naturalnych parzystych. Dla uproszczenia zapisu wprowadzimy nast¦puj¡ce oz-

naczenia:

x0 = x∗, x1 = x oraz i′ = i + 1(mod2).

Zde�niujmy funkcj¦ χ : N → {0, 1}: χ(n) =


1 dla n ∈ 2N;

0 dla n /∈ 2N.

Jest to oczywi±cie funkcja charakterystyczna zbioru liczb parzystych.

Przedstawimy teraz kilka prostych wªasno±ci dziaªa« w grupoidzie ∗-ª¡cznym,

przemiennym.

Lemat 5 Niech (A; +,∗ ) b�edzie grupoidem ∗-ª¡cznym, przemiennym. Wówczas:

(x + y) + z = x∗ + (y + z∗), (3.4)

(x + y) + z = (x + z∗) + y∗, (3.5)

(w + x) + (y + z) = (w + y) + (x + z), (3.6)

(...(x1 + x2) + ...) + xi) + x∗)... + x∗) + xj) + ...) + xn =

(...(x1 + x2) + ...) + xi) + x)... + x) + xj) + ...) + xn,
(3.7)

je±li i ≥ 1 oraz x∗ wyst�epuje w liczbie parzystej,

(...(xi1
1 + xi2

2 ) + xi3
3 ...) + xin

n = (...(xi2
2 + x

i′3
3 ) + x

i′4
4 ) + ...) + xi′n

n ) + (xi1
1 )χ(n), (3.8)

(...(xi1
1 + xi2

2 ) + ...) + xik
k ) + ...) + xin

n =

(...(xi1
1 + xi2

2 ) + ...) + x
ik−1

k−1 ) + x
i′k+1

k+1 ) + ...) + xi′n
n ) + (xik

k )χ(n−k) dla k > 1.
(3.9)
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Oznaczmy

g(k,l)(x) = (...(xi1 + xi2) + ...) + xil) + ...) + xik , (3.10)

gdzie l ≤ k oraz

1) dla l = 0 mamy is = 1 dla ka»dego s ∈ {1, ..., k};

2) dla l = 1 mamy is =


0, gdy s = 1 lub s parzyste;

1, w pozostaªych przypadkach;

3) dla l > 1, mamy is =


0, gdy s = l + 2r dla pewnego r ∈ N ;

1, w pozostaªych przypadkach .

Przykªady.

g(1,0)(x) = x (czyli g(1,0) = e1
1),

g(5,1)(x) = (((x∗ + x∗) + x) + x∗) + x,

g(6,3)(x) = ((((x + x) + x∗) + x) + x∗) + x.

Dla uproszczenia piszemy g∗(k,l)(x) zamiast (g(k,l)(x))∗.

Twierdzenie 23 Ka»de unarne dziaªanie termowe w przemiennym grupoidzie

∗-ª¡cznym (A; +,∗ ) mo»na przeksztaªci¢ do postaci g(k,l)(x) dla pewnych l ∈ N0, k ∈ N

oraz l ≤ k.

Dowód Twierdzenia 23 otrzymamy jako konsekwencj�e nast¦puj¡cych lematów.

Lemat 6 Dla l = 0 mamy

g∗(k,0) =


g(k,1)(x), dla k = 1, 2;

g(k,k−1−χ(k))(x), dla k > 2.
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Dowód. Dowód przeprowadzimy dla k > 2 oraz k parzystego (χ(k) = 1). Pod-

kre±lone zostaªy miejsca, w których korzystamy z wªasno±ci (3.7). Mamy zatem

g∗(k,0)(x) = (...(x + x) + ...) + x)∗ = (...(x∗ + x∗) + ...) + x∗) + x∗ =

(...(x∗ + x) + ...) + x) + x∗ = (...(x + x∗) + x) + ...) + x) + x) + x∗ =

(...(x + x∗) + ...) + x∗) + x∗) + x) + x∗ = (...(x + x) + x) + ..) + x∗) + x) + x∗ =

g(k,k−2)(x) = g(k,k−1−χ(k))(x).

Dowody pozostaªych przypadków przebiegaj¡ w analogiczny sposób. �

Lemat 7 Niech l ≥ 1. Wówczas

g∗(k,l)(x) =



g(k,0)(x), dla k = 1, 2 i l = 1;

oraz dla l ∈ 2N i l = k − 2, k − 1;

g(k,3)(x), dla k > 2 i l = 1;

g(k,1)(x), dla k > 2 i l = 3;

g(k,l−3)(x), dla l /∈ 2N i l > 3;

g(k,l+3)(x), dla l ∈ 2N i l + 3 ≤ k;

g(k,k)(x), dla l ∈ 2N i l = k.

Dowód. Dwa pierwsze przypadki s¡ oczywiste. Równie» dwa kolejne mo»emy ªatwo

udowodni¢ wykorzystuj¡c wªasno±¢ (3.7).

Przypu±¢my zatem, »e k > 2 i l = 1. Wtedy

g∗(k,1)(x) = [(...(x∗ + x∗) + x) + ...]∗ = (...(x + x) + x∗) + ... = g(k,3)(x).

Podobnie przebiega dowód dla przypadku k > 2 i l = 3.

Przypu±¢my teraz, »e l jest nieparzyste oraz l > 3. Wówczas mamy

g∗(k,l)(x) = [(...(g(l−1,0)(x) + x∗) + ...]∗ = (...(g(l−1,l−3)(x) + x) + ... =

= (...(g(l−4,0)(x) + x∗) + ... = g(k,l−3)(x).
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Niech l b�edzie parzyste oraz l + 3 ≤ k. Rozwa»ymy teraz dwa przypadki:

a) dla l = 2 otrzymujemy g∗(k,2)(x) = (...(x + x∗) + x) + x∗) + x) + ...)∗ =

(...(x∗ + x) + x∗) + x) + x∗) + ... = (...(x + x∗) + x∗) + x) + x∗) + ... =

(...(x + x) + x) + x) + x∗) + ... = g(k,5)(x).

b) dla l ≥ 4 mamy g∗(k,l)(x) = (...(g(l−1,0)(x) + x∗) + x) + x∗) + x) + ...)∗ =

(...(g(l−1,l−2)(x) + x) + x∗) + x) + x∗) + ... =

(...(g(l−3,0)(x) + x∗) + x) + x) + x∗) + x) + x∗) + ... =

(...(g(l−3,0)(x) + x∗) + x∗) + x∗) + x∗) + x) + x∗) + ... =

(...(g(l−3,0)(x) + x) + x) + x) + x) + x) + x∗) + ... = g(k,l+3)(x).

Przypu±¢my, »e l jest parzyste oraz l = k. Równo±¢ g∗(2,2)(x) = g(2,2)(x) jest oczy-

wista. We¹my zatem k > 2. W tym przypadku zachodzi

g∗(k,k)(x) = (g(k−1,0)(x) + x∗)∗ = g(k−1,k−2)(x) + x = ((g(k−3,0)(x) + x∗) + x) + x =

= ((g(k−3,0)(x) + x∗) + x∗) + x∗ = ((g(k−3,0)(x) + x) + x) + x∗ = g(k,k)(x). �

Prawdziwo±¢ kolejnego lematu mo»na udowodni¢ przez indukcj�e wzgl�edem n.

Lemat 8 Niech t b¦dzie termem ∗-ª¡cznego grupoidu przemiennego A. Wówczas

t + [...(x1 + x2) + x3) + ...) + xn] = (...(tχ(n+1) + x1) + x∗
2) + ...) + x∗

n.

�

Wprowad¹my teraz nast�epuj¡ce oznaczenia:

h(p,r)(y, x) = (...(y + xi1) + xi2) + ...) + xir) + ...) + xip ,

gdzie p, r ∈ N0, r ≤ p; is = 0 dla s < r; ir+2l = 0 oraz ir+2l+1 = 1 dla l ∈ N0.

Dla uproszczenia b�edziemy pisa¢ g(k,l)(x)⊕ h(p,r)(y) w miejsce h(p,r)(g(k,l)(x), y).

Przyjmujemy, »e

h(0,0)(y, x) = y oraz g(0,0)(x)⊕ h(p,r)(y) = g(p,r)(y).
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Lemat 9 g(k,l)(x) + g(p,r)(x) =

=



gi
(k,l)(x)⊕ h(p,1)(x), dla r = 1;

gi
(k,l)(x)⊕ h(p,r−1)(x), dla r /∈ 2N, r > 1;

gi
(k,l)(x)⊕ h(p,r+1)(x), dla r ∈ 2N, r < p;

gi
(k,l)(x)⊕ h(p,0)(x), dla r ∈ 2N, r = p.

gdzie i = χ(p + 1).

Dowód. Rozwa»amy kolejno przypadki naszego lematu, wykorzystuj¡c Lemat 8:

Ad 1. g(k,l)(x) + g(p,1)(x) = g(k,l)(x) + [...(x∗ + x∗) + x) + ...] =

(..(gi
(k,l)(x) + x∗) + x) + x∗) + ... = gi

(k,l)(x)⊕ h(p,1)(x).

Ad 2. g(k,l)(x) + g(p,r)(x) = g(k,l)(x) + [...(x + x) + ...) + x) + x∗) + ...] =

(...(gi
(k,l)(x) + x) + x∗) + ...x∗) + x∗) + x) + ... =

(...(gi
(k,l)(x) + x) + ...) + x) + x∗) + x) + ... = gi

(k,l)(x)⊕ h(p,r−1)(x).

Ad 3. g(k,l)(x) + g(p,r)(x) = g(k,l)(x) + [...(x + x) + ...) + x) + x∗) + x) + ...] =

(...(gi
(k,l)(x) + x) + x∗) + ...) + x∗) + x) + x∗) + ... =

(...(gi
(k,l)(x) + x) + x) + ...) + x) + x) + x∗) + ... = gi

(k,l)(x)⊕ h(p,r+1)(x).

Ad 4. g(k,l)(x) + g(p,r)(x) = g(k,l)(x) + [...(x + x) + ...) + x) + x∗] =

(...(gi
(k,l)(x) + x) + x∗) + ...) + x∗) + x) =

(...(gi
(k,l)(x) + x) + x) + ...) + x) + x) = gi

(k,l)(x)⊕ h(p,0)(x). �
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Lemat 10 g(k,l)(x)⊕ h(p,0)(x) =

=



g(k+p,0)(x), dla l = 0;

g(k+p,l)(x), dla p = 1 oraz [l = 1, k ∈ 2N] lub [l > 1, k − l ∈ 2N];

g(k+p,p)(x), dla l = 1, p ∈ 2N;

g(k+p,p−1)(x), dla l = 1, p > 1, p, k ∈ 2N;

g(k+p,p+1)(x), dla l = 1, p, k /∈ 2N;

g(k+p,l+p)(x), dla l > 1, p ∈ 2N;

g(k+p,l+p−1)(x), dla l > 1, p > 1, p ∈ 2N oraz k − l ∈ 2N;

g(k+p,l+p+1)(x), dla l > 1, p /∈ 2N oraz k − l /∈ 2N.

Dowód. Rozpatrujemy kolejno przypadki lematu.

Ad 1. Oczywisty.

Ad 2. Rozwa»ymy tylko przypadek gdy l = 1 oraz k jest parzyste. Wówczas mamy

g(k,1)(x)⊕ h(1,0)(x) = [...(x∗ + x∗) + x) + ...) + x∗] + x = g(k+1,l).

Dowód dla l > 1 oraz k − l parzystego przebiega analogicznie.

Ad 3. g(k,1)(x)⊕ h(p,0)(x) = (...[...(x∗ + x∗) + x) + ...]⊕ h(p,0)(x) =

(...(x∗ ⊕ h(p,0)(x)) + x∗) + x) + ... = (...(x + x∗)⊕ h(p−2,0)(x)) + x) + x∗) + x) + ... =

(...(x⊕ h(p−2,0)(x
∗)) + x∗) + x) + x∗) + x) + ... =

(...(g(p−1,0)(x) + x∗) + x) + x∗) + x) + ... = g(k+p,p)(x).

Ad 4. g(k,1)(x)⊕ h(p,0)(x) = (...[...(x∗ + x∗) + ...) + x∗]⊕ h(p−1,0)(x)) + x =

(...(x∗⊕ h(p−1,0)(x)) + x∗) + x) + ... = (...(x + x∗)⊕ h(p−3,0)(x)) + x) + x∗) + x) + ... =

(...(x⊕ h(p−3,0)(x
∗)) + x∗) + x) + ... = (...(g(p−2,0)(x) + x∗) + x) + ... = g(k+p,p−1)(x).

Ad 5. g(k,1)(x)⊕ h(p,0)(x) = (...[...(x∗ + x∗) + ...) + x] + x) + x) + ....) + x︸ ︷︷ ︸
p+1

=

(...(x∗⊕ h(p+1,0)(x)) + x∗) + x) + ... = (...(x + x∗)⊕ h(p−1,0)(x)) + x) + x∗) + x) + ... =

(...(x⊕ h(p−1,0)(x
∗)) + x∗) + x) + ... = (...(g(p,0)(x) + x∗) + x) + ... = g(k+p,p+1)(x).

W podobny sposób mo»na zwery�kowa¢ pozostaªe przypadki. �
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Lemat 11 Niech r 6= 0; s = [k+2
2

] − [p−r+2
2

] dla l = 1 oraz t = [k−l+2
2

] − [p−r+2
2

] dla

l > 1. Wówczas:

g(k,l)(x)⊕ h(p,r)(x) =



g(k+p,1)(x), dla l = 1 oraz [r = 1 i k /∈ 2N] lub [r = 2 i k ∈ 2N];

g(k+p,r−2)(x), dla l = 1, r > 2 oraz k, r ∈ 2N;

g(k+p,r−1)(x), dla l = 1, r > 1 oraz k, r /∈ 2N;

g(k+p,l+r−2)(x), dla l > 1 oraz k + l, r ∈ 2N;

g(k+p,l+r−1)(x), dla l > 1 oraz k + l, r /∈ 2N;

g(k+p,0)(x), dla l = 1, k > 1 oraz k + r /∈ 2N, s = 0;

lub l > 1 oraz k + r /∈ 2N, t = 0;

g(k+p,k+p−2|s|+2)(x), dla l = 1; k, p ∈ 2N; r /∈ 2N oraz s > 0,

lub k ∈ 2N; p, r /∈ 2N oraz s < 0,

lub k, p /∈ 2N; r ∈ 2N oraz s > 0,

lub k /∈ 2N; p, r ∈ 2N oraz s < 0;

g(k+p,k+p−2|s|+1)(x), dla l = 1; k, p ∈ 2N; r /∈ 2N oraz s < 0,

lub k ∈ 2N; p, r /∈ 2N oraz s > 0,

lub k, p /∈ 2N; r ∈ 2N oraz s < 0,

lub k /∈ 2N; p, r ∈ 2N oraz s > 0;

g(k+p,k+p−2|t|+1)(x), dla l > 1; k + l ∈ 2N; p, r /∈ 2N oraz t > 0,

lub k + l, p ∈ 2N; r /∈ 2N oraz t < 0,

lub k + l /∈ 2N; p, r ∈ 2N oraz t > 0,

lub k + l, p /∈ 2N; r ∈ 2N oraz t < 0;

g(k+p,k+p−2|t|+2)(x), dla l > 1; k + l ∈ 2N; p, r /∈ 2N oraz t < 0,

lub k + l, p ∈ 2N; r /∈ 2N oraz t > 0,

lub k + l /∈ 2N; p, r ∈ 2N oraz t < 0,

lub k + l, p /∈ 2N; r ∈ 2N oraz t > 0.
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Dowód. Liczby s, t s¡ rezultatem dzielenia liczby wyst¦powa« symbolu ∗ w dziaªa-

niu g(k,l)(x) przez liczb¦ wyst¦powa« symbolu ∗ w dziaªaniu h(p,r)(x) dla l = 1 oraz

l > 1, odpowiednio.

Ad 1. Przypu±¢my, »e l = 1. �atwo zauwa»y¢, »e równo±¢ jest prawdziwa dla r = 1

oraz k nieparzystego. We¹my teraz r = 2 oraz k parzyste. Wówczas mamy

g(k,1)(x)⊕ h(p,2)(x) = [g(k−1,1)(x) + x∗]⊕ [x⊕ h(p−1,2)(x)] = g(k+p,1)(x).

Ad 2. g(k,1)(x)⊕ h(p,r)(x) = [g(k,1)(x)⊕ h(r−2,0)(x)]⊕ h(p−r+2,2)(x) =

g(k+r−2,r−2)(x)⊕h(p−r+2,2)(x) = [g(k+r−3,r−2)(x)+x∗]⊕[x⊕h(p−r+1,1)(x)] = g(k+p,r−2)(x).

Ad 3. g(k,1)(x)⊕ h(p,r)(x) = [g(k,1)(x)⊕ h(r−1,0)(x)]⊕ h(p−r+1,)(x) =

g(k+r−1,r−1)(x)⊕ h(p−r+1,1)(x) = [g(k+r−2,r−1)(x) + x]⊕ h(p−r+1,1)(x) = g(k+p,r−1)(x).

Ad 4. g(k,l)(x)⊕ h(p,r)(x) = [g(k,l)(x)⊕ h(r−2,0)(x)]⊕ h(p−r+2,2)(x) =

g(k+r−2,l+r−2)(x) ⊕ h(p−r+2,2)(x) = [g(k+r−3,l+r−2)(x) + x∗] ⊕ [x ⊕ h(p−r+1,1)(x)] =

g(k+p,l+r−2)(x).

Ad 5. g(k,l)(x)⊕ h(p,r)(x) = [g(k,l)(x)⊕ h(r−1,0)(x)]⊕ h(p−r+1,1)(x) =

g(k+r−1,l+r−1)(x)⊕h(p−r+1,1)(x) = [((g(k+r−2,l+r−1)(x)+x)+x∗]⊕h(p−r,2)(x) = g(k+p,l+r−1)(x).

Ad 6. Niech l = 1, s = 0, k > 1, k b¦dzie parzyste oraz r nieparzyste. Przepro-

wadzimy dowód przez indukcj�e wzgl�edem i = [k+2
2

] = [p−r+2
2

]. Oczywi±cie, i ≥ 2,

poniewa» k jest parzyste. Zatem r < p. We¹my teraz i = 2. Je±li p jest nieparzyste,

to otrzymamy

g(2,1)(x)⊕ h(p,p−2)(x) = (([g(2,1)(x)⊕ h(p−3,0)(x)] + x∗) + x) + x∗ =

g(p−1,p−3)(x)⊕ [(x∗ + x) + x∗] = [((g(p−4,0)(x) + x∗) + x) + x∗]⊕ [(x∗ + x) + x∗] =
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(((((g(p−4,0)(x) + x∗) + x) + x∗) + x∗) + x) + x∗ =

(((((g(p−4,0)(x) + x) + x) + x) + x) + x) + x = g(p+2,0)(x).

W przypadku p parzystego mamy

g(2,1)(x)⊕ h(p,p−3)(x) = ((([g(2,1)(x)⊕ h(p−4,0)(x)] + x∗) + x) + x∗) + x =

g(p−2,p−4)(x)⊕[((x∗+x)+x∗)+x] = [((g(p−5,0)(x)+x∗)+x)+x∗]⊕[((x∗+x)+x∗)+x] =

((((((g(p−5,0)(x) + x∗) + x) + x∗) + x∗) + x) + x∗) + x =

((((((g(p−5,0)(x) + x) + x) + x) + x) + x) + x) + x = g(p+2,0)(x).

Przypu±¢my teraz, »e lemat jest prawdziwy dla i. Wówczas otrzymamy

g(k,1)(x)⊕ h(p,r)(x) = g(k,1)(x)⊕ [g(r−1,0)(x)⊕ h(p−r+1,1)(x)] =

g(k+r−1,r−1)(x)⊕ h(p−r+1,1)(x) = [g(k+r−2,r−1)(x) + x∗]⊕ [x∗ ⊕ h(p−r,2)(x)] =

[(g(k+r−2,r−1)(x) + x∗) + x∗]⊕ h(p−r,2)(x) = [(g(k+r−2,r−1)(x) + x) + x]⊕ h(p−r,2)(x) =

g(k+r,r+1)(x)⊕ h(p−r,2)(x) = [g(r,0)(x)⊕ h(k,1)(x)]⊕ h(p−r,2)(x) =

[(g(r,0)(x)⊕ h(k−1,1)(x)) + x]⊕ [x⊕ h(p−r−1,1)(x)] =

[g(r+2,0)(x)⊕ h(k−1,1)(x)]⊕ h(p−r−1,1)(x) =

g(r+2,0)(x)⊕ h(k−r−2,0)(x) = g(k+p,0)(x).

Wykazali±my zatem prawdziwo±¢ hipotezy dla i + 1 w rozwa»anym przypadku.

Dowody dla pozostaªych przypadków przebiegaj¡ podobnie, wi¦c je pomijamy.

Ad 7. W tym przypadku i kolejnych trzech rozwa»amy tylko pierwszy podpunkt,

poniewa» pozostaªe mo»na udowodni¢ tymi samymi metodami.

g(k,1)(x)⊕ h(p,r)(x) = [g(k,1)(x)⊕ h(r−1,0)(x)]⊕ h(p−r+1,1)(x) =

g(k+r−1,r−1)(x)⊕ h(p−r+1,1)(x) = [g(r−2,0)(x)⊕ h(k+1,1)(x)]⊕ h(p−r+1,1)(x) =

[[[g(r−2,0)(x)⊕ h(k−p+r+1,1)(x)]⊕ h(p−r,1)(x)]⊕ h(p−r,1)(x)] + x =

[[g(r−2,0)(x)⊕ h(k−p+r+1,1)(x)]⊕ h(2p−2r,0)(x)] + x =
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[g(k−p+2r−1,r−1)(x)⊕ h(2p−2r,0)(x)] + x = g(k+p−1,2p−r−1)(x) + x =

[g(k+p−2,2p−r−1)(x) + x] + x = g(k+p,2p−r+1)(x) = g(k+p,k+p−2|s|+2)

Ostatnia równo±¢ wynika z |s| = k+2
2
− p−r+1

2
.

Ad 8. g(k,1)(x)⊕ h(p,r)(x) = [g(k,1)(x)⊕ h(r−1,0)(x)]⊕ h(p−r+1,1)(x) =

g(k+r−1,r−1)(x)⊕ h(p−r+1,1)(x) = [g(r−2,0)(x)⊕ h(k+1,1)(x)]⊕ h(p−r+1,1)(x) =

[[g(r−2,0)(x)⊕ h(k+1,1)(x)]⊕ h(k+1,1)(x)]⊕ h(p−r−k,2)(x)] =

[g(r−2,0)(x)⊕ h(2k+2,0)(x)]⊕ h(p−r−k,2)(x) = g(2k+r,0)(x)⊕ h(p−r−k,1)(x) =

g(k+p,2k+r+2)(x) = g(k+p,k+p−2|s|+1)(x). W tym przypadku |s| = p−r+1
2

− k+2
2
.

Ad 9. g(k,l)(x)⊕ h(p,r)(x) = [g(k,l)(x)⊕ h(r−1,0)(x)]⊕ h(p−r+1,1)(x) =

g(k+r−1,l+r−1)(x)⊕ h(p−r+1,1)(x) =

[g(k−p,l+r−1)(x)⊕ h(p−r+1,1)(x)]⊕ h(p−r+1,1)(x) =

g(k−p+2r−2,l+r−1)(x)⊕ h(2p−2r+2,0)(x) = g(k+p,2p−r+l+1)(x) =

g(k+p,k+p−2|t|+1)(x), gdzie |t| = k−l+2
2

− p−r+2
2

.

Ad 10. g(k,l)(x)⊕ h(p,r)(x) = [g(k,l)(x)⊕ h(r−1,0)(x)]⊕ h(p−r+1,1)(x) =

g(k+r−1,l+r−1)(x)⊕ h(p−r+1,1)(x) =

[[g(l+r−2,0)(x)⊕ h(k−l+1,1)(x)]⊕ h(k−l+1,1)(x)]⊕ h(p−n+l−r,2)(x) =

[g(l+r−2,0)(x)⊕ h(2k−2l+2,0)(x)]⊕ h(p−k+l−r,2)(x) =

g(2k−l+r,0)(x)⊕ h(p−k+l−r,2)(x) = g(k+p,2k−l+r+2)(x) = g(k+p,k+p−2|t|+2)(x).

W tym przypadku |t| = p−r+2
2

− k−l+2
2

. �

Uogólniaj¡c Twierdzenie 23 otrzymujemy nast¦puj¡ce:

Twierdzenie 24 Ka»de n-argumentowe dziaªanie termowe w ∗-ª¡cznym grupoidzie

przemiennym (A, +,∗ ) mo»na sprowadzi¢ do nast�epuj¡cej postaci:

f(x1, x2, ..., xn) = (...(g(k1,l1)(x1)⊕ h(k2,l2)(x2))⊕ ...)⊕ h(kn,ln)(xn),
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gdzie ki, li ∈ N0, ki ≥ li dla i = 1, ..., n oraz k1 + ... + kn 6= 0. �

Bior¡c pod uwag¦ tabel¦ 3.4 przedstawiaj¡c¡ dziaªanie binarne w algebrze dzia-

ªa« termowych jednoargumentowych grupoidu ∗-ª¡cznego indukuj¡cego póªkrat¦ oraz

uwzgl¦dniaj¡c Lematy 9, 10 oraz 11 otrzymamy:

Wniosek 9 Dowolne n-arne dziaªanie termowe w grupoidzie ∗-ª¡cznym indukuj¡cym

póªkrat¦ mo»na przeksztaªci¢ do postaci:

f(x1, ..., xn) = (...(xi1
k1

+ xi2
k2

) + ...) + x
ip
kp

(3.11)

dla pewnych 0 ≤ k1 ≤ ... ≤ kp ≤ n oraz ir ∈ {0, 1, 2} (r = 1, ..., p), gdzie

x0 = x∗, x1 = x, x2 = x + x∗.

Je±li w grupoidzie tym speªniony jest dodatkowo warunek (∀x ∈ A) x + x∗ = a,

to w postaci (3.11) mamy ir ∈ {0, 1} (r = 1, ..., p).

3.3 Q-niezale»no±¢ w póªkratach.

W rozwa»anych ∗-ª¡cznych grupoidach retrakt g(A) = PA jest póªkrat¡, zatem

aby zastosowa¢ Twierdzenie 2 konieczne jest zbadanie rodzin zbiorów Q-niezale»nych

w póªkratach. Przedstawione w tym rozdziale twierdzenia dla póªkrat górnych na

zasadzie dualno±ci odnosz¡ si¦ oczywi±cie równie» do póªkrat dolnych.

M -niezale»no±¢ w tych algebrach badaª G. Szász w [42].

Twierdzenie 25 Niech L = (L;∨) b¦dzie póªkrat¡ górn¡. Zbiór X ⊆ L jest M-

niezale»ny wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dych parami ró»nych a1, ..., ar ∈ X mamy

ar � a1 ∨ ... ∨ ar−1.

�
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K. Golema-Hartman wykazaªa (por. [21], [22]), »e X ∈ Indt(L) wtedy i tylko

wtedy, gdy wszystkie elementy zbioru X s¡ parami nieporównywalne.

Oczywi±cie Ind(L, A1) = 2L.

Opiszemy teraz pozostaªe, omawiane przez nas, rodziny zbiorów Q-niezale»nych

w póªkratach.

Zauwa»my najpierw, »e ka»de dziaªanie termowe w póªkracie mo»na jednoz-

nacznie przedstawi¢ w postaci

f(x1, ..., xn) = xi1 ∨ ... ∨ xis

dla pewnych 1 ≤ i1 ≤ .... ≤ is ≤ n.

Twierdzenie 26 Niech L = (L;∨) b¦dzie póªkrat¡ górn¡ oraz Q = S0, S lub G.

Wówczas

Ind(L, M) = Ind(L, Q).

Dowód. Dowód mo»na przeprowadzi¢ analogicznie do dowodu Twierdzenia 4.

Rozwa»amy wówczas dziaªania termowe f(x1, ..., xr) = x1∨...∨xr−1∨xr, g(x1, ..., xr) =

x1 ∨ ... ∨ xr−1 oraz odwzorowanie p(x) =


a1 dla x 6= ar;

ar dla x = ar.

Oczywi±cie w póªkratach wszystkie odwzorowania s¡ zmniejszaj¡ce, poniewa» je-

dynym dziaªaniem termowym jednoargumentowym jest dziaªanie to»samo±ciowe.

�
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Zauwa»my teraz, »e rodziny zbiorów M -niezale»nych oraz I-niezale»nych w

póªkracie górnej nie musz¡ by¢ jednakowe.

Przykªad.

ba b c
bb

bd
����

HHHH

W przedstawionej póªkracie mamy a∨b = a∨b∨c. Z Twierdzenia 25 wynika, »e

zbiór {a, b, c} nie jest M -niezale»ny, gdy» c ≤ a ∨ b. Jest on natomiast I-niezale»ny,

poniewa» suma dowolnych ró»nych elementów b¦dzie zawsze równa elementowi d.

Przypadek ten mo»na uogólni¢. Póªkrat¦ (L;∨) nazywamy nisk¡, je±li posiada

element najwi¦kszy, a pozostaªe jej elementy s¡ parami nieporównywalne. Z punktu

widzenia teorii grafów zbiór cz¦±ciowo uporz¡dkowany tego typu mo»na traktowa¢

jako graf drzewiasty, w którym tylko jeden wierzchoªek ma stopie« wi¦kszy ni» jeden

(taki graf nazywany jest zwykle gwiazd¡).

Twierdzenie 27 Niech L = (L;∨) b¦dzie póªkrat¡. Je±li L jest póªkrat¡ nisk¡, to

X ⊆ L jest I-niezale»ny wtedy i tylko wtedy, gdy jego elementy s¡ parami nieporówny-

walne. W przeciwnym razie Ind(L, M) = Ind(L, I).

Dowód. Niech L b¦dzie póªkrat¡ oraz X ∈ Ind(L, I). Zaªó»my, »e a < b dla

pewnych a, b ∈ X. Rozwa»aj¡c binarne dziaªania termowe f(x, y) = x∨y, e2
2(x, y) =

y oraz ró»nowarto±ciowe odwzorowanie p : X → L dane wzorami p(a) = b, p(b) = a,

p(x) = x dla x 6= a, b, otrzymamy sprzeczno±¢. Zatem wszystkie elementy zbioru

I-niezale»nego w póªkracie musz¡ by¢ parami nieporównywalne.
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Przypu±¢my teraz, »e L jest póªkrat¡ nisk¡, wszystkie elementy zbioru X ⊆ L

s¡ parami nieporównywalne oraz f1(a1, ..., an) = g1(a1, ..., an) dla pewnych, ró»nych

a1, ..., an ∈ X oraz f1, g1 ∈ T(n)(L). Z de�nicji póªkraty niskiej wynika zatem

f1(p(a1), ..., p(an)) = g1(p(a1), ..., p(an)) dla dowolnego ró»nowarto±ciowego odwzoro-

wania p : X → L. Czyli X ∈ Ind(L, I).

Zaªó»my teraz, »e L nie jest póªkrat¡ nisk¡, X ∈ Ind(L, I) oraz X /∈ Ind(L, M).

Z Twierdzenia 25 otrzymujemy br ≤ b1 ∨ ... ∨ br−1 dla pewnych, parami ró»nych

b1, ..., br ∈ X. St¡d b1 ∨ ... ∨ br−1 = b1 ∨ ... ∨ br−1 ∨ br. Rozwa»my nast¦puj¡ce dzia-

ªania termowe: f2(x1, ..., xr) = x1 ∨ ...∨ xr−1 oraz g2(x1, ..., xr) = x1 ∨ ...∨ xr−1 ∨ xr.

Oczywi±cie f2(b1, ..., br) = g2(b1, ..., br). Zde�niujmy odwzorowanie p1 nast¦puj¡co:

p1(x) =


b2 ∨ b3 dla x = b1;

x dla x 6= b1.

Wykazali±my wcze±niej, »e elementy zbioru I-niezale»nego musz¡ by¢ parami niepo-

równywalne, zatem powy»sze odwzorowanie jest ró»nowarto±ciowe. Co implikuje

f2(p1(b1), ..., p1(br)) = g2(p1(b1), ..., p1(br)). St¡d mamy b2∨...∨br−1 = b2∨...∨br−1∨br.

Po r − 3 takich krokach otrzymamy br−2 ∨ br−1 = br−2 ∨ br−1 ∨ br. Rodzina zbiorów

I-niezale»nych jest dziedziczna zatem {br−2, br−1, br} ∈ Ind(L, I). Poniewa» rozwa»ana

póªkrata nie jest niska, wi¦c istniej¡ ró»ne elementy c1, c2 ∈ L takie, »e c1 ∨ c2 6=

br−2 ∨ br−1.

Przypu±¢my najpierw, »e c1 ∨ c2 > br−2 ∨ br−1. Rozwa»aj¡c odwzorowanie

ró»nowarto±ciowe p2(bi) =


bi dla i 6= r;

c1 ∨ c2 dla i = r

(i = r − 2, r − 1, r),

otrzymamy br−2 ∨ br−1 = br−2 ∨ br−1 ∨ c1 ∨ c2, a st¡d br−2 ∨ br−1 = c1 ∨ c2, co przeczy

zaªo»eniu.

Zaªó»my teraz, »e c1 ∨ c2 ≯ br−2 ∨ br−1. W tym przypadku odwzorowanie
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p3(bi) =


ci dla i = r − 2, r − 1;

br−2 ∨ br−1 dla i = r;

(i = r − 2, r − 1, r)

jest ró»nowarto±ciowe. Korzystaj¡c z I-niezale»no±ci rozwa»anego zbioru uzyskamy

c1 ∨ c2 = c1 ∨ c2 ∨ br−2 ∨ br−1. Wobec tego c1 ∨ c2 > br−2 ∨ br−1, sprzeczno±¢.

Reasumuj¡c X ∈ Ind(L, M). �

3.4 Q-niezale»no±¢ w pewnych grupoidach ∗-ª¡cznych.

�atwo zauwa»y¢, »e w grupoidzie ∗-ª¡cznym indukuj¡cym póªkrat¦ A = (A; +,∗ )

mamy O(a) = ω (czyli element a jest beztorsyjny) wtedy i tylko wtedy, gdy a /∈ PA.

A tak»e O(a) = ι wtedy i tylko, gdy a ∈ PA. Ponadto

Lemat 12 p jest odwzorowaniem zmniejszaj¡cym grupoidu indukuj¡cego póªkrat¦

(A; +,∗ ) wtedy i tylko wtedy, gdy p(a) ∈ PA dla ka»dego a ∈ PA. �

Z Twierdzenia 2(a) wynika

Lemat 13 Niech A = (A; +,∗ ) b¦dzie grupoidem ∗-ª¡cznym indukuj¡cym póªkrat¦.

Wówczas dla ka»dego a ∈ A mamy

(i) {a} ∈ Ind(A, M) ⇔ {a} ∈ Ind(A, I) ⇔ {a} ∈ Indt(A) ⇔ a /∈ PA;

(ii) {a} ∈ Ind(A, Q) dla Q = S, S0, G. �

Twierdzenie 28 Niech Ac = (A; +,∗ ) b¦dzie grupoidem ∗-ª¡cznym indukuj¡cym

póªkrat¦ speªniaj¡cym warunek (∃c ∈ A) (∀x ∈ A) [x + x∗ = c]. Dla dowolnego

X ⊆ A nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(α) X ∈ Ind(Ac, M);
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(β) X ∈ Ind(Ac, S);

(γ) (...(bi1
1 + bi2

2 ) + ...) + bin
n 6= c dla ka»dych parami ró»nych b1, ..., bn ∈ X oraz

ik ∈ {0, 1} (k = 1, ..., n).

Ponadto X ∈ Ind(Ac, G) ⇔ X \ {c} ∈ Ind(Ac, M).

Dowód. Wobec (1.1) implikacja (α ⇒ β) jest oczywista.

Przypu±¢my zatem, »e X ∈ Ind(Ac, S) oraz (...(bi1
1 + bi2

2 ) + ...) + bin
n = c dla

pewnych parami ró»nych b1, ..., bn ∈ X, ik ∈ {0, 1} (k = 1, ..., n). Rozwa»my odw-

zorowanie p : X → 〈X〉Ac zde�niowane wzorami:

p(bk) =


b2 dla ik = 1;

b∗2 dla ik = 0;

dla k = 1, 2 oraz p(x) = x dla x 6= b1, b2

oraz dziaªania termowe f1(x1, ..., xn) = (...(xi1
1 + xi2

2 ) + ...) + xin
n , f2(x1, ..., xn) = c.

Korzystaj¡c z S-niezale»no±ci zbioru X otrzymamy (...(b2 + b2) + ...) + bin
n = c. St¡d

(...(b∗2 + bi3
3 ) + ...) + bin

n = c. Po sko«czonej liczbie takich kroków otrzymamy b∗n = c,

czyli bn = c. Je±li zastosujemy wªasno±¢ (3.9), to w analogiczny sposób mo»emy

otrzyma¢ bk = c dla ka»dego k = 1, ..., n. Wbrew zaªo»eniu.

Przypu±¢my teraz, »e zbiór X ⊆ A speªnia warunek (γ) oraz

f1(b1, ..., bn) = f2(b1, ..., bn) dla pewnych ró»nych f1, f2 ∈ T(n)(Ac), b1, ..., bn ∈ X.

Na mocy Wniosku 9 mamy

f1(x1, ..., xn) = (...(xi1
k1

+ xi2
k2

) + ...) + x
ip
kp

, f2(x1, ..., xn) = (...(xj1
l1

+ xj2
l2

) + ...) + xjr

lr

dla pewnych, ró»nych podci¡gów 0 ≤ k1 ≤ ... ≤ kp ≤ n; 0 ≤ l1 ≤ ... ≤ lr ≤ n oraz

i1, ..., ip, j1, ..., jr ∈ {0, 1}. Zatem

(...(bi1
k1

+ bi2
k2

) + ...) + b
ip
kp

= (...(bj1
l1

+ bj2
l2

) + ...) + bjr

lr
.

Poniewa» f1 6= f2, wi¦c istniej¡ liczby s i t takie, »e lt /∈ {k1, ..., ks−1, ks+1, ..., kp} oraz

(bis
ks

)χ(p−s) 6= (bjt

lt
)χ(r−t). Wówczas, stosuj¡c wªasno±¢ (3.9), otrzymamy
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(...(bi1
k1

+ bi2
k2

) + ...) + b
is−1

ks−1
) + b

i′k+1

ks+1
) + ...) + b

i′p
kp

) + (bis
ks

)χ(p−s) =

= (...(bj1
l1

+ bj2
l2

) + ...) + b
jt−1

lt−1
) + b

j′t+1

lt+1
) + ...) + b

j′r
lr

) + (bjt

lt
)χ(r−t) . Dodaj¡c do obu stron

równania (bis
ks

)χ(p−s) i korzystaj¡c z wªasno±ci (3.4) mamy

[(...(bi1
k1

+ bi2
k2

) + ...) + b
is−1

ks−1
) + b

i′k+1

ks+1
) + ...) + b

i′p
kp

]∗ + [(bis
ks

)χ(p−s) + ((bis
ks

)χ(p−s))∗] =

= [(...(bj1
l1

+ bj2
l2

) + ...) + b
jt−1

lt−1
) + b

j′t+1

lt+1
) + ...) + b

j′r
lr

]∗ + [(bjt

lt
)χ(r−t) + ((bis

ks
)χ(p−s))∗].

St¡d c = [(...(bj1
l1

+ bj2
l2

) + ...) + bjr

lr
] + (bis

ks
)χ(p−s), je±li lt 6= ks.

W przypadku, gdy lt = ks mamy χ(r − t) = χ(p− s) + 1(mod 2). Wówczas

c = [(...(bj1
l1

+ bj2
l2

) + ...) + b
jt−1

lt−1
) + b

j′t+1

lt+1
) + ...) + b

j′r
lr

]∗ + [(bjt

lt
)χ(r−t) + (bjt

lt
)χ(r−t)] =

= [(...(bj1
l1

+ bj2
l2

) + ...) + b
jt−1

lt−1
) + b

j′t+1

lt+1
) + ...) + b

j′r
lr

]∗ + [(bjt

lt
)χ(r−t)]∗ =

= [(...(b
j′1
l1

+ b
j′2
l2

) + ...) + b
j′t−1

lt−1
) + b

jt+1

lt+1
) + ...) + bjr

lr
] + (b

j′t
lt
)χ(r−t) =

[(...(b
j′1
l1

+ b
j′2
l2

) + ...) + b
j′t−1

lt−1
) + b

j′t
lt
) + b

jt+1

lt+1
) + ...) + bjr

lr
]. W obu tych przypadkach

otrzymujemy sprzeczno±¢ z zaªo»eniem. Czyli X ∈ Ind(Ac, M).

Z wªasno±ci (1.4) mamy X ∈ Ind(Ac, G) ⇔ X\{c} ∈ Ind(Ac, G). W rozwa»anej

algebrze PA = {c}, czyli wszystkie elementy zbioru X \ {c} s¡ beztorsyjne, zatem

na mocy wªasno±ci (1.4) i (1.7) otrzymujemy X \ {c} ∈ Ind(Ac, G) ⇔ X \ {c} ∈

Ind(Ac, M). �

Z Twierdzenia 2(d) wynika, »e szukaj¡c zbiorów M oraz I-niezale»nych musimy

wybiera¢ elementy spo±ród ró»nych klas Fa. To samo dotyczy S oraz S0-niezale»no±ci,

je±li dany zbiór nie zawiera si¦ w pewnej klasie (Twierdzenie 2(e)). W grupoidach

implikuj¡cych póªkraty wªasno±¢ ta dotyczy równie» G-niezale»no±ci.

Wniosek 10 Niech A = (A; +,∗ ) b¦dzie grupoidem implikuj¡cym póªkrat¦ oraz b1, b2 ∈

Fa dla pewnego a ∈ PA. Wówczas {b1, b2} /∈ Ind(A, G).

Istotnie, w ka»dej klasie Fa jest dokªadnie jeden element z PA. Zatem, mo»emy

przeprowadzi¢ dowód analogiczny do dowodu Twierdzenia 2(d), przyjmuj¡c za a

ewentualny element z PA. Wówczas zde�niowane we wspomnianym dowodzie odw-
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zorowanie p1 b¦dzie zmniejszaj¡ce, na mocy Lematu 12. �

Natomiast zbiory zªo»one z elementów pewnej klasy abstrakcji mog¡ by¢ zbio-

rami t-niezale»nymi w rozwa»nych algebrach.

Przykªad 5'. W grupoidzie implikuj¡cym póªkrat¦ rozwa»anym w Przykªadzie 5

zbiór {g, k} ⊆ Fo jest t-niezale»ny. Ponadto w rozwa»anej algebrze zbiór {c, e} nale»y

do rodziny zbiorów G-niezale»nych, chocia» c ∈ g(A) i e /∈ g(A). Wynika st¡d, »e

Twierdzenie 2(f) nie jest prawdziwe dla G-niezale»no±ci.

Na mocy Twierdzenia 2(b) kolejnym warunkiem koniecznym dla M -niezale»no±ci

zbioru X jest g(X) ∈ Ind(g(A), M). Wyka»emy, »e w przypadku grupoidów impliku-

j¡cych póªkraty implikacja ta jest prawdziwa równie» dla S, S0 oraz G-niezale»no±ci.

Oznaczmy przez XP = {x + x∗ | x ∈ X} = g(X).

Twierdzenie 29 Niech A = (A; +,∗ ) b¦dzie grupoidem implikuj¡cym póªkrat¦,

X ⊆ A oraz |X| > 1. Je±li X ∈ Ind(A, Q), to XP ∈ Ind(PA, Q) dla Q = S, S0, G

oraz I.

Dowód. Przypu±¢my, »e X ⊆ A, |X| > 1 oraz XP /∈ Ind(PA, Q) dla Q = S, S0, G.

Zgodnie z Twierdzeniami 25 i 26 w póªkracie PA zachodzi

g(b1)+g(b2)+ ...+g(bn−1) = g(b1)+g(b2)+ ...+g(bn−1)+g(bn) dla pewnych, parami

ró»nych g(b1), ..., g(bn) ∈ XP . St¡d

(...((b1 + b∗1) + (b2 + b∗2)) + ...) + (bn−1 + b∗n−1) =

(...((b1 + b∗1) + (b2 + b∗2)) + ...) + (bn−1 + b∗n−1)) + (bn + b∗n).
(3.12)

Zde�niujmy nast¦puj¡ce dziaªania termowe

f1(x1, ...xn) = (...((x1 + x∗
1) + (x2 + x∗

2)) + ...) + (xn−1 + x∗
n−1),

g1(x1, ...xn) = (...((x1 + x∗
1) + (x2 + x∗

2)) + ...) + (xn−1 + x∗
n−1)) + (xn + x∗

n).

68



ROZDZIA� 3. Q-NIEZALE�NO�� W PEWNYCH ALGEBRACH NIE��CZNYCH.

Zakªadaj¡c, »e X ∈ Ind(A, S0) oraz rozwa»aj¡c odwzorowanie

p1(x) =


b1 dla x 6= bn;

bn dla x = bn.

otrzymamy g(b1) = g(b1) + g(bn), a st¡d, wykorzystuj¡c S0-niezale»no±¢ zbioru X,

mo»na ªatwo wykaza¢, »e g(b1) = g(bn), co przeczy zaªo»eniu.

Wobec (1.2) oraz Twierdzenia 26 rozwa»ana implikacja jest prawdziwa równie»

dla S-niezale»no±ci.

Je±li bi /∈ PA (i = 1, .., n), to odwzorowanie p1 jest zmniejszaj¡ce. W przeciwnym

razie wystarczy w de�nicji odwzorowania p1 w miejsce b1 wzi¡¢ dowolny element,

który nale»y do PA. Zatem implikacja ta jest prawdziwa równie» dla G-niezale»no±ci.

Przypu±¢my teraz, »e X ∈ Ind(A, I) oraz XP /∈ Ind(PA, I). Na mocy Twierdzenia

2(a) odwzorowanie

p2(x) =


b2 + b∗2 dla x = b1;

x dla x 6= b1

jest ró»nowarto±ciowe, poniewa» X ∩ PA = ∅.

Je±li póªkrata PA nie jest niska, to z Twierdzenia 27 mamy XP /∈ Ind(PA, M).

Mo»emy zatem przeprowadzi¢ analogiczne do powy»szego rozumowanie otrzymuj¡c

z warunku (3.12) równo±¢

(...((b2 + b∗2) + ...) + (bn−1 + b∗n−1) = (...((b2 + b∗2) + ...) + (bn−1 + b∗n−1)) + (bn + b∗n).

Po sko«czonej liczbie takich kroków uzyskamy g(bn−1) = g(bn−1)+g(bn), co implikuje

g(bn−1) = g(bn), wbrew zaªo»eniu.

W przypadku, gdy póªkrata PA jest niska, z zaªo»enia wynika, »e w zbiorze

XP istniej¡ conajmniej dwa elementy porównywalne ze sob¡. Zatem mamy warunek

(3.12) dla n = 2. Wówczas, wykorzystuj¡c I-niezale»no±c zbioru X, ªatwo wykaza¢

sprzeczno±¢. �
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Z Twierdzenia 2(c) i Twierdzenia 29 otrzymujemy natychmiast nast¦puj¡cy:

Wniosek 11 Niech A = (A; +,∗ ) b¦dzie grupoidem indukuj¡cym póªkrat¦. Wówczas

(∀X ⊆ PA) [X ∈ Ind(A, Q) ⇔ X ∈ Ind(PA, Q)]

dla Q = S, S0 oraz G.

3.5 Quasigrupy ∗-ª¡czne.

Grupoid ∗-ª¡czny (A; +,∗ ) nazywamy quasigrup¡ ∗-ª¡czn¡, je±li (A; +) jest quasi-

grup¡.

Rozwa»my grupoid ∗-ª¡czny (A; +,∗ ) speªniaj¡cy nast�epuj¡ce warunki:

(∃ε ∈ A) (∀a ∈ A) ε + a = a∗, (3.13)

(∀a ∈ A) (∃b ∈ A) b + a = ε, (3.14)

gdzie ε jest elementem speªniaj¡cym warunek (3.13).

Wyka»emy, »e tak zde�niowany grupoid jest quasigrup¡.

Lemat 14 Niech (A; +,∗ ) b�edzie grupoidem ∗-ª¡cznym oraz ε ∈ A speªnia warunek

(3.13). Wówczas ε ∈ PA, ε nale»y do centrum algebry A oraz jest jednoznacznie

okre±lony.

Dowód. Wyka»emy najpierw, »e ε = ε∗. Z warunku (3.13) oraz aksjomatów (3.1),

(3.2) wynika, »e x∗ + ε∗ = x dla wszystkich x ∈ A. Podstawiaj¡c y w miejsce

x∗ (poniewa» ∗ jest "na" A), otrzymujemy y + ε∗ = y∗ dla ka»dego y ∈ A. St¡d

ε + ε∗ = ε∗, a z warunku (3.13) ε + ε∗ = (ε∗)∗ = ε. Czyli ε = ε∗. Zatem

(∃ε ∈ A) (∀a ∈ A) a + ε = a∗ = ε + a. (3.15)
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Element ε komutuje ze wszystkimi elementami zbioru A, zatem nale»y do centrum

rozwa»anej algebry. Co wiecej, ε + ε = ε = ε∗. Zauwa»my, »e element ε jest jednoz-

nacznie okre±lony. Rzeczywi±cie, niech ε, ε′ speªniaj¡ (3.13), wówczas, korzystaj¡c z

warunku (3.15), mamy ε = ε∗ = ε + ε′ = (ε′)∗ = ε′. �

Lemat 15 Niech (A; +,∗ ) b�edzie grupoidem ∗-ª¡cznym speªniaj¡cym warunki (3.13)

i (3.14). Je±li a, b ∈ A i b + a = ε, to b jest jednoznacznie okre±lony oraz a + b = ε.

Dowód. Dla dowolnego a ∈ A istnieje b ∈ A speªniaj¡ce warunek b+a = ε. Równie»

dla elementu b mamy c + b = ε przy pewnym c ∈ A. Wówczas

c∗ = c + ε = c + ε∗ = c + (b + a)∗ = (c + b)∗ + a = ε∗ + a = ε + a = a∗.

St¡d a = c, poniewa» odwzorowanie x 7→ x∗ jest ró»nowarto±ciowe. Zatem

(∀a ∈ A) (∃b ∈ A) b + a = ε = a + b. (3.16)

Wyka»emy teraz, »e element b z warunku (3.14) jest jednoznacznie wyznaczony przez

a. Niech b1, b2 speªniaj¡ (3.14). Wtedy

b∗1 = ε + b1 = ε∗ + b1 = (b2 + a)∗ + b1 = b2 + (a + b1)
∗ = b2 + ε = b∗2,

a wi¦c b1 = b2. �

Twierdzenie 30 Niech A = (A; +,∗ ) b�edzie grupoidem ∗-ª¡cznym. Wówczas nast�epuj¡ce

warunki s¡ równowa»ne:

(1) A speªnia (3.13) oraz (3.14);

(2) (A; +) jest quasigrup¡.

Dowód. Przypu±¢my, »e algebra A speªnia warunki (3.13) i (3.14). Udowodnimy, »e

dla dowolnych a, b ∈ A równania a+x = b, y+a = b maj¡ jednoznaczne rozwi¡zania.
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Zaªó»my, »e a+x = b. Zatem (a+x)∗ = b∗. Z Lematu 15 wynika, »e istnieje dokªadnie

jedno c takie, »e c+a = ε. St¡d c+(a+x)∗ = c+b∗, a tak»e (c+a)∗+x = c+b∗. Czyli

ε∗x = cb∗. Na mocy Lematu 14 mamy ε + x = c + b∗. Stosuj¡c (3.13) uzyskujemy

x∗ = c + b∗. Co implikuje x = b + c∗. Podobnie mo»na wykaza¢, »e y = d∗ + b dla

pewnego elementu d ∈ A jednoznacznie wyznaczonego przez a.

Przypu±¢my teraz, »e (A; +) jest quasigrup¡. Dla ustalonego elementu a ∈ A

istnieje εa takie, »e εa + a = a∗, poniewa» (A, +) jest quasigrup¡. Nale»y wykaza¢,

»e dla ka»dego b ∈ A mamy εa + b = b∗. We¹my zatem b ∈ A. Oczywi±cie c + a∗ = b

dla pewnego c ∈ A. St¡d (εa + b)∗ = b∗ + ε∗a = (c + a∗)∗ + ε∗a = c + (a∗ + ε∗a)
∗ =

c + (εa + a) = c + a∗ = b. W konsekwencji otrzymujemy εa + b = b∗, czyli grupoid A

speªnia warunek (3.13).

Rozwa»my teraz równanie x + a = ε. Ma ono jednoznaczne rozwi¡zanie, zatem

w algebrze (A; +,∗ ) zachodzi warunek (3.14). �

Przykªady.

1) Rozwa»my zbiór A = {ε, a, b, c} wraz dziaªaniem binarnym ⊕ zde�niowanym

Tabel¡ 3.5 oraz z inwolucj¡ ∗ tak¡, »e ε = ε∗, a∗ = b, c∗ = c.

⊕ ε a b c

ε ε b a c

a b ε c a

b a c ε b

c c a b ε

Tabela 3.5:

Wówczas (A; +,∗ , ε) jest quasigrup¡ ∗-ª¡czn¡.
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2) Algebra (Z;⊕,∗ ), gdzie x ⊕ y = −(x + y) + 3a (dla ustalonego a ∈ Z) oraz

x∗ = −x + 2a jest quasigrup¡ ∗-ª¡czn¡.

Ponadto grupoid ∗-ª¡czny (H0,⊕,∗ ) zde�niowany w rozdziale 3.1 (Przykªad 2,

strona 43) oraz grupoidy opisane w Przykªadach 3,4 (strona 44) tego» rozdziaªu s¡

równie» quasigrupami ∗-ª¡cznymi.

Kolejne przykªady quasigrup ∗-ª¡cznych otrzymamy, gdy w grupoidzie

∗-ª¡cznym (A; +,∗ ) istnieje idempotent e. Mo»emy wówczas zde�niowa¢ zbiór Qe w

nast�epuj¡cy sposób:

Qe = {a ∈ A | e + a = a + e = a∗, a + b = b + a = e dla pewnego b ∈ A}.

Twierdzenie 31 Niech A = (A; +,∗ ) b�edzie grupoidem ∗-ª¡cznym. Wówczas (Qe; +,∗ )

jest quasigrup¡ ∗-ª¡czn¡ oraz

Qe = {a ∈ A | a∗ ∈ (e + A) ∩ (A + e), e ∈ (a + A) ∩ (A + a)}.

Dowód. Udowodnimy najpierw, »e Qe jest podalgebr¡ algebry A. Niech a ∈ Qe.

Wtedy a + e = e + a = a∗ oraz a + b = b + a = e dla pewnego b ∈ A. Zatem

e + a∗ =(a + e)∗ = (a∗)∗ = a = a∗ + e, a∗ + b∗ = (b + a)∗ = e = b∗ + a∗. Co implikuje

a∗ ∈ Qe.

Przypu±¢my teraz, »e a, b ∈ Qe. St¡d a + c = c + a = e oraz b + d = d + b = e

dla pewnych c, d ∈ A. Wówczas

e + (a + b)∗ = (e + a)∗ + b = a∗∗ + b = a + b, (a + b)∗ + e = a + (b + e)∗ = a + b,

(a + b)∗ + (d + c)∗ = a + (b + (d + c)∗)∗ = a + ((b + d)∗ + c)∗ = a + (e + c)∗ =

(a + e)∗ + c = a + c = e = (d + c)∗ + (a + b)∗.

Tak wi¦c (a + b)∗ ∈ Qe, co implikuje a + b ∈ Qe.

Aby udowodni¢, »e Qe ⊇ {a ∈ A : a∗ ∈ (e+A)∩(A+e), e ∈ (a+A)∩(A+a)},

przypu±¢my, »e a∗ ∈ (e + A) ∩ (A + e) oraz e ∈ (a + A) ∩ (A + e). Zatem
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a∗ = e + p, a∗ = q + e, e = a + r oraz e = t + a dla pewnych p, q, r, t ∈ A.

St¡d e + a = e + (e + p)∗ = (e + e)∗ + p = e + p = a∗. Analogicznie a + e = a∗.

We¹my teraz b = (t + e)∗. Wtedy t + e = t + e∗ = t + (a + r)∗ = (t + a)∗ + r =

e+r = (t+a)+r. Czyli (t+a)+r = b∗ = t+(a+r), a st¡d a+b = a+((t+a)+r)∗ =

a+(e+r)∗ = (a+e)∗+r = a∗∗+r = a+r = e. W podobny sposób mo»emy udowod-

ni¢, »e b + a = e. W rezultacie otrzymamy a ∈ Qe. �

Niech A = (A; +,∗ , ε) b�edzie quasigroup¡ ∗-ª¡czn¡. Dla dowolnego a ∈ A oz-

naczmy przez −a element speªniaj¡cy warunek a+(−a) = ε. Piszemy a−b w miejsce

a + (−b). W dalszych naszych rozwa»niach unarne dziaªane a 7→ −a dodajemy do

zbioru dziaªa« fundamentalnych algebry A.

Twierdzenie 32 Niech (A; +,−,∗ , ε) b¦dzie quasigrup¡ ∗-ª¡czn¡. Wówczas nast¦pu-

j¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(1) (∀a ∈ A) a = a∗;

(2) (A; +,−, ε) jest grup¡ przemienn¡.

Dowód. (1) ⇒ (2). W quasigrupie ∗-ª¡cznej zachodzi warunek (3.15). Z zaªo»enia

wynika zatem a+ε = a = ε+a. Warunek (3.16) gwarantuje, »e dla ka»dego elementu

istnieje element przeciwny. Oczywi±cie + jest ª¡czne i przemienne.

(2) ⇒ (1). Konsekwencja Twierdzenia 18. �

Udowodnimy teraz kilka prostych wªasno±ci dziaªa« w quasigrupie ∗-ª¡cznej oraz

∗-ª¡cznej quasigrupie przemiennej.
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Lemat 16 Niech (A; +,−,∗ , ε) b¦dzie quasigrup¡ ∗-ª¡czn¡. Wówczas dla dowolnych

a, b, c ∈ A mamy:

(a) (−a)∗ = −(a∗);

(b) −(a + b) = (−b) + (−a);

(c) a = b ⇔ a− b = ε;

(d) a + b = c ⇔ a = −b∗ + c ⇔ b = c− a∗;

(e) a + c = b + c ⇒ a = b oraz c + a = c + b ⇒ a = b.

Dowód. Ad. (b) (a + b) + ((−b) + (−a)) = (a + b) + ((−a∗) + (−b∗))∗ =

= ((a + b) + (−a∗))∗ + (−b∗) = ((b∗ + a∗)∗ + (−a∗))∗ + (−b∗) =

= (b∗ + (a∗ + (−a∗))∗)∗ + (−b∗) = (b∗ + ε)∗ + (−b∗) = b∗ + (−b∗) = ε.

Proste dowody pozostaªych wªasno±ci pomijamy. �

Lemat 17 Niech (A; +,−,∗ , ε) b¦dzie przemienn¡ quasigrup¡ ∗-ª¡czn¡ , a ∈ A oraz

i = 0, 1. Wówczas

(e) −(a− a∗) = (a− a∗)∗,

(f) ai + (a− a∗) = ai,

(g) (a + a∗) + (a− a∗)i = ai + ai. �

Opiszemy teraz ogóln¡ posta¢ dziaªa« termowych w ∗-ª¡cznych quasigrupach

przemiennych. W tym celu zde�niujmy T1 i T2 jako zbiory termów postaci g(k,l)(x)

(wzór (3.10)) speªniaj¡cych odpowiednio nast�epuj¡ce warunki:

1) l = 0 dla k = 2; l = 1 dla k nieparzystych; l = 3 dla k > 2 i k parzystych;

75



ROZDZIA� 3. Q-NIEZALE�NO�� W PEWNYCH ALGEBRACH NIE��CZNYCH.

2) l = 0 dla k = 1; l = 1 dla k parzystych; l = 3 dla k > 1 i k nieparzystych.

Oznaczmy

f(k,l,m,n)(x) = g(k,l)(x) + g(m,n)(x− x∗), (3.17)

gdzie k, l, m, n ∈ N0, g(0,0)(x) = ε oraz je±li m 6= 0, to

[g(k,l)(x) ∈ T1 i g(m,n)(x) ∈ T2] lub [g(k,l)(x) ∈ T2 i g(m,n)(x) ∈ T1].

Twierdzenie 33 Ka»de unarne dziaªanie termowe w ∗-ª¡cznej quasigrupie przemien-

nej (A; +,−,∗ , ε) mo»na przeksztaªci¢ do postaci ±f(k,l,n,m)(x).

Dowód. Oczywi±cie ka»da ∗-ª¡czna quasigrupa jest równie» ∗-ª¡cznym grupoidem.

Na mocy Twierdzenia 23 dziaªania termowe postaci g(k,l)(x), a tak»e −g(k,l)(x) nale»¡

do zbioru dziaªa« termowych ∗-ª¡cznej quasigrupy przemiennej. Z wªasno±ci (3.5)

oraz Lematu 16(a) i (b) wynika, »e g(k,l)(x)± g(m,n)(x− x∗) oraz

−g(k,l)(x) ± g(m,n)(x − x∗) równie» do niego nale»¡. Na mocy Lematu 17(a) s¡ one

równowa»ne z ±[g(k,l)(x) + g(m,n)(x− x∗)] = ±f(k,l,n,m)(x).

Rozwa»amy tylko dziaªania termowe postaci f(k,l,n,m)(x), poniewa» dla dziaªa-

nia termowego postaci −f(k,l,n,m)(x) dowód przebiega analogicznie. Dla i = 0, 1

zde�niujmy j = i + 1(mod 2).

Na pocz¡tek zauwa»my, »e w przypadku m 6= 0 wystarczy rozpatrywa¢ tylko

dziaªania termowe postaci g(k,l)(x) nale»¡ce do T1 lub T2, poniewa» pozostaªe mo»na

przeksztaªci¢ do »¡danej postaci: ±f(k′,l′,m′,n′)(x).

Przypu±¢my zatem, »e l = 2. Dla k = 2 otrzymamy

f(2,2,n,m)(x) = (x + x∗) + g(m,n)(x − x∗) =(x + x∗) + [g(m−1,n)(x − x∗) + (x − x∗)i] =

[xj + g(m−1,n)(x− x∗)] + [xi + (x− x∗)i] = [xj + g(m−1,n)(x− x∗)] + xi = (xj + xj) +

g∗(m−1,n)(x− x∗), gdzie xi + xi = g(2,j)(x) ∈ T1 lub T2.
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Dla k > 2 oraz k parzystego mamy

f(k,2,n,m)(x) = g(k,2)(x) + g(m,n)(x− x∗) =

[(x + x∗)⊕ g(k−2,2)(x)] + [g(m−1,n)(x− x∗) + (x− x∗)i] =

[((xj ⊕ g(k−2,2)(x) + xi] + [g(m−1,n)(x− x∗) + (x− x∗)i] =

[(xi + (x− x∗)i] + [(xj ⊕ g(k−2,2)(x)) + g(m−1,n)(x− x∗)] =

xi + [(xj ⊕ g(k−2,2)(x)) + g(m−1,n)(x− x∗)] =

[xj + (xj ⊕ g(k−2,2)(x)] + g ∗(m−1,n) (x− x∗) =

[(xj + xj)⊕ g(k−2,2)(x)] + g ∗(m−1,n) (x− x∗).

Po sko«czonej liczbie podobnych kroków otrzymamy f(k′,l′,m′,n′)(x), gdzie m′ = 0 lub

g(k′,l′)(x) nale»¡ do T1 or T2. Zatem mo»emy przyj¡¢, »e l 6= 2.

Oczywi±cie (x + x) + x = (x + x∗) + x∗ zatem, stosuj¡c powy»sze metody

uzyskujemy l ≤ 3 dla k ≥ 3. W konsekwencji, g(k,l)(x) ∈ T1 lub g(k,l)(x) ∈ T2.

Poniewa» g(2,2)(x− x∗) = (x− x∗) + (x− x∗)∗ = ε oraz g(3,0)(x− x∗) =

((x − x∗) + (x − x∗)) + (x − x∗) = (x − x∗), wi¦c term g(m,n)(x − x∗) nale»y do T1

lub T2.

Przypu±¢my teraz, »e g(k,l)(x), g(m,n)(x) ∈ T1. Wówczas dla k = 1, m = 1 otrzy-

mamy f(1,1,1,1)(x) = g(1,1)(x) + g(1,1)(x − x∗) = x∗, z Lematu 17(b). Czyli mo»emy

dziaªanie termowe przeksztaªci¢ do formy f(k′,l′,n′,m′)(x), gdzie m′ = 0.

Dla k = 1, m > 1 otrzymamy f(1,1,n,m)(x) = g(1,1)(x) + g(m,n)(x− x∗) =

x∗ + (g(m−1,n)(x− x∗) + (x− x∗)) = (x + (x− x∗)) + g∗(m−1,n)(x− x∗) =

x + g∗(m−1,n)(x− x∗) = g(1,0)(x) + g∗(m−1,n)(x− x∗),

gdzie g(1,0)(x) ∈ T2 i g∗(m−1,n)(x− x∗) ∈ T1.

Dla k > 1, m = 1 zauwa»my, »e f(k,l,1,1)(x) = g(k,l)(x) + g(1,1)(x− x∗) =

(g(k−1,l)(x)+x)+(x−x∗)∗ = (x+(x−x∗))+g∗(k−1,l)(x) = g∗(k−1,l)(x)+x. St¡d m′ = 0.
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ROZDZIA� 3. Q-NIEZALE�NO�� W PEWNYCH ALGEBRACH NIE��CZNYCH.

W przypadku k = 2 i m = 2, z wªasno±ci (3.5) i Lematu 17(b) mamy

f(2,0,2,0)(x) = g(2,0)(x).

Dla k = 2 oraz m > 2 otrzymamy

f(2,0,n,m)(x) = (x + x) + (g(m−1,n)(x− x∗) + (x− x∗)) =

(x + (x− x∗)) + (x + g(m−1,n)(x− x∗)) = x + (x + g(m−1,n)(x− x∗)) =

(x + x∗) + g∗(m−1,n)(x− x∗) = (x + x∗) + (g∗(m−2,n)(x− x∗) + (x− x∗)) =

((x + x∗)∗ + (x− x∗)) + g(m−2,n)(x− x∗) = ((x + x∗) + (x− x∗))+

g(m−2,n)(x− x∗) = ((x + x∗)∗ + (x− x∗)) + g(m−2,n)(x− x∗) =

(x∗ + x∗) + g(m−2,n)(x− x∗), gdzie g(2,1)(x) ∈ T2 oraz g(m−2,n)(x− x∗) ∈ T1.

W przypadku k > 2, m = 2 uzyskamy

f(k,l,2,0)(x) = (g(k−1,l)(x) + x) + ((x− x∗) + (x− x∗)) =

((x−x∗)+x)+(g(k−1,l)(x)+(x−x∗)) = x+(g(k−1,l)(x)+(x−x∗)) = x+((g(k−2,l)(x)+

x∗) + (x − x∗)) = x + (g∗(k−2,l)(x) + (x∗ + (x − x∗)∗) = x + (g∗(k−2,l)(x) + x∗) =

(g∗(k−2,l)(x) + x∗) + x. Zatem m′ = 0.

Dla k > 2, m > 2 mamy f(k,l,n,m)(x) =

((g(k−2,l)(x) + x∗) + x) + ((g(m−2,n)(x− x∗) + (x− x∗)∗) + (x− x∗)) =

(g∗(k−2,l)(x) + (x∗ + x∗)) + (g∗(m−2,n)(x− x∗) + ((x− x∗)∗ + (x− x∗)∗) =

(g∗(k−2,l)(x) + g∗(m−2,n)(x− x∗)) + ((x∗ + x∗) + ((x− x∗)∗ + (x− x∗)∗) =

(g∗(k−2,l)(x) + g∗(m−2,n)(x− x∗)) + (x∗ + x∗) =

((x + x) + g∗(k−2,l)(x)) + g(m−2,n)(x − x∗). Po sko«czonej liczbie podobnych przeksz-

taªce« uzyskamy dziaªanie termowe o »¡danej postaci.

Analogiczny wniosek otrzymamy dla g(k,l)(x), g(m,n)(x) ∈ T2. �
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