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Wstep

W teorii prawdopodobienstwa i teorii proceséw stochastycznych czesto spo-
tykamy sie¢ z konstrukcjami nowych rozktadéw prawdopodobienstwa poprzez
pewne transformacje innych rozktadéw. Jedna z takich konstrukeji jest miesza-
nina splotowa dwoéch miar. Niech i bedzie miara na R, a v miarg na zbiorze
S C [0,00). Jesli dla kazdego s € S istnieje miara p* taka, ze ©** = i*, gdzie 1i
oznacza transformate Fouriera miary p, to mieszaning splotowa miary p z miarg
v nazywamy miare definiowang wzorem

pev() ™ [ aptas) = [ prawtas),

0 S
Przyjmujemy, ze p*® = dp. Miare u ® v nazywa sie rowniez $rednig splotows
albo miarg v-ztozong. Zebrane wtasnosci tak okreslonej transformacji dla miar
probabilistycznych mozna znalezé np. w [32].

Transformata Fouriera mieszaniny splotowej ma postac

u®%ﬂ=éﬁ@%W®

W przypadku, gdy v jest miara skoncentrowana na S C INU{0}, to wezesniejsza

formuta przyjmuje postaé

p®v(A) = 3w A = 3 u({k}).
k=0 keS

Bardzo istotna dla nas jest interpretacja tej ostatniej mieszaniny splotowej w je-

zyku zmiennych losowych. Mozna tatwo sprawdzi¢, ze jesli p oznacza rozktad

4



wektora losowego X na R¢, X, X, . .. s3 niezaleznymi kopiami wektora X, a v
jest rozktadem niezaleznej od {Xj,Xs,...} zmiennej losowej © o wartosciach

naturalnych, to p ® v jest rozktadem wektora losowego
S}

X+ Xo 4+ Xo = X
i=1

Najbardziej popularnym rozktadem tego typu jest ztozony rozktad Poissona,
tzn. mieszanina splotowa wzgledem rozktadu Poissona. Znajdujemy go chociaz-
by w teorii rozktadow nieskonczenie podzielnych, w teorii ubezpieczen przy mo-
delowaniu procesu ryzyka jako podwdjnie stochastycznego procesu Poissona,
czyli procesu Coxa.

W pracy zajmujemy si¢ gtownie zastosowaniem geometrycznych sum loso-
wych, tzn. takich, gdzie losowy indeks ©, ma rozktad geometryczny z parame-
trem p € (0,1), tzn. P(0, =k) =p(1 —p)* 1, k=1,2,...

Praca ta zawiera wyniki badan po$wieconych dwoém réznym zagadnieniom,
zwiazanym jednakze ze sobg przez idee geometrycznych sum losowych. W roz-
dziale 1 zebrane zostaly tezy dotyczace pewnego problemu z dziedziny aryt-
metyki miar probabilistycznych. Rozwazane jest tam pytanie: dla jakich par
rozkltadow jest tak, ze ich splot i kombinacja wypukta daja ten sam rozktad?
Natomiast drugi problem, opisany w rozdziale 3, dotyczy tez o idempotentach
i stabych granicach geometrycznych mieszanin splotowych. Rozdzial 2 dotyczy
rozktadow nieskonczenie podzielnych, ma charakter przegladowy i stanowi pod-
budowe rozdziatu 3.

W rozdziale 1 prezentowane sa wyniki dotyczace problemu charakteryzacji

takich par rozktadéw p i v, ze dla ustalonego p € (0, 1] zachodzi

pru+ (1 —plv=pxv.

Ten problem, w nieco innej postaci, zostal postawiony przez Daniela Dugué

w 1939 roku i byl od tego czasu intensywnie badany (zob. [4], [5], [23], [15],
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[31], [39], [44], [46], [47]). W pracy prezentujemy pewne rozwiazania problemu

Dugué i konstruujemy pierwszy przyktad trzech miar p, v i n takich, ze

pr+qu T = vk,

gdzie p, q, r sa dodatnimi stalymi i p+q+r = 1. W podrozdziale 1.5 przedstawia-
my rozwigzania problemu Dugué w zbiorze znakowanych miar o-skonczonych.

W podrozdziale 1.6 podajemy charakteryzacje takich miar p, dla ktorych
1 _ _
5 pm) =pxp

Rozdziatl 3 dotyczy geometrycznie nieskonczenie podzielnych zmiennych lo-
sowych. Pierwsza praca na ten temat jest praca [11] opublikowana w 1984 roku.
Zmienne te staty si¢ popularne, gdy pewne rozktady, ktore pojawity si¢ w za-
stosowaniach teorii niezawodnoéci, teorii odnowy, modelach fizyki i matematyki
finansowej, okazaly sie by¢ reprezentantami pewnych podklas zbioru rozkta-
déw geometrycznie nieskonczenie podzielnych. W podrozdziale 3.1 przedsta-
wiamy systematyzacje poszczegdlnych podklas klasy rozktadow geometrycznie
nieskonczenie podzielnych. W tym celu zmienione zostato nawet nazewnictwo
rozwazanej dotychczas podklasy pojawiajacej sie w literaturze pod dwiema na-
zwami: geometrycznie semistabilne i geometrycznie prawostronne semistabilne
na geometrycznie $cisle semistabilne, gdyz rozktady te jednoznacznie wiagza sie
z rozktadami $cisle semistabilnymi, rozwazanymi przez P. Lévy’ego w [24], R.N.
Pillai [36], R. Shimizu [43]. Nazwe geometrycznie semistabilnych przeznaczy-
lisSmy dla definiowanej przez nas szerszej klasy, obejmujacej zaréwno rozktady
geometrycznie stabilne, jak i geometrycznie Scisle semistabilne.

W podrozdziale 3.2 prezentujemy twierdzenia graniczne dla geometrycznie nie-
skonczenie podzielnych i geometrycznie $cisle stabilnych zmiennych losowych.
Podajemy najstabsze (z istniejacych do tej pory) warunki konieczne i dostatecz-

ne na to, aby zmienna losowa byta geometrycznie nieskonczenie podzielna. Pod-



rozdziat 3.3 poswiecony jest rozktadom geometrycznie Scisle semistabilnym. Po-
kazujemy, ze rozktady te moga by¢ definiowane jako rozktady graniczne dla wa-
zonych sum losowych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie. W termi-
nach metryk ideatowych badamy szybko$¢ zbieznosci ciagu geometrycznych sum
losowych do granicy, ktéra ma rozktad geometrycznie $cigle semistabilny. Od-
notowywujemy, ze rozktady geometrycznie Scisle semistabilne sg c-rozktadalne
w sensie Loeve’a. W podrozdziale 3.3 definiujemy rozktady geometrycznie se-
mistabilne. Zbior takich rozktadow zawiera rozktady geometrycznie stabilne i
geometrycznie Scidle semistabilne. Pokazujemy, ze sg one jednoznacznie zwiag-
zane z rozkladami semistabilnymi rozwazanymi przez M. Maejima w [28] i D.
Mejzlera w [33]. Podajemy pewna graniczna reprezentacje dla funkcji charak-
terystycznej takiego rozktadu. Badamy rowniez obszar pelnego i czeSciowego
geometrycznego przyciggania zmiennej geometrycznie semistabilne;j.

Wyniki z rozdziatlu 1 zostaly opublikowane jako praca [31] w Probability
and Mathematical Statistics 22 (2002) 319-331. Natomiast wiekszo$¢ wynikéw
z rozdziatu 3 stanowi tre$¢ pracy [30] wystanej do druku. Dodatkowo, wyniki ni-
niejszej rozprawy byly prezentowane na konferencjach: The Ninth International
Workshop in Mathematics (Gronéw — Polska, 2001), II Konferencja dla Mto-
dych Matematykéw (Ladek Zdr6j — Polska, 2001), XXII International Seminar
on Stability Problems for Stochastic Models (Varna — Bulgaria, 2002), Warsaw
Probability Meeting (Warszawa — Polska, 2005).



1. Zagadnienie Daniela Dugué

1.1. Oznaczenia i podstawowe definicje

Niech P oznacza zbiér miar probabilistycznych na R. Przez i oznaczamy

funkcje charakterystyczna miary p € P. Ponadto, niech
O ={pn:pueP}

Jednym z podstawowych poje¢ w tej pracy jest geometryczna suma losowa.

Niech p € (0,1), ¢ = 1 — p oraz niech @2 bedzie zmienng losowa o rozktadzie
PO)=k)=p¢*, k=0,1,2,...,
natomiast @Zl) zmienna losowa o rozktadzie

PO, =Fk) =p*", k=1,23...

Deﬁnicja 1.1. Geometrycznymi sumamsi losowymi typu 0 1 typu 1 nazywa-

my odpowiednio
o5 p
de de
X)Ly X, X)) EY X,
k=1 k=1

gdzie X, X1, Xo, ... sqg niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkta-

dzie p niezaleznymi od @Ilj, 9122, 22:1 X, =0.



Latwo sprawdzi¢, ze zmienne T3 (X), T7(X) maja odpowiednio rozktady

(zwane zlozonymi rozktadami geometrycznymi)
def N, s def N, het s
TH(p) =Y pdtu, TP(n) = pgt et
k=0 k=1
oraz funkcje charakterystyczne

@) = o A0 = e

Z powyzszej konstrukeji wynika (co bedziemy wielokrotnie wykorzystywac), ze
dla dowolnej funkeji charakterystycznej ¢ funkcje T8 (¢) i 77 (¢) sa funkcjami
charakterystycznymi. W zaleznosci od kontekstu oznaczenia T{, TT uzywane sa
w odniesieniu do zmiennych losowych, rozktadéw lub funkcji charakterystycz-

nych.

1.2. Problem D. Dugué

W 1939 roku D. Dugué (zob. [4], [5]) postawil nastepujacy problem: znalezé
wszystkie pary miar probabilistycznych p i v spetniajacych warunek

1 1
éu—i—éz/:,u*l/. (1.1)

Zmalazt on réwniez pierwszy przyktad takiej pary, a mianowicie
p(dr) = e "1y (x)de, v(dr) = e"1(_x 0 (x)dx.

Cho¢ prosty w sformutowaniu, problem ten okazal sie stosunkowo trudny i mimo

licznych prob nie doczekat sie jeszcze pelnego rozwiazania.

1.3. Uogoblnione zagadnienie D. Dugué

Pewnym uogolnieniem problemu Dugué jest pytanie o charakteryzacje par

rozktadéw probabilistycznych (u, v) takich, ze dla danego p € (0, 1] spelione
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jest réwnanie
pr+ (1 —pv=p*v (1.2)

Od tej pory przyjmujemy g = 1—p. Jesli oznaczymy ¢ = 111 = U, to rOwnanie

(1.2) mozna przepisa¢ réwnowaznie w jezyku funkeji charakterystycznych jako

pe +qi = . (1.3)

Po raz pierwszy problem ten byt rozwazany przez L. Kubika (zob. [23]). Podal
on dwa przyklady par rozktadéw, dla ktérych spetiony jest warunek (1.2)
pare rozktadow dwupunktowych

= qdo + po—a, ¥ =pdo+qda, a€R;
i pare rozktadow wyktadniczych

p(dr) = aexp(ar)l—ooydr, v(dr)= ab exp (—%x) 1(0,00)d.
q q

H.J. Rossberg w [39] udowodnil, Ze jesli supp(u) = (—o0,0), supp(r) = (0, 00),
i nie jest rozkladem arytmetycznym i p € (0,1), to warunek pu + quv = p* v
jest rownowazny temu, ze p i v maja rozktady wyktadnicze.

A. Wolinska-Wetcz i W. Krakowiak (zob. [47], [15]) zauwazyli, ze jesli para
(i, v) miar probabilistycznych spetnia (1.2), to miary u i v musza by¢ jednocze-
$nie albo dyskretne, albo absolutnie ciagle, albo singularne. W [44], [46], [47]
mozna znalez¢ wiele przyktadow funkeji charakterystycznych, dla ktorych zacho-
dzi (1.3). Ponadto A. Wolifiska w [46] i [47] podala interesujace procedury reku-
rencyjne pozwalajace na konstruowanie ciggu par funkcji charakterystycznych
spelniajacych (1.3) na bazie jednej znanej pary. Problem znalezienia wszystkich
par (u, v) speliajacych (1.2) mozemy nieco zmodyfikowaé. Jesli ¢ = [ i istnieje
v € P spelniajaca (1.2), to

~ PY  def
v(t) = o—q G” (o),
10



mozemy wiec méwic¢ o okredlaniu takich funkeji charakterystycznych ¢, dla kto-
rych GP(p) jest funkcja charakterystyczna. Dla kazdego p € (0, 1] definiujemy
wiec zbior GP C ® nastepujaco:

G'={pecd: G(p) cd}

oraz

G= () ¢

p€(0,1]
W. Krakowiak (zob. [15]) udowodnil, ze dla dowolnej ¢ € ® prawdziwe jest

jedno ze stwierdzen:
1) ¢ ¢ G? dla kazdego p € (0,1),

3) istnieje py € (0, 1) takie, ze ¢ € GP dla kazdego p € (0,po] 1 ¢ & GP dla
kazdego p € (po, 1).

W tym podrozdziale podamy kilka wtasnosci funkcji charakterystycznych ¢,

ktore sa elementami zdefiniowanych przez nas zbioréow GP i G.
Stwierdzenie 1.2. Jesli ¢ € G? dla pewnego p € (0, 1), to:

1) lp—Q1+p)' 2 p/(1+Dp),
2) ¢ € G* dla kazdego u € (0, p],

3) =GP (p) € G* dla kazdego u € (0,1 — p|.

Dowdéd. 1) Checemy pokazad, ze jesli ¢ € GP, to funkcja ¢ ma wartosci w zbiorze

1 \? 2
Dp:{x+iyEC: (x——) +y% > b , x2—|—y2<1}.




Niech ¢(t) = x(t) + iy(t). Oczywiscie |z + iy| < 1. Poniewaz GP(p) € ®, wiec
GP(¢)| < 1. Stad |2t

x + 1y posiadajacych obie te wtasnosci jest rowny zbiorowi D,,.

orivq| S 1. Latwo zauwazy¢, ze zbior liczb zespolonych
2) Poniewaz ¢ € GP, tzn. ¢ = GP (¢) € D, wigc funkcja T7(¢)) € @ dla kazdego
r € (0,1). Z drugiej strony mamy

py P

U = ¥ rp
i (¢) = = e — G ().
L=0-125 vl
To dowodzi tego, ze G"(p) € @ dla kazdego u = —F—, r € (0,1]. Latwo
sprawdzi¢, ze {u = =t 7 € (0,1]} = (0,p].
3) Niech v = 1 — u. Latwo zauwazy¢, ze
u-Le- %30 up
G* (w> = pcpw = ! = Tlvq (()0)
=~V 1- (”,,‘f) @

Jeéliv—p}OoraZO<Z—gél,toGu(@/})E@. Stad 0 < u<1—p.

Whniosek 1.3. Jesli o =3 i p € GP dla pewnego p € (0,1), to p(t) = 1.

Dowdéd. Na mocy wlasnosci 1) stwierdzenia 1.2 cze$é rzeczywista zbioru D,

jest rowna [—1, %] U{1}. Stad i z ciagtosci funkcji ¢ dostajemy teze wniosku.
O

Whniosek 1.4. Jesli dla o € ® istnieje 1 € ® oraz p € (0,1) takie, ze para
(p, 1) spetnia (1.3), to ¢(t) # q dla dowolnego t € R.

Dowdéd. Wystarczy zauwazy¢, ze g € D,,.
O

Podamy teraz przyktady rozktadéw, ktorych funkcje charakterystyczne na-
leza do zbioru G.
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Przyktad 1.5. Rozktad jednopunktowy p = d,, gdzie a € R.

Rzeczywiscie, omijajqc przypadek trywialny dlap = 1, mamy GP (e*) = eﬁ-’fij =

L =TF (e "). Zatem GP (") € ®, poniewaz T} (e~"*) jest funkcjq cha-

1_qef7lta

rakterystyczng ztozonego rozktadu geometrycznego
v=T5(0-0) =P ) 4"0ta
k=0

Przyktad 1.6. Rozklad wykladniczy p(dx) = ae™"1(g o) (z)dz, a > 0.

pba pa

. C SN . a oo W (T et pa g
Istotnie, poniewaz [i(t) = —*, wigc GP (i) = S = vt — T Jest to

funkcja charakterystyczna rozktadu wyktadniczego z funkcjg gestosci
v(dr) = pa exp (mx) 1 0)(x)dx.
q q
Przyklad 1.7. Rozklad geometryczny p = s o0, u*~'0x, gdzie s,u > 0;

s+u=1.
. i ps
Skoro fi(t) = <=, to G? (f) = ( pse’ “—. Zatem jest to funkcja

et T —
1—uett’? stqu)ett—q 1 P

charakterystyczna ztozonego rozktadu geometrycznego

oo k
_ ptau _ Dbs Z q
v =Ty 0m) = s+ qu (s+qu> Ok

k=0

1.4. Zagadnienie D. Dugué i utamki proste

J. K. Misiewicz i R. Cook w pracy [34] rozwazali pewne specjalne klasy
miar probabilistycznych. Gtéwnym powodem badania tych klas byto to, ze splot
miar z ustalonej klasy byt rownowazny z liniowa kombinacjg tych miar. Jednak-
ze wspolezynniki kombinacji liniowej nie musiaty by¢ dodatnie. Ta koncepcja
wydaje sie mie¢ duzo wspolnego z zagadnieniem Dugué.

Nasladujac konstrukcje podana w [34], dla kazdej miary probabilistycznej p
z funkcja charakterystyczna ¢ definiujemy

h(t) =
) 00, gdy ¢(t) = 0.

(1.4)
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Niech Ry = R\ {0}. Przez ®(p) oznaczamy nastepujaca klase funkcji charak-
terystycznych:

def a

P(p) = {%(t) Ty :a € Ry, %e@}.

Okazuje sie, ze zasadnicza role w zagadnieniu Dugué odgrywa zbior

S(p) ={a € Ro:pa € ®(p)}.

Latwo zauwazy¢, ze dla rozkladu wykladniczego z funkcja gestosci p(dxr) =

e 10,00y (z)da otrzymujemy o(t) = == i h(t) = —it. Tutaj ®(p) jest kla-
sa funkcji charakterystycznych wszystkich rozktadow wyktadniczych (réwniez
tych, ktérych nosnikiem jest potprosta ujemna) i S(p) = Ro. Wiecej interesu-
jacych przyktadéw takich klas mozna znalezé w [34].

W pracy [34] pokazano, ze dla kazdego p € (0, 1] zachodzi

pS(p) C S(y). (1.5)

Poniewaz dla dowolnej ¢ € ® mamy zawsze 1 € S(p), wiec w szczegdlnosci
(0,1] C S(p) Ve d. (1.6)

Nastepujace twierdzenie pokazuje zwiazek miedzy zbiorem S(¢p) i zagadnieniem

Dugué.

Twierdzenie 1.8. Niech n € P, ¢ = i orazp € (0,1). Wéwczas GP(u) €
P wtedy i tylko wtedy, gdy [—ﬁ,()) C S(p). Ponadto, jesli GP(u) € P, to
GP(p) € ().

Dowdd. Uzasadnienie wynika z nastepujacych obliczen:

GP(p)(1) = ¢(t§’%i(’i>+p - :12 - PR) (1.7)

14



Teraz wystarczy zauwazy¢, ze jeSli GP(¢) € @, to z punktu 2) stwierdzenial.2
dla kazdego u € (0,p] funkcja G*(p) € ®. Stad i z (1.7) mamy —7*- € S(p)
dla kazdego u € (0,p], czyli [-7%,0) C S(p). Implikacja przeciwna réwniez
zachodzi.

0

Z tego twierdzenia tatwo wywnioskowaéd, ze ¢ € G wtedy i tylko wtedy, gdy
(—00,0) C S(p).

Twierdzenie 1.9. Niech o € ®, o £ 1, p € (0,1) oraz ag, b, € S(p) dla
k=1,2,...,n; n € N. Rownosc

pH%k ‘f‘QHSDbk = H%k H‘Pbk
k=1 k=1 k=1

k=1

zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy
pa;+qby =0 dla n=1,

pllai+q[lbi =0,
i=1 i=1

Z ac(lvk) .. .ac(kvk) = Z bc(l,k) .. -bc(k,k)a k= 1, N 1
C(k,n) C(k,n)

dla n > 2,

gdzie C'(k,n) jest zbiorem wszystkich kombinacji c = {c(1,k), ..., c(k,k)} utwo-

rzonych z k roznych elementéw ze zbioru {1,2,...,n}.

Dowéd. Z uwagi na to, ze dowdd oparty jest na prostych, ale zmudnych obli-
czeniach prezentujemy tylko jego szkic. Poniewaz funkcja h(t) = 1/¢(t) — 1 nie
jest funkcja stalg, ale ograniczong i ciagta przynajmniej na pewnym odcinku
otwartym, wiec jej wartosci wypetniaja pewien tuk v ptaszczyzny zespolonej.
W zwiazku z tym, poréwnujac funkcje wymierne funkeji h, mozemy postepo-
wacé tak, jak z funkcjami wymiernymi zmiennej rzeczywistej. Teraz widac, ze

rownosé
DPParPasg - - - Pan T 4Pb1 Py - - - Pb, = PayPag - - - ParnPby Pby - - - Py
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zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
paias. .. an(bl -+ h)(bg —+ h) e (bn -+ h) —+ lebz e bn(al —+ h)(a2 -+ h) Ce (an -+ h)

= 103 ...a,b1by ... by,
co musi by¢ spelnione dla kazdej wartosci h = h(t).
Poréwnujac wspotezynniki przy odpowiednich potegach h otrzymujemy opisane
zwiazki. W szczegdlnosci, z poréwnania wspotczynnikow przy A" otrzymujemy
paias . . .a, + qbiby ... b, = 0. Natomiast z poréwnania wspélczynnikow przy
h™Y mamy paias .. .a,(by +by+ - +by) +qbiby ... by(ay +as+ -+ +ay,) = 0.
Z, dwoéch utworzonych w ten sposob réwnan dostajemy zaleznos¢ ay + as +
s 4 ap, = by + by + -+ 4+ b,. Porownujac wspotczynniki przy kolejnych, niz-
szych potegach h dostajemy kolejne réwnania. Konczac poréwnywanie wspot-
czynnikéw przy h' otrzymujemy ostatni zwigzek opisany w twierdzeniu, czyli

ZC(k,n) Qe(1,k) « - - Qe(k,k) = ZC(k,n) bc(l,k) o bc(k,k) dlak=n—1.
]

Przyjrzyjmy sie blizej rownosci p [ ¢a, + ¢ 1 wo, = 11 @a, T1 @5, dla n =2,
k=1 k=1 k=1 k=1

Uwaga 1.10. Rozwaimy ¢ € ®, dla ktérej S(p) = Rq i niech p € (0,1). Z

tw. 1.9 wynika, ze
PPai Pas + 4o Lo = Pay PasPby Pa> (18)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

paias + qblbg = O,
ap + a = by + bo.

Szukajgc zwigzku pomiedzy parametrami ayi, as, by, be € Ry, otrzymujemy

gb7 — q(a1 + az)by — paras = 0.

16



Rozwigzanie tego rownania wzgledem by istnieje wtedy 1 tylko wtedy, gdy wyroz-
nik trojmianu kwadratowego jest nieujemny, a wiec gdy

qay

. (—(1+vp)? -1 —=yp)?).
Otrzymany przedzial jest catkowicie zawarty w potprostej ujemnej, wiec dla do-
wolnych ay, ay takich, ze ajay > 0 istniejg by, by spelniajgce réwnanie (1.8).
W przypadku, gdy aias < 0 istniejg juz pewne ograniczenia, ale tatwo sprawdzié,
ze np.

1

S#6(t)o (1) + 3es(0)ea(t) = es(hp1(2)es(D)ea(0).

Pewna charakteryzacje rozwigzan oryginalnego problemu Dugué przedsta-

wia ponizsza wtasnos¢.
Wilasnosé 1.11. Niech p,1) € ®.
1) Jesli zachodzi 3o(t) + $1(t) = @(D)w(t), to ¥(t) = ¢_1(1).

2) Jesli istnieje b > 0 takie, ze [—b,b] \ {0} C S(p), to dla dowolnego a €
[=6,0] \ {0} mamy 3¢, + 5¢-0 = Pap-a-

Dowéd. 1) Poniewaz zachodzi (1/2)p(t) + (1/2)1(t) = p(t)¥(t), wiec ¢ jest

postaci

= p-1(t).

1o() %1+h n__ -1
) —1+h(t)

2) Niech a bedzie dowolna liczba ze zbioru [—b,b] \ {0} C S(p). Wowczas

2

1 1 ala_a

1
et gt s Y s T T e Pafe

g

Zgodnie z tw. 1.8 odnotowujemy, ze znajomos¢ struktury zbioru S(yp) dla

ustalonej ¢ € ® jest pomocna w odpowiedzi na pytanie, czy istnieje p € (0, 1)
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i1 € ® takie, by zachodzito pp + (1 — p)ib = ¢1. Jednakze sposéb wyznacze-
nia tego zbioru dla dowolnie wybranej funkcji charakterystycznej, podobnie jak
rozwigzanie ogolnego problemu Dugué, nie jest jeszcze znany. Podajemy kilka

wlasnosci zbioru S(yp).

Wtasnos$é 1.12. Niech p € P, ¢ = fi i niech a € R\ {0}. Nastepujgce

warunki sq rownowazne:

(a) a € S(p),

(b) istnieje v € P taka, e —{-p+ v = px v,

l1—a

(c) istnieje v € P taka, Ze p* (11—@50 + 1%@1/) =Ux (p%aéo + li—au) .

Dowdd. (a) = (b). Jedli a € S(p), to @u(t) = a/(a + h(t)) = ap(t)/(1 —
(1 — a)p(t)) jest funkcja charakterystyczna pewnej miary probabilistycznej v
spetniajacej réwnanie z (b).

(b) = (a). Jedli dla pewnej miary probabilistycznej v zachodzi réwno$¢ —- i+

v = pu* v, to v ma funkcje charakterystyczng v postaci

(~a/(L—a)i(t) _  a
A~ 1/ —a)  at1/al) 1

D(t) =

co oznacza, ze a € S([).
(b) & (c). Wystarczy zauwazy¢, ze
a 1

_1—au+

1 V=UxV < ai+puxv=v+apuxv
—a

< pux*(ady+v)=vx*(d+ap).

O

W przypadku, gdy a € S(¢) funkcja ¢, € ® i odpowiada jej pewna miara

La € P. W niektérych przypadkach p, daje sie zdefiniowaé poprzez operacje na
mierze pu € P, dla ktérej = .

18



Wtasnos$é 1.13. Niech u € P, o = fi i niech a € S(p). Wowczas
1) jesli a € (0,1], to pe = T{(p) (stwierdzenie 1, Misiewicz, Cooke [34]),

2) jesli (=1) € S(¢) i a € [~1,0), to u, = Ty *(GY?(n)). Ponadto ju, =
G2 (u-a) = GM*(T" (1))

Dowéd. 2) Z zalozehi mamy, ze [—1,0) C S(p). Zauwazmy, ze GY2(1i) = ¢_;.
Teraz wystarczy zauwazy¢, ze Ty *(GY2(11)) = Ty “(¢_1) = ¢, Latwo spraw-
dzi¢, ze transformaty Fouriera miar GV/2(u_,), GY?(T;7%(u)) sa réwniez réwne
Yq- Jednoznacznos$¢ transformaty Fouriera konczy dowdd reprezentacji miary

[ha-
O

Dla a € S(¢) i |a] > 1 nie znamy dokladnej formuty na p,. Zauwazmy
jednak, ze jesli p € P, 1i(t) = ¢(t) i b € S(yp), to

1. a,b € (0,1) implikuje T¢ () = T{();
2. 0 < a < ¢ < b implikuje i, = Tla/c(uc);
3. b < c<a<0implikuje pu, = Tla/c(uc).

Przyktad 1.14. Niech p € P. Dia a € (0,1] zgodnie z wilasnoscig 1.13
mamy po = T{ (1) oraz p—q = G'*(T7 ().
1. Niech = 6, gdzie b € R\ {0}. Wowczas

pa = T7' () = GZ(l —a)t ot = GZ(l — )" oy,
k=1 k=1

Stad p, jest rozkladem geometrycznym skupionym na zbiorze {bk : k € IN}.
Korzystajge z obliczen w przykiadzie 1.7 otrzymujemy
- 1 F
foa = GVAT (W) = T (00) = 7= D ( ) o

1+ak:O 1+a
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czyli p_q jest rozktadem geometrycznym na zbiorze {—bk : k € N U {0}}.
2. Niech p bedzie rozktadem wyktadniczym z parametrem o > 0, tzn. p = I'(1, ).
Wtedy p** ma rozktad gamma T'(k, «) dla kazdego k € N i mamy

palde) = TE(dr) = 0> (1= @) gt e L ()

= aaz (a(tk—_a)sl) § e "1 ,00)(7)dw

= aae” "o o0 (T)d.

Zatem 1, ma rozktad wyktadniczy T'(1, aa).
Dla p_q mamy p_, = GY2(T(un)) = GY*(T(1,aa)) i korzystajgc z obliczen
w przykladzie 1.6 otrzymujemy p_, = I'~ (1, aa), gdzie '~ (1, aa) oznacza odbicie

rozktadu T'(1, aa) na pétprostq ujemnq, czyli

aaxr 1

f—a(dx) = aae™ 1 _x o) (x)dx.

Problem Dugué i jego modyfikacje dotyczyty zagadnienia zwigzanego z ist-
nieniem dwoch miar speliajacych pewne réwnania. D. Szynal postawit pyta-
nie czy istnieja trzy miary p,v i n, dla ktérych przy pewnych p,q,r € (0,1),
p+ q+r =1 speliony bylby warunek

PH QU AT = pE v ),
Nastepne stwierdzenie daje pozytywna odpowiedZ na to pytanie.

Stwierdzenie 1.15. Niech p € P, o = i # 1, a,b,c,d € S(p) i niech

p,q,7r>0,p4+q+r=1. Wowczas rownosc

PPy + qPc + TP4 = PaPoPePd
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zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy

qc+rd = 0,
pab+rd(c—d) = 0,
a+b = c+d,
. (=97 > (r+q)°

Dowéd. Rozwazamy rownanie

a b c d a b c d

pa+hb+h+qc+h+rd+h a+hb+hc+hd+h’

w ktérym niewiadomymi sg a, b, ¢ i d. Standardowe rachunki prowadza do na-

stepujacego uktadu réwnan

qc+rd = 0,
pab+ qc(a+b+d) +rd(a+b+c) = 0,
pab(c + d) + qc(ab + ad + bd) + rd(ad + ac + bc) = 0.

Ze wzgledu na rownos¢ gc = —rd mamy dalej
qc+rd = 0,
pab + rd(c —d) = 0,

rdlc—d)(a+b—c—d) = 0.
Gdyby ¢ = d, to otrzymaliby$my sprzecznos¢, wiec ostatnie rownanie jest réw-
nowazne z a + b = ¢ + d. Zatem

—pgb?® + pd(q — )b —rd*(q¢ +r) = 0.

To réwnanie ma rozwigzanie ze wzgledu na b, gdy p(r — ¢)* > 4qr(q + ).
Uwzgledniajac warunek p + ¢ + r = 1 otrzymujemy, ze poprzednia nieréwnoscé

jest réwnowazna z (r — q)* = (r + q)>.
U
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Przyktad 1.16. Dia ¢ € ®, ¢ # 1 takiej, ze [—15,0) U (0,46] C S(p)
wybieramy [(t) = @sosr(t)p1/r (1), V() = @ae/r(t), N(t) = p_15,:(1), gdzie r

oznacza dowolng liczbe rzeczywistq nie mniejszq niz 1. Wiedy i, v,n € ® oraz

1403 15 46
T161P®) + 7370 + 1) = AOP@)A(E).

1.5. Przyklady rozwigzan zagadnienia D. Du-

gué w zbiorze miar znakowanych

Rozwazmy teraz nastepujacy problem: dla ustalonej 4 € P chcemy zna-
lez¢ znakowang, skonczong albo o-skonczong miare v taka, aby dla pewnego

(kazdego) p € (0, 1) zachodzito (1.2), tzn.

pp+ (1 —pv=p*v.

Okazuje sie, ze w pewnych przypadkach problem ten ma interesujace rozwiaza-

nia. Miare znakowana v spetniajaca powyzsza réwnosé oznaczamy przez GP(u).

Przyktad 1.17. Niech 7 bedzie rozktadem Poissona, tzn.

W:e_)‘Z—'ék, A>0.
k=0

k!
Funkcja charakterystyczna tego rozkladu ma postaé 7 (t) = N D Mamy
R ~ t e)x(e”—l)
) = =t ? L

) —(1—p) D —(1-p) 1—(1—pe 1

Dia1—p < e, mamy |(1 —ple XD = (1 — ple Meost=D < 1§ mozemy

napisacé dalej

Gr(w(t) = pz <(1 - p)e)‘(eitl)>k = pZ((l — p)e)\)k Z (_)\k)neitn

n!
0 n=0
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Whnioskujemy, Ze dla p spetniajgcego 1 —p < e=2* funkcja GP(7(t)) jest trans-

formatqg Fouriera miary znakowanej

pzlp

Przy zatozeniu 0 < 1 —p < e mamy 0 < (1 — p)e* < e < 1. Zatem

o0 [e.9]

Z - (Zk” — )5n.

n= =0

na mocy wzory 5.2.2.2 [37) szereg Y oo o k"((1 — p)e)F jest zbieiny dla kazdego

n=0,1,2,...1jego suma wynosi

d\" 1
—
dx 1—=xz

. on
gdzie (:c%) oznacza n-krotne zlozenie operatora x - dzialajgcego na przestrze-

)
z=(1—p)er

ni funkcji rézniczkowalnych. Przyjmowane jest dodatkowo, ze (:c%)oo (f(x)) =

x). Stad ostatecznie mozemy napisac, ze przy warunku 1 —p < e~2* mam
f(z). Stg y napisac, ze przy p y

= O (o)

n=0

On.

z=(1—p)e*

Przyktad 1.18. Niech 7 bedzie, jak w poprzednim przyktadzie, rozktadem
Poissona z parametrem X\ > 0 i niech p € (0,1). ZloZona geometryczna miara

probabilistyczna p = TO1 “P(m) ma funkcje charakterystyczng postaci

~ 1-p/~ l—p
u(t) =T, "(7(t)) = 1= poe 1

Transformata Fouriera dla GP(u) jest réwna

it

) = B EO) ey _ g (X
U= TG - -p) Z
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Zatem GP(p) jest znakowang miarg skoriczong oraz

Gp(,u):e)‘z k!> Ok

> (—A
k=0
Miare GP(u) z tego przyktadu mozna by nazwaé znakowana miara Poisso-
na albo miara Poissona z ujemna intensywnoscia (z ujemnym parametrem) w
odroéznieniu do rozktadu Poissona, w ktorym intensywnosé jest liczba dodatnia.
Powyzsze i inne przyktady sktaniaja do rozwazan nad wynikami transfor-

macji GP(u), gdy miara 4 ma atom w zerze i nie jest trywialna. Wydaje sie, ze

na ogét GP(u) nie bedzie wtedy miara probabilistyczna.

Twierdzenie 1.19. Niechn € P, s € (0,1) i niech pp = (1 — 5)5y + sn.
1) Jesli p > 2s, to GP(u) jest miarg znakowanqg zdefiniowang przez

9] k
Gp(ﬂ):p(l—S)éoer(l—p)Z(_ s ) o

p—Ss p—s = p—Ss

2) JeSli p = 2s i zachodzi |(t)| < 1 dla kaZdego t # 0, to GP(u) jest miarg

znakowang postaci
GP(1) = (2= p)éo +2(1 —p) Y _(=1)fn™.
Dowdéd. 1) Zauwazmy najpierw, ze funkcja GP(j1) moze by¢ zapisana w naste-

pujacy sposob:

Przy zatozeniu p > 2s mamy wiec 0 < s/(p —

G (1) =P+Mi (—L)kﬁ’“ (1.9)

p—s 45\ p—5s
_p(l—s) p<1—p>§: s\
pP—S e p—3S5



Latwo zauwazy¢, ze GP(11) jest transformata Fouriera miary GP(u) zdefiniowanej

w twierdzeniu.

2) Niech p = 2s. Zauwazmy, ze

~ p(1 -5+ 50(t)) ~
GP(ii(t)) = 2__2 =2—-p+pnt .
(#(0) = P gt = 0= P gy
Poniewaz [7)(t)| < 1 dla ¢ # 0, wiec
GP(ji(t) = 2 —p+pi(t) Y (-7 2-p) +21-p)) (-7
k=0 k=1

Z uwagi na ciggtosé i jednoznacznosé transformaty Fouriera otrzymujemy osta-

tecznie, ze miara GP(u) ma postaé

Gp(u):Gp<1—§+§n) (2= p)do +2(1 — p) kZ:

g

Przyktad 1.20. Niechn bedzie rozktadem wyktadniczym T'(1, ). Wtedy n**
ma rozktad gamma T'(k,a). Niech p = (1 — s)dg + sn, s € (0,1) i niech 2s <
p<1l. Z tw. 1.19 mamy

GP(n) = 2%50 + 2% > (—p - S) I(k, ).

p(1-s)

p—s ’

Latwo zavwazyé, Ze GP(u) ma atom w zerze o masie a na zewngtrz

zera jest absolutnie ciggla wzgledem miary Lebesque’a (. Absolutnie cigglta cze$é
~ k

miary GP(u) réwna T' = pS—__Sp) > ore s (—i> ['(k,«) ma pochodng Radona-

p—s
Nikodyma

dl’ ook 1 o
i LR () at e e

=1

N —P(;l _Z;)j&e P 1 (0,00) ().
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Zatem absolutnie ciggla cze$é miary GP(p) jest w tym przypadku ujemna i skoi-
czona z nosnikiem [0, 00).

Jesli p = 2s, to z tw. 1.19 otrzymujemy

o0

G"(p) = (2= p)do +2(1 = p) Y _(=1)*T(k, ).

k=1
Ta miara znakowana ma atom w zerze o masie 2 — p, a jej absolutnie ciggla

czesé T = 2(1 — p) S oo (=1)*T'(k, a) ma pochodng Radona-Nikodyma

dl’ > o
= = 9(1-= E -1 k k—1 —azrq

= —2a(1 —p)e*mxl(o’oo)(x).

Przyktad 1.21. Niech n bedzie rozktadem Poissona 7 z parametrem A > 0
i niech p = (1 — $)dg + sn. Stosujgc (1.9) z dowodu tw. 1.19 dostajemy, Ze dla

p>2s
p(1—p) & s\
R Rl l) o R,
p—s =\ p—s
p(1—p) — s\ = (M) Nk
= pdy+ PR Z _p—s) Z € On,
k=0 n=0
p(l—p) =" [ ( 5 /\)k 0
= ply+ —->= — — e k" | 6,.
0 p—s HZ:O ! % p—Ss

Poniewaz |se=*/(p — s)| < 1, wige stosujgc wzér 5.2.2.2 z [37] otrzymujemy

[e'e) k on
T e k= xi !
p—Ss dx |
k=0 r=

= - =1
Stqd
o) p(s#%fj%(x%)lix L
= (i) o




Zatem

Gp(u):p(l—s—kseA)(;O_i_p(l—p)i/\"( d)on 1 5.

—_— $_
p— S+ se A p—s n! U dzx IL—2|,_ s

n=1 =T p—s

Przyktad 1.22. Niech yu = (1 — s)dy + sn, gdzie n jest rozktadem geo-

metrycznym z parametrem a € (0,1), tzn. n = > a(l — a)""15,. Wowczas
n=1
k=3 (Z:}ﬁ)ak(l —a)"*5,, ke N. Dlap>2s ztw 1.19 mamy
n=~k
p(l =) Pl=p) = =5 '~ (n—1\ & —k
GP(u) = ——=0p + —= — 1—a)"%,.
= DS () S (07 )t
Zamiana kolejnosci sumowania prowadzi do formuty
pl=s) . pll—p) < ’l<n—1)( —sa )k
GP(u) = do + 1—a)"o, — .
N D DD D) (Y § ey

Poniewaz dla x € R

S () .S (") et e

k=1
wiec dostajemy, Ze

oy — PA=9)c sap(l—=p)x~  var (L sa "
) = o= Tz 2219 (1 <p—s><1—a>)

p—s (p =
p(1—s) wml—mc”(p—s—mv”J

do — E — Ons
p—s = (p—s)? =\ p-s

W powyzszych przyktadach trudno jest okresli¢, czym jest GP((1—s)do+sn),
gdy p < 2s. Prawie pelna charakteryzacje GP((1 — s)dp + sn) otrzymujemy w
szczegblnym przypadku dla n = §,, a # 0.

Twierdzenie 1.23. Niech = (1 —s)dy + 504, s € (0,1), a # 0. Wéwczas

( poo + (1 — p)TP*(5_,), pe (0,
p(l=p)~( p—s\"
A S A — _ 2
1— 1—p) S k
| p—s p—s =\ p—s
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Dow6d. Poniewaz fi(t) = 1 — s + se™®, wigc tatwo sprawdzi¢, ze

Qe—zta

G* (1) = (1—8)1_(f_£) e_ita+31_(1_2) —ita”

NS

Teraz widzimy, ze jesli p < s, to
GP(1 — s + seit?) = (1 — S)Tlf (e—im) n sTog (efita) —p+(1 _p)TF(e*ita).
Dla p € (s,2s) mamy

p((1 = s)e ™ +s)
(p—s)eita + s

1 _ —ita ' fe'e) . k '
_ p(( 8)6 +8) — B ((1 - S)eflta +8) (S p) efztak’
k=0

GP (i(t)) = GP(1 — s + se') =

s(1—(=2)eite) s s

poniewaz |(s —p)/s| € (0,1). Stad dla p € (s,2s) otrzymujemy

1—35) — —2\* . < N\
GP(f(t)) = u (u) pitalk+1) +pz (3 p) o —itak
k=0

S S S
k=0

0o k
_ p+P(1—P)Z STPY -itak
- :

S

Latwo juz zauwazy¢, ze jest to transformata Fouriera miary znakowanej okre-
slonej w twierdzeniu.

Przypadek p > 2s wynika z tw. 1.19.

1.6. Kiedy dwie metody probabilistycznej sy-
metryzacji pokrywaja sie

W teorii prawdopodobienstwa istnieja dwie metody symetryzowania danej
miary p. Jedna bazuje na usrednieniu oryginalnej miary i jej symetrycznego

odbicia p~, druga prowadzi do rozktadu zmiennej losowej X — X', gdzie X i
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X' sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie p. W tym
podrozdziale zajmiemy sie problemem koincydencji tych dwoch typéw syme-
tryzowania miary probabilistycznej p. Problem ten sprowadza sie do szukania

rozwigzan rownania
1 1
_ — = * U 1.10
2M+ 2# Hxp ( )

ktore w terminach funkcji charakterystycznej mozna przepisaé jako
Refl = |11]>. (1.11)

Jest to szczegdlny przypadek problemem Dugué. Pierwszy przyktad funkcji cha-

rakterystycznej spetniajacej (1.11) mozna odnalezé w pracy [5]. D. Dugué odno-

towuje tam, ze funkcja charakterystyczna (t) = ﬁ rozktadu wyktadniczego

I'(1,1) spelia réwnanie 2 = ¢@. To znaczy, ze dla rozkladu I'(1,1) obie
metody probabilistycznej symetryzacji pokrywaja sie.

Twierdzenie 1.24. Miara probabilistyczna p spetnia réwnanie (1.10) wte-
dy 1 tylko wtedy, gdy istnieje funkcja u : R — R taka, Ze funkcje charaktery-
styczng [(t) miary p mozna przedstawic¢ w postaci

(o) 7t = 2+ Lo}, (8) () = ——

—itg(u(t)/2)

Funkcja u jest jedyna, ciggla na R i u(—t) = —u(t).

Dowéd. (=). Mozemy zapisa¢ pi(t) = x(t) +iy(t), gdzie z,y : R — R. Korzy-
stajac z réwnania Rep(t) = |(¢)|?, mamy (2z(t) — 1)* + (2y(t))* = 1. Teraz
wystarczy zdefiniowaé 2z(t) — 1 = cosu(t), 2y(t) = sinu(t) i otrzymujemy
1 1 1 1.
a(t) = 5(1 + cosu(t)) + 25 sinu(t) = 3 + aew(t).
Okreslmy teraz funkcje h(t), zdefiniowana w podrozdziale 1.4, dla iz spetniajacej
réwnanie (1.11). Korzystajac z reprezentacji (a) zauwazamy, ze
1 2 sin u(t)
h(t) = —— —1= 1= o
)= =5 1+ expliu(t)} "T¥ cosu(t)

— —itg(u(t)/2).

29



Poniewaz i(t) = 1/(1 + h(t)), to prawdziwa jest réwniez reprezentacja (b).
Latwo sprawdzi¢, ze implikacja przeciwna jest réwniez prawdziwa. Wtasnosci

funkcji u(t) sa implikacjami ogdlnych wtasnosci funkeji charakterystycznych.

O

Przyktad 1.25. Dobrze wiadomo, ze nastepujgce miary probabilistyczne spel-
niajq réwnanie (1.10):

1.y = %50+%5a, a€R,

2. po(dx) = ae™ "1 (g 00)()dz, a > 0.

Chcemy teraz wyznaczy¢ funkcje uq, us dla miar pq, ps odpowiednio. Oczywiscie
fi1(t) = 3+ 3€™, wiec istnieje reprezentacja (a), w ktérej ui(t) = at. Dla funkcji

iz mamy
1 1

1= it/a T 1= itg(arctg(t/a))’

wigc istnieje reprezentacja (b), w ktorej

1i2(t)

us(t) = 2arctg(t/a).

Z tw. 1.24 wiemy, ze funkcja charakterystyczna g miary probabilistycznej
spetniajacej réwnanie (1.10) ma postaé fi(t) = 1/2 + (1/2)e™® dla pewnej

w(®) nie musi by¢ funkcja charakterystyczna,

rzeczywistej funkcji u. Oczywiscie e
ale jesli jest, to u(t) = at dla pewnego a € R. Wynika to z nastepujacego

stwierdzenia:

Stwierdzenie 1.26. Niech u = (1/2)6 + (1/2)n, gdzie n € P. Jesli dla
pewnego p € (0,1) zachodzi pu+ (1 —p)u~ = pxp=, ton = o lub p = 1/2
i n =0, dla pewnego a € R.

Dowéd. Z zatozenia mamy pu + (1 — p)u~™ = p* p~, wiec

A6 + (1= 2p)ij(t) + (2p — (t) =1 = 0.
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Podstawiajac 7)(t) = z(t) + iy(t) dochodzimy do ukladu warunkéw

() +yt)? = 1
(2p—1y(t) = 0.

Z pierwszego réwnania wnioskujemy natychmiast, ze n = J, dla pewnego a € R.
7 drugiego réwnania mamy, ze p = 1/2 lub y(¢) = 0. Jedli y(t) = 0, to z(t)* = 1.
Stad z(t) =11 n = d.

O

Witasnos$é 1.27. Jesli dla ¢ € ® zachodzi (1.11), to [-1,1]\ {0} C S(p).

Dowdd. Skoro ¢ spelnia warunek TRep(t) = |p(t)]? réwnowazny warunko-

wi (1/2)(t) + (12070 = 900, to GY2(p(t)) = P(0). 7 drugiej strony
GY2(p(t)) = ¢_1(t). Zatem (—1) € S(y) i stad [~1,0) C S(p). Poniewaz za-

wsze (0,1] C S(¢), wiec otrzymujemy, ze [—1,1]\ {0} C S(p).
0

Uwaga 1.28. Wiemy, ze dla ¢ € R funkcja charakterystyczna o(t) = 1/2 +
(1/2)e"e spetnia réwnanie (1.11). Mozna sprawdzié, stosujgc tw. 1.24, Ze funkcja
h okreslona dla ¢ przez (1.4) jest postaci h(t) = —itg(ct/2). Zatem na mocy
powyzszej wiasnosci mamy

a

m ed Vae [—1,1]\{0}
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2.

Rozklady nieskonczenie po-

dzielne

W latach 30-tych ubieglego stulecia postawiono nast¢pujacy problem:

niech kazdemu rzeczywistemu a = 0 odpowiada zmienna losowa X,. Zbadaé

rozktady zmiennej X,, dla ktorych spelnione sq ponizsze postulaty.

P1.

P2.

P3.

Dila 0 < a1 < ay < 00 rozktad X,, — X4, zalezy tylko od réznicy as — aq;

Dla dowolnego n € IN 4 dowolnego wyboru punktow 0 = ag < a; < ... <
a, < oo zmienne losowe X, — Xy, Xay — Xays - ooy X, — Xa,_, 5@ nieza-

lezne.

Poniewaz dla dowolnego n € IN mamy

Xy = (Xa = Xo) + (X = Xa )+ (Xo = Xooe )

wiec z wymienionych postulatéw wynika, ze rozktad zmiennej X, jest rozktadem

sumy n niezaleznych sktadnikow o tym samym rozktadzie. Ten fakt jest punktem

wyjscia do przyjmowanej obecnie definicji zmiennej losowej nieskonczenie po-

dzielnej i teorii proceséw stochastycznych Lévy’ego. Przypomnijmy, ze zmienna

losowa X, jej funkcja charakterystyczna ¢ i rozktad p = L£L(X) sa nieskoriczenie

podzielne (ID), jesli

vneN 3X, X <Y X, (2.1)

i=1
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gdzie X,,;,7 =1,2,...,nsaniezaleznymi kopiami zmiennej losowej X,,, tzn. X, ;

” oznacza réwnosé

sg niezalezne o tym samym rozktadzie co X,,, a symbol ,,i
wedtug rozkladu. Dla funkeji charakterystycznych warunek (2.1) mozna zapisaé¢
nastepujaco:

VneN i, € @ VEe R o(t) = ()", (2.2)

gdzie 1, jest funkcja charakterystyczng zmiennej X,,.
Na poczatku znalezione zostalty dwa typy rozktadow zmiennej X, spelnia-

jacych postulaty P1-P3

e typ gaussowski z funkcja charakterystyczna exp{a(itm — ot*/2)}, gdzie
meER, 0% >0,

e typ poissonowski z funkcjg charakterystyczna exp{ai(e®™™ —1)}, gdzie A >
0, h # 0.

Dalsze badania doprowadzity do efektywnych wzoréw na nieskonczenie podziel-
ng funkcje charakterystyczng rozktadu ze skoniczonym drugim momentem (re-
prezentacja kanoniczna A.N. Kotmogorowa, zob. np. tw. 5.5.3 w [27]), aby osta-
tecznie otrzymacé wzory prawdziwe dla kazdej nieskonczenie podzielnej funkcji
charakterystycznej (reprezentacja kanoniczna Lévy’ego - Chinczyna, zob. np.
tw. 5.5.1 w [27] i reprezentacja kanoniczna P. Lévy’ego, zob. np. tw. 5.5.2 w [27]).
Z uwagi na potrzeby tej pracy podamy tylko pewien warunek wystarczajacy na

to, aby funkcja charakterystyczna byta nieskoriczenie podzielna.

Lemat 2.1. (K. Sato [42] str. 32). Niech ¢ € ®. Jesli istniejem € R, 02 > 0

oraz skonczona miara v taka, zZe

O.2t2 +o0 )
Inp(t) = itm — T —1—/ (e" — 1) v(dx), (2.3)
to ¢ € ID.

Uwaga 2.2. Jesli p € ID, to p(t) # 0 dla kazdego t.
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Wiele informacji o rozktadach ID i ich wlasnosciach znalezé mozna np. w [9],
[27], [40], [42].

W obecnej chwili bardzo dobrze zbadane sa pewne podklasy rozktadéw nie-
skoniczenie podzielnych. Z punktu widzenia tej rozprawy wspomnimy tu tylko
o rozktadach stabilnych (St) i semistabilnych (Se). Przypomnijmy (zob. np. Sa-
morodnitsky, Taqqu [41] def. 1.1.4), ze zmienna losowa X jest stabilna (St),
jesli .

VneN Ja, >0 I, €R a, X +b, =Y X, (2.4)
i=1
gdzie X;, i = 1,2,...,n sa niezaleznymi kopiami zmiennej X. Dla jej funkcji

charakterystycznej ¢ mamy
vn €N Ja, >0 3b, €R Yt € R @(ant)e™ = p(t)". (2.5)

Zmienna losowa X jest semistabilna (Se) (zob. np. Maejima [28] lub Sato [42]
def. 13.1, str. 69), jesli jej funkcja charakterystyczna ¢ spelia warunek

Ja € (0,1) Ir € (0,1) IR YVt R p(at)e™ = o(t)". (2.6)
Pomiedzy omawianymi rozktadami zachodza relacje
St C Se C ID.

Jesli w (2.4) 1 (2.5) przyjmiemy b, = 0 dla kazdego n, to warunki te be-
da definiowaé¢ odpowiednio zmienng losowa i funkcje charakterystyczna scisle
stabilng (SSt). Podobnie, jesli w (2.6) przyjmiemy b = 0, to funkcje charaktery-
styczna ¢ spehiajaca p(at) = ¢(t)" dla pewnych a,r € (0, 1) nazywamy Scisle
semistabilng (SSe). Odnotujmy jeszcze, ze jesli dla kazdego a € (0,1) istnieja
r € (0,1)ib € R takie, ze p(at)e™ = p(t)", to o jest stabilna ([42] str. 69).

Dla takich zmiennych losowych i ich rozktadéw mamy (zob. np. Sato [42],
Shimizu [43])

SSt € St, SSe C Se oraz SSt C SSe.
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W teorii rozktadéw typu ID i St pojawiaja sie pojecia obszardéw czesciowego
i pelnego przyciggania. Méwimy, ze zmienna losowa Y nalezy do obszaru petnego
przyciggania (DA) zmiennej X, jesli dla pewnych ciagéow {a,} C R*, {b,} C R
zachodzi

1 n
— g (Y;—bn)i>X, gdy n — oo, (2.7)
ay, “

i=1

gdzie Y; sg niezaleznymi kopiami zmiennej Y, a ,,iﬂ’ oznacza zbieznos¢ wedtug
rozktadu. Jesli w powyzszym b, = 0 dla n € IN, to méwimy, ze Y nalezy do
obszaru pelnego przyciggania w Scistym sensie zmiennej X.

Jesli dla pewnego rosnacego ciagu {k,} C IN zachodzi
1 &
— Z(Y; —bp) L X, gdy n — oo, (2.8)
a, “
=1

to méwimy, ze Y nalezy do obszaru czesciowego przyciggania (DPA) zmiennej
X. Jesli w powyzszym b, = 0 dla n € IN, to mowimy, ze Y nalezy do obszaru
cze$cioweqo przyciggania w scistym sensie zmiennej X .

Udowodniono, ze jesli zmienna losowa ma niepusty obszar czesciowego przy-
ciagania, to jest nieskonczenie podzielna; jesli natomiast ma ona niepusty obszar
pelnego przyciggania, to jest stabilna (zob. np. Sato [42], tw. 15.7). Rezygnujac
z zalozenia, ze Y, maja ten sam rozktad otrzymuje si¢ poprzez (2.7) rozktady
zwane samorozkladalnymi (zob. np. Lévy [24] str. 192 lub Sato [42] tw. 15.3, str.
91). Naktadajac nowe wymagania, np. na ciag {k,} (lemat ponizej), otrzymuje-
my warunek okreslajacy obszar czeSciowego przyciggania dla zmiennej losowej

semistabilne;j.

Lemat 2.3. (D. Mejzler [33], lemat 2.1). Jesli istniejq: cigg {Y,} zmiennych
losowych niezaleznych i o jednakowym rozkladzie, ciggi liczbowe {a,} C RT,
{bn} C R, rosngcy cigg {k,} CN, k,/kns1 — r € (0,1), dla ktérych

kn
ZYi—bni>X, gdy n — oo, (2.9)

i=1

1

Qn
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gdzie X jest niezdegenerowang zmienng losowq z funkcjg charakterystyczng o,

to

aec(0,1), n _ Intiln n—o b, |bl < o0
Ant1 Qnt1 knJrl

a/n n—oo
—

oraz

olat)e™ = ()" Vt € R,

co oznacza, ze X jest zmienng losowq semistabilng.

Lemat 2.4. (D. Mejzler [33], tw. 2.1). Dla zmiennej losowej X zachodzi (2.9)
z takimi samymi jak w lemacie 2.3 zalozeniami o ciggach liczbowych {a,}, {b,},

{kn} wtedy i tylko wtedy, gdy X jest typu Se.

Lemat 2.5. (D. Mejzler [33], tw. 2.3). Jesli (2.9) zachodzi z warunkiem

kn/kni1 — 1, to X jest zmienng losowq stabilng.

W tw. 1.2 [28] M. Maejima odnotowuje, ze jesli niezdegenerowana zmienna
X z funkcja charakterystyczna ¢ jest semistabilna, to istnieje jedyne a € (0, 2]

1/a

takie, ze a = r'/* dla dowolnych 7 i a spetniajacych (2.6) z pewnym b € R.

Lemat 2.6. (K. Sato [42], stwierdzenie 14.9, str. 83). Niech ¢ bedzie semi-
stabilna i niech dla pewnych statych r € (0,1), o € (0,2), b € R bedzie spelnione

o(at)e™ = p(t)", gdzie a = r'/*. Wowczas

—|t|*(Hy(t) + iHo(t)) + itmg, gdy « € (0,1),
np(t) = q —[t|(Hi(t) +iHs(t) +itmy, gdy a=1, (2.10)
—[t|*(H(t) + iH(t)) +itms, gdy « € (1,2),

gdzie
® Mgy, My, Mo S¢ pewnymi statymi,

o H jest nieujemng funkcjq ciggle na Ry spetniajgcqg Hy(at) = Hy(t),

36



o H, jest rzeczywistq funkcjq ciggle na Ry spetniajgcq dla pewnej statej 3

Hy(1), gdy o #1,

Hy(at) =
() Hy(t) + Bsgn(t), gdy a=1.

W kolejnym rozdziale bedziemy rozwaza¢ sumy losowe zmiennych losowych,
tzn. sumy o losowej liczbie sktadnikéw. Interesowaé¢ nas beda wtasnosci granic
(w sensie zbieznosci wedtug rozktadu) ciaggéw geometrycznych sum losowych.
Problemem zbieznosci ciagéw sum o losowym indeksie zajmowano si¢ juz w la-
tach 60-tych poprzedniego wieku. Najwicksze znaczenie dla rozwoju tego zagad-
nienia wniosto tzw. ,twierdzenie transferowe” opublikowane w 1969 roku przez
B.V. Gnedenko i G. Fahima [6]. Nazwa twierdzenia uzasadniana jest faktem, ze
istnienie rozktadu granicznego dla sumy nielosowej liczby sktadnikéw transfero-
wane jest do wyniku istnienia rozktadu granicznego dla sumy o losowej liczbie

skladnikéw.

Lemat 2.7. (Twierdzenie transferowe, B.V. Gnedenko [7]). Dla kazdego n €
IN niech {&, 1 }renw bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o jednako-
wym rozkladzie. Niech {k,} C N, k, — oo. Ponadto, niech ©,, bedzie zmienng
losowq o wartosciach naturalnych niezalezng od {&,1} dla kazdego n € IN. Jesli

kn
P (ank < :L‘) X F(z) oraz P (% < x) G (),
k=1

n

gdzie F', G sq dystrybuantami i F' ma funkcje charakterystyczng ¢, to

on
P (Z Enk < fﬂ) — H(x),

k=1
gdzie H jest dystrybuantq rozktadu o funkcji charakterystycznej

wit) = [ plerdcis)
0
Rozktad graniczny jest wiec mieszanina splotowa rozktadu o dystrybuancie F

wzgledem rozkladu o dystrybuancie G. Wiadomo ponadto (zob. np. [32]), ze

jesli F''i G sa nieskonczenie podzielne, to H tez jest nieskonczenie podzielna.
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3. Rozklady geometrycznie nie-

skonczenie podzielne

Geometrycznie nieskonczenie podzielne zmienne losowe pojawity sie w od-
powiedzi na pytanie W.M. Zolotariewa o charakteryzacje takich zmiennych lo-

sowych X, dla ktorych byltby spetniony warunek
Vpe(0,1) 3X, X L¢,X + X, (3.1)

gdzie €,, X, X, sg niezaleznymi zmiennymi losowymi, €, ma rozktad dwupun-
ktowy P(e, =0) =p, P(e, =1)=1—p.

Pionierska praca na ten temat jest praca [11] opublikowana w 1984 roku.
Od tego czasu rozktady geometrycznie nieskonczenie podzielne zyskaty na po-
pularnosci, zwlaszcza pewna podklasa zwana rozkltadami geometrycznie sta-
bilnymi. Takie rozktady pojawity si¢ w modelach teorii niezawodnosci i teorii
odnowy. Z uwagi na wtasnos¢ ciezkich ogonéw rozktadow geometrycznie stabil-
nych pojawity si¢ one réwniez w modelach matematyki finansowej. Rozktady
geometrycznie stabilne, do ktérych naleza rozktady Linnika, Mittaga-LefHlera,
Laplace’a oraz asymetryczny rozktad Laplace’a i rozktad wyktadniczy sa bardzo
uzyteczne z praktycznego punktu widzenia. Bogaty przeglad wiedzy o rozkta-
dach geometrycznie stabilnych mozna znalezé w pracach T.J. Kozubowskiego

[16], [17] oraz T.J. Kozubowskiego i S.T. Racheva [21], [22].
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3.1. Rozklady geometrycznie nieskonczenie po-
dzielne i ich podklasy

W tym rozdziale ©, oznacza¢ bedzie zmienng losowg o rozktadzie geome-
trycznym z parametrem p € (0,1), tzn. P(©, = k) =p(1 —p)* 1 k=1,2,...
Przywotamy teraz pewne fundamentalne wtasnosci zmiennych losowych nale-
zacych do zbioru geometrycznie nieskonczenie podzielnych, rozpoczynajac od
definicji uzywanych w literaturze.

Zmienna losowa X jest geometrycznie nieskoriczenie podzielna (GID), jesli

Op
vpe(0,1) 3X, X< X, (3.2)
i=1
gdzie X,;, i = 1,2,... sg niezaleznymi kopiami zmiennej losowej X,,, O, jest

niezalezna od {X, 1, X,9,...}. Mozna sprawdzi¢, ze warunki (3.1) i (3.2) sa
rownowazne.

Zmienna losowa X jest geometrycznie Scisle stabilna (GSSt), jesli

Op
¥pe (0,1) Ja, >0 X Za, ) X, (3.3)
i=1
gdzie X;, i =1,2,... sa niezaleznymi kopiami zmiennej losowej X, ©, niezalez-

na od {X1, Xs,...}.
Zmienna losowa X jest geometrycznie stabilna (GSt), jesli istnieje zmienna lo-

sowa Y oraz state a, > 0, b, € R takie, ze

Op

ap ) _(Yi+b,) == X, gdyp—0, (3.4)
i=1
gdzie Y;, 7 = 1,2, ... sa niezaleznymi kopiami zmiennej losowej Y, ©, niezalezna
od {X1, X5,...}.
Zmienna losowa X jest geometrycznie scisle semistabilna (GSSe), jesli
Op
Fpe(0,1) Ja>0 aX £Y X, (3.5)

i=1
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gdzie X;, ¢ =1,2,...saniezaleznymi kopiami zmiennej losowej X, ©, niezalezna
od { X1, Xy, ...}. Niektorzy z autoréw nazywaja je geometrycznie prawostronnie
semistabilnymi (geometrically-right-semistable, zob. Mohan, Vasudeva, Hebbar
[35]) lub geometrycznie semistabilnymi (zob. Borowiecka [3]). Proponujemy na-
zwe geometrycznie $cisle semistabilne z uwagi na jednoznaczne powiazanie tych
rozkltadow z rozktadami Scisle semistabilnymi.

Z definicji zmiennych losowych typow GID, GSSt, GSt, GSSe otrzymujemy na-

stepujace relacje
GSSt € GID, GSSt Cc GSt i GSSt C GSSe.
W $wietle tw. 3.2 z pracy [35] widzimy, ze

GSSe C GID.

Bedziemy méwié, ze funkcja charakterystyczna ¢ zmiennej losowej X (rozktad
w=L(X)) jest typu GID (GSSt, GSt, GSSe), jesli X ma te wlasnosc.
Zostalto dowiedzione (zob. tw. 2, tw. 3 w [11], tw. 2.1 w [16] oraz tw. 3.1 w [35]),

ze dla ¢ € ® zachodzi nastepujaca rownowaznosc:

( 3\ ( )
GID ID
. GSSt . SSt
© jest typu < ¢ = exp{l — 1/p} jest typu . (3.6)
GSt St
GSSe | SSe
\ \ Vs
Teraz dla funkcji charakterystycznej ¢ typu GID mozemy napisac
1 o
= = fe%ds. :
= Ty /O yreds (3.7)

Stad ¢ jest mieszaning splotowa nieskonczenie podzielnej funkcji charaktery-
stycznej ¢ = exp{l —1/p} wzgledem rozktadu wykladniczego. W konsekwencji

@ jest nieskonczenie podzielna. Stad
GID c ID.
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Whniosek 3.1. Niech ¢ € ® NID. Wéwczas dla dowolnego n € N zachodzi

1

= ID.
I+In(1+In(1+---+1In(1 —Inv)) €¢

Pn

Symbole: 1 i In wystepujg w mianowniku n razy.

Dowéd. Niech f(z) = ﬁ Zauwazmy, ze o, = f(¢), gdzie fol(z) = f(x)
i fe+)(z) = f(f°(z)). Poniewaz 1 jest ID, wiec z (3.7) ¢ = f(¢) jest GID.
Skoro GID C ID, to f(v) jest ID, wiec to rozumowanie mozna powtarzac.

Ostatecznie f°" (1) jest GID dla dowolnego n € IN.
0

Jesli X jest zmienna losowa typu GID, to warunek (3.2) mozna rownowaznie

zapisa¢ dla jej funkcji charakterystycznej ¢ w nastepujacy sposéb:

Vpemﬂ)i%EQ\#ER<M0:1_w??g¢@y (3.8)

Stad widzimy, ze dla ¢ € GID i dowolnego p € (0, 1) mamy

_ ©
p+(1—pp

Okazuje sie, ze mozna powiedzie¢ wiecej o tej funkcji.

o € d.

Stwierdzenie 3.2. Jesli ¢ € ® jest typu GID (GSSt, GSt, GSSe), to dia
kazdego a = 0

¥
= —"— 3.9
LI +(1—a)p (39)
jest funkcjq chrakterystyczng rowniez typu GID (GSSt, GSt, GSSe) oraz
Vg = / pretds, (3.10)
0

gdzie ¢, = exp{a(l — 1/¢)} jest typu ID (SSt, St, SSe).
Ponadto, jesli X jest typu GID z funkcjg charakterystyczng ¢, to ¢, zdefinio-
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wana przez (3.9) odpowiada zmiennej losowej Z, takiej, Ze

( 0 dla a =0,
d X dla a=1,
Zy =
X, dla a€(0,1),
\ Z?:ll/“ X, dla a>1,

gdzie X, jest zmienng losowq okreslong przez (3.2).

Dowdéd. Poniewaz ¢ € GID (GSSt, GSt, GSSe), to korzystajac z (3.7) mozemy
napisa¢ ¢(t) = 1/(1 —In(t)), gdzie ¢ € ID (SSt, St, SSe). Podstawiajac ¢ do

(3.9) otrzymujemy
1

~ 1-In(y(t)?)
Poniewaz dla a > 0 mamy ¢ € ID (SSt, St, SSe), wiec stosujac ponownie (3.7)

wnioskujemy, ze ¢, € GID (GSSt, St, GSSe).

Poniewaz ¢ € GID (GSSt, GSt, GSSe), to korzystajac z (3.6) wnioskujemy,
ze exp{l —1/p} € ID (SSt, St, SSe). Tym samym ¢, = exp{a(l —1/¢)},
gdzie a > 0, jest rowniez funkcja charakterystyczna typu ID (SSt, St, SSe). Za-

@a(t)

tem mieszanina splotowa (3.10) takiej funkcji charakterystycznej ¢, wzgledem
rozktadu wyktadniczego jest dobrze okreslona. Teraz wystarczy sprawdzi¢, ze
istotnie p/(a + (1 —a)p) = [~ ¢se *ds.

Dla dowodu dalszej czesci stwierdzenia zauwazmy, ze

e jeslia=0, to p, =1,

o jedlia =1, to p, = ¢,

e jesli a € (0,1), to p, = —==— jest funkcja charakterystyczna taka, ze

at(1—a)p

o= 1_&‘%‘;)%, wiec z warunkow (3.8) 1 (3.2) ¢, jest funkcja charakterystyczna
zmiennej losowej X, (dla p = a) pojawiajacej si¢ w definicji zmiennej losowej

typu GID,
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e jeslia > 1, to

1/a)p - kl oF
Pa = 1—E1/—)1/a (1/a) kzl 1—1/a)

1/a

Stad ¢, jest funkcjg charakterystyczng geometrycznej sumy losowej » .~
D

Uwaga 3.3. Niech a > 0 i niech Z, bedzie zmienng losowq z funkcjg cha-
rakterystyczng v, = ¢/(a+ (1 — a)p), gdzie p jest typu GID. Wowczas

Op
VpE€(0.1) Zo =D Zup.
i=1
Stwierdzenie 3.4. Niech ¢ € ®. Jesli dla pewnego a > 0 funkcja @, =
¢/(a+ (1 —a)p) e GID (GSSt, GSt, GSSe), to ¢ € GID (GSSt, GSt, GSSe).

Dowdéd. Poniewaz ¢, = ¢/(a + (1 — a)p) jest typu GID (GSSt, GSt, GSSe),

wiee z (3.7) mamy
¥ __ 1
a+(l—a)p 1—1Ing’

gdzie ¢ € ID (SSt, St, SSe). Wyznaczajac ¢ z tego réwnania otrzymujemy

1

P T (o)

Poniewaz ¢/ jest typu ID (SSt, St, SSe), to stosujac ponownie (3.7) wniosku-

jemy, ze ¢ jest typu GID (GSSt, GSt, GSSe).
0

Warunki (3.2), (3.3), (3.4), (3.5) definiujace zmienne losowe typu GID, GSSt,
GSt, GSSe mogg by¢ przeformutowane i podane wprost w terminach rozktadow.
Jesdli dla zmiennej losowej X, ktora jest typu GID, oznaczymy p = L(X), p, =
L(X,), v, = L(O,), to warunek

Vp e (0,1) Ipp, € P p=T7 (1),
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gdzie T? jest operatorem zdefiniowanym w rozdziale 1, definiuje rozktad p typu
GID. W dalszej czesci rozdziatu 3 prezentujemy wyniki dotyczace zmiennych
losowych typu GID, GSSt, GSSe w aspekcie twierdzen granicznych. Zgodnie
z konwencja przyjeta w przewazajacej czesci literatury dotyczacej twierdzen
granicznych, przedstawiane twierdzenia formulujemy w jezyku zmiennych loso-

wych, a nie w jezyku rozktaddow.

3.2. Twierdzenia graniczne zwigzane z geome-

tryczng nieskonczong podzielnoscig

W tej czesci pracy podamy nowe twierdzenia graniczne dotyczace zmiennych

losowych typu GID i GSSt.

Lemat 3.5. Niech dane bedg zmienne losowe X, Y,, p € (0,1). Wéwczas

0, 0,1
Y V- X, gdyp—0 = > Y, -5 X, gdyp— 0.
=1

i=1
Dowéd. Niech ¢,, 1 oznaczaja odpowiednio funkcje charakterystyczne zmien-

nych Y, 1 X. Jesli 2?:‘71 Y, N X, gdy p — 0, to mozemy napisac

pep() r—9
—(-ppm OTER

Poniewaz |¢,(t)] < 1, wigc pp,(t) P9 0, czyli mianownik powyzszego utamka
musi by¢ réwniez zbiezny do zera. Stad (1 — p)g,(t) "0 liw konsekwencji

©p(t) P29 1. Zatem

Latwo sprawdzié, ze p/(1 — (1 — p)p,(t)) jest funkcja charakterystyczna sumy
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losowej Z?:pl_ ! Y, i. Dowod drugiej implikacji jest podobny.

O
Kolejne twierdzenie pokazuje, ze do charakteryzacji zmiennych losowych X typu
GID mozna uzy¢ stabszych warunkéw niz warunek (3.2) i warunek sformutowa-

ny w tw. 2.2 (v) w pracy [38] S. T. Racheva i G. Samorodnitsky’ego, tzn.

Op
Vpe (0,1) 3X, Y X, L X, gdy p— 0.
i—1
Twierdzenie 3.6. Dia zmiennej losowej X nastepujgce warunki sg réwno-

wazne:
(a) X jest typu GID,

(b) dla dowolnego ciggu {p,} C (0,1) istniejg zmienne losowe Y,, n € N

takie, ze
@Pn

ZYW 1 X, gdy n — oo, (3.11)

i=1

(c) istnieje cigg pp —= 0, pn € (0,1) i zmienne losowe Yy, n € N takie, ze

zachodzi (3.11).

Dowéd. (a) = (b). Poniewaz X jest typu GID, wiec z (3.2) dla kazdego p €

(0,1) istnieje zmienna losowa X,,, dla ktorej Zi@:pl Xy L X. Teraz wystarczy

zdefiniowaé Y, 4 X,, dla kazdego p,, z dowolnie wybranego ciagu {p,} C (0,1)

1 mamy
epn

ZYW 4x LX, gdy n — oo.
i=1
Implikacja (b) = (c) jest natychmiastowa.

Zeby pokazaé¢ implikacje (¢) = (a) zauwazmy, Ze z lematu 3.5 mamy

Opn—1
S, = Z Ym-i>X, gdy n — oo.

i=1
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Niech ¢,, oznacza funkcje charakterystyczng zmiennej Y,,. Wowczas

_ Pn
L= (1= pa)en(t)

jest funkcja charakterystyczna zmiennej S,,. Zauwazmy, ze dla kazdego s € (0, 1)

¢n _ pn/(pn+3(1 _pn))
s+ (L=8)t 1= (L=pa/(pa+s(1=pn)))en

jest funkcja charakterystyczng zmiennej losowej Z?:“f_l Y, gdzie oy, = pp/(pnt
s(1 —pn)). Widaé, ze

Un(t)

(bs:

Un = 5¢5/(1 = (1= 5)¢s)
dla dowolnego s € (0,1), a to oznacza, ze ¥, i S, sa typu GID. Poniewaz
Sh, <, X, to stosujac tw. 2.2. (ii) z [38], ktére stwierdza, ze zbiér zmiennych
losowych typu GID jest zamkniety na zbieznosé wedtug rozktadu, wnioskujemy,

ze X jest typu GID.
O

Twierdzenie 3.7. Niech {p,} C (0,1), {k,} C N bedq takie, ze p, —> 0,
knpn = a, 0 < a < co. Jedli X jest typu GID z funkcjq charakterystyczng o,

to istniejq zmienne losowe Y,, n € N takie, Ze

kn
ZYn,i i) Z7 gdy n — oo,

i=1
gdzie Z jest zmienng losowq typu 1D z funkcjq charakterystyczng exp{a(l —

1/p)}, a zmienne Y, ;1 =1,2,... k, sq niezaleznymi kopiami zmiennej Y,.

Dowdd. Jedli X jest typu GID, to speliony jest warunek (3.2), ktéry w jezyku
funkcji charakterystycznych ma postaé (3.8), tzn.

_ p@p(t)
L—(1=p)py(t)

gdzie ¢, oznacza funkcje charakterystyczng zmiennej X, z (3.2). Wyznaczajac

Vpe (0,1) 3p, € @ VEeR p(t)

¢, z tego rownania mamy, ze ¢,(t) = ¢(t)/(p+ (1 — p)p(t)).
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Definiujemy Y, L X,,. Wowcezas suma Zfﬁl Y. 2 Zfﬁl X,, . ma funkcje cha-
rakterystyczng ¢, = ‘PI;Z' Zauwazmy, ze dla kazdego t € R

ol <p+<1¢£tio>go<t>)kn:((”%)W)wn
= expfa(l - 1/p(1)))}-

Wyrazenie 1/ jest dobrze okreslone, poniewaz ¢ € GID i w konsekwencji ¢ €

ID, wiec ¢(t) # 0 dla kazdego t. Zauwazmy, ze funkcja graniczna jest ciagla
w t = 0, wiec z twierdzenia Lévy’ego — Craméra o ciggtosci (zob. np. tw. 3.6.1.
w [27], str. 48) jest ona funkcja charakterystyczng pewnego rozkladu. Poniewaz
¢ jest typu GID, wiec funkcja exp{1—1/p} jest, powolujac sie na (3.6), funkcja
charakterystyczna pewnego rozktadu typu ID. Zatem funkcja exp{a(1—1/¢)},
gdzie a > 0, jest réwniez funkcja charakterystyczng typu ID.

O
Whniosek 3.8. Niech ciggi {p,}, {k,} bedq takie, jak w tw. 3.7. Jesli X jest
typu GSSt 2z funkcjq charakterystyczng ¢, to istniejg state a,, >0, n € IN takie,

ze
kn

i=1
gdzie Y jest typu SSt z funkcjq charakterystyczng exp{a(l —1/¢)}, a zmienne

X, 1=1,...,k, sq niezaleznymi kopiami zmiennej X.
Dowéd. Jesli X jest typu GSSt, to Vp € (0,1) Ja, > 0 X 2 a, Zi@:pl X;, gdzie

X, sa niezaleznymi kopiami X. Oznacza to, ze dla ¢ zachodzi

Wp € (0,1)3a, > 0Vt € R (1) = -— (];‘p_(%t;(a 5

Definiujac teraz a,, = a,, widzimy, ze dla funkcji charakterystycznych ¢,, zmien-

nych S, = a, Zfﬁl X, zachodzi

o) = elont) = (pn + (1w£tion)w(t)>kn B ((1 i %)1@”)%%
= exp{a(l — 1/(1)}-
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Poniewaz exp{1 — 1/¢} jest funkcja charakterystyczna typu SSt, wiec réwniez

funkcja exp{a(1l — 1/p)} jest typu SSt.
0

3.3. Rozklady geometrycznie Scisle semistabil-

ne jako rozklady graniczne

Zmienne losowe typu GSSe rozpatrywane byty dotychczas jako zmienne, dla
ktérych zachodzi pewien warunek stabilnosci — warunek (3.5) (zob. [3], [35]).
W tym podrozdziale chcemy przedstawic¢ charakteryzacje tych rozktadéw w je-
zyku twierdzen granicznych.

Jesli przez ¢ oznaczymy funkcje charakterystyczna zmiennej X typu GSSe, to
mozemy zapisaé (3.5) w jego rownowaznej postaci

pe(t)
1—(1=p(t)

Wiadomo (zob. [25]), ze jesli warunek (3.12) jest spetniony dla pewnego a €

dpe(0,1) Ja>0VteR p(at) =

(3.12)

(0,1], to ¢(t) = 1. Jedli natomiast a > 1 i réwnanie (3.12) zachodzi dla ¢ € P,

to

—1_ dla teR,,
gO(t) _ 1+[t|>H () 0 (313)
1, dla t=0,

gdzie a« = ala,p) € (0,2], H(t) £ 0 jest pewna zespolona funkcja ciagla,
a-multiplikatywnie okresowa, tzn. H(t) = H(at) dla kazdego t € Ry. Latwo
sprawdzié, ze jesli ¢ jest postaci (3.13), to spelnia (3.12).

Mozemy zatem powiedzieé, ze zmienna losowa X jest niezdegenerowang zmienna
typu GSSe wtedy i tylko wtedy, gdy jej funkcja charakterystyczna ¢ jest postaci
(3.13). W takim przypadku bedziemy mowi¢, ze X jest typu GSSe(a,p, H).
Podstawiajac ¢ z (3.13) do réwnania (3.12) tatwo zauwazy¢, ze a® = 1/p. Stad
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parametr o w (3.13) spetnia

a=—Inp/Ina. (3.14)

W tym podrozdziale bedziemy rozwazac ciagi wazonych geometrycznych

sum losowych zmiennej losowej X postaci

Opn 0o
{an E Xz} )
i=1 n=1

gdzie a, > 0, p € (0,1), X;, i = 1,2,... oznaczaja niezalezne kopie ustalonej
zmiennej X, a zmienna losowa ©,» niezalezna od {Xj, X5, ...} ma rozktad geo-
metryczny z parametrem p”. Przedstawimy nowe charakteryzacje zmiennych
losowych typu GSSe i pokazemy, ze ich rozktady sg rozktadami granicznymi dla

ciggow rozkltadow wazonych geometrycznych sum losowych.
Uwaga 3.9. Niech dany bedzie cigg {a,} C R i niech limsup a,, < co. Jesli

dla zmiennej losowej X spetnione jest

Opn
a, Y X Y, gdyn — o, (3.15)

i=1
gdzie Y jest zmienng losowq takq, ze P(Y =0) < 1, to a, —> 0.

Dowdéd. Niech ¢ bedzie funkcja charakterystyczna zmiennej X. Wtedy (3.15)

jest rGwnowazne z

pplant)
1= (1=p")p(ant)

gdzie 1 (t) # 1 jest nietrywialna funkcja charakterystyczna zmiennej Y. Po-

"% (t) Vi € R, (3.16)

n—oo

niewaz p € (0,1) i |¢o(a,t)] < 1Vt € R, to wnioskujemy, ze p"p(a,t) —
0. Stad mianownik utamka w (3.16) musi by¢ réwniez zbiezny do zera, czyli

n—oo n—oo

(1 —p")p(ant) — 1 Vt € R. To implikuje, ze p(a,t) — 1 Vt € R.
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Zalézmy teraz, ze a, # 0. W takim przypadku istnieje podciag {an, } taki, ze

an, — a, gdzie a € (0, 00) wobec zalozen stwierdzenia. Zauwazmy, ze

k—o0
plan,t) — p(al).

Poniewaz ¢(a,t) — 1, to p(at) =1 Vt € R. Stad p(t) =11

" Tbt n—oo
Prolant)  _qnmy
1= (1= p)plant)

a to przeczy nietrywialnosci funkcji 1.
O

Twierdzenie 3.10. Niech Y bedzie zmienng losowq, dla ktérej E|Y| < oo
im = EY # 0. Niech a, € R orazp € (0,1) bedq takie, ze a,/p” "—> g # 0.

Wowczas
O,n

P
a, Y Y =5 X, gdyn — oo,
=1

gdzie X jest zmienng losowq o rozkladzie wyktadniczym ze srednig EX = gm.

Dowéd. Niech ¢ oznacza funkcje charakterystyczng zmiennej Y. Z warunku
an/p" — g dostajemy, ze a, — 0. Zatem @(a,t) "—> 1 i stad

, prplant) L p"

lim = lim .
nooo 1 — (1 =pr)plant)  n=ce 1= (1 —p*)p(ant)

Przy zatozeniach tego twierdzenia mozemy zapisaé¢ ¢(t) = 14 itm+o(t). Zatem

T V2

p B p
1—(1—p")p(at) 1= (1 —p™)(1 + ita,m + o(ant))
ap,  apto(ant) !
- (1—(1—p") (z’tm——i—— )>
prpt o ant
n—00 1
H _—
1 —atgm
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Twierdzenie 3.11. Niech Y bedzie zmienng losowq, dla ktérej EY = 0
i 0> = EY? < 00. Niech a, € R orazp € (0,1) bedg takie, ze a2 /p" == g # 0.

Wowczas
Opn

a, Y Y, =5 X, gdyn — oo,
=1

gdzie X jest zmiennq o rozktadzie Laplace’a z funkcjq gestosci § exp{—alz|},

a=(2/gc®)?, z € R.

Dowéd. Przy zatozeniach tego twierdzenia funkcja charakterystyczna ¢ zmien-
nej Y moze by¢ przedstawiona jako o(t) = 1 — t202/2 + o(t?). Postepujac po-

dobnie jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia dostajemy, ze a, — 0 oraz

V2 n

p B p
1—(1—p")p(at) 1= (I —p)(1 —a2t?02/2 + o(at?))
202 a?  a?t? o(a’t? -1
2 pn pn a%tZ
n—00 1
1+ gt202/2

Jak widaé¢ funkcja graniczna jest funkcja charakterystyczna rozktadu o gestosci

podanej w twierdzeniu.

0

Whniosek 3.12. 7 tw. 3.6 wnioskujemy, ze jesli dla pewnej liczby p € (0,1),
pewnego ciggu {a,} C R i pewnej zmiennej losowej Y zachodzi

Opn

a, Y Yi == X, gdyn — oo,

i=1

to X jest zmienng losowq typu GID.

Z tego wniosku i dwoch poprzednich twierdzen widaé, ze rozktad wyktadniczy
i rozktad Laplace’a sa rozktadami geometrycznie nieskonczenie podzielnymi.
Gdyby we wniosku 3.12 wzmocni¢ warunek na state a,, i przyja¢ a, > 0, to

zgodnie z tw. 4.2 w [35] (Mohan, Vasudeva, Hebbar) mieliby$my, Ze graniczna
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zmienna losowa X jest typu GSSe. Kolejne twierdzenie podaje nowe warunki

konieczne i dostateczne na to, aby zmienna losowa X byta typu GSSe.

Twierdzenie 3.13. Nastepujoce warunki sq réwnowaine:
(a) zmienna losowa X jest typu GSSe,

(b) istnieje p € (0,1) i cigg {a,} C R* takie, ze
Opn
anZXi 4 X, gdy n — 00, (3.17)
i=1
(c) istnieje p € (0,1), cigg {a,} C R" i zmienna losowa Y takie, Ze

Opn

anZY;i>X, gdy n — 0. (3.18)

i=1
Ponadto, jesli X jest typu GSSe(a,p, H), to stale a, w (3.17) mogq byc¢ zastq-
pione przez p”/o‘(l +0y), gdzie a jest okreslona przez (3.14), symbol o, oznacza

dowolny ciqg zbieiny do zera.

Dowéd. (a) = (b). Z definicji zmiennej losowej X typu GSSe mamy

pe(t)
1—(1=p)p(t)’

gdzie ¢ oznacza funkcje charakterystyczng zmiennej X. Korzystajac z indukcji

dpe(0,1) Ja>0VteR p(at) =

matematycznej otrzymujemy, ze

po(t)

e "N

p(a™t) =

To dowodzi (3.17) z a,, = a™".
Implikacja (b) = (c) jest oczywista, a implikacja (¢) = (a) wynika z tw. 4.2.

w [35]. Dla dowodu ostatniego stwierdzenia odnotujmy, ze jesli zmienna losowa
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X jest typu GSSe(a, p, H), to jej funkcja charakterystyczna ¢ jest postaci 1/(1+
[t|*H (t)), gdzie stala o = —Inp/Ina. Stad dla kazdego ¢ € Ry mamy

n—~o0

H(pY(1+ 0,)t) = H(a™™(1 4+ 0,)t) = H((1 4 0,)t) =3 H(t).

W konsekwencji dla funkcji charakterystycznej ¢, geometrycznej sumy losowej

p”/o‘(l + o) Z?:”f X; mamy

o) = — 2 (L+ [P/ (1 + 0a)t|*H (p"/*(1 + 04)1))
" L= (1=pm)/ (L4 [p/o(1+ op)t|*H (p/*(1 + 0,)t))
1 n—00 1
_= —_—
L4 (1 + op)|t|*H (p™*(1 + 0,)t) 1+ |t|*H(t)
dla kazdego t € Ry. Zbiezno$¢ w punkcie t = 0 jest oczywista. Stad

O,n
P +on)ZXZ~ 4, X, gdy n — oo.

=1

U

Whniosek 3.14. Jesli zmienna losowa X jest typu GSSe(a,p, H), to istnieje
cigg {a,} C R i1 € O takie, Ze dla dowolnego t € R

t1"H (1) = Tim (1 —¢(ant))/p",

n—oo

gdzie « = —Inp/Ina.

Dowdéd. Poniewaz X jest niezdegenerowang zmienna losowa typu GSSe, wiec

jej funkcja charakterystyczna jest postaci 1/(1+ |t|*H (t)) i z tw. 3.13 (¢) mamy

R ()
T PH@E o T= (L= p)land)

(3.20)

dla pewnych liczb dodatnich a,, i pewnej funkcji charakterystycznej 1. Poniewaz
p"p(a,t) — 0 i funkcja graniczna w (3.20) nie jest funkcja trywialna, to miano-

wnik ciggu z (3.20) zbiega do zera i w konsekwencji ¢(a,t) — 1 dla dowolnego

t € R. Teraz wystarczy juz tylko zauwazy¢, ze
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1 _ Y(ant)
————— = lim .
Lt [tleH(t)  n—oogh(q,t) 4 =blent)

pn

O
Chcemy pokazaé, ze w punkcie (¢) tw. 3.13 mozliwe jest (w pewnych przypad-
kach) zastapienie statych a,, przez state p/®(1 + o0,). Zeby to udowodnié uzy-
jemy techniki wykorzystanej przez S.T. Racheva do udowodnienia podobnych
twierdzen dla zmiennych losowych typu GSSt. Przypomnijmy zatem definicje i
pewne wilasnosci ideatowych metryk probabilistycznych.
Niech X oznacza przestrzen wszystkich zmiennych losowych na przestrzeni pro-
babilistycznej (€2, A, P), a Py — zbior rozkladéw Px zmiennych X € X.
Funkcja p : Py x Py — [0,00] jest metrykq idealowq rzedu s > 0, jedli dla
kazdych Px, Py, Pz € Py i kazdego ¢ # 0 zachodza warunki

1. Px = Py = p(Px, Py) = 0 (wlasnosé identyfikacii),

2. p(Px, Py) = p(Py, Px) (symetria),

3. p(Px,Py) < p(Px, Pz) + p(Pz, Py) (nieréwnos$é trojkqta),
4. p(Px x Pz, Py x Pz) < p(Px, Py) (reqularnosé),

5. p(P.x, Pey) = |c|°p(Px, Py) (jednorodno$é rzedu s).

Czasami dla wiekszej wygody bedziemy pisa¢ p(X,Y') zamiast p(Px, Py).
W.M. Zolotariew w [48], [49] wprowadzil nastepujaca metryke idealowa rzedu

s = 0, ktéra nazywana jest dzi§ metrykqg Zolotariewa:

Cs(Px, Py) = sup{|Ef(X) - Ef(Y)| : f € s},

gdzie
Fo=A{f1f"(2) = f™ ()] < Jo —y[V?, 2,y € R},
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m e {-1,0,1,2,...}, p € [1,00) sa takie, ze s =m + 1/p oraz

- / )y, fO@) = f@), f@) = L fa@) dlam=1,2,...

dz™
Dla metryki (, prawdziwe jest nastepujace stwierdzenie (zob. Zolotariew [51]):
Niech {X,}, {Y,} beda ciagami niezaleznych zmiennych losowych z X, a ©,
niezalezna od nich, niech bedzie zmienng losowa o wartosciach naturalnych.

Wowezas o
C(ZXZ ) ZP 1)Cs (X, Ya). (3.21)
i=1 =

M. Maejima i S.T. Rachev w [29] zaproponowah inng metryke ideatows.
Oznaczmy jak zwykle

1/p
Hpr:(/R\f(x)\pdw) , 1<p<oo, i ||f]le =esssup|f(z)].

Dlam € {0,1,2,...} i p € [1, 0] oznaczmy

Forp = {1 1FV)g <1}, gdzie 1/p+1/q=1.

Funkcja

0s(Px, Py) = sup{[Ef(X) —=Ef(Y)[: f € Frnt1,}
jest metryka ideatowa rzedu s > 0, s = m + 1/p (zob. Maejima, Rachev [29)]).
Z dowodu nieréwnosci (3.21) w [51] wnioskujemy, ze pozostaje ona prawdziwa,
gdy zastapimy (, przez 0.
Przypomnijmy jeszcze bardzo dobrze znang metryke Lévy’ego. Niech Fx, Fy
beda dystrybuantami zmiennych losowych X i Y. Metryka Lévy’ego definiowa-

na jest nastepujaco:
L(Px,Py) :inf{8>OIFx(l‘—€)—€<Fy(l’) ng(JZ‘—F&')—'—&', Z'EIR}

i metryzuje ona topologie zbieznosci wedlug rozktadu. Dla metryk (, 65 1 L

zachodza nieréwnosci (zob. Zolotariew [51], Maejima i Rachev [29])
L(Px, Py)*™ < Cy(s)¢(Px, Py), (3:22)
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L(Px, Py)erl < CQ(S)@S(P)(, Py), (323)
gdzie C(s), Cs(s) sa pewnymi statymi.
Twierdzenie 3.15. Niech n, bedzie jedng z metryk ideatowych C, lub ;.
Niech X bedzie zmienng losowq typu GSSe(a,p, H), a 'Y zmienng losowq, dla

ktorej zachodzi warunek (c) z twierdzenia 3.13. Jesli ng(X,Y) < oo dla pewnego

s > a, gdziea = —Inp/Ina, to w (3.18) mozna przyjec a, = p™/*(1 + o,).

Dowéd. Oznaczmy

Opn Opn
bo=p"*(140a), SY=) X S/ =) Y.

i=1 i=1

Z nieréwnosci trojkata dla metryki Lévy’ego L mamy
L(b,SY, X) < L(b,S) ,b,5) + L(b,S:X, X).
Pokazemy, ze prawa strona tej nierownosci zbiega do zera, gdy n — oo.
Z zalozen mamy, ze zachodzi warunek (c) z twierdzenia 3.13. Zatem spelniony
jest rowniez warunek (b) tego twierdzenia, w ktérym stale a,, mozemy zastapi¢
przez state b,. Stad L (bnSg(, X) =0. Rozwazmy odlegtosé n, (bnS}{, bnS,)f).
Uzywajac whasnosci jednorodnosci metryki n, i wtasnosci (3.21), mamy
N (bnS) Sy ) = bl (S).SN) < Bina(Y, X)) P (O > 1)
i=1
= b0 (Y, X)EOpn = p™ /> V(1 4 0,)*n, (Y, X) =3 0.
Stosujac (3.22) dla ny = (, albo (3.23) dla 7y = 65 wnioskujemy, ze
L (b,S),0,5) == 0.

Z tego, ze 0 < L(b,SY, X) < L(b,SY,0,5X) + L(b,SX,X) i prawa strona

ostatniej nieréwnosci dazy do zera mamy
Opn

L(p"/o‘(l +on) Y Vi, X) .
=1
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Kolejne twierdzenie bedace pewnym odpowiednikiem tw. 3.1 w [38] daje moz-
liwos¢ okreslenia (w terminach metryk ideatowych) szybkosci zbieznosci ciagu

geometrycznych sum losowych do geometrycznie Scisle semistabilnej granicy.

Twierdzenie 3.16. Niech X bedzie zmienng losowq typu GSSe(a,p, H)
1 niech Y bedzie zmienng losowq takq, Ze
Opn
PN Y -5 X, gdyn — oo,
i=1
gdzie « = —Inp/Ina.
Jesli ng jest jedng z metryk ideatowych (s lub 05, to

O,n
s (p"/“ > Y, X) <P T (X, Y).

i=1
Dowdéd. Poniewaz X jest GSSe(a, p, H), to dla X; niezaleznych kopii X mamy
aX 2 Z?:pl X;, gdzie a > 11 p € (0,1) sa pewnymi stalymi. Stad a"X L

n

Zfﬁ’f X;. Z réwnoéci o = —Inp/Ina mamy o™ = p™* dla dowolnego n € IN.

Zatem
O,n

. Opn Opn
0 (e X ) = (e v 3o x).
i=1 i=1 i=1
Postepujac podobnie, jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia otrzymujemy

o,n O On
m(p”/o‘ZYi,X) = p”s/“ns(ZYi,ZXi)
=1 =1 =1

< P (VX0 Y PO, > )
=1

= ", (Y, X) EQpn = p"&/* Vi (Y, X).
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Zauwazmy, ze rozwazane zmienne losowe typu GSSe naleza do interesuja-
cej podklasy zmiennych losowych typu ID, mianowicie do klasy zmiennych c-
rozktadalnych. Przypomnijmy, Zze zmienna losowa X (jej rozklad, funkcja cha-
rakterystyczna) jest c-rozkladalna (zob. Loeve [26]), jesli istnieje ¢ € (0,1)

i zmienna losowa X, niezalezna od X takie, ze
XLeX + X, (3.24)

Po raz pierwszy zmienne losowe tego typu rozwazane byly w 1945 roku przez

M. Loeve’a.
Twierdzenie 3.17. Zmienne typu GSSe(a, p, H) sq (1/a)-rozktadalne.

Dowd6d. Wystarczy zauwazy¢, ze dla funkcji charakterystycznej ¢ zmiennej
losowej typu GSSe zachodzi

p
p)e (t/a)
Teraz teza wynika z faktu, ze funkcja p/(1 — (1 — p)¢ (t/a)) jest funkcja cha-

Pl1) = ¢ (t/a) Ty =

rakterystyczna geometrycznej sumy losowej (1/a) Z?:pf ' X..
0

Z tw. 4 w pracy [26] mamy, ze dla 0 < ¢ < 1 zmienna losowa X jest c-

rozktadalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje zmienna losowa Y taka, ze

X 23y, (3.25)
k=0
gdzie Yy, kK = 0,1,... sa niezaleznymi kopiami zmiennej Y. Loeve zauwazyt

rowniez, ze Y 2 X,, gdzie X, jest zmienna losowa pojawiajaca sie w (3.24).
Majac na uwadze tw. 3.17 mozemy sformutowaé¢ nastepujacy wniosek.

Whniosek 3.18. Jesli X jest zmienng losowq typu GSSe(a,p, H), to X 2z

S v o(1/a)*Yy, gdzie Y, sq niezaleznymi kopiami geometrycznej sumy losowej



Okazato sie (zob. [26] tw. 1, tw. 2), ze klasa rozktadéw c-rozktadalnych

pokrywa sie z klasg rozktadow granicznych dla ciggéw unormowanych sum

1 n
{CL_ E Zk )
n k=1 nelN
gdzie Zy, k =1,2,...,n sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, ale nickoniecznie

o jednakowym rozkladzie, a {a,} jest ciagiem liczb dodatnich takim, ze

n—oo

an —> 00, ap/ans1 — c € (0,1). (3.26)

Ponadto, Loeve w [26] otrzymal nastepujaca charakteryzacje zmiennej losowej

Y zdefiniowanej przez (3.25)

Zy,
n d Y, gdy n — oc.
a’n

Whniosek 3.19. Jesli X jest zmienng losowq typu GSSe(a, p, H), to istniejq
1. cigg {a,} C RT taki, ze (3.26) zachodzi z ¢ = 1/a,
2. niezalezne zmienne losowe Z,, k € N,

dla ktorych

1 & Z 1
—ZZki>X, gdyn — oo oraz -4 ZX“ gdy n — oo.
=1

a a a
" k=1 " j

Widzimy zatem, ze zmienne losowe typu GSSe moga by¢ réwniez granicami

zwyktych, a nie tylko losowych sum zmiennych losowych.

3.4. Rozklady geometrycznie semistabilne

Wsréd zmiennych losowych typu GID rozwazaliémy najczesciej te, ktore

maja wlasnos¢ GSSe lub GSSt. Przypomnijmy, ze zmienna losowa X jest typu
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GSSt wtedy, gdy spelniony jest warunek (3.3), tzn.

o,
¥p e (0,1) Ja, >0 a, > X; £ X.

i=1
Wiadomo, ze istnieje wzajemna odpowiednios¢ pomiedzy rozktadami GSSt a roz-
ktadami SSt zadana przez (3.6). Wiadomo réwniez, ze rozktady SSt stanowia
podklase rozktadéw St. Rozktady GSt zostaly juz bardzo dobrze zbadane i
wiadomo, ze stanowia one klase szersza, zawierajaca wszystkie rozktady GSSt.
Wisrod bogatej listy badaczy i prac poswigconych tej tematyce wida¢ duzy wktad
T.J. Kozubowskiego w rozwdj teorii rozktadéw GSt. Jego prace dostarczaja
wielu informacji o wtasnosciach, charakteryzacji, reprezentacji i zastosowaniach
rozktadow GSt. W tej chwili przywotamy jeszcze raz definicje zmiennej losowej
typu GSt.
Jesli istnieje zmienna losowa Y, state a, > 0, b, € R takie, ze

Oy
a, Y (Yi+by) = X, gdy p — 0, (3.27)

i=1
to zmienna losowa X jest geometrycznie stabilna (typu GSt).
O zmiennej losowej Y moéwi sie wtedy, ze nalezy do obszaru pelnego geometrycz-

nego przyciggania zmiennej X i oznacza si¢ ten fakt jako Y € GDA(X) (zob.
Kozubowski [16], Kozubowski i Rachev [21]).

Patrzac na warunki definiujace zmienne typu GSSt i GSt tatwo stwierdzi¢, ze
istotnie GSSt C GSt. Innym kierunkiem rozszerzenia badan w stosunku do ba-
dan nad zmiennymi losowymi GSSt bylo rozwazenie réwnosci rozktadow w wa-
runku (3.3) tylko dla pewnej szczegblnej wartosci parametru p. Klasa rozwiagzan
takiego problemu jest réwniez szersza niz klasa rozktadow typu GSSt. Te klase
nazywalismy rozktadami typu GSSe. Jednakze klasa ta nie zawiera wszystkich
rozktadow typu GSt, ani tez klasa rozktadow GSt nie zawiera wszystkich roz-

ktadéw typu GSSe. Proponujemy zatem wprowadzi¢ do rozwazan jeszcze jedna

60



wtasciwg podklase rozktadow typu GID, ktora zawiera¢ bedzie zaréwno roz-
ktady typu GSt, jak i rozktady typu GSSe. Te podklase nazwiemy rozktadami
geometrycznie semistabilnymi chociaz, jak wspominaliSmy wczesniej, nazwa ta
uzywana byta przez innych autorow w kontekscie rozktadéw okreslanych przez
nas jako geometrycznie Scisle semistabilne (GSSe). Z tresci tw. 3.21 wynika, ze

jest ona jednak najbardziej wlasciwa.

Definicja 3.20. Zmienna losowa X (jej funkcja charakterystyczna i roz-
ktad) jest geometrycznie semistabilna (typu GSe), jesli istnieje zmienna losowa
Y, ciggi {a,} CR*, {b,} CR istalap e (0,1), dla ktérych zachodzi

Opn

an, Z(YZ + by,) 1. X, gdyn — oo. (3.28)

i=1
Tak okreslone zmienne losowe sg oczywiscie typu GID (zob. tw. 3.6 warunek

(c)). Zestawiajac definicje zmiennych losowych GSt i GSe tatwo zauwazy¢, ze
GSt € GSe.

Jesli w (3.16) potozymy b, = 0, to zgodnie z warunkiem (c) tw. 3.13 zmienna
losowa X jest GSSe. Stad
GSSe C GSe.

Przedstawimy teraz pewne twierdzenia charakteryzujace zdefiniowang wtas-
nie klase zmiennych losowych typu GSe. Tak jak dla wszystkich rozwazanych

dotychczas podklas ma miejsce odpowiednio$¢ pomiedzy rozktadami GSe i Se.

Twierdzenie 3.21. Funkcja charakterystyczna o jest typu GSe wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy ¥ = exp{1 — 1/} jest funkcjq charakterystyczng typu Se.

Dowéd. (=). Skoro ¢ jest typu GSe to z definicji istnieja: ¢ € @, p € (0, 1),
ciggi {a,} C R, {b,} C R takie, ze

p”(b(ant)e““”b”
1 — (1 _ p”)(b(ant)eim"b"
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Oznaczmy f,(t) = ¢(a,t)e@b . Poniewaz ¢ jest typu ID, wiec ¢ nie ma miejsc

zerowych, czyli

N (Y G G s Aot S P
P fa(t) P fa(t) P p(t)

Stad In( t))l n—o0

1 —1/p(t), a stad réwniez

P~ (falt) = 1) =1 =

0 i w konsekwencji f,(t) > 1. Zatem p~"(f,(t) — 1) =

1
(t)’
gdzie [z] oznacza cze$¢ catkowita liczby x. Zauwazmy, ze

o) =D ) =1y

falt) —1 v op

(3.29)

™" fu(t) = [p"](fult) = 1) +

Korzystajac z (3.29) i (3.30) mamy
1

[P~ In fu(t) — 1 — o)
a stad

—n] 4 —n] n—oo 1
P(ant)P"eitantnlP™" 25 oy {1 - —} :
p(t)

Funkcja graniczna jest ciagta w ¢t = 0. Zatem z twierdzenia Lévy’ego — Craméra
jest ona funkcja charakterystyczng pewnego rozktadu. Poniewaz [p~"]/[p~" !
zbiega do p przy n — oo, to z lematu 2.3 exp{1l — 1/¢(t)} jest funkcjg charak-
terystyczng rozktadu semistabilnego.

(«). Jesli 1 jest semistabilna, to musi by¢ spetnione réwnanie 1) (t)" = 1(at)e'®

dla pewnych a,r € (0,1), b € R. Stad

G(t) = [e(at)exp{itb}]” = [v(a*t) exp{z’tb(aJrr)}]’"*Q
= [w(a"t) exp {itb(anfl a2 rn—l)}] r

—-n

Ostatecznie

[@/}(a"t) exp {itbaZ:’Tm }] m , gdy a#r,

t) = n
vi) [(r™t) exp {itbnr™1}]" ,  edy a=r.
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1) Dla a # r mozemy napisaé

In (v (a"t) exp {ith"=r"})

7n’I’L

X I (t). (3.31)

Oznaczmy f,(t) = ¥(a™t) exp {itb~=""}. Wtedy z (3.31) wnioskujemy, ze za-
chodzi In f,(t) == 0 i w zwiazku z tym f,(t) — 1. Stosujac w (3.31) rozwi-
nigcie Taylora funkcji In f,,(f) do pierwszego sktadnika otrzymujemy

ofut) = 1) 1)) "% In ().

1

Zatem
]_ n—oo
—(falt) = 1) " (0
i ostatecznie dostajemy, ze

an(ant>eitb(a" —r")/(a—r) oo 1
H _—
1 — (1 —rm)p(ant)eitblam—rm)/(a=r) 1 —In(t)

(3.32)

Poniewaz funkcje wystepujace po lewej stronie zbieznosci (3.32) sa, jak tatwo
zauwazy¢, funkcjami charakterystycznymi pewnych geometrycznych sum loso-
wych i funkcja graniczna w (3.32) jest ciagta w t = 0, wiec 1/(1—In(t)) jest na
pewno funkcja charakterystyczna pewnej zmiennej losowej X. Poniewaz (3.32)
jest rGwnowazna z

O,n
r bla® — r™

— a™(a —r)

gdzie Y; sg niezaleznymi kopiami zmiennej Y o funkcji charakterystycznej ¢, to
zgodnie z definicja 3.20 zmienna losowa X jest typu GSe.
2) W przypadku a = r mamy

P(r™t)" " exp {itbn/r} == (t) Vt € R

i postepujac w podobny sposéb jak dla a # r otrzymujemy

n—1

rnw (,rnt>€itbn7" oo 1
- -
1 — (1 — 7)) (rne)eitbnr = 1 —1Iney(t)’
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cO oznacza, ze
©,n

bn d
"Ny 4 2 X, od .
r ; ( + . ) — gdy n — 00

U
Z powyzszego twierdzenia mamy, ze jesli ¢ € GSe, to ¢ = 1/(1 —Ine) =

I3~ wemds, gdzie ¢ € Se C ID. Stad
GSe C GID C ID.

Poniewaz dla funkcji ¢ € Se prawdziwa jest formuta (2.10) z lematu 2.6, to
korzystajac z niej mozna uzyskaé pewna reprezentacje dla ¢ = 1/(1 —1In)(t)) €
GSe.

Twierdzenie 3.22. Funkcja charakterystyczna o jest typu GSe wtedy i tyl-

ko wtedy, gdy
1

i
nooo 1+ k(1 — 0(t/an)) + ithy
dla pewnej funkcji charakterystycznej 1, pewnych ciggéw {k,} C R, {a,} C
R*, {b,} C R takich, Ze lim a, = +oo, lim k,/k,11 =k € (0,1].

n—oo

p(t) = (3.33)

Dowéd. (=). Jesli ¢ jest typu GSe, to z tw. 3.21 exp{l — 1/p} jest typu
Se. Stad istnieje ¢ € ® i ciagi {a,} C RT, {b,} C R, {k,} C IN spelniajace

n—oo

an =5 00, kn/kny1 —> k € (0,1], dla ktérych zachodzi
w(t/an)kneitb” n—oe 61—1/@(1&).
Zatem
knIna(t/a,) +itb, == 1 —1/¢(t)

i stosujac rozwiniecie Taylora do funkcji In ) mamy

(y(t/an) — 1)
P(t/an) =1

kn(0(t/an) — 1) (1 + 2 > ity T 1 — 1/0(1).
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Stad
kn((t/ay) — 1) +ith, == 1 — 1/p(t).
Teraz juz widaé, ze dla kazdego t € R mamy

1 n—~o0

T b= oja) + b, P

(«<). Jesli zachodzi (3.33), to oznaczajac h(t) = 1/p(t) — 1 mozemy zapisaé

h(t) = lim (kn(1 — ¥ (t/an)) + ithy). (3.34)

n—~o0

Jesli przez F' oznaczymy teraz dystrybuante rozktadu z funkcja charakterystycz-
na v, to (3.34) mozna zapisa¢ w réwnowaznej postaci jako

Ky ( /_ +Oo(eftx/an — 1)dF(x)) — ith, == —h(t).

Poniewaz F' jest dystrybuantg miary probabilistycznej, a wiec skonczonej, wiec
caltka fj;o(eit/ @ —1)dF(z) moze by¢ traktowana jako logarytm pewnej funkcji

charakterystycznej f typu ID (zgodnie z lematem 2.1). Stad mozemy napisaé
koln f(t/ay) — ith, == —h(t)
i w konsekwencji
F(t]ap)kneithn 2% o=h(®),
a to oznacza, ze rOwniez

Funkcja exp{—h(t)} = exp{1—1/p(t)} jest ciaglta w zerze i jako granica funkcji
charakterystycznych sama jest funkcja charakterystyczna. Poniewaz k,, /k, 1 —
k, wiec [ky]/[kni1] — k. Stosujac lemat 2.3 widzimy, ze exp{1 — 1/¢} jest typu

Se. Zatem na mocy tw. 3.21 ¢ jest typu GSe.
O

Zauwazmy, ze w tw. 3.22 nie wymagamy, jak to si¢ zwykle zaktada, zeby k,, € IN.
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Whniosek 3.23. Funkcja charakterystyczna o okreslona przez (3.33) jest
(a) typu GSSe, gdy b, = 0 dla kazdego n € IN;

(b) typu GSt7 gdy kn/kn—I—l = 1;

n—~o0

(c) typu GSSt, gdy b, = 0 dla kaidegon € N i k,/k,1 1 — 1.

Kolejne twierdzenie pokazuje, ze geometryczng semistabilno$¢ mozna scha-

rakteryzowac stabszym warunkiem od tego, ktéry mamy w definicji 3.20.

Twierdzenie 3.24. Zmienna losowa X jest typu GSe wtedy i tylko wtedy,
gdy dla pewnej zmiennej losowej Y i ciggow {a,} C R, {b,} C R, {p,} C
(0,1), pp — 0, Pps1/pn — p € (0, 1] zachodzi

Opy,

a0 Y (Yi+by) —= X, gdyn — . (3.35)

i=1
Dowdéd. Poniewaz implikacja (=) jest natychmiastowa, wystarczy uzasadni¢
przeciwna. Niech ¢, ¢ oznaczaja odpowiednio funkcje charakterystyczne zmien-
nych X i Y. Mamy zatem

pnqu)(ant)eimnbn n— o0 (t)
- — .
1— (1 — po)db(ant)citants v

Postepujac w analogiczny sposéob jak w dowodzie warunku koniecznego w tw. 3.21

otrzymamy
lagt) Pl P2 exp {1~ 1/ (1)),

n—~oo

gdzie [1/p,)/[1/pns1] — p € (0,1]. Z lematu 2.3 i lematu 2.5 graniczna funkcja
charakterystyczna odpowiada zatem pewnemu rozktadowi typu Se, wiec z twier-

dzenia 3.21 ¢ jest typu GSe.
OJ

Na mocy powyzszego dowodu mozemy odnotowa¢ nastepujaca wtasnosc.
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Uwaga 3.25. Jesli dla pewnej zmiennej losowej Y i ciggéw {a,} C RY,
{bn} CR, {p.} € (0,1), lim p, =0, limsup p,+1/p, = 1 zachodzi

®Pn
an Y (Yi+by) =5 X, gdyn — oo,

=1

to X jest typu GSt.

Tw. 3.24 moze by¢ alternatywna definicja zmiennej losowej typu GSe. Ko-
rzystajac z wyrazenia (3.35) definiuje sie pojecie obszaru cze$ciowego geometry-
cznego przyciggania. Jesli dla niezdegenerowanych zmiennych losowych X i Y,

ciggéw {a,} C R*, {b,} C R, {p,} C (0,1), p, — 0 zachodzi

epn
a0 Y _(Yi+by) —5 X, gdy n — oo, (3.36)

i=1
to o Y bedziemy moéwic, ze nalezy do obszaru czesciowego geometrycznego przy-
ciggania zmiennej X i bedziemy oznaczaé ten fakt zapisem Y € GDPA(X).
Jesli w (3.35) b, = 0 dlan € IN, to o zmiennej Y powiemy, ze nalezy do obszaru
czeSciowego geometrycznego przyciggania w $cistym sensie. Zmienna losowa X
ma niepusty obszar czesciowego (pelnego) geometrycznego przyciagania wtedy
i tylko wtedy, gdy X jest typu GID (GSt) (zob. tw. 3.6 i definicja GSt). Latwo
zauwazy¢, ze dla ustalonej zmiennej losowej X jej obszar czeSciowego geome-
trycznego przyciaggania jest niewezszy od jej obszaru pelnego geometrycznego

przyciggania.

Uwaga 3.26. Obszar geometrycznego czesciowego przyciggania (w Scistym
sensie) zmiennej losowej X pokrywa sie z jej obszarem pelnego geometrycznego
przyciggania (w Scistym sensie), jesli cigg p, pojawiajecy sie w (3.36) spelnia

warunek im sup p,11/p, = 1.

Kolejne twierdzenie jest odpowiednikiem tw. 4.4 w [35], ktére mowi, ze dla

funkeji charakterystycznych ¢ typu GID i ¢ typu ID zwiazanych ze soba przez
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(3.6), obszar czesciowego geometrycznego przyciagania dla ¢ pokrywa sie z ob-

szarem czesciowego przyciggania dla .

Twierdzenie 3.27. Niech X bedzie zmienng losowq typu GSe z funkcjg
charakterystyczng ¢, a Z zmienng losowq typu Se z funkcjg charakterystyczng
¥ =exp{l — 1/p}. Wowczas dla zmiennej losowej Y zachodzi

Y € GDPA(X) <= Y € DPA(Z).

Dowéd. Implikacja = wynika w tatwy sposob z dowodu tw. 3.24. Zatézmy
teraz, ze Y € DPA(Z), czyli istnieja ciagi {a,} C R*, {b,} C R, {k,} C N,
ky, — o0, kn/kni1 — k € (0, 1) takie, ze

kn

a0 Y (Vi +by) — Z, gdy n — oo, (3.37)

i=1
gdzie Y; sa niezaleznymi kopiami zmiennej Y.
Niech ©y, bedzie zmienng losows o rozktadzie geometrycznym z parametrem
1/kn

1/k,, czyli zmienng losowa o funkcji charakterystycznej Py Mamy
1/k, B 1/k,
e~it/kn — 14 1/k, 1)k, —it/k, + o(|t|/kn)
1 nooo 1
= vVt € R,
1— it + kno([t|/kn)  1—it

CO oznacza, ze

S}

Wk 4P edy n— oo, (3.38)

n

gdzie ' jest zmienng losowa o rozktadzie wyktadniczym I'(1,1). Poniewaz za-
chodzi (3.37) i (3.38), wiec stosujac lemat 2.7 otrzymujemy

O1/kn
an 3 Vit by) —5 X, gdy n — o,

=1

gdzie X ma funkcje charakterystyczna
/ W(t)’e *ds.
0
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Zauwazmy, ze dla ) (t) = exp{1—1/¢(t)} zachodzi [;° 1h(t)*e *ds = ¢(t). Zatem
Y € GDPA(X).

Twierdzenie 3.28. Niech Y € GDPA(X).

1) Jesli cigg {pn} w (3.36) ma wlasnosé limsup p,41/pn = p € (0,1], to X

jest typu GSe.

2) Jesli dla ciggu {p,} z (3.36) istniejqg podciggi {pnk} {p } takie, Ze

pnk+1/p —)p16(071)’ pnk+1/p —)p2€(071)

oraz

lnpl/IHPQ ZQ,

to X jest typu GSt.

Dowdéd. 1) Jesli zachodzi lim sup p,,+1/pn = p € (0, 1], to istnieje podciag {pn, }

taki, ze klim Prgi1 /Py = p- 4 zalozenia mamy wiec
— 00

Gpnk

ane S (Vi +b,) ~5 X, gy k — oo.

i=1
Z twierdzenia 3.24 dostajemy, ze X jest typu GSe.
2) Niech ¢, 1 oznaczaja funkcje charakterystyczne zmiennych X 1Y odpowied-

nio. 7Z zatozenia dla m = 1,2 mamy

m m) 1\ ital b
R G S =t
L= (1= gyl et v

Wykonujac analogiczne obliczenia, jak w dowodzie warunku koniecznego w

tw. 3.21, otrzymamy

D(alm ) /P it e /B Ko 1 1 J(t)),

ng
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gdzie [1/p)/11/p5 1 =2 p,, € (0,1). Dla funkeji charakterystycznej ¢(t) =

Nk+1

exp{1l — 1/¢(t)} oznacza to, zgodnie z lematem 2.3, ze

Bla(pn)t)e™em) = gty

dla pewnych statych a(p,,) € (0,1), b(p,,,) € R. Zatem ¢ spetnia, z dwoma rézny-
mi wyktadnikami 7 = p; i ry = po, réwnosc¢ funkcyjna (2.6) definiujaca rozktady
typu Se. Poniewaz Inp; /Inps & Q, to z tw. 2.2 [33] wnioskujemy, ze dla dowolne-
go p € (0, 1) istnieja state a(p) € (0,1), b(p) € R takie, ze ¢(a(p)t)e’™®) = ¢(t)P.
Ale to oznacza, zgodnie z def. 13.1 w [42], ze ¢ = exp{1 — 1/p(t)} jest typu St.
Zatem funkcja charakterystyczna ¢ = 1/(1 — In ¢) odpowiada zmiennej losowej

typu GSt.
OJ
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4. Dodatek

W podrozdziale 1.6 w tw. 1.24 podaliémy reprezentacje funkcji charaktery-
stycznej fi(t) spetniajacej réwnanie Refi(t) = |f(t)|?. Przy dodatkowych zato-
zeniach o rozktadzie, ktéremu odpowiada funkcja charakterystyczna fi(t) otrzy-

mujemy pewne wzory analityczne.

Wlasnosé¢ 4.1. Niech p € P bedzie rozktadem zmiennej losowej X takies,
e ¥n € N E|X|" < oo. Niech Ji(t) = 1/2 4 (1/2)e™®) dla pewnej funkcji

u:R — R. Wowczas

i (_1)k (2t2kEX2k o u(t)2k> — 0’

£ (2k)!
= (-
(% - 1)| (2t2k71EX2k71 . u(t)%’l) _—
k=1 ’

Dowéd. Z zalozen mamy fi(t) = 1/2 + (1/2)e™®) = 1 4 (1/2) 372, Zkuk(,t)k
Z drugiej strony a(t) = 14 > 0o, ’k];i—,xktk Odejmujac stronami te rownosci
i poréownujac czesci rzeczywiste i urojone dostajemy wzory z whasnosci.
O
Zauwazmy, ze dla zmiennej losowej X o rozktadzie p; = %(50 + %5a z przykta-
du 1.25 powyzsze rownosci spelione sa w sposéb trywialny, poniewaz EX" =
lan dlan € Nifi(t) =3+ Le™®, gdzie u(t) = at.

Rozwazajac zmienna losowa X o rozktadzie wykladniczym p = I'(1,a), a > 0,
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dla ktérej EX" = 2 n € Nif(t) = 1 + 1em® gdzie u(t) = 2arctg(t/a),

n)

otrzymujemy do$¢ ciekawe zwiazki przedstawione w ponizszym wniosku.

Whniosek 4.2. Dia dowolnego x € R mamy

o0

F(2k)! — (2arctgz)®) = 0,

= ()

m (2[E2k_1(2k — ]_)' — (2 arctg .’,L')2k_1) = 0.

k=1
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Wykaz wazniejszych oznaczen,

symboli i1 skrotéw

Z zbior liczb catkowitych.

R* = (0, 400).

Ry =R\ {0}.

C zbior liczb zespolonych.

Rez czesé rzeczywista liczby z € C.
Jmz cze$¢ urojona liczby z € C.

L(X) rozklad zmiennej losowej X.

14 miara Lebesgue’a.
v miary probabilistyczne.
W odbicie symetryczne miary pu.

1 ® A mieszanina splotowa miary g z miarg .

n transformata Fouriera miary pu.

p, 9, ¢ funkcje charakterystyczne.

) zbiér funkeji charakterystycznych.

P zbiér miar probabilistycznych na (R, B(R)).
Tole) = 1—(1p—p)s0'

TP () = 17(11721))90'

To(w) = 2op(l—p)p.
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TP(p) =302 p(1—p) ™.
GP(p) = L2

p—(1-p)°

GgP ={ped: GP(p) € P}
g - ﬂpe(o,u gr.
wey 4 AT Lely e £0

00, gdy o(t) = 0.
wu(t) = oo @ € Ro.
(p)  =A{palt) :a € R, o € P}
S(p)  ={a€Ro:p, € P(p)}
2 rownos¢ wedtug rozktadu.
LI zbieznos¢ wedtug rozktadu.
ID nieskonczenie podzielny.
St stabilny.
SSt Scisle stabilny.
Se semistabilny.
SSe Scisle semistabilny:.

DPA obszar czesciowego przyciagania.

DA obszar petnego przyciggania.

GID geometrycznie nieskonczenie podzielny.

GSt geometrycznie stabilny.

GSSt  geometrycznie Scisle stabilny.

GSe geometrycznie semistabilny.

GSSe  geometrycznie Scisle semistabilny.

GDPA obszar czesciowego geometrycznego przyciggania.

GDA  obszar pelnego geometrycznego przyciagania.
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