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Wstep

Pierwszy rozdzial pracy poswiecony zostal badaniu pewnych wtasnosci funkeji arytmety-
cznych, ktore sa wazne zarowno w teorii liczb jak tez w innych dziedzinach matematyki.
Rozwazane funkcje zwiazane sa gtéwnie z podzielnoscig liczb oraz rozktadem liczb na czyn-
niki. Niektore z nich majg juz trwata terminologie i oznaczenia, na przyktad funkcja Eulera
p(n), funkcja d(n) réwna liczbie wszystkich naturalnych dzielnikéw liczby n, funkcja o(n)
rowna sumie tych dzielnikéw, funkcja o;(n) rowna sumie j-tych poteg tych dzielnikéw, funk-
cja w(n) réwna liczbie réznych dzielnikéw pierwszych liczby n, funkcja Q(n) réwna liczbie

czynnikow w rozktadzie liczby n na iloczyn czynnikéw pierwszych.

Funkcje o wartosciach zespolonych, okreslona na zbiorze liczb naturalnych N lub Ny =

N U {0} nazywamy funkcjg arytmetyczng.

Zbior wszystkich funkcji arytmetycznych okreslonych na N tworzy pierécien ze zwyktym
dodawaniem i mnozeniem funkcji jako dziataniami. Mozna takze, zachowujac zwykte do-
dawanie, wprowadzi¢ w tym zbiorze inne mnozenie i znowu otrzymac pierscien. Przyktadem

takiego dziatania jest splot Dirichleta funkcji arytmetycznych okreslony wzorem:
n
frgln) =3 f(d)g(5) = > f(di)g(ds).
dn did2=n

Funkcje arytmetyczne mozna podzieli¢ na dwie wazne klasy, a mianowicie funkcje addy-

tywne 1 multyplikatywne.

Jesli funkcja f okreslona na zbiorze liczb naturalnych spetnia dla wszystkich wzglednie

pierwszych liczb m, n warunek:



Wistep 3

f(mn) = f(m) + f(n),

to mowimy, ze f jest funkcjqg addytywng. Jesli ten warunek jest spelniony dla wszystkich
bez wyjatku liczb m, n, to f nazywa sie funkcjqg catkowicie addytywng lub w petni addytywng.
Podobnie, jesli funkcja f, ktéra nie jest tozsamosciowo réwna zeru, spetnia dla wszystkich

wzglednie pierwszych liczb m,n warunek:

f(mn) = f(m)f(n),

to mowimy, ze f jest funkcjg multyplikatywng. Analogicznie, jesli powyzszy warunek jest

speliony dla wszystkich m, n, to f nazywa sie funkcjq calkowicie (w peini) multyplikatywnag.

Z wymienionych powyzej funkeji arytmetycznych funkcje p(n), d(n), o(n), o;(n) sa mul-

typlikatywne, natomiast funkcje w(n) i Q(n) sa addytywne.

W pierwszym paragrafie badany jest ciag liczb naturalnych postaci n — ¢(n). W 1959
roku W. Sierpinski postawit problem dotyczacy istnienia nieskonczenie wielu liczb natural-
nych, ktére nie sa wyrazami ciagu n — p(n) ([43]). Przyjmujemy, ze liczby naturalne, ktore
spelniaja ten warunek naleza do ciagu liczb Sierpinskiego. J. Browkin i A. Schinzel w 1995
roku udzielili pozytywnej odpowiedzi na pytanie postawione przez W. Sierpinskiego ([1]).
Dowiedli oni, ze zadna z liczb postaci (2%pg)r>1, gdzie py = 509203 jest liczba pierwsza, nie
jest wyrazem ciggu n — ¢(n). W twierdzeniu 4 podajemy kryterium na to, aby ciag liczb
postaci (2°p)y>1, gdzie p jest liczba pierwsza, byl ciagiem Sierpifiskiego. Kolejne twierdzenie,
a mianowicie twierdzenie 5 orzeka, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych w postepie
arytmetycznym mj]éllqj ~+ po, gdzie py = 509203, zas ]ﬁlqj =3 XHXT7Tx13x17 x 241.

W twierdzeniu 8 podajemy kryterium na to, aby liczba 2p, gdzie p jest liczba pierwsza
nieparzysta, byta postaci n — p(n).

Druga czes¢ pierwszego rozdziatu dotyczy pewnych oszacowan funkcji sumy dzielnikow

o(n). W twierdzeniu 9 znajdujemy nastepujace oszacowanie dolne tej funkcji. Mianowicie,

a(n) > (Vn+/no)" > (¥n+ no)",

gdzie ng = %, s(n) oznacza bezkwadratowe jadro argumentu n, r = w(n), 2 < k <.
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Jako wniosek z powyzszej nieréwnosci, wynika nastepujaca nier6wnosc:

on) > (Yn+1)">n+2yn+1,

ktora jest lepsza od klasycznej, znanej nieréwnosci o(n) > n + y/n podanej w mono-
grafii. W. Sierpinskiego ([43]). Kolejne twierdzenie (twierdzenie 11) tej czesci pracy jest
Scisle zwigzane z nierozstrzygnieta dotychczas hipoteza Riemanna. Dowodzimy tu, ze dla

nieskonczenie wielu n zachodzi nieréwnoscé:

6
o(n) > Pewn loglog n,

gdzie v jest stala Eulera.

Trzeci paragraf tej czeSci pracy zwiazany jest ze znanym problemem istnienia liczb
doskonatych nieparzystych, to znaczy liczb naturalnych n, dla ktérych spelnione jest réow-
nanie o(n) = 2n. Podajemy krétki przeglad oszacowan dla liczb doskonaltych nieparzystych.
W lematach i twierdzeniu 17 korzystamy z klasycznego rezultatu Eulera, to znaczy, ze jesli
n jest liczba doskonaly nieparzysta, to n = p®m?, gdzie p = a = 1(mod4),p { m,p jest
liczba pierwsza i « liczba catkowita dodatnig. Podajemy tu dolne oszacowania zwigzane z
kryterium A. Grytczuka w 2004 roku ([16]).

W drugim rozdziale pracy zajmujemy sie uogdlnionymi ciggami liczb Fermata postaci
F,(a) = a*" + 1, gdzie a > 2 jest ustalong liczby calkowita parzysta, za$ n = 0,1,2,...
Podajemy oszacowania od dotu dla najwiekszego dzielnika pierwszego uogoélnionych liczb
Fermata F),(a), ktory oznaczamy przez P(F,(a)). W twierdzeniu 25 podajemy nastepujace

oszacowanie:

22 (n + 1) log 2
log a

P(F,(a)) > +1.

Ostatni rozdziat pracy zostal poswiecony specjalnym typom funkcji arytmetycznych okresl-
onych na poétgrupie ideatow catkowitych Gy, gdzie K oznacza ciato liczb algebraicznych stop-
nia n nad ciatem liczb wymiernych Q. Twierdzenie 30 zawiera dalsze rozszerzenie wyniku

A. Grytezuka z 1980 roku ([11]). W dowodzie tego twierdzenia korzystamy z wtasnosci funkcji



Wistep )

dzeta Dedekinda. Ponadto, wyznaczamy gestosé dy wszystkich catkowitych bezkwadratowych
idealéw potgrupy Gy, zwiazanych z weze$niej okreslonymi funkcjami arytmetycznymi.

W szczegblnosci otrzymujemy, ze dy = % W przypadku gdy Gx = N, gdzie N jest mul-
typlikatywna potgrupa liczb naturalnych, rezultat ten implikuje klasyczng formute

A. Rényi’ego z 1955 roku ([38]) oraz, ze gestos¢ liczb naturalnych bezkwadratowych wynosi
dy =%

F-
Czesé wynikéw zawartych w tej rozprawie zostata opublikowana w pracach [17], [19],
[20] 1 [31]. Praca zawierajaca rezultaty dotyczace oszacowan zwiazanych z istnieniem liczb

doskonatych nieparzystych jest przygotowana do druku.



Rozdziat 1

Funkcja arytmetyczna Eulera

i funkcja sumy dzielnikéw

1.1 Problem Sierpinskiego zwigzany z funkcja Eulera

Funkcje ¢ : N — N taka, ze dla kazdej liczby naturalnej n spetniony jest warunek:

o(n) = card{1 <k <n:gcd(k,n) =1}

nazywamy funkcjqg Eulera.
Przyklad. (1) =1, 9(2) =1, 9(3) =2, p(4) = 2, ¢(5) =4, p(6) =2,...

Waznymi wlasnosciami tej funkcji sa:
1. funkcja Eulera jest funkcjg multyplikatywna, to znaczy

V_ged(m,n) =1= @(m-n)=p(m)-e(n),

m,neN
2. ¢(p) = p— 1, gdzie p jest liczba pierwsza,

6
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3. o(p®) = p*Y(p—1), gdzie p jest liczba pierwsza, natomiast a dowolng liczba naturalna,

4. p(n) jest liczba parzysta dla n > 3.

W 1959 roku W. Sierpinski ([43]) postawil nastepujacy problem:

Czy istnieje nieskoriczenie wiele liczb naturalnych, ktore nie sq wyrazami ciggu n— p(n),

n > 1.
Moéwimy, ze liczba naturalna m spetnia warunek Sierpinskiego, jesli m # n — @(n).

Ciggiem Sierpinskiego bedziemy nazywac cigg liczb naturalnych spelniajacych warunek

Sierpinskiego.

Uzywajac wyniku H. Riesela z 1956 roku ([28]), ze wszystkie liczby postaci 28py — 1, gdzie
po = 509203 jest liczba pierwsza, sg ztozone dla k > 1, w 1995 roku J. Browkin i A. Schinzel

([1]) dowiedli, Ze istnieje nieskonczenie wiele liczb, ktore nie sg wyrazami ciagu n — o(n).
Udowodnili oni nastepujace twierdzenie, ktére daje pozytywna odpowiedZ na pytanie
postawione przez W. Sierpinskiego.

Twierdzenie 1 Zadna z liczb ciggu (2F - 509203), dla k > 1 nie jest postaci n — p(n).

W kolejnych twierdzeniach wykorzystujemy liczby Mersenne’a: M, = 2" — 1, gdzie n
jest liczba naturalna i n > 2. Wiadomo ([43]), ze jeSli M, jest liczba pierwsza, to n tez
musi by¢ liczbg pierwsza, ale nie na odwrot. Liczby pierwsze Mersenne’a oznaczamy przez
M,=2"—1.

W 2000 roku A. Flammenkamp i F. Luca ([10]) rozszerzyli powyzszy wynik, dowodzac
nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 2 Niech p bedzie liczbg naturalng, speiniajgcq nastepujgce warunki:

1. p jest liczbg pierwszq nieparzystq,
2. p nie jest liczbg pierwszq Mersenne’a,

3. 2p — 1 jest liczbg ztozong dla wszystkich catkowitych k > 1,
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4. 2p #n—o(n).
Wtedy cigg (28p)r=1 jest ciggiem Sierpinskiego.

Podali réwniez ogélng metode znajdowania liczb m, dla ktérych ciag (2Fm)ps1 jest
ciagiem Sierpinskiego. Udowodnili takze nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 3 Niech k > 1 bedzie liczbg naturalng i niech

m € {509203, 2554843, 9203917, 9545351, 10645867, 11942443, 6548763 }.

Wtedy cigg (28m)x>1 jest ciggiem Sierpiriskiego.

Mozna wiec postawi¢ nastepujacy problem:
Dla jakich liczb pierwszych p cigg (2°p)p>1 jest ciggiem Sierpiriskiego?
Udowodnimy teraz nastepujace kryterium na to, aby ciag postaci (2¥p)r>; byt ciggiem

Sierpinskiego.

Twierdzenie 4 Niech p bedzie liczbg pierwszq nieparzystq. Cigg (28p)rs1 jest ciggiem
Sierpinskiego wtedy i tylko wtedy gdy,

10 2p 7& n— 90<n);

2P p nie jest liczbg pierwszqg Mersenne’a,

P 2%p — 1 jest liczbg ztozong dla kaidej liczby naturalnej k > 1.

Dow6d. Warunek dostateczny udowodnimy przez indukcje. Zakladamy najpierw, ze

warunki 1°—3Y sg spetione. Pierwszy krok indukcji wynika z 1°. Dalej zalézmy, ze ciag

(2%~1p) jest ciggiem Sierpiniskiego. Przypuéémy, ze ciag (2Fp) nie jest ciggiem Sierpinskiego.

Wowczas dla pewnej liczby naturalnej ny mamy

26p = ny, — o(ng). (1.1)
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Poniewaz ¢(ny) = 0(mod 4) lub ¢(ny) = 2(mod 4), wigc analizujac réwnanie (1.1) mamy
ng = 0(mod4) lub ny = 2¢%, a > 1, gdzie ¢ jest liczba pierwsza nieparzysta. Jesli n, =

0(mod 4), to @ = ("—2’“) i ze wzoru (1.1) wynika, ze

k=1 — Ik _ <n"“) 1.2
=5 vl (1.2)

Réwnosé (1.2) przeczy zatozeniu indukeyjnemu, co konezy dowdd dostatecznoscei kryte-

rium.

Niech teraz p(ng) = 2(mod4). Wtedy wobec tego, ze ny = 2¢%, a > 1, ¢ jest liczba

pierwszg nieparzysta, mamy

2°p = 2¢" — 0 (2¢") = ¢" (¢ + 1). (1.3)

Jedli o = 1 to z (1.3) wynika, ze 2¥p — 1 = ¢, co daje nam sprzecznosé¢ z warunkiem 3°.

Zatem o > 11z (1.3) mamy

¢ | p. (1.4)

Poniewaz ¢, p sa liczbami pierwszymi, wiec z (1.4) wynika, ze « = 2 i ¢ = p. Natomiast

dla ¢ = p z (1.3) wynika, ze 2 — 1 = p, co przeczy warunkowi 2°.

Udowodnimy teraz koniecznosé warunkéw 1° —3°. Zaktadamy, ze ciag (25p)r>1 jest ciagiem
Sierpinskiego. Warunek 1° dostajemy natychmiast dla k¥ = 1. Warunki 2° i 3° otrzymamy
przez kontrapozycje. Rzeczywiscie zaktadajac, ze dla pewnej liczby naturalnej £ > 1 mamy
28 —1 =plub 2¥p — 1 = ¢, gdzie p i ¢ sg liczbami pierwszymi nieparzystymi i przyjmujac

n = 2p? dostaniemy

n—p(n)=2p" —o2p°) =2p> —p(p—1) =pp+1). (1.5)

Dla p = 2¥ — 1, 7z (1.5) wynika, ze n — ¢(n) = 2*p.

W podobny sposéb otrzymujemy sprzecznoéé w drugim przypadku, gdy 2Fp — 1 = g¢.
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Przyjmujac teraz n = 2¢q otrzymujemy

n—p(n)=2q—¢(29) =29 - (¢ —1) =q+1=2",
co konczy dowdd twierdzenia 4. m

W twierdzeniu 5 dowodzimy, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych p, spelniaja-

cych warunki 2° i 3° oraz, ze liczby te sg efektywnie wyznaczone przez postep arytmetyczny.

TWIerdzenle 5 Istnieje nieskonczenie wiele liczb pzerwszych p w postepie arytmetycznym

m H q] + po, gdzie po = 509203 jest liczbg pierwszqg, za$ H qJ =3 XHXTx13x17 x 241,
takzch ze

10 2Fp — 1 jest liczbg ztozong dla kazdej liczby naturalnej k > 1

P p nie jest liczbg pierwszqg Mersenne a.

W dowodzie tego twierdzenia korzystamy z nastepujacego lematu (]20]), ktéry wynika

bezposrednio z dowodu podanego w pracy J. Browkina i A. Schinzla ([1]):

Lemat 6 Niech py = 509203. Wtedy dla j = 1,2,...,6 mamy

po = 2% (mod g;), (1.6)
ko = 1(mod g;), (1.7)

gdzie
(g;,a;) ={(3,0),(5,3),(7,1),(13,5), (17,1), (241, 21) } (1.8)

oraz liczba catkowita k spetnia kongruencje

k = —aj(modm;) (1.9)

dla m; = 2,4,3,12,8,24 odpowiednio.
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W dowodzie twierdzenia 5, korzystamy réwniez z twierdzenia Dirichleta:

Twierdzenie 7 (Dirichleta) (/29]) Niech b> 2 ia # 0 bedq liczbami catkowitymi takimi,
Ze ged(a, b) = 1. Wtedy postep arytmetyczny

a,a+b,a+2b,a+ 3D, ...

zawiera nieskonczenie wiele liczb pierwszych. Rownowaznie, zbior

S ={pe P:p=a(modd)},

gdzie P oznacza zbior wszystkich liczb pierwszych, jest nieskonczonej mocy.
Ponadto, gestosé zbioru S w zbiorze liczb pierwszych wynosi ﬁ, gdzie @ jest funkcjg

Eulera, to znaczy

lim card{p € P: p=a(modbd), p<x} 1
200 card{pe P: p<uz} (b))

Podamy teraz dowod twierdzenia 5.

Dowéd. Rozpatrzmy nastepujacy postep arytmetyczny

6 6
m[[g; +po, [Ja;=3%5x7x13x 17 x 241, (1.10)

j=1 j=1

6

Z (1.7) wynika, ze ged <p0, I1 qj> = 1. Zatem na mocy twierdzenia Dirichleta o postepach
=1

arytmetycznych dostajemy, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych p w postepie

arytmetycznym okreslonym wzorem (1.10).

Pokazemy teraz, ze cigg (28p)r>1 jest ciagiem Sierpinskiego, dla kazdej liczby pierwszej
6
p nalezacej do postepu arytmetycznego (1.10). Niech p = m[] ¢; + po bedzie jedna z tych
j=1
liczb pierwszych. Wtedy mamy
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6 6

j=1 j=1

Ze wzordéw (1.11) 1 (1.7) dostajemy

2Fp — 1 = 0(mod g;).

Oznacza to, ze wszystkie liczby postaci 2Fp — 1 sg zlozone.

6
Dla drugiej cze¢sci dowodu zat6ézmy, ze liczba pierwsza p = m [] g; +po jest liczbg pierwsza
j=1

Mersenne’a. Zatem dla pewnej liczby naturalnej £ mamy

6
p=m]]q+po=2"-1 (1.12)
7=1
Z (1.12) wynika, ze
g5 | 2° =1 —po, (1.13)

dla pewnego ¢; = 3, 5, 7, 13, 17, 241.

Dalej z (1.13) mamy

g | (2" =1 —po) = 2"po — po(po + 1) + 1 — 1. (1.14)

Poniewaz ¢; | 2"py — 1, wiec z (1.7) i (1.14) otrzymujemy

¢ | po(po +1) — 1. (1.15)

Stosujac do (1.15) podstawienie py = 509203, dostajemy rozktad na czynniki pierwsze

postaci

po(po + 1) — 1 = 509203 x 509204 — 1 = 59 x 71 x 809 x 76511. (1.16)
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Z (1.16) wynika, ze zadna z liczb pierwszych ¢; = 3, 5, 7, 13, 17, 241 nie spetnia warunku
(1.15). m

Kolejne twierdzenie zawiera kryterium na to, aby liczba 2p byla postaci n — ¢(n).

Twierdzenie 8 Liczba 2p, gdzie p jest liczbg pierwszqg nieparzystq, jest postaci n — @(n)
wtedy 1 tylko wtedy gdy, istniejg réine liczby pierwsze nieparzyste p;j, 7 = 1,2,....r, r > 1

takie, ze

pzplpz---pr—;(pl—l)(pz—l)---(pr—l)- (1.17)

Dowéd. Zakladamy, ze dla pewnej liczby naturalnej n, liczba 2p jest postaci

2p =n—p(n). (1.18)

Niech n = 2%p{"'p3*...p0", gdzie p; sa réznymi liczbami pierwszymi nieparzystymi,
dla j = 1,2,...,r, r > 1. Wtedy z wlasnosci funkcji Eulera otrzymujemy, ze ¢(n) =
O(20p ps? .. por) = 20 It T sl par=l(p — 1) .. (pr — 1).

Z (1.18) mamy

2p =2 tptitpge=t el 2p i, — (pr — 1) ... (pr — 1)). (1.19)

Jesli o > 2, to reprezentacja (1.19) jest niemozliwa, gdyz lewa strona (1.19) jest liczba
pierwsza nieparzysta, a prawa strona jest liczba catkowity parzysta. Dlatego a = 1

iz (1.19) dostajemy, ze a; =1 dla j =1,2,...,7 i ponownie z (1.19) wynika, ze

p=pps b= 5= D= 1) (e~ 1) (1.20)

Zatézmy teraz, ze zachodzi wzor (1.20). Ktadac n = 2p; ... p, mamy

on)=(p1—1)...(pr — 1).
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Ze wzoru (1.20) wynika, ze 2p = n — p(n), co koniczy dowdd twierdzenia 8. m

Wyniki zawarte w twierdzeniach 4, 5 i 8 zostaty opublikowane w 2005 roku we wspolnej
pracy z A. Grytczukiem ([20]), (por. MR2177025).
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1.2 Pewne oszacowania funkcji sumy dzielnikéw

zwigzanych z hipotezg Riemanna

Funkcje 0 : N — N, ktora dla kazdej liczby naturalnej n okreslona jest wzorem:

o(n)=> d.

dn
nazywamy funkcjg sumy dzielnikow.
Przyktad. o(1) =1, 0(2)=3,0(3) =4, 0(4) =7, 0(5) =6, 0(6) = 12,...

Istotnymi wtasnosciami tej funkcji sa:
1. Funkcja sumy dzielnikéw jest funkcja multyplikatywna, to znaczy

V ged(a,b) =1=o(a-b) =o(a)-a(b).

a,beN

2. Suma o(n) wszystkich dzielnikéw liczby naturalnej n > 1 wyraza sie wzorem:
S a;+1
g; ' —1

O'(?”L) - il;[l lqz'—l

3. Dla kazdej liczby naturalnej n, réwnosé o(n) = n + 1 zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy n jest liczbg pierwsza.

W tej czesci pracy podajemy pewne oszacowania funkcji o(n) z dotu. Jedno z tych osza-

cowan jest zwigzane z nierozstrzygnieta dotychczas i bardzo wazng hipoteza Riemanna.

W trakcie badania rozmaitych zagadnien arytmetycznych, teoretycy liczb i geometrzy
stwierdzili duzg przydatnos¢ pewnych funkcji zmiennej zespolonej zwanych L-funkcjami lub
funkcjami typu dzeta. Historycznie pierwszym takim przyktadem byta funkcja dzeta Rie-
manna ((s), ktora pojawila si¢ w stynnej pracy B. Riemanna z 1859 roku ([41]). Pod-
stawowym wnioskiem z tej pracy bylo stwierdzenie, ze zbadanie analitycznych wtasnosci
tej funkcji stanowi klucz do zrozumienia podstawowych faktéw dotyczacych rozmieszezenia

liczb pierwszych. Badania, ktére trwaja nieprzerwanie od niemal 150 lat, dostarczaja licznych
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dowodow prawdziwosci tej tezy. Dzis jest oczywiste, ze funkcja dzeta Riemanna oraz jej liczne
uogdlnienia majg zasadnicze znaczenie dla teorii liczb. Mimo wspaniatych postepow w bada-
niu tych niezwykle interesujacych funkcji, jesteSmy jeszcze daleko od zadowalajacego opisu

ich wtasnosci.
Najpierw zdefiniujemy funkcje dzeta Riemanna.

Zmienng zespolona oznaczamy przez s = o+it, gdzie o it sa rzeczywiste. W polptaszczyznie

o > 1 funkcje dzeta Riemanna definiujemy nastepujaco:

s)=>» —.
=3
Powyzszy szereg jest bezwzglednie i niemal jednostajnie zbiezny, a wiec funkcja ( jest

funkcja holomorficzng dla o > 1.

Z pracy B. Riemanna ([41]) wynika, ze funkcja dzeta Riemanna ma przedluzenie anali-
tyczne na calej ptaszczyznie zespolonej. Jej jedyna osobliwoscia jest biegun pojedynczy

w punkcie s = 1 z residuum rownym 1.

Roéwnanie funkcyjne funkcji dzeta Riemanna ma postac:

§(s) =&(1—s),

gdzie £(s) =n2T (%) ((s), natomiast I" oznacza funkcj¢ gamma Eulera.

Z réwnania funkcyjnego funkeji dzeta Riemanna mozna uzyska¢ miedzy innymi, ze ((—2k)
=0dlak=1,2,... Sg to tak zwane trywialne zera funkcji dzeta Riemanna. Oprécz nich ¢

posiada nieskonczenie wiele zer zespolonych, ktore znajduja sie¢ w tak zwanym pasie kryty-

1

cznym 0 < o < 1. Nietrywialne zera zespolone lezg symetrycznie wzgledem prostej o = 3,

ktorg nazywamy prosta krytyczna, oraz wzgledem osi rzeczywistej.
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Praca Riemanna zawiera sformutowanie stynnej hipotezy, znanej powszechnie jako

hipoteza Riemanna.

Wszystkie nietrywialne zera lezqg na prostej krytycznej, to znaczy na prostej o réownaniu

1

o=-.

2
Czy hipoteza Riemanna jest prawdziwa? Tego nadal nie wiemy. Pewne jest to, ze dzi$ ist-
nieje wiecej argumentOw za niz przeciw. Powaznym argumentem za prawdziwoscig hipotezy

Riemanna sa obliczenia numeryczne, poniewaz znane sa czesSci urojone pierwszych stu nie-

trywialnych zer.

W zwiazku z tym ciekawym problemem, zwanym czwartym problemem milenijnym,
udowodniono wiele interesujacych twierdzen rownowaznych z hipoteza Riemanna ([6]). Skon-

centrujemy sie na wynikach zwiazanych z oszacowaniami funkcji sumy dzielnikow o(n).

W 1984 roku G. Robin udowodnil, ze hipoteza Riemanna jest prawdziwa wtedy i tylko
wtedy, gdy

o(n) < e'nloglogn, (R)

dla kazdego n > 5041, gdzie v ~ 0,57721 jest stalg Eulera ([42]).
Niech H, = i % oznacza n-ta sume czesciowy szeregu harmonicznego.

k=1
W 2000 roku J. Lagarias pokazal, ze hipoteza Riemanna jest prawdziwa wtedy i tylko
wtedy, gdy

o(n) < H, + exp(H,)log(H,),

dla kazdego n > 1.
Zajmujemy sie teraz oszacowaniami funkcji sumy dzielnikéw o(n).

Udowodnimy mianowicie nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 9 Niech n bedzie liczbg naturalng ztozong i niech r = w(n) bedzie liczbg
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wszystkich réznych dzielnikéw pierwszych liczby n. Ponadto, niech s(n) bedzie jadrem bez-

kwadratowym argumentu n. Wtedy dla kazdego k takiego, ze 2 < k < r mamy

o(n) > (Vi + ) = (Vn+ ym) (1.21)

n

s(n)’

gdzie ng =

W dowodzie powyzszego twierdzenia wykorzystujemy specjalna wersje nieréwnosci

Minkowskiego ([3]), a mianowicie

T[40 > (4 vir ), o)

=1
gdzie r; > 0dlai=1,2,... k.

Nieréwnosé ta zostata wykorzystana rowniez przez A. Grytczuka i M. Wojtowicza

w dowodzie nastepujacego oszacowania z gory funkcji Eulera ([18]):

p(n) < (Vn = /mg)" < (Vn = /o),

gdzie n, k =1,2,... oraz r = w(n) sa liczbami opisanymi w powyzszym twierdzeniu.
Przedstawimy teraz dowdd twierdzenia 9.

Dowéd. Niech n = ﬁ p;* . Wtedy mamy
i=1

r 14+ay _ 1

U(n) sz

i P 1]( T dpit ). (1.22)

Z (1.22) dostajemy

o(n) _ 1 1
n_il_[l<1+pz-+"'+p°"‘>' (1.23)

%

Ze wzoru (1.23) wynika, ze
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U(nn) > zﬁ1 <1 + ;) : (1.24)

Niech z; = p%_ w nieréwnosci Minkowskiego (M). Wtedy z (1.24) dostajemy

<7§1n)>ﬁ<1+;>> 1+ (1.25)

Poniewaz s(n) = [Ip; i ng = T%’ wiec z (1.25) wynika, ze
i=1

o(n) > ((/ﬁ+ (/noy. (1.26)
Oszacowanie (1.26) daje nam pierwsza nieréwnosé z twierdzenia 9.

t
Dla drugiej czesci dowodu nieréwnosci (1.21) rozwazamy funkcje t — (1 + fa%) okreslong
a[l,4+o00) dlaa € (0,1). Latwo zauwazy¢, ze funkcja ta jest rosnaca dla ¢ = 1. Korzystajac

z tego faktu dostajemy druga nieréwnosé z (1.21). m

Z twierdzenia 9 natychmiast wynika nastepujacy wniosek:

Whniosek 10 Jesli r = w(n) > 2, to

o(n) > (Vn+1) >n+2vn+1. (1.27)

Nier6éwnosé (1.27) jest lepsza od znanej klasycznej nieréwnosci o(n) > n + y/n, podane;

w monografii W. Sierpinskiego ([43]).

Twierdzenie 11 zawiera oszacowanie z dotu funkcji sumy dzielnikéw o(n), ktére jest

zwigzane z hipoteza Riemanna.

Gléwnym tematem pracy B. Riemanna ([41]) byto wykazanie zwigzku miedzy funkcja ¢
a liczbami pierwszymi. Jednakze warto zwrdci¢ uwage na wezesniejsze prace Eulera, ktore-

mu zawdzieczamy dowdd nastepujacej formuly zwanej obecnie iloczynem FEulera, ktora jest
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punktem wyjsécia wszelkich zastosowan funkcji dzeta Riemanna w teorii liczb pierwszych.

Mamy mianowicie,

Slom(-l) ®

s
n=1" peEP

gdzie P oznacza zbiér wszystkich liczb pierwszych. Formuta ta jest prawdziwa dla liczb
zespolonych s = o + it, 0 = Res > 1. lloczyn Eulera (E) byt punktem wyjscia badan

Czebyszewa nad liczbami pierwszymi.

Twierdzenie 11 Niech o(n) bedzie funkcjq sumy dzielnikéw. Wtedy dla nieskonczenie wielu

liczb naturalnych n mamy

o(n) > %e”nlog logn. (1.28)
7r

Dowdd. Dla dowodu tego twierdzenia razwazamy iloraz

a(n)e(n)
T (1.29)
gdzie o(n) = Y.d i p(n) jest funkcja Eulera.
din
Niech n = ﬁpf‘l =pi'ps? ... p%r. Wtedy mamy
i=1
o) = 11" — =" — " (1.30)
= I(-3)

natomiast

o(n) = nH <1 - 1) . (1.31)

Z (1.30) i (1.31) dostajemy
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a(n)e(n) _ ﬁ (1 - 11+a> . (1.32)

Z (1.32) mamy, ze

‘7<”)_”.T1 (1_11%) (1.33)

r 1 r 1
1-— ) >11(1-5). (1.34)
i=1 ( PzH Z) i=1 ( p?)

Dalej, jesli P oznacza zbior wszystkich liczb pierwszych, to z (1.34) wynika, ze

i_f[1<1—12>>1‘[(1—pl?>. (1.35)

? peEP

Z drugiej strony wiemy, ze

§(2):i1 Z”;:H<1—1>_1. (1.36)

n:1n2 peP p2
7 (1.34)-(1.36) i z (1.33) wynika, ze
6
on) 6 n (1.37)
n o pn)

Stosujac do (1.37) wynik J. L. Nicolasa ([34]), ze dla nieskoriczenie wielu liczb naturalnych
n postaci n = 2pips...pk, gdzie p; sa kolejnymi liczbami pierwszymi dla j = 1,2,...,k

zachodzi nieré6wnosé

o > ¢” loglogn,

p(n)

otrzymujemy nier6wnos¢
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6
o(n) > Pe”n loglogn,

co konczy dowdd twierdzenia 11. m

Twierdzenie 9, wniosek 10 i twierdzenie 11 zostaly opublikowane w 2005 roku ([31]).

22
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1.3 Oszacowania zwigzane z problemem istnienia liczb

doskonatlych nieparzystych

Liczbe naturalna n nazywamy doskonalq, jesli o(n) = 2n.

Przyktad. Jeslin =6, to 0(6) = 1+ 2+ 3+ 6 = 2- 6, a wiec 6 jest liczba doskonala
parzysta. Kolejna liczba doskonala parzysta jest n = 28, poniewaz 0(28) =1+2+4+ 7+
14 +28 =56 =2-28.

Nie wiadomo czy istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych n, takich ze o(n) = 2n.
Wiadomo natomiast, ze wszystkie znane dotad liczby doskonale sa parzyste. Znane sa

rowniez metody ich wyznaczania, a wsroéd nich nastepujace kryterium Euklidesa-Eulera:

Twierdzenie 12 (/43/) Na to, zeby liczba naturalna parzysta n byta liczbg doskonalg potrze-

ba i wystarcza, by byla postaci 2°71(2° — 1), gdzie s i 2° — 1 sq liczbami pierwszymi.

Tematem wielu prac sa liczby doskonate nieparzyste. Znane sg gorne oszacowania dla
tych liczb.

1. W 1994 roku D. R. Heath-Brown ([24]) pokazal, ze jesli n jest pewna liczba doskonaty
nieparzysta, to n < 44", gdzie k = w(n), natomiast w(n) jest liczba réznych dzielnikdéw

pierwszych liczby naturalnej n.
2. W 1999 roku R. Cook ([5]) udowodnil, ze n < D* dla D = v/195 = 2,123.. ..

3. W 2003 roku P. P. Nielsen ([35]) pokazal, ze n < 2%".
Oczywiscie badania dotyczyty réwniez dolnych oszacowan liczby doskonalej nieparzyste;j.

1. W 1991 roku R. P. Brent, G. L. Cohen i H. J. J. te Riele ([2]), udowodnili , ze jesli n

jest liczbg doskonata nieparzysta, to +n > 103%.

2. W 1980 roku P. Hagis pokazat ([22]) , ze jesli n jest pewna liczba doskonata nieparzy-
sta, to w(n) > 8, gdzie w(n) jest liczba réznych dzielnikow pierwszych liczby naturalnej

n.
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3. W 1998 roku P. Hagis wraz z G. L. Cohenem ([23]) udowodnili, ze liczba doskonata

nieparzysta n posiada czynnik pierwszy wickszy niz 10°.
4. W 2003 roku P. M. Jenkins ([26]) poprawil ten wynik do 107.

5. W 1999 roku A. Grytczuk i M. Wojtowicz ([14]) pokazali, ze jesli n jest pewna liczba
doskonata nieparzysta, to prawdziwe jest oszacowanie postaci: n > C x g(w(n)), gdzie
C = 1,9 x 10%% i g jest funkcja rzedu k%, k = w(n), przy hipotetycznym zalozeniu,
ze dzielnik pierwszy takiej liczby nie nalezy do zbioru X = {3, 5, 7, 13, 17, 19, 23, 29,
31, 37, 43, 61, 127, 131, 1093}.

Klasyczny wynik Eulera, dotyczacy liczb doskonatych nieparzystych mozna sformutowaé

nastepujaco:

Twierdzenie 13 (Eulera) (/43]) Jesli n jest liczbg doskonalq nieparzysta, to n = p*m?,
gdzie p = « = 1(mod 4), ptm, p jest liczbg pierwszq i « jest liczbg calkowitq dodatniq.
Liczby naturalne n, spetniajace ten warunek nazywamy liczbami Eulera.

W 2004 roku A. Grytczuk ([16]) podal kryterium na to, zeby liczba Eulera byla liczba

doskonaty nieparzysta. Uzyskal rownie
Podamy teraz to kryterium.
Twierdzenie 14 Liczba n = p*m?, gdzie p = a = 1(mod4),p t m, p jest liczbg pierwszq

1« jest liczbg catkowitq dodatniqg jest nieparzystq liczbg doskonalq wtedy i tylko wtedy, gdy

istniejq catkowite dodatnie liczby A, B, k,r i ry takie, Ze

o(m?) = m?+r, m=kAB, ged(A,B) =1 (1.38)
r o= kA%, 2 |7, 1<r< m?.
pr—1

kB?> +r, =p°®, kB?> —r| = , (1.39)

gdzie o(m) jest sumq wszystkich dzielnikow liczby naturalnej m.
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W dalszej czesci pracy wykorzystujemy kryterium podane w twierdzeniu 14 i nastepujace

lematy:

Lemat 15 Jesli n = p®m?, a > 1, pt m, gdzie p jest liczbg pierwszq, jest liczbg doskonalg

nieparzystg, to

o(m?) =m?+r, r<m? (1.40)

(1.41)

Dowéd. Réwnosé (1.40) wynika natychmiast z twierdzenia 14. Dla dowodu (1.41)

zauwazmy, ze z zatozenia lematu 15 mamy

o(p®m?) = o(p®) - o(m?) = 2p*m?. (1.42)

7 (1.42) i (1.40) wynika, 7e

a(p®) (m2 + r) = 2p°m?. (1.43)
Ze wzoru (1.43) i wobec tego, ze o(p®) = pa;l_l, otrzymujemy

pa+1 -1

. (1 _ W‘”) m?. (1.44)

Poniewaz

1- = 1= (1.45)

wiec z (1.44) i (1.45) dostajemy, ze

r>2" % : (1.46)
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co konczy dowdd lematu 15. m

26

Lemat 16 Jeslin = p®m?, a > 1, p = a = 1(mod4), p t m, gdzie p jest liczbg pierwszq,

jest liczbg doskonalq nieparzystq, to

1p—2 1p—1
——p° ——p°. 1.4
ap_17 =N <3 P (1.47)
Dowéd. Z twierdzenia 14 wynika, ze
r=kA*r, m = kAB, ged(A,B) =1, k>1,2]|r. (1.48)
Z (1.41) i (1.48) otrzymujemy
-2
rn > 2kBe (1.49)
p
Z warunku (1.39) twierdzenia 14 oraz z (1.49) mamy
k’BQ < b 1.
p—2
Zatem dostajemy
2(p—1
pa:k‘BQ—I—T1<T1+ ?27"1:7“1(1—}-])?2):7’1;29_2). (150)
Z (1.50) otrzymujemy wiec
1p—2
1 o 1.51
1 2p — 1P ( )
Z drugiej strony z (1.39) wynika, ze
or — oo pr—1 p*p—-1)—-p*—1) p*(p—1)—(@-1)@* ' +p*2+...+1)
no= pt- - - -
p—1 p—1 p—1
Pt — (po‘_1+pa_2+...+p+1). (1.52)
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Z (1.52) mamy réwniez

(pa—pafl—pH—...—p—l)<§pa <1—). (1.53)
Z (1.53) wynika, ze
p
o1 o 1.54
=5 D p ( )
Ostatecznie z (1.54) i (1.51) otrzymujemy, ze

Ip—-2 ,
2p_1p 1 2 D b,

co konczy dowdd lematu 16. m

Twierdzenie 17 Jesli n = p®m?, a > 1, p = a = 1(mod4), p { m, gdzie p jest liczbg

pierwszq, jest liczbqg doskonalq nieparzystq, to

o(m?) =m*+r, (1.55)

—2 —1
P e cr < B2, (1.56)

Dowéd. Z lematu 15 wynika, ze lewa strona nieréwnosci (1.56) jest speiniona. Dla

dowodu prawej strony, zatézmy, ze zachodzi nieréwnosé
—1
r>2" m? (1.57)

Poniewaz, z twierdzenia 14, r = kA%r, oraz m = kAB, wiec z (1.57) wynika, ze

T = pi_ 1/{332. (1'58)
p
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Z nieréwnosci (1.58) otrzymujemy nastepujace oszacowanie

p
p—1

kBQ < 1.

Teraz z (1.59) oraz z warunku (1.39) mamy, ze

p* =kB%*+1r <

p—1

Ze wzoru (1.60) wynika wiec

—1 —1 1p—1
1/p pa>p Pt = i “.
2p—1 2p 2 p

r

2p —1
P 7“1+7“1<r1<p+1>:r1p .
1 p—1

28

(1.59)

(1.60)

(1.61)

Nier6wnos¢ (1.61) daje nam sprzecznos$¢ z nieréwnoscia (1.47), a tym samym dowodzi

twierdzenie 17. m



Rozdziatl 2

Uogdlnione ciggi liczb Fermata

Liczbami Fermata nazywamy liczby naturalne postaci

F,=2%"+1,

dlan=20,1,2,...
Jesli F), jest liczba pierwsza, to méwimy, ze F), jest liczbg pierwszq Fermata.

Pierre de Fermat przypuszczal i prébowal udowodni¢, ze wszystkie liczby Fermata sa

pierwsze. Istotnie, takimi sa liczby F), dlan = 0,1, 2,3,4. Mamy bowiem, ze
Fy=3, F1 =5, F, =17, F3 = 257, F, = 65537.

Jednakze w 1732 roku L. Euler pokazal, ze F5 = 641-6700417, co obalato przypuszczenie
Fermata. Dalej w 1880 roku F. Landry odkryl, ze Fg = 274177 - 67280421310721. Kolejna
liczba Fermata zostata roztozona na czynniki w roku 1970 przez M. A. Morrisona i J. Brill-
harta. W 1980 roku R. P. Brent i J. M. Pollard podali rozktad dla Fg. Badania dotyczace
poszukiwan rozktadéw dla liczb Fermata trwaly nieprzerwanie i wiadomo, ze najwieksza
ztozong liczba Fermata, znaleziong do 2001 roku jest F3go447, natomiast najwieksza znana
liczba pierwsza Fermata jest Fy = 65537. W zwigzku z poszukiwaniem rozktadow dla liczb

Fermata, zajmowano si¢ dzielnikami pierwszymi tych liczb.

Liczby Fermata sg szczegdlnym przypadkiem liczb postaci a?” + 1, gdzie a > 1 jest liczbg,

29
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naturalng.

Uogolnione liczby Fermata sa to liczby naturalne postaci

Fo(a) = a” +1,

gdzie a > 2 jest ustalona liczba catkowita parzysta. Oczywiscie, jesli a = 2, wtedy

otrzymujemy klasyczne liczby Fermata F,.

Skoncentrujemy si¢ na dolnych oszacowaniach najwickszego dzielnika pierwszego liczb

Fermata, jak i dla uogélnionych liczb Fermata.
Oznaczamy przez P(k) najwickszy dzielnik pierwszy k.

Przypomnijmy teraz, wraz z dowodami, wazne wyniki dotyczace liczb Fermata i ich dziel-

nikow.

Lemat 18 (/29])Wzor

F,=FyF ... Fyq+2 (2.1)

jest prawdziwy dla kazdego n > 1.

Dowdd. Dla n > 1, uzywajac réwnosci 22" — 1 = FyFy ... F,_;, dostaniemy F, — 2 =
(22 41)—2=2" —1=FF.. F . u

Zauwazmy, ze z lematu 18 wynika, ze F,,—2 dlan > 1 jest podzielne przez kazda mniejsza

liczbe Fermata, to znaczy

Fu| F,—2

dla kazdego k =0,1,...,n — 1 lub rownowaznie

F, = 2(mod F}) (2.2)
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dla kazdego k =0,1,...,n — 1.

Lemat 19 (/29]) Nie ma dwdch réinych liczb Fermata, ktorych najwickszy wspolny dzielnik
bytby wiekszy od 1.

Dowdéd. Zatézmy, ze

dla n > k > 1. Teraz ze wzoru (2.2) dostajemy, ze ¢q | F,, — 2. Stad, przyjmujac (2.3)

widzimy, ze q | 2. Poniewaz F), jest liczba nieparzysta, wiec ¢ = 1. =

Lemat 20 ([43]) Niech F,(a) = a*" + 1 bedzie uogdlniong liczbg Fermata. Jesli p jest liczbg
pierwszq takq, ze p | Fy(a), to p = 2"k + 1, gdzie k jest liczbg naturalng.

Dowdd. Poniewaz p | a®" +1, wiec p | " — 1. Relacja p | a?" — 1 jest niemozliwa, gdyz
jedlip | 2, to p = 2, co daje sprzecznosé, poniewaz jedli p | a®" + 1, to mamy, ze ged(p, a) = 1
i a jest liczba parzysta. Niech § oznacza wyktadnik potegi, do ktérego a przystaje modulo p.
Poniewaz p | a*" — 1, wiec otrzymujemy, ze 6 | 2"+, Relacja 6 | 2" jest niemozliwa, gdyz nie
zachodzi relacja p | a®® — 1. Teraz wnioskujemy, ze § = 2" i dalej z twierdzenia Fermata,
ze p | aP~! — 1, dostajemy § | p — 1. Co oznacza, ze 2" | p — 1, stad p = 2"k + 1, gdzie k

jest liczbg naturalng. m

Lemat 21 ([43]) Kazdy dzielnik liczby Fermata F,, dla n > 1 jest postaci 2"k + 1, gdzie

k jest liczbg naturalng.

Dowdéd. Jak wynika z dowodu lematu 20 (dla a = 2 ), jesli p jest liczba pierwsza i p | F,,,
to 2 przystaje do wyktadnika 2" modulo p. Z drugiej strony z lematu 20 wynika, ze p
jest postaci 2"t + 1, gdzie t jest liczbg naturalng. Konsekwentnie, jesli n > 1 jest postaci
8k + 1, wtedy zachodza relacje p | M(,_1y/2, p | 2P~1D/2 — 1. Jednakze, poniewaz 2 przystaje
do wyktadnika 2" modulo p, wigc musi zachodzi¢, ze 2" | (p — 1)/2, wigc 2"*2 | p — 1.

Stad dostajemy, ze p = 2"2k + 1, gdzie k jest liczba naturalna.
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Zatem widzimy, ze kazdy dzielnik pierwszy liczby Fermata F), (n > 1) jest postaci 2"k +
1. Ponadto stad, ze kazdy dzielnik liczby Fermata F;, wiekszy od 1 jest iloczynem dzielnikéw
pierwszych liczby F,, otrzymujemy, ze musi on réwniez by¢ powyzszej postaci (poniewaz

iloczyn dwoch liczb postaci mk + 1 jest rowniez tej postaci). m

Przytoczymy réwniez nieréwnosé, ktora jest wielokrotnie wykorzystywana w dowodach

kolejnych twierdzen.

Lemat 22 (/29]) Dia y > x > 1 mamy

log(y + 1) _ logy
log(z +1) logx’

Dowdd. Powyzsza nierownosé jest rGwnowazna nastepujacej

log(y + 1) _ log(xz + 1)
logy logz

Zatem wystarczy pokazacé, ze funkcja log(x+1)/log x jest malejaca dla z > 1. Zauwazmy,

ze dla x > 1 zachodzi

d (log(m—i—l)) B %—% _ zlogx — (z +1)log(z + 1) <0

dx log © (logz)2 z(z 4 1)(log )2

co konczy dowod lematu 22. m

W 1998 roku M. Le ([30]) udowodnil twierdzenie:

Twierdzenie 23 Jesli n > 2'®, to zachodzi

P(F,) >n2"* + 1.

W 2001 roku A. Grytezuk, F. Luca i M. Wéjtowicz ([15]) poprawili rezultat podany przez

M. Le, a mianowicie udowodnili nastepujace twierdzenie:
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Twierdzenie 24 Jeslin > 4, to wtedy zachodzi

P(F,) > (4n +9)2"" + 1.

W tej samej pracy ([15]) w 2001 roku A. Grytczuk, F. Luca i M. Wéjtowicz pokazali, ze
oszacowanie podane przez M. Le dla liczb Fermata zachodzi réwniez dla uogoélnionych liczb

Fermata, to znaczy przyjmujac, ze a > 2 jest parzysta liczbg catkowity i n > a'®, dostaniemy

P(F,(a)) > 2" *n.

Dowdd tej nieréwnosci opiera sie na skomplikowanej technice prezentowanej w pracy M.

Le ([30]).

Udowodnimy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 25 Dla kazdej liczby naturalnejn > 3 1 a > 1 mamy

2" 2(p 4+ 1) log 2

1. 24
log a + (24)

P(F,(a)) >

Dowé6d. Niech

Fo(a) = a® +1=7pbpb .. pbr. (2.5)
Z (2.5) i lematu 20 dostajemy

n bi1+ba2+...4+by

i dalej otrzymujemy

S b, log(a®" + 1)
7 T log(2nt + 1)

1<sr

(2.6)
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Stosujac lemat 22 do (2.6), otrzymujemy

2" loga
b < —————.
2 bi< (n+1)log2

1<j<r

Poniewaz n > 3, wiec mamy 2" > 2n + 2 i dostajemy

Fo(a) =a* +1=2% +1 = 1(mod 22",

gdzie a jest parzysta liczbg catkowita.

Korzystajac z lematu 20, otrzymujemy

P = (k2 +1)" = 27 kb + 1 (mod 2200

Z (2.9) 1 (2.5) dostajemy

Eo(a) =pph ..o = ] (2”“/@]-()]- + 1) (mod 22(”“)) :

1<G<r

7, drugiej strony widzimy, ze

[T (27kb;+1) = 142" 37 kjb; (mod 220

1<j<r 1<j<r

7 (2.8), (2.10) i (2.11) wynika, ze

ontl Z kib; =0 (mod 22(”+1)) ,

1<j<r

stad otrzymujemy

Z (2.12) mamy

34
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(2.11)

(2.12)
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2" N kb, (2.13)

Ze wzordéw (2.13) 1 (2.7) wynika, ze

2" loga
2"t k;b; < max {k; b < max{k;j}—F——. 2.14
2 by < e} 3 b < max th ) EE (2.14)
Z (2.14) nastepuje, ze
VAR 1)log2 2 1)log2
max [k} > (it Dlog2  2n+1)log2 (2.15)
1< 2" loga log a

Z lematu 20 wnioskujemy, ze

_ on+l1 )
P(Fa(a)) = 2" max {k;} + 1,

a nastepnie z (2.15) mamy

2"T12(n + 1) log 2 1o 2"2(n + 1) log 2

P(F, >
(Fn(a)) log a log a

+ 1,

co konczy dowdd twierdzenia 25. m

Z nieréwnosci (2.4) twierdzenia 25 otrzymujemy natychmiast, ze dla a = 4 zachodzi

nastepujace oszacowanie:

P(F,(4)) > 2" (n+1) +1,

dla kazdej liczby naturalnej n > 3.

Natomiast z oszacowania P(F,(a)) > 2" n, dla n > 2!8 wynika jedynie, ze

P(F,(4)) > 2" *n,

dlan > 236,
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7 twierdzenia 25 wynika nastepujacy wniosek:

VAN
N}
2
3
=f
3
<L
3
<

Whniosek 26 Dla kazdej liczby naturalnejn > 5 i a

P(F,(a)) > 2" *n + 1.

. . . ntl . n+2 _ . .
Dowéd. Poniewaz a < 264 :17 wiec % > 2" ~n. Zatem z (2.4) wynika, ze dla

n 2= 5 mamy

P(F,(a)) > 2" *n + 1,

co konczy dowdd wniosku 26. m

Pokazemy teraz oszacowanie dla dowolnego dzielnika pierwszego liczby Fermata.
Twierdzenie 27 Kazdy dzielnik pierwszy p | F,, dlan > 3 spetnia nieréwnosé p > 2"23+1.

Dowéd. Niech p | F,, . Wtedy z lematu 21 wynika, ze p = 272k + 1, gdzie k > 1 jest
liczbg naturalng. Zauwazmy, ze k # 11 k # 2. Rzeczywidcie, jesli k = 1, to p = 2"*2 + 1.
Poniewaz p jest liczbg pierwsza, wiecn +2=2mip=2%" +1=F,,, czyli F},, | F,,, m < n.
Jesli m < n, to na mocy tego, ze F,, | F,, dostajemy sprzeczno$¢ z lematem 19. Przypusémy,
ze k=2 Wtedy p=2" +1in+3 =2 wieccp =2 +1=F, Stad F, | F,, , s < n.
Jesli s = n, to n + 3 = 2", co jest niemozliwe dla n > 3. Dlatego s < n i znéw dostajemy
sprzeczno$é z lematem 19. A zatem k > 3 i z lematu 21 wynika, ze p = 272k +1 > 223 +1.

Powyzsze rezultaty, czyli: twierdzenie 25, wniosek 26 i twierdzenie 27 zostaly opub-

likowane w 2004 roku we wspoélnej pracy z A. Grytczukiem ([17]).



Rozdziat 3

Funkcje arytmetyczne okreslone na
polgrupie ideatéw calkowitych

generujgce gestosci pewnych ciggéw

Rozpoczniemy od przypomnienia pojecia liczby algebraicznej. Liczbe zespolong a nazy-
wamy liczbg algebraiczng, jesli istnieje niezerowy wielomian F'(x) o wspétezynnikach wymier-
nych, ktorego pierwiastkiem jest a. Stopniem sta liczby algebraicznej a nazywamy naj-

mniejszy ze stopni takich wielomiandw.

Niech K bedzie ciatem liczb algebraicznym stopnia n nad cialem liczb wymiernych Q
(n = [K : Q]). Przez Gx oznaczamy multyplikatywna poétgrupe wszystkich niezerowych
idealéw catkowitych ciata IC. Ponadto niech I bedzie ideatem catkowitym potgrupy Gy .
Wtedy

I=pfopi?o...0pp", (3.1)

gdzie p1, o, ..., 0k sa ideatami pierwszymi z Gy, a1, ...,q, sg liczbami catkowitymi
wiekszymi od zera. Przez Q(I) oznaczamy liczbe wszystkich ideatéw pierwszych wystepuja-
cych
w rozktadzie (3.1), a przez w([) liczbe réznych ideatéw pierwszych wystepujacych w rozktadzie
(3.1), to znaczy

37
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Q) =a1+...+ag; w(l) =k.

Niech F(I) = Q(p) —w(p), czyli F(I) = (a1 — 1)+ ...+ (ax — 1).

Niech teraz Ry oznacza pierscien liczb catkowitych w ciele K. Rownowaznie, Ry sktada
sie z tych wszystkich elementow ciata IC, ktore sg pierwiastkami wielomiandéw o wspodtezyn-
nikach catkowitych ze wspoélczynnikiem przy najwyzszej potedze réwnym 1. Pierscien ten
jest podstawowym obiektem badan teorii liczb algebraicznych. Jest to pierscien Dedekinda,
a wigc kazdy niezerowy ideal tego pierscienia mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu ideatow
niezerowych i takie przedstawienie jest jednoznaczne z doktadnoscig do kolejnosci czynnikow.
Dowolny niezerowy ideat I € Ry ma skonczony indeks, to znaczy pierécien ilorazowy Ry /I
ma skonczong liczbe elementéw N(I) = ( Ry : I). Liczbe N(I) nazywamy normg ideatu
I. Norma jest multyplikatywna, to znaczy N(I - J) = N(I) - N(J) dla dowolnych dwéch

niezerowych ideatow I, J.

Grupe klas ideatéow ciata K oznaczamy przez H(K).Wiadomo, ze jest ona grupa skon-
czona, w zwiazku z tym liczbe elementow grupy H(K) nazywamy liczbg klasowq ciata K i

oznaczamy przez h.

Bazq catkowitg ciata K nazywamy uktad liczb wy, ..., w, o tej wtasnosci, ze kazda liczbe
z Rx mozna doktadnie w jeden sposob przedstawi¢ w postaci: ajwy + . . . + a,w,, przy czym

ai,...,a, € Z. Znane jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 28 (/33]) Kazde cialo K stopnia n nad ciatem liczb wymiernych Q ma baze

catkowitq ztozZong z n elementow.

Jesli wy, ..., w, jest bazg catkowita ciata IC, to liczbe

det[goj(wj)]2 S/ (3.2)

nazywamy wyroznikiem ciata K i oznaczamy przez A. Wyrdznik ciata nie zalezy od wyboru
bazy catkowitej, ale wiadomo, ze przejécie od jednej bazy do drugiej dokonuje si¢ za pomoca
macierzy odwracalnej o wspotczynnikach catkowitych, a wiec o wyznaczniku réwnym +1 lub

—11 liczba (3.2) istotnie od bazy nie zalezy.



Funkcje arytmetyczne okreslone na pélgrupie ideatéw catkowitych... 39

Dalej, niech Z, bedzie zbiorem nieujemnych liczb catkowitych i niech C bedzie ciatem

liczb zespolonych oraz niech z,s € C.

Rowazmy teraz funkcje arytmetyczne f, I’ zdefiniowane na pétgrupie Gy, spekliajace

nastepujace warunki:

a) f: G — C, F:Ge — Z, |f(I)| < ¢; dla kazdego idealu I € G i pewnej stalej
C1 > 17

b) f(IolJ)=f(I)-f(J), F(IoJ)=F(I)+ F(J) dla kazdego ideatu I, J € Gx

z warunkiem, ze ged(7,J) = 1,

c) flp) =1, F(p) =0, dla kazdego ideatu pierwszego p € Gy,
SF(™)

d) > §%<oodla |z| < o, Res > 1, gdzie 0 < p € R.
peGKrm=2

Niech Gx(m) = {I € Gx : F(I) = m} i1 Ge(m,z) = {I € G : N(I) < z}, gdzie
N(I) oznacza norme ideatu I € Gy. Oznaczmy dalej przez v(Gy(m,x)) liczbe elementéw
nalezacych do zbioru G(m, x), czyli v(Gx(m, z)) = card{I € Gx(m,x)}. Oznaczmy jeszcze

(G (m,z))

przez d,, = lim “ < o0.

Funkcje dzeta Dedekinda (i-(s) okreslong na ciele KC dla s = o + it, definiujemy

w poélptaszezyznie o > 1, nastepujaco:

els) = ¥ 3

gdzie sumowanie rozciaga si¢ po wszystkich niezerowych ideatach pierscienia Ry.

Funkcje dzeta Dedekinda mozna réwniez zapisywaé jako bezwzglednie zbiezny szereg

Dirichleta:

Cels) = S F(mym™,

m=1

gdzie F'(m) oznacza liczbe ideatéw pierscienia liczb algebraicznych catkowitych z norma

rowna m.
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Funkcja ((s) moze by¢ przedtuzona analitycznie do funkcji meromorficznej majace;
biegun pojedynczy w punkcie s = 1. Warto$¢ residuum w tym punkcie zalezy od podsta-

wowych niezmiennikow arytmetycznych ciata K i wynosi:
2"t h R
h=" TN
w(k) A2

gdzie h oznacza liczbe klasowa ciata K, R jego regulator, w(K) liczbe pierwiastkow
z jedynki zawartych w IC, a A wyrdznik ciata. Wyktadnik r oznacza liczbe réznych Q-

zanurzen ciata K w ciato liczb rzeczywistych, zas t =1 (n —r).

Funkcje (i (s) nazywamy funkcja dzeta Dedekinda na czesé tworcy podstaw teorii ideatéw,
ktora pozwolita zbudowaé arytmetyke w ciatach algebraicznych. Funkcja (i (s) zostata wpro-
wadzona przez Richarda Dedekinda w dodatku do ” Vorlesungen tiber Zahlentheorie” Dirich-

leta okoto sto lat temu. Oczywiscie funkcja dzeta Riemanna jest szczegdlnym przypadkiem
funkcji dzeta Dedekinda (KX = Q).

A. Grytezuk w 1980 roku ([11]) udowodnil nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 29 Niech |z| < ¢ i F bedzie funkcjg arytmetyczng spetniajocqg warunki:

1. F: G](: — Z+,
2. F(IolJ)=F(I)+ F(J) dla kazdego ideatu I, J € Gx z warunkiem, Ze ged(I,J) =1,

3. F(p) =0 dla kazdego ideatu pierwszego p € Gi.

Wtedy zachodzi

mi:odmzm =xh [] (1 - N@) (1 + gli((;;) ,

pEGK

gdzie F(I) = m dla I € Gi, xh = resCi(s), (x(s) oznacza funkcje dzeta Dedekinda

okreslong na ciele IC .

Udowodnimy teraz twierdzenie, ktére jest rozszerzeniem powyzszego wyniku, a mianowicie:
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Twierdzenie 30 Niech f i F' bedg funkcjami arytmetycznymi spetniajgcymi warunki a)-d).
Wtedy dla |z| < 0 mamy

godmzm =xh [] (1 - N@) (1 + §1W> , (3.3)

p€GK

gdzie xh = res(i(s) i ((s) jest funkcjg dzeta Dedekinda, okreslong na ciele KK | x =

2;;;‘7273 ,n=[K:Q] =r+2t, R jest requlatorem, A jest wyréznikiem ciala IC i h jest liczbg
w 2

klasowq ciata IC.

F(D)zFD
N(D)*

Dowdd. 7 zatozenia twierdzenia wynika, ze szereg >
IeGyk

dla |z] < o1 Res > 1. Stosujac dalej rezultat znany z monografii W. Narkiewicza ([33]), a

jest bezwzglednie zbiezny

mianowicie:

Niech g bedzie funkcja arytmetyczna okreslona na G i g(IoJ) = g(I)og(J) dla kazdych
I, J € Gi takich, ze ged(I, J) = 1. Wtedy jesli szereg

jest bezwzglednie zbiezny dla Res > ¢, to

o0 my ,F(p™)
Glg.s) = [I <1+T§1%>' (3.5)

pEGK

7 (3.4) i (3.5), podstawiajac g(I) = f(I)z"'!), dostajemy

D20y (15 L)
> vy = LU TN ) 20

IeGy
dla |z < piRes > 1.

Z drugiej strony, wiemy, ze jesli Res > 1, to (,(s) # 0 ([33]). Mnozac teraz (3.6) przez

(it (s), otrzymujemy

LF(D) 1 0o £( o) LFE™)
Mo = I (1 1520 37)

p€GK

Cei(s) Y

IeG
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dla |z|] < oiRes > 1.

Wiadomo ([33]), ze

Z réwnosci (3.8) 1 (3.7) wynika, ze

FD=F

CI_CI(S) Z N(I)®

1eG

11 (1-555) 1 (1+§W> (39)

p€GK

Z (3.9) natychmiast otrzymujemy

DD I | f(m)2FE
v @ 1l (1_N(@)5> (”% Np)™ ) (3.10)

pEGK

>

IeGk
Oznaczmy teraz przez h(s, z) iloczyn z prawej strony réwnosci (3.10).

Mamy wiec

h(s,2) = [] (1 _ N(lp)s) <1 +§1W> . (3.11)

pEGK

Z zalozenia twierdzenia, dotyczacego funkcji f i F' dostajemy, ze f(p) =11 F(p) =0
dla kazdego ideatu pierwszego o € Gx. Dalej z (3.11) otrzymujemy

6= 11 (1= y5) (1 e if(?pv%ijm)) (312

peGx m=1

Hoczyn h(s, z) jest bezwzglednie zbiezny dla |z| < o i Res > 1. Stad h(s, z) mozemy

przedstawi¢ w postaci

[e o]

h(s,z) = Z_OBm(s)zm. (3.13)

7 (3.10)-(3.13) wynika, ze
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f()=F0 -

IGZGK N(I)S - CIC(S)h(S7Z)' (314)

7, drugiej strony, dla I € Gx otrzymujemy

JDFO e & 0\
IEZG:,C N(I) - IEGX:K;(m) N(I) mzz:o (zec%:(m)N(I)s) z. (3.15)
Z réwnosci (3.13)-(3.15) mamy

2" = $)B,,(s))z™. 3.16
mzz:o ([egz:lc(m)N(])s) m§::0<CIC( ) ( )) ( )

Poréwnujac wspotezynniki stojace przy z™ w (3.16) otrzymujemy

s LD 5)Bus) (317

IEG;C(m)

Poniewaz | f(I)| < ¢1, wiec z réwnosci (3.17) 1 z twierdzenia S. Ikehary ([25]) wynika, ze

= res(Ce(s) Buls)). (3.18)

Z drugiej strony z (3.12) i (3.13) mamy

h1,2) = ] (1— ! ><1+ ! if(pm)zwm)> _ S B2 (3.19)

weGK N(p)s

Z (3.18) wynika, ze

oy = xh - Bu(1), (3.20)

gdzie yh = TE,ISC,C(S), X 1 h sg zdefiniowane w twierdzeniu.

Z (3.16)-(3.20) otrzymujemy
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idmzm = xh - h(1,z). (3.21)

m=0

Z réwnosci (3.21) 1 (3.19) wynika, ze

S BRI Jrona
g::odm = 11 (1 N(@)) <1+n§1 N(p)m )’

peGK
co konczy dowod twierdzenia 30. m

Niech teraz G = N, gdzie N jest multyplikatywna potgrupg liczb naturalnych. Wowczas
z (3.3) otrzymujemy klasyczna formute podana w roku 1995 przez A. Rényi’ego ([38]).

W szczegdlnosci zas, ze gestosé liczb naturalnych bezkwadratowych wynosi dy = % .

Rzeczywiscie, niech n = p{* ... pp* bedzie rozktadem kanonicznym liczby naturalnej n na
czynniki pierwsze, o; > 1, j =1,2,..., k. Wtedy mamy, ze Q(n) = a1 +...+ oy, w(n) =k .
Niech v(N(m,z)) = card{n e N:n <z : F(n) = Q(n) —w(n) = m}. Wtedy, z twierdzenia

30 dla |z| < ¢ = 2 wynika wspomniana formuta A. Rényi’ego, a mianowicie:

peN

00 6 1— Zl
dp2" = — prL
mz::l " us H 1— i
Z twierdzenia 30 otrzymujemymy rowniez nastepujace wnioski:

Whniosek 31 Niech f i F bedg funkcjami arytmetycznymi spetniajgcymi warunki a)-d) i
ponadto, niech F(p™) = m — 1 dla kazdego ideatu pierwszego o € Gx i dla kazdej liczby
naturalnej m > 2. Niech f(I) =1 dla kaZdego idealu catkowitego I € Gic. Wiedy dla |z] < 2

mamy

S =il (ox) (=) o

p€GK

Dowéd. Podstawiajac w réwnosci (3.3) F(p™) =m — 11 f(p™) = 1, otrzymujemy
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1 Z ) Fle™) 1 1 zZ 22
+ = 1+ + + +...=
N(p)  N(p)?*  N(p)®
1 z 2\
14+ —— |1+ + + ... 3.23
) ( v+ () ) (3:29)
Poniewaz |z| <2 i N(p) > 2 wiegc |(|) < 11ize wzoru (3.23) wynika, ze
f ) F(p"YL) 1 1 1
14 — 1+ =1 (3.24)
Z N(p) \1- N(p) N(p) — =

Z réwnosci (3.24) 1 (3.3) otrzymujemy rownosé (3.22). m

Kolejny wniosek wyznacza gesto$é ideatéw catkowitych z Gic(m).

Whniosek 32 Niech f i F bedg funkcjami arytmetycznymi, spetniajgcymi warunks z wniosku
31. Wtedy mamy

do — X1 (3.25)

gdzie dy jest gestosciqg wszystkich idealow catkowitych z G (m) takich, zZe F(p™) =m —1
dla kazdego ideatu pierwszego o € G i m > 2, m € Z.

Dowd6d wniosku 32 otrzymujemy natychmiast z wniosku 31, podstawiajac w (3.22) za

z = 0 i zauwazajac, ze

I (1- i) - @

pEGK

W 1975 roku C. Wowk udowodnit nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 33 ([4/4]) Niech
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Wtedy

niodmzm =xh ] (1 + N<1p)> (1 + N(pl)_z> dla 2| < 1,

pEGK

gdzie xh = resCi(s), ((s) jest funkcjq dzeta Dedekinda, okreslong na ciele K i x =
%7 n=[K:Q]=r+2t R jest requlatorem, A jest wyrdzinikiem ciala K i h jest liczbg
w 2
klasowq ciata K.

v(Gx(m,z
xT

Wyrazenie d,,, = lim ) bedziemy nazywali gestoscig asymptotyczng ideatow ciata

IC, nalezacych do Gi.
Widzimy, ze podstawiajac F(I) = Q(I) —w(I), f(I) = 1 gdzie Q(I) = oy + ... + o,
w(I) =k, dlal =g opi?o...0p" otrzymujemy, ze F(p™) = Q(p™) —w(p™) =m — 1.

Dlatego z wniosku 32 wynika w szczegdlnosci powyzszy rezultat C. Wowka, w szczegolnosci,

xh

ze gestosé catkowitych bezkwadratowych ideatoéw jest rowna dy = Ok

Wyniki zawarte w twierdzeniu 30, wniosku 31 i 32 zostaty opublikowane w 2004 roku

we wspolnej pracy z A. Grytczukiem ([19]).
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