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WSTEP

W drugiej potowie lat 50. XX w. Paul A. Samuelson [89] sformutowal hipoteze
o zbieznosci w dtugich okresach czasu optymalnych $ciezek wzrostu do pewnej
sciezki ,,wzorcowej”, na ktorej gospodarka osigga maksymalne, réwnomierne
tempo wzrostu. Samuelson owa §ciezke wzorcows, charakteryzujaca gospodarke
w swoistej rownowadze dynamicznej (rbwnowadze wzrostu), porownuje do magi-
strali w transporcie drogowym. W uzasadnieniu zauwaza, ze jezeli z pewnej miej-
scowos$ci mamy dojecha¢ do miejscowosci potozonej niedaleko, wowczas skieru-
jemy si¢ bezposrednio ku celowi, korzystajac z drog lokalnych; gdy jednak miej-
scowos¢, do ktorej mamy dojechac, bedzie znacznie oddalona, wtedy najpierw po-
staramy si¢ dojecha¢ do autostrady (magistrali), nastgpnie porusza¢ si¢ po niej tak
dhugo jak to bedzie mozliwe, by koncowy odcinek podroézy odby¢ znowu po pro-
wadzacych do celu drogach lokalnych.

Utozsamiajgc potozenie miejscowosci ze stanami gospodarki, regule magi-
strali mozna sformutowa¢ nastepujaco: Wychodzac z historycznie uksztattowanych
warunkdéw poczatkowych, prawidlowo (optymalnie) funkcjonujaca gospodarka po-
winna mozliwie szybko doj$¢ do wzorcowej $ciezki wzrostu (lub jej bliskiego oto-
czenia), nastepnie rozwija¢ pozostajac na tej Sciezce (lub w jej poblizu), by osta-
tecznie — w koncowej fazie rozpatrywanego horyzontu czasu — oddali¢ si¢ ewentu-
alnie od niej w celu osiggni¢cia zatozonego/pozadanego stanu koncowego.

Przedstawiona hipoteza wzrostu gospodarczego wzbudzila na §wiecie duze
zainteresowanie ekonomistow matematycznych, ktérzy udowodnili dotad wiele
tzw. twierdzen o magistrali (produkcyjnej, kapitatowej, konsumpcyjnej) w roznych
typach modeli wzrostu, szczegdlnie modeli typu input-output Neumanna-Leon-
tiefa-Gale’a, a prowadzone w ciagu minionych kilku dekad badania doprowadzity
do powstania teorii magistral bedacej dzisiaj jednym z filar6w ekonomii matema-
tycznej (zob. m.in. [2], [3], [7-13], [15], [17-19], [21-27], [28, cz. 1II], [30],
[33-38], [39, cz. V, VI], [42], [43, rozdz. 4], [89], [91, rozdz. 6, 7], [94-96]).
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W ostatnich dwoch dekadach prace nad efektem magistrali wykroczyty poza
tradycyjne granice ekonomii matematycznej. Na szczegolng uwage zashuguja
zwlaszcza wyniki uzyskane na gruncie teorii sterowania optymalnego, m.in. [20],
[31], [32], [88], [93], [97-99].

Przedmiotem naszego zainteresowania sg procesy wzrostu gospodarczego
przebiegajace w pewnym (dluzszym lub krotszym) okresie czasu. Czas jest
zmienng niezalezng, od ktorej zalezg implicite lub explicite wszystkie pozostate in-
teresujagce nas zmienne ekonomiczne. Zmienna czasu oznaczamy przez t. Zakta-
damy, ze zmienna czasu moze przyjmowaé wartosci naturalne, t = 0,1, ..., t;, utoz-
samiane np. z latami, lub warto$ci rzeczywiste t € [0,t;] € R}. W pierwszym
przypadku méwimy, ze czas zmienia si¢ w sposob skokowy (lub dyskretny), w dru-
gim — w sposob ciagly. W ekonomii matematycznej modele gospodarki, w ktorych
przynajmniej niektére zmienne ekonomiczne sg funkcjami czasu (oraz wystepuja
powiazania migdzy zmiennym z réznych okresow), przyjeto nazywaé modelami
wzrostu.

W modelach wzrostu oba ujecia czasu sa dopuszczalne i poprawne. Wygoda,
prostota, a nierzadko takze elegancja matematyczna decyduja o sposobie ujecia
czasu w kazdym konkretnym przypadku. Nalezy jednak u§wiadamia¢ sobie wyni-
kajace stad réznice w interpretacji zmiennych ekonomicznych.

W ujeciu skokowym czas jest podzielony na kolejne okresy o statej dtugosci
przyjetej jako jednostka czasu. Jezeli taka jednostka jest np. rok (R), wowczas mo-
wigc o produkcji towaru w okresie t, mamy na mys$li wyrazong w okreslonych jed-
nostkach naturalnych (JN) lub pieni¢znych (z1) ilo§¢ towaru wytworzonego w tym
okresie, rozumianym jako przedziat czasu (np. w ciagu roku). Wielkos¢ te nazy-
wamy strumieniem. Strumienie maja wymiar rzeczowy (JN/R) lub pienigzny
(zt/R). Strumieniem jest produkcja, dochdd, inwestycje, konsumpcja etc.

Zalézmy teraz, ze czas zmienia si¢ w sposob ciagly i oznaczmy przez T =

= [0, t;] interesujacy horyzont funkcjonowania gospodarki (0 < t;). Niech X(t)
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bedzie wielko$cia produkcji pewnego towaru (w okre$lonych jednostkach fizycz-
nych) wytworzonej w okresie [0,t] € T (0 <t < t;). Pochodng x(t) = %X (t)
(jezeli istnieje) nazywamy gestoscig strumienia produkcji towaru w momencie t
(wymiar: JN- R™1). Podobnie definiujemy gesto$é strumienia dochodu, inwestycji,
konsumpcji etc. Roznica miedzy strumieniem i gestoScig strumienia okreslonej
wielkosci ekonomicznej polega na tym, ze strumien zawsze odpowiada odcinkowi
(przedziatowi) czasu o skonczonej dodatniej dtugosci, natomiast gestos¢ strumienia
odnosi si¢ do ,,nieskonczenie krétkiego” odcinka czasu. W modelach z czasem cig-
glym zwrot ,,wielko$¢ produkcji w momencie t” jest — $cisle rzecz biorac — pozba-
wiony sensu, gdyz w poszczegdlnych momentach wielko$¢ ta, podobnie jak wiel-
kos$¢ dochodu, inwestycji, konsumpcji etc., jest nieokreslona. W ekonomii matema-
tycznej przyjeto jednak mowi¢ o wielkosci produkcji w momencie t (podobnie
o wielkosci dochodu, inwestycji, konsumpcji etc.), rozumiejac przez to wlasnie ge-
sto$¢ strumienia produkcji (dochodu, inwestycji, konsumpcji). Terminologie t¢ sto-
sujemy rowniez w ksigzce, nalezy jednak pamigtac o jej umownosci.

Druga obok zmiennych — strumieni podstawowa grupe zmiennych ekono-
micznych tworza takie wielkosci jak liczba ludno$ci, zatrudnienie (np. w milionach
0s0b) czy wielkos¢ (wartos¢) kapitatu (np. w zt), ktore sg okre§lone w kazdym mo-
mencie. Nazywamy je zasobami. Jezeli zaktadamy czas skokowy, to kwestig
umowy jest, czy zasob w okresie (np. roku) t utozsamiamy z jego stanem w $rodku
tego okresu (przedziatu) czy ze stanem w jednym z jego krancow.

Wymiary pozostaltych zmiennych ekonomicznych i parametrow, z ktdérymi
zetkniemy si¢ w ksiazce, sg pochodnymi tych dwoch podstawowych wymiarow:
strumienia i zasobu. Jezeli np. pewna wielko$¢ ekonomiczna jest zasobem mierzo-
nym w jednostkach pieni¢znych (zt), a inna strumieniem mierzonym w jednostkach
pieni¢znych na jednostke czasu (zt/R), wowczas relacja zasobu do strumienia ma
wymiar czasu — R. Relacja strumienia do zasobu ma wymiar odwrotnosci czasu —
R™1. Relacja dwdch strumieni wyrazonych w tych samych jednostkach, podobnie

jak relacja dwoch zasobow mierzonych w tych samych jednostkach, jest
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oczywiscie wielko$cig bezwymiarowa. Relacja pochodnej pewnej wielko$ci do niej
samej (bez wzgledu na to, czy to strumien, czy zasob), tj. stopa jej wzrostu, znowu
ma wymiar odwrotnosci czasu. W ksigzce dominuje czas dyskretny (rozdzia-
ty 1-6). Czas ciagly pojawia si¢ w rozdziale 7.

Praca zawiera wybrane wyniki badan nad fenomenem magistrali w ekonomii
matematycznej prowadzonych przez autora z przerwami od drugiej potowy lat 80.
ub. wieku. Rozdziaty 1-5 po§wigcone sg efektowi magistrali w gospodarce Gale’a.
Rozdzial 1 rozpoczyna si¢ od omdwienia podstawowych wiasnosci przestrzeni pro-
dukcyjnej (zbioru technologicznego) oraz przedstawienia wywodzacej si¢ z teorii
gier idei rownowagi von Neumanna (rownowagi wzrostu). Zdefiniowane zostaje
kluczowe z perspektywy catej ksiazki pojgcie magistrali (produkcyjnej) oraz prze-
prowadzony dowdd magistralnych wlasnosci optymalnych — w $wietle obszernej
klasy kryteriow — proces6w wzrostu w takiej gospodarce.

W rozdziale 2 interesuje nas stacjonarna gospodarka Gale’a z wieloma magi-
stralami (tzw. magistrala wielopasmowg), konstrukcja optymalnych procesow
wzrostu w takiej gospodarce oraz analiza ich wlasnosci.

Realne gospodarki nie sg (generalnie) stacjonarne, dlatego przedmiotem na-
szego szczegdlnego zainteresowania w rozdziale 3 jest niestacjonarna gospodarka
Gale’a ze zmienna technologia zbiezng z czasem do pewnej technologii graniczne;.
Mimo zmiany regut dynamiki ekonomicznej wszystkie optymalne procesy wzrostu
w takiej gospodarce nadal charakteryzuja si¢ magistralnymi wtasno$ciami.

W rozdziale 4 klasyczna wersja gospodarki Gale’a zostaje rozbudowana
o blok warunkéw uzalezniajacych explicite dynamike jej zdolnosci produkcyjnych
od kapitatlu (produkcyjnego) oraz inwestycji. Uwzglednienie tego fundamentalnego
bloku warunkow takze nie pozbawia gospodarki jej magistralnych wiasnosci.

Réznym wersjom niestacjonarnej gospodarki Gale’a ze zmienng technologia,
ale bez zatozenia o istnieniu jakiejkolwiek technologii granicznej, poswigcony jest

rozdziat 5.
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W rozdziale 6 prze§ledzone sg magistralne wlasnosci optymalnych procesow
w gospodarce taczacej idee¢ przestrzeni produkcyjnych Gale’a z przeptywami mig-
dzygaleziowymi Leontiefa oraz neoklasycznym réwnaniem dynamiki kapitatu.
Obok magistrali produkcyjnej pojawia si¢ tam m.in. magistrala kapitatlowa i kon-
sumpcyjna.

W zamykajacym ksiazke rozdziale 7 przechodzimy od zdezagregowanych
n-produktowych (n-sektorowych) gospodarek bedacych przedmiotem naszego
szczegolnego zainteresowania w rozdziatach 1-6 do zagregowanej, dwuczynniko-
wej gospodarki Solowa z funkcja produkcji Cobba-Douglasa. Zastosowanie aparatu
teorii sterowania optymalnego pozwala na dowdd magistralnych wlasnosci opty-
malnych proceséw wzrostu (trajektorii) takich podstawowych zmiennych ekono-
micznych w gospodarce Solowa jak kapital, produkcja, inwestycje, konsumpcja
1in.

Poza ramy ksiazki wykraczaja wyniki badan autora nad efektem magistrali
w macierzowych, wieloproduktowych (wielosektorowych) modelach wzrostu Neu-
manna-Leontiefa [47], [57], [59], [60], [63].

Kluczowa z perspektywy catej ksiazki rownowaga von Neumanna jest zasad-
niczo odmienna od dominujgcej w ekonomii matematycznej rOwnowagi walrasow-

skiej, co sktania do glebszej refleksji, ktorg dzielimy si¢ w Podsumowaniu.






WYKAZ WAZNIEJSZYCH SYMBOLI MATEMATYCZNYCH

x€EA
x¢A
ACB

AcCB

AUB

Uael Aa

ANB
A\B
AXBXC..

{x| P}

A+B={c|lc=a+b;a € A,b € B}

int A

Us(x)

dom A

conv A

P(4)

aA ={b|b= aa; a € A}

{a',a?, ...,a"}
(0]
X = (X1, Xg, ey Xp)

RTL

Wykaz wazniejszych symboli matematycznych

— element x nalezy do zbioru A
— element x nie nalezy do zbioru A
— zbidr A jest podzbiorem zbioru B

— zbior A jest podzbiorem wlasciwym
zbioru B

— suma (teoriomnogo$ciowa) zbiorow A, B

— suma (teoriomnogo$ciowa) rodziny zbioréw A, ; I
jest zbiorem indeksujacym rodziny

—iloczyn (czg$¢ wspdlna) zbiordow A, B
— rdznica (teoriomnogosciowa) zbiorow A, B
— produkt kartezjanski zbiorow A4, B, C ...

— zbiér elementdow x majacych wlasnos¢ (spetniaja-
cych warunek) P

— suma algebraiczna zbiorow A, B € R™

— wnetrze zbioru A (w przestrzeni, do ktorej nalezy
zbior)

— g-otoczenie elementu x (w przestrzeni, do ktorej na-
lezy element)

— domknigcie zbioru A (w przestrzeni, do ktorej nalezy
zbidr)

— powloka wypukta zbioru A € R™ (najmniejszy wypu-
kty podzbior w R™ zawierajacy A)

— rodzina wszystkich podzbioréw zbioru A

—iloczyn algebraiczny elementéw zbioru A € R"™
iliczby a € R?

— skonczony zbiér k-elementowy
— zbidr pusty
— wektor n-wymiarowy (wierszowy)

— przestrzen wektorowa n-wymiarowa
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R" = {x € R"| x Z 0}
R

[a, b]

[a, b)

(a,b)

SE@) = {x e RY|llx|l = 1}

(x,y) = XL, %y

1
lxllz = Cis x7)z
[x|

[x| = miaXIXiI

llxll = Xiy I

x
v
<

x>y

Vx Q(x)
3x Q(x)
Alx Q(x)

Ax Q(x)
-Q
P&Q

P=Q

PvQ

fiX-Y

— nieujemny orthant przestrzeni R™

— 0§ liczbowa rzeczywista

— przedziat domknigty w R*

— przedziat prawostronnie otwarty w R!
— przedziat obustronnie otwarty w R*

— simpleks jednostkowy w R™

— iloczyn skalarny wektoréw x,y € R™

—norma Euklidesa wektora x € R™
— warto$é bezwzgledna liczby x € R?

— norma supremalna (przyporzadkowujgca wektorowi
x € R™ maksymalng sposrod wartosci bezwzgled-
nych jego wspotrzednych)

—norma ‘taksowkowa’ (przyporzadkowujaca wekto-
rowi x € R™ sume wartosci bezwzglednych jego
wspotrzednych)

— wektor x € R™ nie mniejszy (po wspolrzednych) od
wektora y € R™

— wektor x € R™ nie mniejszy (po wspolrzednych) od
wektoray € R™ orazx # y

— wektor x € R™ wigkszy po wszystkich wspotrzed-
nych od wektora y € R™

— dla kazdego x zachodzi warunek Q (x)
— istnieje takie x, ktore spetnia warunek Q (x)

— istnieje doktadnie jeden element x, ktory spetnia wa-
runek Q (x)

— nie istnieje takie x, ktore spelnia warunek Q(x)
— negacja zdania Q (nieprawda, ze zachodzi Q)
— koniunkcja zdan P i Q (zachodzi P i Q)

— implikacja zdan P i Q (jezeli zachodzi P, to zacho-

dzi Q)
— alternatywa zdan P i Q (zachodzi P lub Q)

— odwzorowanie (funkcja) f zX do Y

Wykaz wazniejszych symboli matematycznych



fX) — f — obraz zbioru X

fe — funkcja f zmiennej zaznaczonej kropka

fx) — warto$¢ funkcji f w punkcie x

JACS%) — funkcja f zmiennej zaznaczonej kropka (przy usta-
lonej wartosci drugiej zmiennej)

flg®) — superpozycja (ztozenie) funkcji f i g

CO°(R™ - R™) — klasa funkcji cigglych z R™ do R™

C¥(R™ - R™) — klasa funkcji ciagtych do k-tej pochodnej wiacznie
zR™do R™

C°([a,b] = R™) — klasa przedziatami cigglych funkcji z [a, b] € R* do

R™ , o skonczonej liczbie punktow niecigglosci
pierwszego rodzaju na (a, b), w punktach nieciagto-
Sci cigglych prawostronnie

%f(x) — pochodna funkeji f: Rt - R?

L) = (% fiG), e fn(x)> ~ pochodna funkcji wektorowej f = (fy, .., f) jednej
zmiennej

d%f () |x=x, — warto$¢ pochodnej funkcji f jednej zmiennej w punk-
cie xg

af (x)

P — i-ta pochodna czastkowa funkcji skalarnej

zmiennych x = (xy, ..., x,) wzgledem x;

e _ (m 6f(x))

) ey

— gradient funkcji f: R™ —» R?

ax ax; axn
fab fo)dx — calka oznaczona (Riemanna) funkcji
f:R*>R?
{x13%2, — ciag elementéw x, i = 1,2, ...
lilm xt — granica ciagu {x‘}2,
xt 2 X — cigg {x}2, zbiezny do ¥
xll,To f(x) — granica funkcji f w punkcie x°
max f(x) — maksymalna warto$¢ funkcji f: A - R! na
zbiorze A
argnjax ) — argument, przy ktorym funkcja f: A > R? osiaga
XE

warto$¢ maksymalng na zbiorze A
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ilelApf (x) = supf(4)

max _Xx;
i€(L,...k}

min f(x)

argmin f(x)

XEA

inf f(x) = inff(4)

— kres gorny obrazu f(A) odwzorowania
f:A->R!

— maksymalna liczba w zbiorze {x4, ..., x; }

— minimalna warto$¢ funkcji f: A —» R* na
zbiorze A

— argument, przy ktorym funkcja f: A > R?
osigga warto$¢ minimalng na zbiorze A

— kres dolny obrazu f(A) odwzorowania
f:A-R?

— transpozycja wektora x

— transpozycja macierzy A

— iloczyn macierzy A i wektora (kolumnowego) x

—iloczyn wektora y (wierszowego) i macierzy A
— macierz odwrotna do kwadratowej macierzy A
— wyznacznik kwadratowej macierzy A

— macierz jednostkowa

— wektor, ktorego wspolrzedne sa jedynkami

— wektor, ktorego i — ta wspotrzedna jest rowna 1,
a pozostale sa rowne 0

— hiperptaszczyzna z wektorem tworzacym (kierunko-
wym) p



ROZDZIAL 1
Stacjonarna gospodarka Gale’a
z pojedyncza magistrala

Tworzenie i podziat produktu jest nicodlgcznym elementem kazdego modelu wzro-
stu. W modelach typu input-output proces produkcji oznacza przeksztatcanie jednej
wigzki towarow zwanych naktadami w inng wigzke towaréw zwang wynikami.
Traktujac taki proces jak swoistg ,,czarng skrzynke” ze znanymi wej$ciami i wyj-
$ciami oraz utozsamiajac wejscia z ponoszonymi nakladami, a wyjécia z wynikami
(produkcja), dziatalno$¢ t¢ interpretujemy jako pewng transformacj¢ ,,naktady —
wyniki”. W skali gospodarki kazdy proces produkcji mozna woéwczas utozsamiac
z parg wektorow, z ktorych pierwszy charakteryzuje zuzycie poszczegolnych towa-
réw (wektor naktadow), a drugi ich produkcje (wektor wynikéw) w okreslone;j jed-
nostce czasu, np. w ciggu jednego roku. W ekonomii matematycznej o wlasnosciach
takich procesow przesadzaja przyjmowane zatozenia o technologii produkcji w go-
spodarce.

W rozdziale 1 przyjrzymy si¢ procesom wzrostu w stacjonarnym, historycz-
nie najstarszym modelu gospodarki typu Gale’a ze stalg (niezmienna w czasie)
technologia produkcji, jednym — okreslonym z doktadnoscig do struktury — opty-
malnym procesem produkcji, towarzyszacym mu stanem roéwnowagi von Neu-
manna i pojedyncza magistrala produkcyjna. Przesledzimy magistralne wtasnosci
procesOw wzrostu optymalnych m.in. w §wietle kryterium maksymalizacji wartos$ci
produkcji (mierzonej w cenach von Neumanna), maksymalizacji zdyskontowanej
uzytecznos$ci produkcji oraz minimalizacji czasu potrzebnego gospodarce na osig-
gni¢cie pozadanego docelowego stanu. Czgs¢ wynikow tego rozdziatu zawieraja

m.in. artykuty [58], [62], [68], [81], [82]; zob. takze [56, rozdz. 5].
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1.1. Przestrzen produkcyjna Gale’a

W gospodarce mamy n réznych towaréw (zuzywanych i/lub wytwarzanych). Przez
x = (x1,,,%, ) = 0 oznaczamy wektor (wierszowy) towaréw zuzywanych w go-
spodarce (wektor naktadéw lub zuzycia), przez y = (4, ..., ¥,) = 0 oznaczamy
wektor towardw wytwarzanych w gospodarce (wektor wynikow lub produkcji)
w pewnej ustalonej jednostce czasu, np. w ciggu roku (R). Wspotrzedne x;, y;
wektorow x,y wyrazone sg w jednostkach naturalnych (JN) charakterystycznych
dla danego towaru, czyli np. w sztukach, kilogramach, litrach etc. (strumienie, wy-
miar: JN/R). Jezeli w $§wietle technologii, ktérg dysponuje gospodarka z wektora
naktadéw x, mozna wytworzy¢ wektor produkcji y, wowczas o parze (x,y) mo-
wimy, ze opisuje technologicznie dopuszczalny proces produkcji. Niepusty zbior
Z  R2™ wszystkich technologicznie dopuszczalnych proceséw produkcji z =
= (x,y) z dowolng metryka p:Z X Z —» Rl (odlegtoécia miedzy procesami
z1,z?% € 7) spetiajaca warunki:

o Vzl,7%2€ Z(p(zl,zz) >0&(p(zt,z8) =0 z' = ZZ)),

o Vvzl,22 € Z(p(z},2%) = p(z%2Y)),

o vz',22,72% € Z(p(24,2%) < p(z',2%) + p(22,2%))
nazywamy przestrzeniq produkcyjng (zbiorem technologicznym). Metryka moze
by¢ kazda dwuargumentowa funkcja spetniajaca powyzsze warunki. W zaleznoS$ci
od potrzeb (np. ze wzgledu na interpretacje wynikow czy prostote/elegancje wy-

wodu) w ksiazce stosujemy jedng z trzech nastgpujacych metryk:

p(z',z%) = |zt — 2%l = /Zi(Zil — z})?

(metryka Euklidesa),

p(zt,z%) = |zt — z?| = miax|zl-1 -z

(tzw. metryka supremalna),
p(z',2%) = |lz' = 2°|| = T} - 27|
(tzw. metryka taksowkowa).
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Z matematycznego punktu widzenia nie ma znaczenia, ktéra z powyzszych
metryk si¢ postugujemy. Wszystkie wywody i wnioski formutowane w ksigzce po-
zostaja aktualne/prawdziwe bez wzgledu na to, czy stosujemy metryke Euklidesa,
supremalng czy taksowkowa. Sa to tzw. metryki rdwnowazne. Piszac dalej ,,prze-
strzen produkcyjna”, mamy zawsze na mysli niepusty zbior dopuszczalnych proce-
sow Z € R?" wraz z jedng z ww. metryk. To, ze wymiary obu wektorow
x=(xq,,,%), V=1, ,Vn) W dopuszczalnym procesie (x,y) € Z sg takie
same, nie oznacza, ze w kazdym procesie wszystkie towary sg jednoczesnie zuzy-
wane i wytwarzane. Jezeli pewien towar nie jest w procesie (x,y) zuzywany (wy-
twarzany), wtedy odpowiednia wspotrzedna wektora naktadow (wynikow) jest po

prostu réwna 0.
A Definicja 1.1. Przestrzen produkcyjng Z € R3™ nazywamy przestrzenig pro-

dukcyjng Gale’a, jezeli spelnia nastgpujace warunki:

(G1) VA=>0V(x,y) € Z(A(x,y) € Z)

(warunek proporcjonalno$ci naktadéw i wynikow).

(G2) v(xhy') € Z v(x?,y?) € Z((xLyY) + (x2,y%) € Z)
(warunek addytywnosci procesow produkcji).

(G3) (x,y)€EZ&x=0>y=0

(warunek ,,braku rogu obfito$ci”).

(G4) V(x,y) EZVx' = x ((x’,y) € Z)
(mozliwo$¢ marnotrawstwa naktadow).

(G5) V(x,y) €ZV0sy <y((x,y)€Z)
(mozliwo$¢ marnotrawstwa wynikow/mocy produkcyjnych).

(G6) v(xLy)€EZi=12,.. ((xi,yi) - ®y) = x%y)€ Z)

(domknigto$¢ przestrzeni produkcyjnej; [14]). A
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Przestrzen produkcyjna Gale’a jest stozkiem wypuktym i domknigtym w R?"

z wierzchotkiem w 0 majacym t¢ wlasnosé, ze:
vx € R? 3y € R}((x,y) € Z).
Odwzorowanie (multifunkcje) a: R} — P(R%}),
a(x) = {yl(x,y) € Z},

nazywamy przeksztatceniem technologicznym w gospodarce z przestrzenig pro-
dukcyjna Gale’a. Przeksztalcenie technologiczne kazdemu wektorowi nakladow
x 2 0 przyporzadkowuje zbidr a(x) wszystkich mozliwych do wytworzenia

(z tych naktadow) wektoréw produke;ji (rys. 1.1).

et

a (:tﬂ) ~

0 f9 X

Rysunek 1.1. Przestrzen produkcyjna Z © R2 i obraz a(x?) przeksztalcenia technologicznego
(multifunkcji) a: R - P(RL) w punkcie x°
Zrodto: wszystkie ryciny w opracowaniu autora

m Twierdzenie 1.1. Jezeli Z jest przestrzenig produkcyjng Gale’a, wowczas prze-

ksztatcenie technologiczne a(+) ma nastepujgce wiasnosci:

(i) Vi=0vx = O(a(/'lx) = /'la(x)).
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(2i) vxt 20 vx? 2 0 (a(x?) + a(x?) < a(x! + x?)).
(i) a(0) = {0}.

(@4i) Vx Z 0Vy € a(x) vx' Z x (y € a(x")).

(Gi) vxZ0Vvy €ea(x)VOSy =y (y €alx)).

(6i) Vx = 0 zbior a(x) jest niepusty, zwarty (ograniczony i domkniety w R™)

oraz wypukty.

(7i) Przeksztalcenie a(-) jest polciagte, tzn. spelnia nastepujace warunki:

e VX=0 V{(xi,yi)}zl (yi € a(x’) & (x},yY) SEy)=>7ye€ a(i))
(potciaglos¢ z gory),
e VXZ0VyEaX) ‘v’{x"}i=1 (xi 2% = 3yl € a(x?) (yi —l>37)>
(potciagtosc z dotu).
Dowéd. (i) Jezeli A = 0, to zgodnie z warunkami (G1), (G3):
Vx 2 0(a(Ax) = a(0) = a(x) = 0).
Jezeli A > 0, to zgodnie z (G1) Vx = 0 zachodzi nastepujacy ciag tautologii:
1 1 1
yvea(lx) ® x,y) €EZ = A(x,;y) €Ele (x,zy) €ZoyE alx) &
< y € da(x).
(2i) Niech y € a(x!) + a(x?). Zatem:
Iyt €a(x?) y? €alx®) y =y +y?).

Poniewaz y! € a(x!), y? € a(x?), wiec (x%,y?) € Z, (x?,y?) € Z. Wodwczas,
zgodnie z (G2) (x! + x%,y +y?) € Z,czyliy = y' + y? € a(x! + x?). Docho-

dzimy do wniosku, ze:
vy € (a(x) + a(x®))(y € alx* + x?)),
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lub inacze;j:
a(x)) + a(x?) € a(x! + x?).
(3i) Wiasno$¢ wynika wprost z warunku (G3).

(4i) Niech y € a(x), czyli (x,y) € Z. Wezmy dowolny wektor naktadow x’ = x.
Wowcezas zgodnie z (G4) (x',y) € Z, czyliy € a(x").

(5i) Podobnie, jezeli y € a(x) (rownowaznie (x,y) € Z) oraz 0 =y' =y, to

zgodnie z (G5) (x,y") € Z, tj. y' € a(x).

(6i) Zbiory a(x) sa niepuste, gdyz Vx = 0 (0 € a(x)).

(Ograniczonosé) Zbior a(0) jest ograniczony zgodnie z (3i). Zatdézmy, ze dla pew-
nego wektora x > 0 zbior a(x) jest nicograniczony, czyli:

3, (v € aglly] - +oo).

Woéwczas Vi ((x,yi) eEZ ), a poczawszy od tego wyrazu i = i, ciggu {yi}zl od

ktérego ||yl|| > 0:
Py o (x v i (]| =
(§n%) = (2 ) € 2 €' = 0 oraz vi([ln| = ).

Ciag {r)i}zi jest ograniczony, wiec istnieje podciag {r)if };11 zbiezny do pewnego
wektora ] = 0, [|7]] = 1. Wowczas (Eii,nif) — (0,7) oraz fj # 0. Poniewaz prze-
j

strzen produkcyjna Z jest zbiorem domknietym w R?", wiec (0,7]) € Z, co jest
sprzeczne z warunkiem (G3) definicji 1.1. Tym samym zbidr a(x) jest ograni-

czony.

(Domknietosé) Wezmy dowolny wektor naktadéw x = 0 i cigg wektoréw produk-

cji y'€a(x), i=1,2,.., zbiezny do y . Woéwczas Vi ((x,yi) EZ) oraz
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(%, y%) 2 (x,¥). Zbior Z jest domkniety w R?™, wiec (x,y) € Z, czyli ¥ € a(x).

Stwierdzamy, ze Vx = 0 zbior a(x) jest domknigty w R™.

Poniewaz Vx = 0 zbidr a(x) jest ograniczony i domknigty w R™, wiec jest

zwarty.

(Wypuktosé) Niech y1,y? € a(x), gdzie x jest dowolnym nieujemnym wektorem

naktadéw. Woweczas:

Va,f =0 (a + B =1>ay'+ By? € {aa(x) + Ba(x)} = alax) + a(Bx) S
c a(x)),

co dowodzi wypukltosci obrazu a(x) w kazdym punkcie x = 0.

(7i) (Potciggtosé z gory) Wezmy dowolny cigg takich procesow {(xi, yi)}zl, ze

yte a(x‘) oraz (x‘,yl) - (%,¥). Wtedy Vi ((xl,yl) € Z), a poniewaz przestrzen

produkcyjna Z jest zbiorem domknigtym, wiec (X, ¥) € Z, czyli ¥ € a(X).

(Pélcigglosé z dotu) Niech y € a(x). Wezmy cigg nieujemnych wektoréw {xi}

e
i=1

zbiezny do X. Rozpatrzymy kolejno dwa przypadki: X = 0 oraz ¥ = 0.

Jezelix = 0,to y = 0. Poniewaz:
V{xi}zl (0 € a(xi)),

wiec warunek polciagloscei z dohu jest spetniony, gdy w charakterze ciggu {yi}zl
wezmiemy cigg ztozony wylgcznie z wektoréw y* = 0.
Niech teraz X = (Xy, ..., X,) = 0 oraz X, > 0, Xy, >0, j < n. Poniewaz
xt = ¥, wigc:
l
3¢ € (0,1) 3i, Vi > i, (x;;1 >0,.,x5, >0 & x'Z(1- 5)3?).
Z zatozenia y € a(x) (réwnowaznie (X,y) € Z), wigc w my$l (G1):
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(1-9x(1-¢e)y)EZ.
Niechdlai > i,:
& = ml?x|x,‘; - ik|.
Wtedy:
g 0&Vi 20 ((x,(1- sl-))_/)) €7z,
l
czyli:
Vi> i, (yi €a(x') & (x',y") > & }7)),
gdzie y' = (1 — &)7¥.
W charakterze pierwszych i, wyrazow ciggu {yi}zl mozna wzia¢ dowolny
cigg wektoréw produkcji y* € a(xi), i=1,..,1i.. Wektory takie istnieja, gdyz
Vx 2 0 zbiory a(x) sg niepuste. Moga to by¢ np. wektory:

yi=arg min |ly=7ll, i=1,..,i
yea(xt)

(dla kazdego i zadanie to ma rozwigzanie na mocy twierdzenia Weierstrassa o ist-

nieniu maksimum funkcji cigglej na zbiorze zwartym). Warunki definicji spetnia
wowczas cigg {yi}zlz
yiz { 7, i=1.,0
1-¢g)y, i=i.+1i.+2,...

Pierwsze trzy wlasno$ci odwzorowania a(-), o ktorych mowa w twierdzeniu,
nawigzuja do klasycznego pojecia odwzorowania liniowego, dlatego procesy pro-
dukcji charakteryzujace si¢ tymi wiasno$ciami nazywa si¢ liniowymi. Wiasnos¢
(4i) uogolnia klasyczne pojecie funkcji monotonicznie rosnacej. Obraz multifunkcji

a(-) w punkcie x zgodny z (5i) przedstawia rysunek 1.2.

24 Rozdziat 1



Rysunek 1.2. Obraz a(x®) ¢ RZ multifunkcji a: RZ —» P(R%) w punkcie x°

1.2. Technologiczna i ekonomiczna
efektywnos¢ produkgji

Niech Z © R2"™ bedzie przestrzenig produkcyjng Gale’a. Jezeli (x,y) € Z oraz
(x,¥) # 0, to wobec (G3) x # 0. Interesujg nas tylko takie niezerowe procesy

(x,y) €Z.
Liczbe:
a(x,y) = max {a|ax = y}

nazywamy wskaznikiem technologicznej efektywnos$ci procesu (x,y) # 0. Funk-

cja a(+) jest okreslona i dodatnio jednorodna stopnia 0 na Z\{0} oraz:

y"zo).

Xi

v(x,y) € Z\{0} (a(x, y) = miin
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m Twierdzenie 1.2. (i) Jezeli zbior Z c R2™ jest przestrzenig produkcyjng Gale’a

(spelnia warunki (G1)-(G6)), to:

3.5 € 2 (a5 = D= anz0)
*xy) a(x,y) (x‘yrgleazf{o}a(x y) =ay

(2i) Jezeli ponadto zachodzi warunek:
(G7) vie{l,..,n} 3(x4,y") € Z (v} > 0),
wowczas ay > 0.

Dowod. (i) Poniewaz funkcja a(-) jest dodatnio jednorodna stopnia 0, wiec roz-

wigzanie zadania:

max a(x,
B 1y 107

istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje rozwigzanie zadania:

max _a(x,y), 1.1
max (x,y) (1.1)

gdzie:
QD) ={(x,y) € Z|llx|l = 1}.

Zbior Q(1) jest zwartym (ograniczonym i domknigtym) podzbiorem R?™. Istotnie,
wezmy dowolny cigg proceséow (x%,y') € Q(1) € Z,i=1,2,... Zalézmy, ze
i i . i s it = away (i vl
||x Y || 2 +00, wowczas ||y || 2 +oo, gdyz VL(||x || = 1). Poniewaz (x Y ) €
€ Z, wiec zgodnie z warunkiem (G1) — poczawszy od tego wyrazu i = i, ciggu,

od ktérego wektor n  jest okreslony (tzn. ||yt|| > 0) - takze (&%, 7') € Z, gdzie

i xl i yioo, .. i ; .
fl:m, T}l:m,l=LO,lo+1,....Wthyfl—i>0, ||r]‘||=1,czyh:

i i® i: i: _
3{61,771}].:1(5170,7717 ] ¢0)
oraz (0,7) € Z (gdyz przestrzen produkcyjna Gale’a jest zbiorem domknigtym),

co jest sprzeczne z warunkiem (G3). Tym samym zbidr Q(1) jest ograniczony.
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Niech teraz (x%,y') € Q1) € Z,i=1,2...., (x},yY) 2 (x,¥). Wowczas ||X]| =

=1 oraz (X,y) € Z, wiec (%,y) € Q(1).
Zbidér Q(1) jest zatem takze domkniety, wiec jest zwarty. Zadanie (1.1) jest
rownowazne z zadaniem:

max _a, (1.2)
aca(Q(1))

gdzie a(Q(l)) = {(x|3(x, y) € Q(l)(a = a(x, y))} c Rl. Rownowaznosé rozu-
miemy w tym sensie, ze proces (X, ) jest rozwigzaniem zadania (1.1) wtedy i tylko
wtedy, gdy liczba & = a (X, ¥) jest rozwigzaniem zadania (1.2). Pokazemy, ze zbior

a(ﬂ(l)) jest takze zwarty (ograniczony i domkniety w R1).
(Ograniczonosé) Zatbzmy, ze zbidr a(Q(l)) jest nieograniczony, czyli:

I{a;}2, (ai € a(Q(l)) & «a; - +00).
Wowczas:

El{xi,yi}:il (yi = a;x', (x4, y") € Q(1) c Z,

il = 16 = 1.2, 5] +0)

i postepujac analogicznie jak przy dowodzie zwartosci zbioru Q(1), dochodzimy
do konkluzji, ze do przestrzeni produkcyjnej Z nalezy proces (0,7) z wektorem
71 # 0, co jest sprzeczne z warunkiem (G3). Tym samym zbior a(Q(l)) jest ogra-

niczony.

(Domknigtosé) Niech a; € a(Q(1)),i=1,2,.., oraz a; - @. Wiedy:

3], (Il = 18t ) € (D).
Poniewaz Vi(”xi” = 1), wigc:

3}, (Il = 1 - %, 1zl = 1),
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tzn. (xif, al-jxif) - (x,ax) € Q(1), gdyz zbioér Q (1) jest zwarty. Tak wiec @ €
j
€ a(QD).

Zbior a(Q(l)) jest ograniczonym i domknietym, a wigc zwartym podzbio-

rem R1, czyli zawiera swoj kres gorny:
Aay € a(Q(1) Va € a(Q(1))(ay = a = 0),

zatem:

EI)?,'EQl((z =a(x,y) = max a(x, 20).
(%3 € o) (ay = a®y) = max alxy)

(2i) Jezeli (x,y) = ?=1(xi, yi) i procesy (xi, yi) spetniajg warunek (G7),
wtedy (x,y) € Z (zgodnie z (G2)) orazy = Y, y* > 0, czyli a(x,y) > 0. Stad

ay = alx,y) > 0. ]

Gospodarke z przestrzenia produkcyjng Z spetniajaca warunki (G1)-(G7) na-
zywamy gospodarkg Gale’a. Proces (X,y) € Z, dla ktorego a(X,y) = ay > 0,
nazywamy optymalnym procesem produkcji. Liczbe a nazywamy optymalnym

wskazinikiem technologicznej efektywnosci produkcji.

Uwaga 1. Warunki (G1)-(G6) nie wykluczaja nierealistycznej sytuacji, gdy
ay = 0. W gospodarce nie ma wowczas w ogodle procesu z dodatnig technologiczng
efektywno$cia. Sytuacja taka moglaby zaistnie¢, gdyby np. lista towaréw wytwa-
rzanych byla krétsza od listy towarow zuzywanych. Warunek (G7) wyklucza taka

ewentualnos¢.

Uwaga 2. Funkcja a(+) jest dodatnio jednorodna stopnia 0, wiec w szczegolnoSci,

jezeli a(X,y) = ay > 0, to:
V1> 0 (a(x,y) = a(Ax, 1Y) = ay > 0).

Reasumujac, w gospodarce Gale’a spetniajacej warunki (G1)-(G7):
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e istniejg optymalne procesy produkcji,
e kazdy optymalny proces produkcji jest okreslony z doktadnoscia do struk-

tury (mnozenia przez dowolng statg dodatnia).

Uwaga 3. Gdyby funkcja a(-) byla ciggta na (zwartym) zbiorze Q(1) (rbwnowaz-
nie na Z\{0}), wtedy przy dowodzie twierdzenia 1.2 wystarczytoby skorzysta¢
z twierdzenia Weierstrassa o istnieniu maksimum funkcji cigglej na zbiorze

zwartym oraz tego, ze:

(x,y)

max _a(x,y).

max «a =
(x,y)ez\{o} (x,y)eq(1)

Funkcja a(+) jest ciagta na zbiorze int (1), natomiast moze by¢ nieciagta na jego

brzegu.

Przyklad. Niech:

Z={(x,y)|lx =vAy =vB;v = 0},

gdzie:
01 02
11 12
A= 10 :B = 00 , X = (lexZ)J y = (Y1:y2), v = (Ul,UZ,U3,U4).
01 00

Tak zdefiniowany zbior jest przestrzenig produkcyjng Z € R spetniajacg warunki
(G1)-(G7) (jest to stozek wieloscienny z wierzchotkiem w 0). Optymalnym proce-

sem produkcji jest wektor:
(x,y) = (%, %2, ¥1,52) = (0,1,0,2) € (1) = {(x,¥) € Z|lIx]| = 1}.
Jego technologiczna efektywno$¢:
a(x,y) = 2.

Jednoczesnie 3{x?, yi}zlz
&) = (e m) € O,

i+1’i+1 i+
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(Xi, yl) _l) (0'11012) = (f' 37)

oraz Vi (a(xi,yi) = 1), czyli lim a(xi,yi) =1. W punkcie (%,y) = (0,1,0,2)
l

funkcja a(+) jest wiec nieciagta. Twierdzenie 1.2 dowodzi, ze w gospodarce Gale’a

(z przestrzenig produkcyjng spetniajgca warunki (G1)-(G7)) istniejg optymalne

procesy produkcji nawet gdy funkcja a(-) niekonieczna jest ciagta wszedzie na

Z\{0}).

1.3. Rbwnowaga von Neumanna

Wezmy proces (x,y) € Z oraz n-wymiarowy wektor (wierszowy) cen towarow

p = (p1, .., Pn) = 0. Liczbe:

(p,y)
(p, x)

B(x,y,p) =

(tam, gdzie jest okreslona) nazywamy wskaznikiem ekonomicznej efektywnosci
procesu (x, y) przy cenach p. Funkcja B (-, p) jest ciggta tam, gdzie jest okreslona.
Wszedzie, gdzie funkcje a(-), B(-,p) sa kreslone, zachodzi nierdéwnos¢:

a(x,y) < B(x,y,p),

tj. bez wzgledu na ceny p = 0 technologiczna efektywno$¢ dowolnego procesu
(x,y) € Z jest nie wyzsza od jego efektywnosci ekonomiczne;j. Istotnie, poniewaz
a(x,y) = max {a|ax = y}, wigc oczywiscie takze a(x,y)x =y, czyli a(x,y) <
B(x,y,p) wszedzie tam, gdzie (x,y) # 0 oraz (p, x) # 0.

O szczegdlnym stanie gospodarki, w ktorym dochodzi do zrownania efektyw-
nosci technologicznej produkcji z efektywnoscig ekonomiczna, méwi nastepujaca

definicja.

A Definicja 1.2. O procesie (%,y) € Z, wektorze cen p = 01 liczbie @ > 0 mo-
wimy, ze charakteryzuje gospodarke Gale’a w réwnowadze von Neumanna, jezeli

zachodzg nast¢pujace warunki:
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ax =7, (1.3)

V(x'J’) €Z ((ﬁl}’) - (Z(ﬁ,x> < 0): (14)
(p,y)>0. (1.5)
A

Wektor p nazywamy wektorem cen réwnowagi (lub wektorem cen von Neu-

manna). Aby przyblizy¢ istote tej definicji, udowodnimy nastepujace twierdzenie.

m Twierdzenie 1.3. Jezeli gospodarka Gale’a jest w rownowadze von Neumanna,

to:

(i) Liczba a w definicji 1.2 jest wskaznikiem technologicznej efektywnosci procesu
(x,5):
a=a(x,y)>0.

(2i) Ekonomiczna efektywno$¢ procesu (%,y) (przy cenach rownowagi p) jest

rowna jego efektywnosci technologiczne;j:
B(x,y,p) =a(x,y) >0
oraz:
B(x,y,p) < a(%,y)
wszedzie, gdzie funkcja B (-, p) jest okreslona.

(3i) Jezeli (&1, y1), (%2, ¥2) sg procesami produkcji w rownowadze von Neumanna

z cenami p i technologiczna efektywnoscia a, to proces:
(.9_6, }7) = Al(fll}_ll) + AZ(J_CZJ 372)9

gdzie 14, 1, = 0 oraz A; + A, > 0, tez jest procesem produkcji w rownowadze

von Neumanna z tymi samymi cenami i t3 sama technologiczng efektywnoscia.
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(4i) Jezeli p jest wektorem cen réwnowagi, to VA > 0 rowniez Ap jest wektorem

cen rOwnowagi.
(5i) Prawdziwe sg implikacje:
ax; <y =>p; =0,
p;> 0= ax; = y;.
Dowad. (i) Jezeli @ # a(x,y), to w swietle (1.3) 0 < a < a(X,y), wigc:
Vi(y; > 0= ax; < y;).

Réwnoczesnie z (5i) (dowod przeprowadzimy za chwilg) wynika, ze jezeli zachodzi

ten warunek, to p; = 0. Zatem:
Vi(y;=0vp; =0),
tj. (p, ¥) = 0 wbrew (1.5). Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze @ = a (X, y).
(2i) Mnozac obie strony nierownosci (1.3) przez wektor cen p dostajemy:
a(p,x) < (p,y),
natomiast zgodnie z (1.4):
a(p,x) = (p,y),
zatem:
a(p,x) = (p,¥)-
Poniewaz (p,y) > 0 (w mysl (1.5)), wiec takze (p, x) > 0, czyli:

75_
%)

a=a(xy) = =p(x,y,p) > 0.

'13 1

Réwnoczesnie z warunku (1.4) wynika, Ze:

v(x,y) € z<<p,x> 0= f(yp) =0 <a=a y))
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(3i), (4i) Dowodd pomijamy, wymaga prostego sprawdzenia warunkow (1.3)-(1.5).

(5i) Zatézmy, ze ax; < y; oraz p; > 0. Mnozac obie strony nierownosci (1.3) przez

wektor cen rownowagi p, otrzymujemy woOwczas nierownosc:
a(p,x) <(p,¥),

ktora jest sprzeczna z (1.4). Jezeli zatem aX; < y; to p; = 0, czyli (robwnowaznie)

_]eZGll ﬁi > 0, to afi = _')_/l'. |

Réwnowaga von Neumanna oznacza takie proporcje produkcji oraz takie
ceny, przy ktorych ekonomiczna efektywnosé produkeji jest rowna efektywnosci
technologicznej. Ekonomiczna efektywno$¢ kazdego innego procesu przy cenach
rownowagi jest nie wyzsza od ekonomicznej efektywnosci procesu w rownowadze.
Ceny i procesy produkcji w rownowadze sg okreslone z doktadnoscig do struktury
(mnozenia przez dowolng stalg dodatnia). Jezeli technologiczna efektywno$¢ pro-
dukcji i-tego towaru w rownowadze jest wyzsza od technologicznej (oraz ekono-
micznej), efektywnosci catego procesu (X, y):

a(%y) =% > az3)

(w szczegolnosci, gdy a;(%,y) = % = 400, co moze mie¢ miejsce, jezeli X; = 0
i
oraz y; > 0), oznacza to, ze towar taki jest wytwarzany ,,w nadmiarze” i wtedy jego
cena p; = 0.
O liczbie stanow rownowagi von Neumanna z roznymi wskaznikami techno-

logicznej efektywnosci @ mowi nastgpujace twierdzenie.

m Twierdzenie 1.4. W gospodarce Gale’a liczba stané6w réwnowagi von Neu-
manna z réznymi wskaznikami technologicznej efektywnosci a nie przekracza

liczby towardw.

Dowéd. Niech {a’, (x',y"),p'}, {a”,(x",y"),p"} beda dwoma stanami réwno-

wagi ze wskaznikami a’ > a''. Z (1.5) wynika, Ze:
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3i(y{ > 0,p; > 0) & Fj(y;' > 0,p} > 0),
a stad, w mysl twierdzenia 1.3(51):
a'x{ =y]>0,a"x]' =y >0. (1.6)

Zgodnie z (1.3):

i poniewaz a’ > a'', wigc:

a’x' <y (1.7)
W szczegodlnosci, zwazywszy na (1.6):

a''x; <yj. (1.8)
Wezmy stan roéwnowagi {a”, (x",y'"), p"'} i zalézmy, ze:

p; > 0. (1.9)
Zgodnie z warunkiem (1.4) definicji 1.2:
(", y") < a’(p",x'),

natomiast mnozac obie strony nierownosci (1.7) przez wektor cen p”’, zwazywszy

na (1.8), (1.9), dostajemy:
(p",y")>a"(p",x').

Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze p;’ = 0, a to oznacza, ze i # j. Plynie stad
whniosek, ze istnieje nie wigcej niz n stanéw rdwnowagi von Neumanna z réznymi

wskaznikami technologicznej efektywnosci. |

Zgodnie z twierdzeniem 1.2 w gospodarce Gale’a (z przestrzenia produkcyjna
spetniajgcg warunki (G1)-(G7)) istnieje (optymalny) proces produkcji (X,¥) ze

wskaznikiem technologicznej efektywnosci:
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ay = a(x,y) = . yn)rleazg{o}a(x, y) > 0.

Rodzi si¢ pytanie, czy gospodarka taka moze w rownowadze osiggnac te op-
tymalng efektywno$¢ produkcji? Doktadniej: czy i kiedy w gospodarce Gale’a ist-
nieje stan rownowagi von Neumanna z optymalnym wskaznikiem technologicznej

efektywnos$ci ay, (optymalny stan rownowagi von Neumanna)?

m Twierdzenie 1.5. (i) Jezeli zachodzg warunki (G1)-(G7), to w gospodarce Gale’a
istnieje optymalny proces produkcji (X,¥) € Z oraz ceny p = 0 spelniajace
warunki (1.3), (1.4) definicji 1.2 ze wskaznikiem technologicznej efektywnosci
a=a(Xx,y)=ay>0.

(2i) Jezeli ponadto istnieje taki skonczony cigg procesow (zi_l,zi) EZ,
i=1,..,k,ze:

2=y &zF >0,
to zachodzi réwniez warunek (1.5) definicji 1.2. Wowczas trojka {ay, (X,5), D}

charakteryzuje gospodarke w rdwnowadze von Neumanna.

Dowad. (i) Wezmy dowolny optymalny proces produkcji (X,y) € Z (przy przyje-

tych zatozeniach proces taki istnieje). Wowczas:

ayx =Y, (1.10)

tym samym zachodzi warunek (1.3). Utworzmy zbior:
C={ceR"c=ayx—y, (x,y) € Z}.

Zbiodr ten jest stozkiem wypukltym w R™ z wierzchotkiem w 0 (jako liniowy obraz
stozka Z) niezawierajagcym wektorow ujemnych. Istotnie, zatézmy, ze:
Ax,y) e Z(c' = ayx' —y' <0).
Wowczas:
3" >0 (aM

= max alx,y)=alx,y)=a +s’),
. . (x,y) Zalx',y") = ay
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co jest oczywiscie niemozliwe (przeczy definicji optymalnego wskaznika techno-

logicznej efektywnosci ay,). Poniewaz przestrzen produkcyjna Z zawiera procesy

(e},0), i =1,...,n), wicc:
ct=ayet—0=1(0,..,ay,..,00€EC,i=1,..,n

(w wektorze ¢! liczba a;, znajduje si¢ na i-tym miejscu). Z twierdzenia o hiper-

plaszczyznie oddzielajacej wnioskujemy, ze:
dp #0Vc e C{p,c)=0),
w szczegolnosci:
(p,cty=ayp; =0, i=1,..,n,
czyli p = 0. Z drugiej strony:
Ve e C({p,c) = (p,ayx —y) 2 0),
zatem:

V(x:}’)EZ((ﬁ:Y)‘“M(ﬁ'x)SO), (lll)

tzn. zachodzi warunek (1.4).
(2i) Z zatozenia:
El{zi}roOO ((zi‘l,zi) €Zi=1,..,k z°=y & zF> O).
Wtedy, zgodnie z (1.4):
P,z < aydp,ztY), i=1,..,k.

Poniewaz p = 0 (nieujemny wektor p zawiera elementy dodatnie) oraz z* > 0,

wiec:
0 < (P, z%) < ay(p, 2" 1) < - < af(p, 2°) = af(p, 7)

i spelniony jest warunek (1.5). [
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O trojce {ay, (X,¥) ,p} spehniajacej warunki twierdzenia 1.5 méwimy, ze
tworzy optymalny stan rownowagi von Neumanna w gospodarce Gale’a. W stanie
takim dochodzi do zréwnania efektywnos$ci ekonomicznej produkcji z jej efektyw-
nos$cig technologiczng na najwyzszym mozliwym do osiggni¢cia poziomie. W teorii
gier jest to rozwigzanie gry dwuosobowej, ktorej stronami sg technologia (odpo-
wiedzialna za wybor procesu produkcji) oraz ekonomia (decydujaca o cenach).

Jezeli istnieje optymalny proces (¥,y) € Z, w ktorym wektor produkcji y
jest dodatni, wtedy przestrzen produkcyjng Z nazywamy regularng. Gdy wektor y
w optymalnym procesie (X,y) € Z nie jest dodatni, ale (jak w twierdzeniu 1.5(2i))

istnieje taki skonczony cigg procesow (zi_l,zi) €Z, i=1,..,k, ze:
2=y &z¢F >0,

wowczas przestrzen produkcyjng Gale’a nazywamy stabo regularng. W przypadku
regularnej przestrzeni produkcyjnej warunki twierdzenia sg spetnione w sposob try-
wialny (dla k = 1), tzn. w gospodarce Gale’a z regularng przestrzenig produkcyjng
optymalny stan réwnowagi von Neumanna istnieje zawsze. Zbedny jest wowczas
warunek (G7). Spelnia go bowiem sam optymalny proces (%, ). Rownoczesénie nie
istnieje inny stan rownowagi {a’, (X', y"),p'} ze wskaznikiem a’ # a,,. Istotnie,
zal6ézmy, ze stan taki istnieje. Wowczas a’ < ay, czyli a’x < y, a stad (p', y) >
> a'(p’', X), co jest sprzeczne z warunkiem (1.4) definicji 1.2.

Bez dodatkowych warunkéw nie jest natomiast wykluczone istnienie opty-
malnych stanéw réwnowagi von Neumanna {a,, (X1, ¥1),p}, {ay, (X2 ¥2),p}
z takim samym optymalnym wskaznikiem technologicznej efektywnosci ay > 0
icenami p = 0 oraz réznymi (co do struktury) procesami produkcji (!, ¥1),
(x2,¥2). Szczegolny przypadek, gdy w gospodarce Gale’a istnieje jeden (opty-
malny) stan rownowagi von Neumanna z jednoznacznie — z doktadnoscig do struk-

tury — okre$§lonym procesem produkcji (X,¥) w rdéwnowadze, przedstawiono
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w punkcie 1.5. Przedtem sformutowane jednak zostang warunki istnienia optymal-
nego stanu roéwnowagi w gospodarce Gale’a bez zatozenia o stabej regularnosci

przestrzeni produkcyjnej Z, ktdre grato kluczowa rolg w twierdzeniu 1.5 (2i).

1.4. Alternatywny warunek

istnienia optymalnego stanu rownowagi

Optymalne stany rownowagi von Neumanna sg dlatego interesujace, ze w takich
stanach gospodarka osigga najwyzsza efektywno$¢ technologiczng produkcji ayy,
ktorej réwnoczesnie towarzyszy najwyzsza efektywno$¢ ekonomiczna (réwna
efektywnosci technologicznej). Nie znaczy to, ze maksymalng efektywno$¢ ekono-
miczng gospodarka Gale’a bez dodatkowych warunkéw moze osiggac tylko w row-
nowadze. Aby wykluczy¢ sytuacje, w ktorej pewien proces produkcji wyrdznia si¢
najwyzszg efektywnoscig ekonomiczng, mimo iz nie towarzyszy mu (rownie) wy-
soka efektywnos$¢ technologiczna, wystarczy zatozy¢, ze poza dotychczasowymi

warunkami (G1)-(G7) spekiony jest jeszcze nastgpujacy warunek:
(G8) Jezeli p = 0 jest wektorem cen, przy ktorych zachodzi warunek (1.4), to:
V(x,y) € Z(a(x,y) < ay = 0 < (p,y) < au(p,x)),
czyli:
V(x,y) € Z (a(x,y) < ay = B(x,y,p) < au).

Rownowaznie, jezeli p = 0 jest wektorem cen, przy ktorych zachodzi warunek

(1.4), to:
V(x,y) € Z(ﬁ(x:y;ﬁ) = ay = a(x'Y) = aM)-

Warunek glosi, ze w gospodarce Gale’a nie osiaga maksymalnej efektywno-
$ci ekonomicznej proces, ktéremu nie towarzyszy najwyzsza efektywno$¢ techno-

logiczna.
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m Twierdzenie 1.6. Gdy zachodza warunki (G1)-(G8), wtedy kazda trojka
{ay, (%,%),D0} z optymalnym procesem produkcji (X,¥) € Z i cenami p = 0 two-
rzy optymalny stan rownowagi von Neumanna (spetnia warunki (1.3)-(1.5) defini-

cji 1.2 ze wskaznikiem technologicznej efektywnosci @ = ay,).

Dowéd warunkéw (1.3), (1.4) przebiega analogicznie jak dowod twierdzenia 1.5(i).
Aby wykazaé, ze zachodzi takze warunek (1.5), wezmy dowolny optymalny proces
produkcji (%,y) € Z. Wowczas z (1.10), (1.11) otrzymujemy (p, ) = ay(p, X) =

= 0 oraz zgodnie z definicjg procesu optymalnego:

% 7) = min 2 = Yk —
Ak (a(x,y) =minT =2"=ay > O).

Niech ¥ = X + e, gdzie e* = (0, ...,1, ...,0) jest n-wymiarowym wektorem z k-ta
wspOlrzedng rowng 1. Para (%, y) jest procesem dopuszczalnym (zgodnie z (G4)),

ale nie optymalnym, gdyz a(%,y) < ay. Wtedy, zgodnie z (G8):

D, y) < an(p,X). (1.12)
Zatozmy, ze (p,y) = 0. Zatem p,, = 0, czyli (p, X) = (P, X) oraz (w $wietle
(1.10)) (p, x) = 0. Zwazywszy na (1.12), dochodzimy wowczas do sprzecznos$ci:

Otrzymana sprzeczno$¢ prowadzi do wniosku, ze (p,y) > 0, a wiec zachodzi wa-

runek (1.5). |

Uwaga 1. Przy dowodzie twierdzenia 1.6, w odréznieniu od dowodu twierdzenia
1.5, nie jest wymagana regularnos$¢ (staba regularno$¢) przestrzeni produkcyjne;.
Zastepuje ja warunek (G8), ktory (podobnie jak postulat stabej regularno$ci gospo-

darki) gra istotng role przy dowodzie warunku (1.5).

Uwaga 2. Jezeli zachodzi warunek (G8), to w optymalnym stanie rownowagi von
Neumanna {ay, (X,y),p} ceny p sg dodatnie. Faktycznie, poniewaz (0,0) € Z,
wiec zgodnie z (G4):
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vie{1,..,n}(e’,0) € Z,

gdzie e! = (0, ...,1, ...,0) jest n-wymiarowym wektorem z jedynka na i-tym miej-

scu, a(e’,0) =0, i = 1,..,n. Wéwczas, w mysl (G8):

vi(0 = (p,0) < aw(p, e’y = anpy),
czylip > 0.

Uwaga 3. Poniewaz w gospodarce Gale’a spetniajacej warunek (G8) ceny p sa do-
datnie, a wektor produkcji ¥ w kazdym optymalnym procesie (X,y) € Z jest co
najmniej potdodatni, zatem {p, y¥) > 0. W ten sposdb, w Swietle uwagi 2, dostajemy

prosta alternatywna wersje dowodu twierdzenia 1.6.

1.5. Magistrala produkcyjna

(promien von Neumanna)

WezZmy optymalny proces produkcji (%, ) € Z w gospodarce Gale’a z przestrzenia
produkcyjng Z spetniajacg warunki (G1)-(G7). Poniewaz ay X = y, zatem zgodnie
z (G4) (%, apx) € Z, wige istnieje w szczegdlnosei takze optymalny proces pro-

dukcji (x, ) € Z, w ktérym:

y=ayx = 0. (113)
Wowczas:
y ayx X _
o em¥ _ % _ oo
1= w5 20 (1.14)
(I5]l = 1). Pétprosta:
N = {A5] 1 > 0} (1.15)

nazywamy magistralg produkcyjng (promieniem von Neumanna). Wektor § cha-
rakteryzuje strukturg naktadéw i produkcji w optymalnym procesie spetniajgcym
warunek (1.13) oraz (rownocze$nie) strukture produkcji na magistrali N. W gospo-

darce Gale’a magistrala produkcyjna istnieje przy tych samych warunkach, przy
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ktérych istnieje optymalny proces produkcji. Jej fundamentalne znaczenie, obecne
w catlej ksigzce, stanie si¢ jasne po przejsciu do dynamiki ekonomicznej (punkt 1.6
i nast.). Natomiast ponizszy warunek zapewnia jednoznaczno$¢ (istnienie doktad-

nie jednej) magistrali produkcyjne;j:
(G9) V(x,y) €EZ\{0}(x € NVy & N = a(x,y) < ay).
Roéwnowaznie:

V(x,y) € Z(a(x,y) =ay =>x €N &y €N).
Mowi o tym nastepujace twierdzenie.

m Twierdzenie 1.7. W gospodarce Gale’a z przestrzenia produkcyjna spetniajaca

warunki (G1)-(G7) oraz (G9) istnieje doktadnie jedna magistrala produkcyjna.

Dowéd. Istnienie magistrali N zapewniajg warunki (G1)-(G7), magistrala istnieje
bowiem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje optymalny proces produkcji (X, y) € Z
z technologiczng efektywno$cia a(%,y) = ay > 0; zob. punkt 1.2 (twierdze-
nie 1.2).

Zalézmy, ze istniejg dwie magistrale:
N = {A5| 1 > 0},
N' ={A5'| 2 > 0}.

Wowcezas N N N' = @ (jezeli bowiem NN N’ # @,to N = N') oraz:

v
(@]
Qo
vl
~—

3xy) eZ(aui=7

3%, 5" EZ(aMp?’=37’2 0 &i—g'), (1.16)

%1l

X, YyEN, X',y'€N', §+5', czylix' ¢ N oraz y' & N.

Jednocze$nie a(%,y) = a(x',y') = ay > 0. Jezeli wiec poza magistralg N ist-

nieje magistrala N', to:
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A(x,y)eZ(x,y € N& a(X,y") = ay),
co pozostaje w sprzecznosci z (G9) i zamyka dowad. ]

Uwaga 1. Warunek (G9) glosi, ze technologiczna efektywnos¢ jakiegokolwiek do-
puszczalnego (niezerowego) procesu (x,y) poza magistralg (tj. procesu, w ktorym
struktura naktadow i/lub produkcji r6zni si¢ od magistralnej) jest nizsza od opty-
malnej. Jezeli warunek ten nie jest spetniony, wtedy w gospodarce Gale’a moze
istnie¢ wigzka promieni von Neumanna, ktora nazywamy wielopasmowq magi-

stralg produkcyjng.

Uwaga 2. Warunki (G1)-(G7), (G9) zapewniaja istnienie i jednoznaczno$¢ magi-
strali produkcyjnej w gospodarce Gale’a bez gwarancji istnienia w niej jakiegokol-
wiek, w szczegbdlnosci optymalnego, stanu rownowagi von Neumanna. Istnienie
optymalnego stanu rownowagi i jednoznaczno$¢ magistrali produkcyjnej gwaran-
tuja warunki (G1)-(G9). Natomiast jezeli zachodzg warunki (G1)-(G8), czyli zgod-
nie z twierdzeniem 1.6, w gospodarce istnieje optymalny stan rownowagi von Neu-
manna (z cenami rownowagi p), to dla zapewnienia jednoznaczno$ci magistrali N

warunek (G9) mozna zastapi¢ warunkiem nastgpujacym:
(G10) V(x,y) €EZ\{0}(x € NVy & N = B(x,y,p) < ay)

gloszacym, ze mierzona w cenach réwnowagi efektywno$¢ ekonomiczna jakiego-
kolwiek procesu ze strukturg naktadéw i/lub wynikdéw r6zna od magistralnej jest
nizsza od optymalnej efektywnosci f (%, ¥, p) = ay > 0, ktora gospodarka osiaga
tylko w rownowadze. Istotnie, zaktadajac, ze obok magistrali N = {A5| A > 0}
istnieje magistrala N' = {A5'| 1 >0}, NN N' # @, oraz powtarzajgc dowdd
twierdzenia 1.7 (po zastgpieniu warunku (G9) przez (G10)), dochodzimy do wnio-
sku, ze do optymalnego stanu rownowagi (z technologiczng efektywnos$cia a,, > 0
i cenami p) nalezg procesy (x,y), (x',y') charakteryzujgce sie¢ wlasnosciami
(1.16). W rownowadze (p,y) > 0, (p,y') > 0 (zgodnie z warunkiem (1.5) definicji
1.2), zatem takze (p, x) > 0 oraz (p,x') > 0, a wtedy:
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_®y) _
B(x,3,p) = <_-) oo = PE.YP) =ay>0.

Tymczasem, w mysl (G10), B(X',y',p) < ay. Otrzymana sprzecznos¢ zamyka

dowad.

Uwaga 3. Jezeli zachodza warunki (G1)-(G9) lub (G1)-(G8), (G10), wowczas

w gospodarce Gale’a:

e istnieje optymalny stan roéwnowagi {a,,, (X, V), D},
e ceny p w stanie rownowagi sa dodatnie i okre§lone z doktadnoscia do struktury,
e proces produkcji (X, ¥) jest okreslony jednoznacznie z doktadnoscig do struk-

tury i spetnia warunek y = ay X,

| Ri
|‘<|

o istnieje doktadnie jedna magistrala N = {A5| A > 0} z wektorem § = =

R

S

Zamykajacy ten punkt, lemat 1.1 (ponizej) jest konsekwencjg warunkow
(G8), (G9) i gra kluczowa role przy dowodach wigkszosci twierdzen o magistrali

formutowanych dalej. Glosi, ze jezeli w jakimkolwiek procesie (x,y) € Z struktura

naktadoéw i i/lub produkcp rézni si¢ o co najmniej € > 0 od struktury

magistralnej § (od struktury produkcji na magistrali N), to istnieje taka liczba
6: € (0, ay), ze ekonomiczna efektywno$¢ kazdego takiego procesu (mierzona w

cenach rownowagi) jest nizsza od optymalnej co najmniej o &,.
m Lemat 1.1. Jezeli gospodarka Gale’a spelnia warunki (G1)-(G9), to:

Ve > 036, € (0,ap)V(x,y) € Z(d(x,N) = eVvd(y,N) ==
= B(x'yrﬁ) < Ay — 65)’

gdzie d(x,N) = ””i—”— §||, d(y,N) = ””3;—”— §||, 5 jest strukturg produkcji na

magistrali N (zob. (1.15)).
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Dowéd. Gdy zachodza warunki (G1)-(GY9), to zgodnie z twierdzeniami 1.6, 1.7
w gospodarce Gale’a istnieje optymalny stan rownowagi {ay, (X,¥),p} z jedno-
znacznie (z doktadnos$cia do struktury) okreslonym optymalnym procesem produk-
cji (%, y) oraz pojedyncza magistralg produkcyjna N. Jezeli proces (x,y) spetnia
zatozenia lematu, to spetnia je takze proces A(x,y) z dowolng liczbg A > 0. Przy
dowodzie wystarczy wigc ograniczy¢ si¢ do dopuszczalnych procesow produkcji

(x,y) ze zbioru:

v(e)={Gey) ezl nyll =1& (dG,N) = ||-=—5]| = evaG, M) =

[l
I3l =) 1

(k4]

Wezmy liczbe € > 0. Zbior V(e) jest ograniczony na mocy zatozenia, gdyz

V(x,y) € V(¢) (Jlx,y]] = 1). Dowod domknigtosci jest dtuzszy.

Niech {xi, yi};; bedzie ciaggiem proceséw ze zbioru V(€) zbieznym do gra-

)

nicy (X,y), zatem:

y —_—
Iyl

i

N

ZEVH

o oo xt
" ((xﬂyl) cze 6l = 18| -
oraz:
(xhy") = (&, 9).
l
Przestrzeh produkcyjna Z jest zbiorem domknietym, norma ||-|| funkcja ciagla,
wigc:

x,y) ez, llxyll=1 (1.18)
przy czym X # 0 (zaktadajac ¥ = 0 zgodnie z (G3) dostajemy ¥y = 0, czyli
[1Ge, 7)1l = 0, co jest niemozliwe). Nie mozna tego powiedzie¢ o wektorze ¥,
bowiem ciag {xi, yi}j:1 moze by¢ w szczegolnym przypadku zbiezny do granicy

(%,¥) z wektorem y = 0 (wéwczas ||X|| = 1). Mozliwe sg zatem dwa przypadki:
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1° (x%,yY) eV(e), i =1,.., orazlim(x},y') = (x,¥), ¥#0, y #0.
L

Niech &' = oraz n' Wtedy:

|| lII |I ‘II

vi((le-sllze vl -5l ze)) oraz & >E=Z 0

i s T
= um¢0

czyli:
|E=5||=¢ b lIF-3l=e. (1.19)

20 (x',y') eV(e), i=1,..,0 oraz li{n(xi,yi) =(x3y), x#0, y=0.
Woéwezas Vi ((”f‘ - s|| >eV || nt — s|| > s)) oraz &! 2 e % # 0, czyli:

IE-5] =« (1.20)

Natomiast:
A7 =2 (7 =511 = €). (1.21)

W obu przypadkach, tj. (1.19) oraz (1.20)-(1.21) prawdziwa jest jednak alterna-
tywa:

||<f s|| = ”ﬂ_S” >¢elub || -5 = ””y—”—s” > €. (1.22)

Z (1.18), (1.22) ptynie wniosek, ze zbidr V(&) jest domkniety w R?™. Jest

takze ograniczony, wigc jest zwarty.
W mysl (G8), (G9):

V(XJ’) € V(&‘) (0 < (25')’) < aM(ﬁ,x)),
czyli:

v(xy) € V(o) (0<B(x,y,P) = 28 < ay).
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Funkcja B( -, p) jest ciagta na V(&) jako iloraz dwoch funkcji liniowych z nieze-
rowg funkcjg w mianowniku (wszedzie na V(&) mamy bowiem (p, x) > 0), wiec

w mysl twierdzenia Weierstrassa istnieje rozwigzanie zadania:

v, D) = b(e) < ay,.
(xg)lea§(g)l3(x y,p) = b(e) < ay

Zatem:
36 € (0,ay) V(x,y) €V(e)(B(x,y,P) < ay — ;)

lub rownowaznie:
V(x,y) € V()P y) < (ay — )P, x))
(wystarczy przyjaé 8, = %(a’M — b(e)) > 0), c.n.d. ]

Do analogicznego wniosku dochodzimy, zastgpujac w lemacie warunek (G9)

warunkiem (G10).

1.6. Dynamika. Dopuszczalne, stacjonarne
i optymalne procesy wzrostu

W calym rozdziale <czas t zmienia si¢ skokowo, t =0,1,... Przez
T ={0,1,..,t;}, t; < +, oznaczamy horyzont funkcjonowania gospodarki',
x(t) = (x1 o), ..., xn(t)) jest wektorem naktadow (zuzycia) towarow w okresie f,
y(t) = (y1 (1), ...,yn(t)) jest wektorem produkcji wytworzonej z naktaddéw x(t)

w okresie t:

(x(t),y(t)) €Z

1 Wszystkie dowodzone w ksigzce twierdzenia pozostajg prawdziwe, gdy zatozymy horyzont
T ={ty, to+ 1,..,t1} (rozdz. 1-6) lub T = [t,, t;] (rozdz. 7); t, = 0. Dalej dla uproszczenia wsze-
dzie przyjmujemy t, = 0.
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(réwnowaznie y(t) € a(x(t))). O parze (x(t),y(t)) € Z mowimy, ze opisuje
technologicznie dopuszczalny proces produkcji w okresie t. Gospodarka jest za-
mknigta w tym sensie, ze naktady w okresie nastepnym (t + 1) pochodzg w niej

wyltacznie z produkcji wytworzonej w okresie poprzednim (t):
x(t+1D)=y@®), t=01,..,t; — 1,
co w mysl (G4) prowadzi do inkluz;ji:
(O, yt+1D)€EZ t=01,..,t — 1 (1.23)

rownowaznie y(t + € aly(t))). Przez y- oznaczamy dany poczatkowy wek-
: znie y(t + 1) (1))). Przez y° y dany poczatkowy wek

tor produkcji wytworzonej w gospodarce w okresie t = 0:
y(0) =y°=0. (1.24)

Dla podkreslenia, ze w omawianej gospodarce Gale’a technologia produkcji
(ktorej ucielesnieniem jest przestrzen produkcyjna Z) nie zmienia si¢ w czasie, na-

zywamy ja stacjonarnq gospodarkq Gale’a.

A Definicja 1.3. (i) O ciggu wektorow {y(t)}iio spetniajacych warunki (1.23),
(1.24) méwimy, ze opisuje (y°,t;) — dopuszczalny proces wzrostu (trajektorie

produkcji) w (stacjonarnej) gospodarce Gale’a.
(2i) (¥°, t;) — dopuszczalny proces wzrostu szczegdlnej postaci:

y(®) =y%*" v >0, (1.25)
nazywamy stacjonarnym procesem wzrostu z tempem y. A

W gospodarce Gale’a spetniajacej warunki (G1)-(G7), (1.23), (1.24) procesy
(v°,t;) — dopuszczalne istnieja niezalezne dtugosci horyzontu T = {0,1, ...,t;}
oraz poczatkowego wektora produkcji y° > 0. Procesy stacjonarne postaci (1.25)

istniejg natomiast wtedy (i tylko wtedy), gdy ma miejsce inkluzja:

0+ (°yy°) ez
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Istotnie, jezeli zachodzi ta inkluzja, to zgodnie z (G1) takze:
0y Q) =0y y™*yD ez t=01..,-1
Woweczas, przyjmujac oznaczenie y(t) = yty°, dostajemy:

(@O, yt+D)ez, t=01..,4 -1,

y(0) =y°>0.
Z drugiej strony, jezeli trajektoria y(t) = y¢y°, t =0,1,...,t; z tempem y > 0

spetnia powyzsze warunki, to:
0+ Yy ™ y) =y 0%y ez t=01..,t -1,

czyli (w mysl (G1)):
0+ (y%yy®) ez
Powstaje pytanie, czy istnieje stacjonarny proces, w ktorym osiggane tempo
wzrostu jest wyzsze (a co najmniej nie nizsze) od tempa wzrostu osigganego w ja-
kimkolwiek innym stacjonarnym procesie? Odpowiedz daje nastepujace twierdze-

nie.
m Twierdzenie 1.8. Jezeli zachodzg warunki (G1)-(G7), (1.23), (1.24), wowczas:

(i) istnieje wektor produkeji y° > 0, ktéremu odpowiada stacjonarny proces wzro-

stu postaci (1.25) z tempem y = ay,,
(2i) nie istnieje stacjonarny proces wzrostu z tempem y > ay,.

Dowéd. (i) Jezeli przestrzen produkcyjna Z spetnia warunki (G1)-(G7), to istnieje
optymalny proces (¥,y) € Z bedacy rozwigzaniem zadania:

max y= max a(xy)=a(%y)=ay>0,
(J"Yy)EZ\{O} y (X,y)EZ\{o} ( y) ( y) M

w ktorym ayx = ¥, czyli (¥, ayy) € Z. Wowcezas (w mysl (G1)):

(ayy,aif* ez, t=01,..,t; — 1,
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1 otrzymujemy stacjonarny proces {y(t)}go postaci (1.25) z tempem y = a,, oraz

poczatkowym wektorem produkeji y° = y:
y@) =ahy, t=01,..,t. (1.26)

(2i) Zatozmy, ze istnieje (y°,t;) — dopuszczalny proces wzrostu postaci (1.25)

z tempem y > a,,. Zatem:

0+ Wy y™*y) =vi0trw9 ez,
czyli 0 # (y%yy®) € Z. Oznacza to jednak, ze istnieje dopuszczalny proces
produkeji (x,v) = (y°,yy°) € Z, ktérego technologiczna efektywnos¢ a(x,y) =

=a(y%yy®) =y > ay, co jest oczywiscie niemozliwe. Otrzymana sprzeczno$¢

zamyka dowod. ]

Uwaga 1. Niech (%, y) € Z bedzie optymalnym procesem produkcji w gospodarce
Gale’a, a (X, ¥) = ay > 0. Wowczas, zgodnie z twierdzeniem, istnieje stacjonarny
proces wzrostu {Y(t)}ilzo postaci (1.26) z tempem y = @, oraz poczatkowym
wektorem produkcji y° = ¥. Jednoczesnie nie istnieje stacjonarny proces wzrostu
z wyzszym tempem. Proces (1.26) nazywamy optymalnym stacjonarnym proce-

sem wzrostu.

Uwaga 2. W optymalnym stacjonarnym procesie wzrostu struktura produkcji jest
analogiczna jak na magistrali N = {A5| 1 > 0}:
t -

y(t) ayy y _
veeT (T =M = 2 =5 > (; =1)
(||}7(t)|| lat, 7l — Iyl 5=0; |Isll )

wiec kazdy taki proces biegnie po magistrali (promieniu) N:
vt e T(¥(t) € N)

(zob. rys. 1.3).
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N

y(ty)

v

Rysunek 1.3. Magistrala N w RZ i optymalny stacjonarny proces wzrostu {y(t)}i;o postaci (1.26)
zwektoremy® =y € N

Uwaga 3. Jezeli ciag wektorow produkeji {y (t)}zlzo jest optymalnym stacjonarnym
procesem wzrostu, to takze kazdy cigg {1y (t)}?zo z dowolng dodatnig liczbg A jest
optymalnym stacjonarnym procesem wzrostu. W gospodarce Gale’a spetniajgcej
warunki (G1)-(G7), (1.23), (1.24) optymalne stacjonarne procesy sa okreslone

z doktadnoscig do mnozenia przez dowolng statg dodatnia.

Uwaga 4. Zalézmy, ze w (y°, t;) — dopuszczalnym procesie wzrostu (spelniajacym
warunki (1.23), (1.24)) poczatkowy wektor produkcji lezy poza magistrala N .
Wtedy:

vt € T(y(t) & N) albo 3t < t,(y(f) € N).

Jezeli istnieje (y°, ) — dopuszczalny proces {y(t)}_,, ktéry w pewnym okresie

t < t, prowadzi do magistrali N, wowczas cigg wektorow produkcji {i(t)}?zo:

. y(1), t=01,..,1%
y(t) = t_i— v v
ay y(6), t=t+1,..,t,
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jest (y9, t;) — dopuszczalnym procesem wzrostu, ktory poczawszy od okresu
t =T biegnie po magistrali N (rys. 1.4). Z procesami takimi bedziemy mieli wie-

lokrotnie do czynienia w dalszej czesci.

Uwaga 5. Jezeli zachodza warunki (G1)-(G8), wowczas w gospodarce Gale’a
istnieje optymalny stan réwnowagi von Neumanna {a,,, (X, ¥), p}. Jezeli ponadto
zachodzi warunek (G9) (lub gdy zamiast warunkow (G1)-(G9) spelnione sa wa-
runki (G1)-(G8), (G10)) oraz gospodarka podporzadkowana jest regutom wzrostu
(1.23), (1.24), wtedy istnicje w niej doktadnie jedna magistrala produkcyjna

N = {A5]| 1 > 0} zwigzana z optymalnym stanem rownowagi (z wektorem

s_ T
$=
P ¥
y2 N
y(t)
os
y(@
[ ]
[ ]
1p, .
: yo
§
0 1 Yi

Rysunek 1.4. Magistrala N < R? i (y°, t;) — dopuszczalny proces {7 (t)}L,
prowadzacy w okresie > t; do magistrali

O wybranych wtasnoéciach wiagzki wszystkich (y°,t;) — dopuszczalnych

procesow wzrostu mowi lemat 3. Sg one istotne w $wietle formutowanych dalej

problemoéw wzrostu optymalnego.
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Niech y° > 0 bedzie dowolnym poczatkowym wektorem produkcji. Wpro-

wadzmy oznaczenia:

RyO,O = {yo}:
Ryo, = {y|EIx € Ryo,t_l(y € a(x))} = UXERyo‘t_l a(x), t=1,2,..,t.

Zbior Ryo, (t = 1,2,...,t;) tworzg wszystkie wektory produkcji mozliwej do wy-
tworzenia w okresie t > 1 w gospodarce Gale’a, ktora w okresie poczatkowym t =
0 dysponuje wektorem produkcji y°. Mowigc obrazowo (utozsamiajac wektory

produkeji ze stanami gospodarki), Ryo . jest zbiorem tych wszystkich stanéw, do

ktoérych moze doj§¢ w okresie t gospodarka startujgca w okresie poczatkowym ze

stanu y°.

m Lemat 1.2. Jezeli zachodza warunki (G1)-(G7), to Vt = 0 zbiory R0, sg nie-

puste, zwarte (ograniczone i domknigte) oraz wypukte.

Dowdd. Jednoelementowy zbior R, 4 jest niepusty z definicji. Jest tez oczywiscie
zwarty 1 wypukly. Zbiory Ryo,, t = 1,2,...,t;, sa niepuste, gdyz wszystkie za-
wierajg wektor y = 0. Zbior Ry = a(y®) jest zwarty i wypukly na mocy
twierdzenia 1.1 (6i). Dowod zwarto$ci 1 wypuktosci zbiorow Ryo,, t = 2, przepro-
wadzimy metodg indukcji.

Zalozmy, ze lemat jest prawdziwy dla t = 6 =1, czyli zbior Ryoq jest

zwarty 1 wypuklty. Wykazemy, ze wowczas zwarty i wypukly jest takze zbior

Ry°,9+1‘

(Ograniczonosé) Niech y' € Ryogyq, i=12,.., oraz ||y‘|| 2 +00. Zatem:
Vi3x' € Ryoy ((xi,yi) eZ &yl 2 +oo )

Poniewaz zbior Ry 4 jest zwarty ( z zalozenia), wigc 3 M > 0 Vi (||x‘|| < M),

czyli (poczawszy od tego wyrazu i = ij ciagu {yi}:;, od ktorego ||y‘|| > 0):
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xl 1

&> 0 oraz Vi(||n|| = 1), gdzie (¢, 7) = (—l,y—l> €Z.
i Iyl
Przestrzen produkcyjna jest zbiorem domknigtym, a to znaczy, ze:
a{fljjnlj}jzl ((f”, nlj) 7 (0,m)e Z) &n#0,
co jest sprzeczne z warunkiem (G3). Zbior Ry g, jest zatem ograniczony.
(Domknigtosé) Niech y' € Ryo g, i = 1,2, ..., oraz ' 2 y. Wéwezas Vi Ixt e
ERyog ((xi,yi) € Z). Zbior Ry g jest zwarty z zalozenia, wigc ciag {xi}zl za-
wiera podciag {xif};:l zbiezny do pewnej granicy X € Ryo 5. Przestrzen produk-
cyjna Z jest zbiorem domknigtym, wiec cigg {xif, y"f};il jest zbiezny do granicy

(%,¥) € Z,tj. ¥ € a(X). Poniewaz X € R0 9, Wigc y € R0 9, 1. ZbiOr Ry0 g, 1 jest

zatem domknigty. Jest takze ograniczony, wigc zwarty.
(Wypuktosé) Niech y',y* € Rjo g, orazy = ay' + fy* a, 20, a+p = 1.
Nietrudno pokaza¢, ze y € Ry0 g, 4. Skoro yly? € Ryo0g,q, to:

Ax' € R0y Ax* € Ry g (y* € a(x!),y? € a(x?)),

czyli, wobec dodatniej jednorodnosci i poétaddytywnosci przeksztatcenia technolo-
gicznego (twierdzenie 1.1(i), (2i)):
y = ay! + By? € aa(x!) + Ba(x?) = a(ax® + Bx?) = a(x).

Zbior Ryoq jest wypukly (z zaloZenia), wigc x = ax'+ Bx* € Rjo, oraz
y € a(x), zatemy € Ry04,4, c.n.d. ]

W stacjonarnej gospodarce Gale’a spetniajgcej warunki (G1)-(G7), (1.23),
(1.24) istnieje, ogodlnie rzecz biorac, nieskonczenie wiele mozliwych drog rozwoju.
W jezyku matematycznym oznacza to istnienie nieskoficzenie wiele (y°,t;) —

dopuszczalnych procesow wzrostu w postaci trajektorii {y(t)}?zo wychodzacych
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z tego samego stanu poczatkowego y° i speliajacych warunki (1.23), (1.24). Ja-
ko$¢ takich procesdow mozna ocenia¢ z punktu widzenia réznych kryteriow.
W punkcie 1.7 omdéwione zostang procesy optymalne w $wietle prostego (linio-
wego) kryterium maksymalizacji mierzonej w cenach rownowagi p warto$ci wek-
tora towaréw y(t,) wytwarzanych w koncowym okresie t; horyzontu T (tzw. za-
gadnienie wzrostu docelowego). Problemy wzrostu z innymi kryteriami beda suk-
cesywnie omawiane w kolejnych punktach rozdziatu.

Niech p bedzie wektorem cen w optymalnym stanie rownowagi von Neu-

manna {ay, (%,y,),D}.

A Definicja 1.4. (y°,t;) — dopuszczalny proces wzrostu {y*(t)}?:o spetniajgcy

warunek:
p,y*(t1)) = max (p,y) = max p, y(t 1.27
@,y (t1)) yERyO'H(p y) Oy, (m)(p y(t:)) (1.27)
t=0,1,..,t;—1
y(0)=y°
nazywamy (y°,t,, p) — optymalnym procesem wzrostu. A

Optymalny w sensie powyzszej definicji proces wzrostu prowadzi w konco-
wym okresie t; horyzontu T do produkcji wektora towarow o maksymalnej warto-
$ci (mierzonej w cenach rownowagi p). Zadanie (1.27) ma rozwigzanie, o czym

mowi ponizsze twierdzenie.

m Twierdzenie 1.9. Przy zaloZeniach lematu 1.2 Vy° >0 Vt; > 0 istniejg

(v°,t;,p) — optymalne procesy wzrostu.
Dowéd. Przy zatozeniach lematu 1.2 Vy° > 0 Vt; > 0 zbiory R0, sa zwarte.

Forma liniowa (p, -) jest funkcja ciagta. Istnieje wigc taki wektor y* € Ry0, , Ze:

P,y = ymax (D, y).

¥0.61
Zgodnie z definicja zbioru Ry, istnieje trajektoria {y*(t)}?:O spetniajaca wa-
runki:
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@,y (t+1)€Z t=01,..,t —1,
y(0)=y°20, y(t;) =y €Ryo,. .
Tak zbudowana trajektoria tworzy (y°, t;, p) — optymalny proces wzrostu. ]

Schemat tego dowodu pozostaje aktualny w przypadku wigkszosci rozpatry-
wanych w ksigzce problemow wzrostu optymalnego (maksymalizacji ciagtych
funkcji uzyteczno$ci na zwartych zbiorach argumentow), za wyjatkiem tzw. mini-
malnoczasowego problemu wzrostu, ktorego specyfika wymaga odrebnego do-

wodu (pkt 1.10).

1.7. Wzrost optymalny w stacjonarnej gospodarce Gale’a
z kryterium maksymalizacji wartosci produkcji wytworzonej
w koncowym okresie horyzontu T
Interesuje nas stacjonarna gospodarka Gale’a z optymalnym stanem réwnowagi
von Neumanna {ay, (X,y),p} i pojedynczg magistrala N spelniajgca warunki
(G1)-(GY) (Iub (G1)-(G8), (G10)) oraz reguty dynamiki (1.23), (1.24). Jezeli go-
spodarka taka w okresie poczatkowym znajduje si¢ na magistrali y° = y € N, to
w kolejnych okresach czasu moze pozostawac na niej, rozwijajac si¢ w maksymal-
nym tempie @, > 0 i osiggajagc w koncowym okresie poziom produkcji
y(t) = alf,}y. Przewaga rozwoju po magistrali w stosunku do dopuszczalnych
procesOw wzrostu rozpoczynajacych si¢ w innym historycznie uksztattowanym sta-
nie poczatkowym polega na tym, ze:

a) gospodarka na magistrali rozwija si¢ w maksymalnym tempie, ktorego nie
jest w stanie osiggna¢ w zadnym innym procesie wzrostu,

b) kazdy (y°t;) — dopuszczalny proces wzrostu {y(t)}ilzo , W ktérym
y(0) =¥ € N oraz y(t) = al,;y° jest jednoczesnie (y°, t;, p) — optymalnym pro-

cesem wzrostu.
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P.A. Samuelson [89] jako pierwszy podjat probe odpowiedzi na pytanie, czy
mozna cokolwiek blizszego powiedzie¢ o przebiegu optymalnych proceséw wzro-
stu rozpoczynajacych sie w stanie y° lezacym poza magistrala. Postawil hipoteze,
ze bez wzgledu na stan poczatkowy, procesy takie w dlugich okresach czasu po-
winny by¢ zawsze zbiezne do magistrali. Twierdzenia potwierdzajace t¢ prawidto-
wos¢ przyjeto nazywac twierdzeniami o magistrali.

Znane s3 co najmniej trzy terminy odpowiadajgce réznym typom twierdzen
o magistrali: stabe, silne oraz bardzo silne. ‘Stabe’ twierdzenia o magistrali glosza,
ze optymalne procesy wzrostu w prawie wszystkich okresach ustalonego horyzontu
przebiegaja w bliskim otoczeniu magistrali. Przez ,,prawie wszystkie” okresy rozu-
mie si¢ przy tym ich skonczong liczbe niezalezng od dlugosci horyzontu
T ={0,1,...,t;}. ‘Silne’ twierdzenia o magistrali konkretyzujg czas, w ktorym
moze nastgpi¢ ewentualne wytracenie procesow optymalnych z otoczenia
magistrali. Dowodzi si¢, ze wszystkie takie ewentualne zdarzenia mogg miec
miejsce tylko w poczatkowych i/lub koficowych okresach calego horyzontu.
Przebieg optymalnego procesu {y*(t)}glzo w otoczeniu magistrali N w wersji,
o ktérej mowig ‘silne’ twierdzenia o magistrali w dwuwymiarowej przestrzeni sta-
néw, ilustruje rys. 1.5 (s. 67). W ‘bardzo silnych’ twierdzeniach o magistrali mowa
jest o procesach optymalnych, ktére ,prawie zawsze” (przez prawie wszystkie
okresy czasu, poza ich skonczong liczbg) leza na magistrali. W szczegodlnosci do tej
grupy nalezg twierdzenia gloszace, ze wejscie optymalnej trajektorii produkcji na
magistrale jest bezpowrotne.

Jak pokazemy dalej, we wszystkich typach twierdzen optymalnos$¢ procesow
wzrostu rozumiana jest bardzo szeroko, w §wietle obszernej klasy kryteriow. Odle-
glo$¢ stanu gospodarki (wektora produkcji y # 0) od magistrali N = {15| 1 > 0}
jest definiowana w tzw. metryce katowe;j:

25
Iyl

d(y,N) = ”
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(jest miara odleglosci struktury wektora produkcji y od struktury produkcji 5§ na
magistrali). Rozpoczniemy od ‘stabej’ wersji twierdzenia o magistrali w stacjonar-
nej gospodarce Gale’a, w ktorej zgodnie z definicjg 1.4 role kryterium wzrostu gra
mierzona w cenach réwnowagi p warto$¢ produkcji wytworzonej w koncowym

okresie t; horyzontu T.

m Twierdzenie 1.10. (‘Stabe’ twierdzenie o magistrali) Niech y° > 0 bedzie do-
wolnym poczatkowym wektorem produkcji (stanem poczatkowym) w stacjonarnej
gospodarce Gale’a spetniajacej warunki (G1)-(G9). Jezeli istnieje taki (y°,f) —
dopuszezalny proces wzrostu {(F(t)}i,, £ < t;, ze ¥(¥) € N, to dla dowolnej
liczby € > 0 istnieje taka liczba naturalna k., ze liczba okresow czasu, w ktorych

(v°,t,, p) — optymalny proces {y*(t)}ilzo spetnia warunek:

d(y*(t),N) = ||ﬁ—§|| > ¢ (1.28)

nie przekracza k;. Liczba k. nie zalezy od t;. Metryka d(-) przedstawia odlegtos$¢

struktury II§:§2|| produkcji y*(t) od struktury produkcji § na magistrali
N = {A5] 1> 0}.

Dowéd. Z definicji (y°, t;, p) — optymalnego procesu {y*(t)}?:(), zgodnie z (1.11)

(twierdzenie 1.5 (i)) oraz (1.23), mamy:

P,y t+ 1) <aypy @) t=01,..,t; -1 (1.29)

Zatézmy, ze w okresach t4, ..., T, < t; zachodzi warunek (1.28). Woweczas,

w myS$l lematu 1.1, istnieje taka liczba 6, € (0, ay,), ze:

(ﬁry*(t + 1)) < (aM - 55)(1_")’*(15)); t =71, Tk (130)

taczac (1.29), (1.30), dochodzimy do warunku:

@,y (t) < air ™ (ay — 6.)%(p,y°). (1.31)
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Z zalozenia istnicje (y°,f) — dopuszczalny proces {¥(t)}_, prowadzacy

w okresie { < t; do magistrali N = {A5| 1 > 0}, zatem cigg wektoréw produkcji
FOXL,:

y(t), t=0,1,..,¢

oali's, t=1+1,..,t,

y) = {

(o = ly@®Il > 0) tworzy (y°,t;) — dopuszczalny proces wzrostu, ktory poczaw-
szy od okresu t = £ biegnie po magistrali N (zob. rys. 1.4). Woéwczas:

B,y (t)) = (B, 5(t) = oalt " (p,5) > 0. (132)

Z (1.31), (1.32) wynika nierd6wnos$¢:

0< aaltv}_f(ﬁ, 5y < a,tv,l_k(aM - 6£)k(ﬁ,y°).

Stad po przeksztalceniach otrzymujemy:

InA
= Inay-In(ay-6:) B, (1.33)
. a?,,(ﬁ,yo) . . ..
gdzie A = Tols) > 0. W charakterze liczby k., wystarczy wzia¢ najmniejsza
liczbe naturalng wigksza od max {0, B}. |

Uwaga 12 Twierdzenie pozostaje prawdziwe, gdy warunki (G1)-(G9) zastapimy
warunkami (G1)-(G8), (G10).

Uwaga 2.° Optymalna trajektoria produkcji {y*(t)}?: o Z zatozenia k razy, w okre-
sach 14, ..., T < t;, lezy poza € — otoczeniem (katowym) magistrali N. Wowczas,

zgodnie z lematem 1.1:

2 Uwaga jest aktualna w przypadku wszystkich twierdzen o magistrali prezentowanych w roz-
dziale 1.

3 Uwaga odnosi si¢ do wszystkich ‘stabych’ oraz ‘silnych’ twierdzen o magistrali prezentowanych
w ksigzce.
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.B(y*(fi)»y*(fi + 1)’73) < ay — 68 Vﬁ(y*(rl - 1)'}’*(70'23) < Oy — 6&'11: = 1' 'k

Liczba takich zdarzen, w ktorych ekonomiczna efektywnos¢ B (y*(t), y*(t + 1),p)
proceséw (y*(t),y*(t + 1)) €Z t=12,..,t; —1r6zni si¢ co najmniej o §, od
optymalnej, nie przekracza k.. Jest ich najwigcej, gdy €-odchylenia optymalnej
trajektorii produkcji od magistrali majg miejsce ,,wewnatrz” horyzontu T (czyli
gdy t; > 0 oraz t;, < t;) 1 zadne dwa okresy nie sasiadujg bezposrednio obok sie-
bie (tj. gdy 1,44 # 7; +1, i =1, ...,k — 1). Natomiast jest ich dwukrotnie mniej,
kiedy nastgpuja w czasie bezposrednio jedno po drugim (rok po roku), tj. gdy

Ty =71;+1, i =1,..,k—1. Zawsze wigzaca jest nierownos¢ (1.31).

Uwaga 3. ZaloZenie o istnieniu (y°, £) — dopuszczalnego procesu {y(t)};(, pro-
wadzacego w pewnym okresie £ < t; do magistrali N = {A5] 1 > 0} ma naturalne
uzasadnienie. Bez niego magistrala produkcyjna kojarzytaby si¢ z autostradg w ru-

chu drogowym niemajaca tacznosci z zadng droga lokalna, a wigc bezuzyteczna.

Uwaga 4. Jezeli w poczatkowym wektorze produkcji y° > 0 dodatnie sg wszystkie
wspotrzedne, ktore s takze dodatnie w wektorze § struktury produkcji na magi-
strali N (w szczegdlnosci gdy y° > 0), woéwczas dojscie do magistrali (w jed-
nym kroku), a nastgpnie pobyt gospodarki na magistrali i jej rozwdj do konca

horyzontu T w maksymalnym tempie a, zapewnia (y° t;) — dopuszczalny
proces (F(D)}L,:

5@ = (=9

oals, t=1,..,t,

0
Z parametrem g = m,inS;—L > 0.
2 i

Uwaga 5. Przy zalozeniach twierdzenia 1.10 wektor cen p w optymalnym stanie
roéwnowagi von Neumanna jest dodatni (zob. pkt 1.4, uwaga 2 do twierdzenia 1.6).

Nietrudno udowodni¢, ze twierdzenie pozostaje prawdziwe réwniez gdy
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(v°,t;,p) — optymalny proces wzrostu zastapimy (y°, t;,p) — optymalnym pro-
cesem z dowolnym dodatnim wektorem cen p (oryginalny dowdd mozna znalez¢
w pracy [28]).

Twierdzenie 1.10 mowi wprawdzie o zblizaniu si¢ optymalnych procesow
wzrostu do magistrali, nie wyjasnia jednak sposobu, w jaki to zblizanie nastepuje.
Precyzuja to kolejne dwa twierdzenia. Dowod ‘bardzo silnego’ twierdzenia
o magistrali (twierdzenie 1.12) nie wymaga dodatkowych zalozen poza obowigzu-
jacymi w twierdzeniu 1.10. Dowdd ’silnego’ twierdzenia o magistrali (twierdzenie
1.11) wymaga spetnienia dodatkowego warunku (G11). Wezmy liczbe € > 0
i oznaczmy przez Z(&) zbior wszystkich dopuszczalnych procesow produkcji,
w ktorych naktady i/lub wyniki sg odlegle o co najmniej € od magistrali N (w sen-

sie metryki d(+); zob. lemat 1.1):
Z(e) ={(x,y) €Z|d(x,N) = ¢ vd(y,N) = &}. (1.34)

Jezeli zachodzg warunki (G1)-(G9), to w mys$l lematu 1.1 ekonomiczna
efektywnos$¢ B(x,y, p) kazdego procesu (x,y) € Z(¢) jest nizsza od optymalnej
o co najmniej &, > 0. Ponizej, w lemacie 1.3, zwracamy uwage na wybrane
wilasno$ci funkeji (-, -, ), ktére bedg pomocne przy sformutowaniu warunku

(G11) oraz dowodzie ‘silnego’ twierdzenia o magistrali.
m Lemat 1.3. Jezeli zachodza warunki (G1)-(G9), to:
(i) BGp)EC(Z(e) - RY),
(2i) ve>013 (x;r}g%((g)ﬁ(x, v,p) = b(e) < ay.
Dowad. (i) Funkcja B (-, p) jest ciggta na (zwartym) zbiorze:
V(e) ={(x,y) € Z] llx,yll = 1 & (d(x,N) = e vd(y,N) = )}

(zob. dowod lematu 1.1). Stad oraz z dodatniej jednorodnosci stopnia 0 wynika jej

cigglo$¢ na zbiorze Z(e) = {1- V()| 1 > 0)}.
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(2i) Ciagta funkcja B (-, p) jest dodatnio jednorodna stopnia 0, zatem:

(xy)ez(g)ﬁ( X,y,p) = rr)lggf()/)’(x Y, D),

a poniewaz zbior V () jest zwarty, wiec:

3 max )ﬁ(x y,P) = b(e).

Woéwczas, zgodnie z lematem 1.1:

= = <
(xy)ee )'B( X,y,P) = e )ﬁ(x ,¥,0) = b(e) < ay — 8 < ay,

c.n.d. ]

Wprowadzajgc oznaczenie §(€) = ay — b(e), mozemy warunek/teze (2i)

lematu zapisacé tak:
Ve > 036(e) € (0,ap) V(x,y) € Z(e)(B(x,y,D) < ay — 6(¢))

lub rOwnowaznie:

Ve > 036(e) € (0,apy) V(x,y) € Z(s)((ﬁ, y) < (a'M — 6(8))(ﬁ,x)) (1.35)

Funkcja b(-) jest nierosngca (tam, gdzie jest okreS$lona), b(g) — ay przy € - 0,
zatem 6(g) —» 0, gdy € = 0. Przy dowodzie ‘silnego’ twierdzenia o magistrali

korzystamy z nast¢pujacego warunku monotonicznosci:

(G11) Funkcja b(-) maleje (rownowaznie, funkcja §(-) ro$nie) na obszarze
okreslonosci.

Zgodnie z tym warunkiem efektywno$¢ ekonomiczna procesu (x,y) € Z\{0}
maleje w miare oddalania si¢ (w sensie metryki d(-)) wektora naktadow x
i/lub produkcji y od magistrali N. Warunek jest spelniony np. gdy przestrzen
produkcyjna Gale’a jest stozkiem silnie wypuktym: dla dowolnych liczb «, § > 0
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i dowolnej pary liniowo niezaleznych procesow (x1,y1), (x2,y?) € Z ich kombi-
nacja liniowa (x,y) = a(x!,y!) + B(x?%,y?) jest punktem wewngtrznym prze-
strzeni Z.

Zaktadamy ponadto, ze funkcja a(- ) jest ciagta w punkcie (%, y) = (5, ay5),

w ktorym a (X, y) = a(x,y) = ay > 0, czego konsekwencja jest naste-

max
(x,¥)€Z\(0)
pujaca wlasnos¢ dopuszcezalnych proceséw produkeji w otoczeniu magistrali N:

Jezeli w dopuszczalnym procesie (x,y) € Z struktura naktadow s = ni_u

rézni si¢ ,,niewiele” od struktury magistralnej 5, wowczas z nakladow tych mozliwe
jest wytworzenie wektora produkcji y € N z technologiczng efektywnoscia

,,dowolnie bliska” optymalnej efektywnosci a,,;. MOWi o tym nastepujacy lemat.
m Lemat 1.4. Jezeli zachodza warunki (G1)-(G9) oraz technologiczna efektyw-

no$¢ produkcji a(-) jest funkcja cigglta w punkcie (5, ay5) = arg( rr)lé%((l) a(x,y),
Xy

to:

Vs € S(1) 30(s,5) € (0,1] V8 € (0, ap,) 3’ > 0 (||s —sl<e =

= ((s,a(s, Says) € Q1) & als,a(s,5)ays) = ay — 6)),

gdzie: ST(D) ={xeRY|lxll=1} , Q) ={C,y) €Z|lxl=1} , § jest
wektorem struktury produkcji na magistrali N = {A5| A > 0}, ||5]| = 1.

Dowéd. Wezmy wektor 5 struktury produkcji na magistrali. Niech I = {i| 5; > 0}.

Pokazemy, ze istnieje takie & — otoczenie wektora 5§ w ST(1):
Us(5) = {s € SE(DI lls = 5ll < &},

ze:

Vs € Us(5) Vi € I(s; > 0). (1.36)

Istotnie, niech & = miln 5; =5, > 0 oraz s € Ux(5). Wowczas:
A
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Vi€ I(ls; =5 < |ls = 5l < 5),
tzn. =5, < s; —5; < 5,1 € I, czyli:
Viel(s;>5 —35 =0).
Jezeli s € ST(1), to (zwazywszy, ze ||s|| = ||5]| = 1) istnieje liczba:

A(s,5) = min{A| As 2 5} = mealx§ > 1.
i i

Jednoczesnie (5, ay5s) € Q(1) € Z, wiec zgodnie z (G4) (A(s,5)s, ay5s) € Z,
czyli:

(s,0(s,3)ays) € (1), (1.37)

gdzie 0 < a(s,5) = %5) <1 i funkcja a(-,5) jest ciagla w punkcie § oraz

0(5,5) =1.
Z zalozenia funkcja a(-) jest ciagta w punkcie (5, ay5) oraz:

a(s, ays) = (%) a(x,y) = ay,

waeam T T et
wiec:

V6 € (0,ay) 3’ € (0,8)(|Is—=5ll <& = a(s,a(s,Hays) = ay —6). (1.38)
Z (1.37), (1.38) wynika teza. |

X
|BY

procesie produkciji lezy ,,dostatecznie blisko” wektora 5 struktury produkcji na ma-

Gdy wektor (unormowanych) naktadow s = — w pewnym dopuszczalnym

gistrali N, wowczas istnieje proces, ktory z efektywnos$cia ,,niewiele” roznigcg si¢
od optymalnej prowadzi z naktadéw x do magistrali. Méwiac inaczej, jezeli tylko
wektor nakladow x lezy ,,dostatecznie blisko” magistrali (w sensie metryki kato-
wej d(+)), to istnieje dopuszczalny proces (x,y) € Z z wektorem produkcji y € N,
ktorego technologiczna efektywnos$¢ a(x,y) ,,dowolnie mato” odbiega (in minus)

od optymalnej efektywnosci ay,.
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Zgodnie z ‘silnym’ twierdzeniem o magistrali, ktore formulujemy ponizej,
niezaleznie od dtugoséci horyzontu T wszystkie (v°,t;,p) — optymalne procesy
wzrostu przebiegaja w dowolnie bliskim otoczeniu magistrali N wszedzie za
wyjatkiem co najwyzej ich pewnej (skonczonej) liczby na poczatku i/lub pod ko-

niec horyzontu.

m Twierdzenie 1.11. (‘Silne’ twierdzenie o magistrali) Niech {y*(t)}?:O bedzie
(v°,t;,p) — optymalnym procesem wzrostu w stacjonarnej gospodarce Gale’a
spetniajacej warunki (G1)-(G9), (G11). Jezeli istnieje taki (y°, £) — dopuszczalny
proces wzrostu {F(O)}_,, L < t;, ze §({) € N = {A5| 1> 0} i funkcja a(-) jest
ciggta w punkcie (5, ay5), to Ve > 0 istnieje taka niezalezna od dtugosci hory-

zontu T liczba naturalna k., Ze:
Vt; > 2k, Vt € {k. k. +1,...,t; —kJ(d(y*(t),N) < ¢)
(metryka d(-) ma postaé (1.28)).

Dowdéd. Wezmy dowolng liczbe € > 0, liczbe §(€) € (0, ay,) spelniajacg warunek
(1.35), liczbe & € (0, 6(8)) oraz odpowiadajaca jej liczbe ¢’ € (0, min{e, £}) z le-
matu 1.4. Zgodnie ze ‘stabym’ twierdzeniem o magistrali istnieje taka (niezalezna
od t;) liczba naturalna ks , ze liczba okresoéw czasu, w ktorych (y°, ¢y, p) — opty-

malny proces {y*(t)}?:o spetnia warunek:

d(y*(6),N) = ||n§i§3n - §” =2

nie przekracza k,,. Poniewaz liczba k., nie zalezy od t;, wigc jezeli t; > k,/, to:

d(y" (&), N) = ||||§:§g|| _§” <e (1.39)

co najmniej w jednym okresie ¢ < t;. Niech t; > 2k,r. Przez t; oznaczmy pierw-
Szy, a przez T, ostatni okres, w ktorym zachodzi warunek (1.39). Wowczas, w §wie-

tle lematu 1.4 (wobec (1.36), zwazywszy, ze &' < &) spelniony jest warunek:
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( y:(Tl) ,a*aM§) € Q(1), czyli (y*(11), po”ays) € Z\{0},
[yl

y*(r1)
lly*Goll’

gdzie o* = 0(s"(11),5), s"(11) = p = lly (@)l > 0.

Istnieje zatem (y°,t;) — dopuszczalny proces {y(t)}§;0:

- v (®), t=01,..,7q
J’(t) = { x t—T1 =

poray, 'S, t=11+1,..,t,
co z definicji procesu optymalnego {y*(t)}?:o prowadzi do nier6wnosci:
(B,y"(t)) = (B, F(t)) = po*ay (p,5) >0 (1.40)
(por. (1.32)). Niech k' bedzie liczbg okresow czasu (migedzy 74, 7,), w ktdrych:
dy*(t),N) =z ¢

(zachodzi warunek (1.28)). Z (1.11), (1.23), (1.35) (zwazywszy na (1.34)) otrzymu-

jemy:
B,y"(t) < (aw — (M) 2z ™ (ay — 5(8))’(’(17,3/*(%))- (1.41)

Laczac (1.40), (1.41), dochodzimy do warunku:

Ty , _ —r, k' K _
0< potay ™p,5) < (ay — 8(") 4 2a 7 (ay — 8())" (B, y* (x)),

lub inacze;j:

(aM—a(e))k' 2( am )tl‘fz pa*(5,3)

ay apy—58(e") Dy ()

Nierownos$¢ powyzsza, po podstawieniu s*(7,) = II;‘Z%II’ mozna zapisaé
1
w réwnowaznej postaci:
i
an-8()\* I )
M) >
( am ) - (aM—tS(S’)) (P.s*(t1) (1.42)
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Zgodnie z lematem 1.4:
a=a(s*(ty),0*ays) = ay — 6,
zatem as*(1,) < o*ayS oraz (ay — 6)s*(11) < o ayS. Wowczas:
(ay — 6)(p,s"(t1)) < o"au(p,3),
czyli:

a*(p,5) > aM—cS.
(D,s*(t1)) ay

Stad i z (1.42) dostajemy:

ap—6(¢) k! aym t1-T2 ay—o6
( ay ) = (aM—é(s’)) ay

Pamigetajac, ze 0 < §(e') < 8(e) < ay (gdyz 0 < ¢’ < €1 funkcja §(+) jest
rosnaca, zob. warunek (G11)) oraz § € (O, 1) (e)) it; — 1, = 0, dochodzimy do

nierdwnosci:

b

(aM—S(s))k’ S ( an )frfz ay—6()

ay apy—58(e") ay

_ k'-1 I_ ,
czyli (“Ma—j(g)) > 1 lub (réwnowaznie) (ay — & (s))k ts ak ~1. Jedyna

nieujemng liczbg catkowita spetniajaca ten warunek jest k' = 0. Teze twierdzenia

otrzymujemy przyjmujac k. = k,r. [ |
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Rysunek 1.5. Przebieg (y°, t;, p) — optymalnego procesu wzrostu w otoczeniu promienia
von Neumanna w R3 — ilustracja ‘silnego’ twierdzenia o magistrali

Aktualne sa uwagi 1-4 do twierdzenia 1.10. Nalezy podkresli¢, ze aczkolwiek zgod-
nie ze ‘stabym’ twierdzeniem o magistrali optymalne procesy wzrostu sg w dlugich
okresach czasu (w dlugim horyzoncie T) ,,prawie zawsze” (w prawie wszystkich
okresach) zbiezne do magistrali, to jednak twierdzenie to nie rozstrzyga, kiedy
(w ktorych okresach) zbieznoé¢ taka ma miejsce.

Udowodnione wyzej ‘silne’ twierdzenie o magistrali precyzuje, ze dzieje si¢
tak zawsze za wyjatkiem ewentualnie poczatkowych i/lub koncowych okresow ho-
ryzontu T. Im horyzont jest dluzszy, tym dhuzej optymalne procesy wzrostu w jego
srodkowym okresie przebiegaja w dowolnie bliskim otoczeniu magistrali N.

Szczegblng sytuacje mamy, kiedy sam optymalny proces wzrostu w pewnym

okresie £ < t; dociera do magistrali. Méwi o tym nastepujace twierdzenie.

m Twierdzenie 1.12. (‘Bardzo silne’ twierdzenie o magistrali) Jezeli przy zatoze-
niach twierdzenia 1.10 (y°, t;, p) — optymalny proces wzrostu {y*(t)}?:0 W pew-

nym okresie czasu { < t; spetnia warunek:
y(@EN
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(prowadzi do magistrali), to:

vte{t+1,..,t}(y*(t) €N).

Dowéd. Inkluzja y*(£) € N jest rOwnowazna z warunkiem:

v (®
ly* @il

= §’
czyli y*() = 05, gdzie 0 = |ly*(£)|| > 0. Utworzmy proces {F(£)}:L, postaci:

, (1.43)
oal’s, t=t+1,..,t,

50) = {y (t ) t=01,..,1t

otrzymany ze ,,sklejenia” poczatkowego fragmentu (y°,t;,p) — optymalnego pro-
cesu wzrostu {y*(t)}?:0 oraz koncowej czeSci stacjonarnego procesu {37(1:)}?:0
postaci (1.26) z poczatkowym wektorem y = aa,_WEE € N. Proces (1.43) jest
(v° t;) — dopuszczalny, zatem z definicji (y°,t;,p) — optymalnego procesu

wzrostu {y"(t)}?=0 dostajemy nier6wno$¢:
B,y" (€)= (5, 7(t) = oay; " (p,5) > 0, (1.44)

natomiast z definicji (y° t;,p) — optymalnego procesu {y* (t)}t o> zgodnie
z (L.11):

t,-t

(B,y"(t)) < aw(B,y"(t, — D) < < ayf B,y (D) = oayy (B,3).  (1.45)

Jezeli:

v *(1) _
Aref{i+1,..,t,—1} (”;(Z)” * s),

to istnieje taka liczba € > 0, ze:

d(y" (), N) = ”nzign B §|| =e>0 (1.46)

i zgodnie z lematem 1.1:

36 € (0, ap) (P, y"(r + 1)) < (ay — 8)(P, y" (D).
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Gdy warunek (1.46) zachodzi dla T = t;, wtedy zgodnie z lematem 1.1:

D,y (t)) < (ay — 8 )P, y*(t; — D).

W obu przypadkach (niezaleznie od tego, czy T < t1, czy T = t;), po uwzglednie-

niu (1.45) dostajemy:

B,y () < oal ™ (ay — 6.)(B,5),

astad iz (1.44):
0 < ol p,5) < oalt ™ (ay — 5P, 3).

Nierownos¢ ta jest prawdziwa tylko gdy 6, < 0. Otrzymana sprzecznos$¢ konczy

dowod. [ ]

Twierdzenie glosi, ze wejscie optymalnego procesu wzrostu na magistralg
jest bezpowrotne, tj. dotarcie optymalnego procesu w pewnym okresie t < t; do
magistrali skutkuje trwatym pobytem gospodarki na magistrali do konca horyzontu
T. W szczegdlnosei, gdy y° € N, wowczas oczywiscie cata trajektoria {y*(t)}?zo
we wszystkich okresach t € T pozostaje na magistrali N. Aktualna jest tez uwaga
1 do twierdzenia 1.10.

Z definicji (y°,t;) — dopuszczalnego procesu wzrostu {y(t)}?zo kazda para
(y(t -1), y(t)) €Z,t=1,..,t, tworzy dopuszczalny proces produkcji, w kto-
rym y(t — 1) jest wektorem naktadow (zuzycia) w okresie t, a y(t) wektorem wy-
nikow (produkcji) otrzymywanej w tym okresie z nakladow y(t — 1). Roznica
q(t) = y(t) — y(t — 1) jest wektorem produkcji czystej otrzymanej w gospodarce
w okresie t. Suma:

T a®) =3, (v -yt - 1)) =yt) —y°

przedstawia zatem wektor produkcji czystej wytworzonej w (y°,t;) — dopusz-

czalnym procesie w catym horyzoncie T. Woweczas:
0, y(t) —y°) = @, y(t)) — (B, ¥°)
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jest mierzona/wyrazong w cenach rownowagi p wartoscia produkcji czystej wy-
tworzonej w (y°, t;) — dopuszczalnym procesie w catym horyzoncie T. Dodanie
statej do funkcji celu w zadaniu (1.27) nie ma wptywu na postac rozwigzania, zatem
(v°, t;, p) — optymalna trajektoria {y* (t)}il=0 w kazdym z twierdzen 1.10-1.12 jest
rownoczes$nie rozwigzaniem zadania maksymalizacji warto$ci produkcji czystej
w gospodarce Gale’a wytworzonej w catym horyzoncie T':

max {(5,y) — (B,y°)}.
YER

yOt1

Otrzymujemy kolejne potwierdzenie kluczowego znaczenia twierdzen o ma-

gistrali dla racjonalnego/optymalnego funkcjonowania gospodarki.
1.8. Zadanie maksymalizacji facznej wartosci produkcji

wytworzonej w catym horyzoncie T

Podobnie jak dotad zakladamy, Ze ustalony jest horyzont funkcjonowania
gospodarki T ={0,1,...,t;} (t; < +o) oraz poczatkowy wektor produkcji
y(0) = y° > 0, natomiast w odréznieniu od zadania (1.27) maksymalizacji warto-
$ci produkeji y(t,) (mierzonej w cenach rownowagi p) wytworzonej w koncowym
okresie t; horyzontu T, w tym punkcie zajmiemy si¢ rozwigzaniem zadania mak-

symalizacji tacznej wartosci produkcji wytworzonej w calym horyzoncie T:

max YL (B, y(t))
pw. (1.23), (1.24).

Przyjmujac oznaczenia:

yr = (¥0),yD,...yt)), P = @5 ...D),

(t1+1) razy

Ryor ={yrl (y@®),y(t+1D)€Z, t=01,..,t; — 1; y(0) = y° = 0},

mozna je zapisa¢ w nastepujacej rownowaznej postaci:
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max (P, yr). (1.47)

YTE€Ry0

W zadaniu tym Ry 5 jest zbiorem wszystkich (¥°,t;) — dopuszczalnych proce-
sow wzrostu (trajektorii produkcji) z ustalonym poczatkowym wektorem produkcji
y(0) =y° >0 w okresie t = 0. Jego rozwigzanie y; = (yo,y*(l), ...,y*(tl))
lub inaczej {y*(t)}ilzo nazywamy (y°, T, D) — optymalnym procesem wzrostu (lub
(y°, T,p) — optymalng trajektorig produkcji). Pokazemy, ze przy przyjetych dotad

zatozeniach zadanie (1.47) ma rozwigzanie.

m Twierdzenie 1.13. Jezeli spetnione sg warunki (G1)-(G7), to Vy° > 0 Vt; > 0

istnieja (y°, T, p) — optymalne procesy wzrostu.

Dowdd. Pokazemy, ze zbidr R0 ; jest zwarty, tj. dowolny ciag procesdw wzrostu
L . . kO ®

{y’T‘}kzl, y’T‘ = {yk(t)}?:O € Ryor (k=1, 2, ...) zawiera podciag {yT’}j:1

zbiezny do granicy y; = {}7(1:)}?:0 € Ryo7:

vVt € T<yki(t) —_>)7(t)> & yr € Ryor.
; .

Wezmy dowolny cigg proceséw yX € Ryor, k=1,2,.... Wowczas (z de-

finicji):
vk ((yk(t),yk(t + 1)) €Z,t=01,..,t -1 y*0)=y°> 0)

oraz:
vk vt e T(y*(t) €Ryo,)
i zbiory Ryo,(t=0,1,..,t;) sa zwarte (lemat 1.2). W szczegélnosci R0, =
= {¥°}, wige Vk(¥*(0) = y°), zatem 7(0) = y°.
Dalej dowdd przeprowadzimy metoda indukcji. Niech t = 1. Poniewaz

Vk(y'ﬁ € ]Ryo_T) , wiec oczywiScie Vk(yk(l) ERyO,l) , gdzie zbior Ryo,
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jest zwarty. Istnieje zatem taki podcigg procesoOw {y;fj} , W ktorym ciag
j=1

wektorow produkcji {yki (1)};0=1 jest zbiezny do pewnego wektora y(1):
Y9 - y(1) € Ryoy.

czyli (yo,y(l)) EZ.

Wezmy teraz dowolny okres czasu t > 1 (t < t;) i zat6zmy, Ze ciag proce-

[ee]

: K% : : kj om:
sOwW {yT}k=1 zawiera podcigg {yT }j=1’ w ktorym:
ve' <t (yki (t) =yt € Ryo’tl) (1.48)
(kazdy ciag {ykf (t’)}::l wektorow produkcji wytworzonej w okresach t' =
=0,1,..,t <ty jestprzy j — o zbiezny do granicy y(t') € Ryo ).

Warunek (1.48) zachodzi Vt' <t + 1. Istotnie, ciag procesow {y';}:;l

. . . kO ® .
zawiera z zalozenia podciag {yT’ }j=1, gdzie:

o = ROFL = (¥ ), YR @),y i + 1), ., y0(1)),

w ktorym wektory produkcji y*i(t") w okresach t' < t spetniajg warunek (1.48)

(sa zbiezne do granicy y(t') € Ry0,7). W procesach tych towarzyszacy im ciag
wektorow produkcji {yki (t+ 1)};11 (wytworzonej w kolejnym okresie t + 1)
spelnia oczywiscie warunek y*i(t + 1) € Ryotv1, j=1,2,... Poniewaz zbior

wektorow produkcji Ryo .. jest zwarty, wigc:
Ay e+ DY, (Y + D > FE+ 1) € Ryogs).

Konkluzja. Dowolny ciag procesow wzrostu yX € Ry o r zawiera podciag zbiezny

do granicy V. Z inkluzji y¥ € Ry o0 r wynika, ze:
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vk ((yk(t),yk(t +D)€Z  t=01..t—-1 y0)=y"=2 0)

i poniewaz przestrzen produkcyjna Z jest zbiorem domknigtym w R?", wigc
(@, 5(t+1)€Z t=0,1,..,t; —1 oraz y(0)=y° , czyli jr € Ryor.

Zbidr R0 r jest zwarty.

Forma liniowa (P, - ) jest funkcja ciagla, wiec zgodnie z twierdzeniem We-
ierstrassa zadanie (1.47) ma rozwigzanie, c.n.d. [

Kolejne dwa twierdzenia pokazujg, ze zmiana kryterium wzrostu (w tym
przypadku uwzglednienie przy ocenie proceséw wzrostu wartosci produkcji wy-
tworzonej w gospodarce w catym horyzoncie czasu T, a nie tylko w jego koncowym
okresie t;) nie pozbawia gospodarki jej fundamentalnych wlasnosci magistralnych.
Odpowiednikiem twierdzenia 1.10 jest obecnie nast¢pujace ‘stabe’ twierdzenie

o magistrali.

m Twierdzenie 1.14. Jezeli w stacjonarnej gospodarce Gale’a spetniajacej warunki
(G1)-(GY9) istnieje taki (y°,) — dopuszczalny proces {F(£)}_,, f<t;, ze
y(t) € N oraz tempo wzrostu na magistrali a,, > 1, to Ve > 0 istnieje taka liczba

naturalna k,, ze liczba okresow czasu, w ktorych (y°, T,p) — optymalny proces

{y*(t)}ilzo spetnia warunek (1.28), nie przekracza k.. Liczba k, nie zalezy od t;.

Dowod. Wezmy (y°, T, p) — optymalny proces wzrostu {y*(t)}?zo, rozwigzanie

zadania (1.47). Wowczas, zgodnie z (1.11), (1.23):

P,y t+ 1) <ay@py @) t=01..,t;—-1 (1.49)

(analogicznie jak w twierdzeniu 1.10, zob. (1.29)), czyli po rozpisaniu:
<ﬁl y*(1)> < aM(ﬁlyo)a

®,y"(2)) < an(p,y (D) < aiy(p,y°),
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B,y (t) < ay(P,y* (t, = 1) < - < i (5,y°).

Zatézmy, ze k razy, w okresach 14, ..., T, < t;, zachodzi warunek (1.28).

Wtedy, zgodnie z lematem 1.1, istnieje taka liczba 8, € (0, ay,), ze:
@y t+ D) < (ay —6)P.y" (), t=71q, .., T (1.50)
Z (1.49),(1.50) otrzymujemy ciag nierdwnosci:
@,y (D) < an(d,y°),

P,y (2)) < ap(p, y°),

@,y*(t, — k) < a2 7B, y°),

B,y (t, — k+ 1)) < (ay — 6)a ™(p,y°),

(ﬁ' y*(t1)> < (aM s)k o (ﬁr yO)’
a stad:

Yoy () < (B, yO)Ziks aby + @y Thoi(aw = 87]. (1.51)

Z zalozenia istnieje (y°,f) — dopuszczalny proces prowadzacy w okresie

f < t; domagistrali N, co podobnie jak przy dowodzie twierdzenia 1.10 prowadzi

do wniosku, Ze istnieje (y°,t;) — dopuszczalny proces {)7(1:)}?:0:

(o = Iyl > 0), ktory, poczawszy od okresu t =, biegnie po magistrali N.

Wowczas:

YDy (O) = T, F(®) = €+ o(p, 5 Tits, , abi, (1.52)
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gdzie C; = (p,y°) + XE_(p, §()) > 0. Stala C; nie zalezy od t;. Z (1.51),(1.52)

otrzymujemy nierownos¢:

0< o(p,3) ity alit < (B yOZi  aby + apt Tk (an — 8.)7],

zatem:
S aty + g T aw — 807> ZEITH, L alit >0,
a stad:
R e s

Biorac taka dostatecznie matg liczbg 8, > 0, aby spelniony byt warunek
u — 6, —1 >0, po prostych przeksztatceniach, w $wietle (1.53) dochodzimy

do wniosku, ze:

Vi vt >k (A(tl,k) +B(t, k) > C, = % > 0), (1.54)
gdzie:
a7k _q
A(ty, k) = —=— — 0przy k — +oo (t; > k),
ay -1
t1—k-1 _ k_
B(ty, o) = Ve Sl A g by ke — oo (8 > K),

(ay- 65—1)( t1—t 1)

co pozostaje w sprzecznos$ci z (1.54). Istnieje zatem taka liczba naturalna k,, nie-
zalezna od dtugo$ci horyzontu T = {0,1, ..., t; }, ze liczba okresow czasu, w ktorych

zachodzi warunek (1.28) nie przekracza k,, c.n.d. ]

Aktualne pozostajg uwagi 1-5 do twierdzenia 1.10.

Prosta konsekwencja twierdzenia 1.14 jest nastepujace ‘bardzo silne’ twier-
dzenie o magistrali w stacjonarnej gospodarce Gale’a z kryterium maksymalizacji
facznej warto$ci produkcji (mierzonej w cenach von Neumanna) wytworzonej

w calym horyzoncie T.

Stacjonarna gospodarka Gale'a z pojedyncza magistralg 75



m Twierdzenie 1.15. Jezeli w stacjonarnej gospodarce Gale’a spetniajacej warunki
(G1)~(G9) sam (y° T,p) — optymalny proces wzrostu {y*(t)}il=0 W pewnym
okresie czasu f < t; prowadzi do magistrali N, to pozostaje na niej do konca

horyzontu T.
Dowéd. Jezeli (y°,T,p) — optymalny proces wzrostu {y*(t)}ilzo W pewnym

okresie T < t; dociera do magistrali N, to (y°t;) — dopuszczalny jest proces
FOYL:

_(y(@, t=01,..,°%
oalits,  t={F+1,..,t,

gdzie o = |ly*(®)|| > 0 (zob. (1.43)). Poniewaz y(t) = y*(t) dlat =0,1,...,f,
wigc z definicji (y°, T, p) — optymalnego procesu wzrostu {y*(t)}?:o dostajemy:

TP Y (D) 2 TP I(©) = o(p,5) Nl aki (1.55)
Z (1.11), (1.23) (zwazywszy, ze {p, y*(£)) = o(p,5)) wynikaja nieréwnosci:

B,y [+ 1)) < ayp,y* D) = ayo(p,3),
.................................................... (1.56)

t -t

oy (t) ) < au(p,y*(t — D) = ay (P, 3).

Whbrew tezie zatézmy, ze y*(7) € N w pewnym okresie T € {{ + 1, ..., t; — 1}.

Woéwczas zgodnie z lematem 1.1:
@,y (t+1) < (ay — 6)P,y* (D),
gdzie &, jest pewng liczbg dodatnig. Podobnie, gdy y*(t;) & N, to:
@,y (t)) < (am = 8)(P,y* (&, — 1))

W obu przypadkach, zwazywszy na (1.56), dochodzimy do nieréwnosci:

LBy (D) < o (T akt - Saf ) (1.57)
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gdy T < ty, oraz:

TiLdB Y (0) < 0(p,5) (B el - Seap ) (1.58)

gdy T = t.
Z (1.55), (1.57) (analogicznie z (1.55), (1.58)) plynie wniosek, ze wbrew za-
tozeniu 8, < 0. Otrzymana sprzeczno$¢ zamyka dowad. [
Dowod tego twierdzenia nie wymaga, aby tempo wzrostu na magistrali ay,
byto wigksze od 1. Warunek ten grat istotng rolg¢ przy dowodzie twierdzenia 1.14.

Aktualna pozostaje uwaga 1 do twierdzenia 1.10.

Przyklad. W komentarzu do ‘stabego’ twierdzenia o magistrali w problemie wzro-
stu docelowego (uwaga 5 do twierdzenia 1.10) pisaliémy, Ze twierdzenie pozostaje
prawdziwe po zastgpieniu wektora cen rownowagi p dowolnym innym wektorem
cen p > 0. Nie mamy takiej pewnosci w przypadku zadania (1.47). Sprobujemy
zatem przynajmniej przesledzi¢ na prostym przyktadzie, jaki wptyw na efekt magi-
strali w gospodarce Gale’a moze mie¢ ,,rozluznienie” cen. W przyktadzie mamy

2 towary, a przestrzen produkcyjna tworzy stozek:
Z ={(x1,%3,¥1,72) 20| y; < 1,5x>°x3°, y, < xf'25x2'75}. (1.59)

Optymalny wskaznik technologicznej efektywno$ci ay, = 1,145, struktura pro-

dukcji na magistrali N:

5= (0,632, 0,368). (1.60)
Wektor cen rownowagi:

p =4(1,0), 1> 0. (1.61)
Poczatkowy wektor produkcji:

y° = (y9,y9) = (50,250). (1.62)

Przyjmujac t; = 10 i rozwigzujac zadanie:
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max ¥;Lo(p, y())

p.w. (1.23), (1.24),

z przestrzenig produkcyjng (1.59), cenami (1.61) i warunkiem poczatkowym (1.62),

otrzymujemy nastepujacy (y°, T, p) — optymalny proces wzrostu {y*(t)}ilzoz

t

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

yi

167,705

251,167

307,496

357,958

411,484

471,526

539,905

618,077

707,533

809,927

vz (1)

167,185

167,315

185,200

210,228

240,147

274,755

314,475

359,972

412,062

471,692

Zrodto: obliczenia wlasne.

Zbieznos¢ struktury produkcji s*(t) = (si‘ (t),s; (t)) = (

y*(t)
ly* (@Il

yH(® )

"y @l

w procesie optymalnym do struktury produkcji na magistrali § (zob. (1.60)) ilu-

struje rysunek 1.6.

78

Rysunek 1.6. Ilustracja ,,efektu magistrali” (po wspotrzednych) w gospodarce Gale’a
z dwoma towarami, przestrzeniag produkcyjng (1.59), cenami (1.61) i kryterium maksymalizacji
lacznej warto$ci produkeji wytworzonej w catym horyzoncie T = {0,1, ...,10}
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Zauwazmy, ze chociaz w przykladzie miarg jakoSci procesOw wzrostu jest
taczna wartos¢ produkceji wytworzonej w calym horyzoncie T (a nie w jego ostat-
nim okresie), to przebieg optymalnej trajektorii {y*(t)}ilzo jest zgodny z brzmie-
niem ‘silnego’ twierdzenia o magistrali (twierdzenie 1.11), w ktorym rol¢ kryterium

wzrostu gra warto$¢ produkcji wytworzonej w koncowym okresie t; horyzontu T.

1.9. Optymalne procesy wzrostu
z funkcjq uzytecznosci ogdlnej postaci
Miarg jako$ci procesow wzrostu (trajektorii produkcji) w punktach 1.7, 1.8 byla
warto$¢ towarow (wektoréw produkcji) wytworzonych w gospodarce w ostatnim
okresie t; ustalonego horyzontu czasu T = {0,1, ..., t;} (zadanie (1.27)) badz w ca-
tym horyzoncie T (zadanie (1.47)). Sa to zaledwie najprostsze (liniowe) przyktady
miar oceny jakos$ci stanéw gospodarki znanych w ekonomii matematycznej. Ich
najdalej idacym uogo6lnieniem na gruncie teorii preferencji jest ciagta, wklgsta, ro-
sngca oraz (w szczegolnosci) dodatnio jednorodna stopnia 1 funkcja uzytecznosci.
Celem tego punktu jest wyjasnienie, czy takie uog6lnienie kryteriow wzrostu, tj. za-
stapienie w zadaniach (1.27), (1.47) kryterium warto$ci produkcji przez kryterium
uzytecznos$ci produkcji (wytworzonej badz w ostatnim okresie horyzontu T, badz
w catym horyzoncie) wplynie na magistralne wlasnosci ich rozwigzan.
Zakladamy, podobnie jak dotad, ze mamy n towaréw. Przez u: R} — R
oznaczamy standardowa funkcj¢ uzytecznosci towaréw wytwarzanych w gospo-

darce, spetniajgca nastgpujace warunki:

(U1) Funkcja uzytecznos$ci u(-) jest ciagta, wklgsta, rosngca i dodatnio jednorodna
stopnia 1.

(02) da > 0Vy = 0(u(y) < a(p,y)).

W mysl (U2) funkcje uzytecznosci aproksymuje z gory forma liniowa
f() =a(p, -) z wektorem wspotczynnikéw ap, gdzie a jest pewng liczbg do-

datnig (p jest wektorem cen w optymalnym stanie rdwnowagi von Neumanna).
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Interesuje nas nastgpujacy problem maksymalizacji uzytecznos$ci produkcji

wytworzonej w ostatnim okresie horyzontu T w stacjonarnej gospodarce Gale’a:

max u(y(l:l))
p.w. (1.23), (1.24)

rébwnowazny z zadaniem:

max u(y), 1.63
Y o) (1.63)
gdzie Ry0 . jest zbiorem stanow (wektorow produkeji) mozliwych do osiggnigcia

(wytworzenia) w okresie t; przez gospodarke startujacg w okresie t =0
z poczatkowego wektora produkcji y°. Jest to uogodlnienie zadania (1.27), po zasta-
pieniu formy liniowej (p, - ) przez funkcje uzytecznosci u(-).

W gospodarce Gale’a spetniajacej warunki (G1)-(G7) z funkcjg uzytecznosci
(U1) zadanie to ma rozwiazanie. Istotnie, zgodnie z lematem 1.2 zbidr R0, jest
zwarty oraz funkcja uzytecznosci jest ciagta w mysl (U1), wigc istnienie rozwigza-
nia zadania (1.63) jest wnioskiem z twierdzenia Weierstrassa o osigganiu maksi-
mum przez funkcje ciagla na zbiorze zwartym. Rozwigzanie {y*(t)}?zo zadania
(1.63) nazywamy (y°,t;,u) — optymalnym procesem wzrostu w stacjonarnej
gospodarce Gale’a z pojedyncza magistrala.

Ponizsze twierdzenie jest odpowiednikiem ‘stabego’ twierdzenia 1.10 o ma-

gistrali z punktu 1.7.

m Twierdzenie 1.16. Zat6zmy, ze zachodza warunki (G1)-(G9), (U1)-(U3) oraz
istnieje taki (y°, ¥) — dopuszczalny proces wzrostu {F(£)}_,, £ < t;, ze y(¥) € N.
Woéwezas dla dowolnej liczby € > 0 istnieje taka niezalezna od dhugosci horyzontu
T ={0,1,..,t;} liczba naturalna k., ze liczba okresow czasu, w Kktorych
(y°, t;,u) — optymalny proces {y*(t)}il=0 spetnia warunek (1.28) nie przekracza
k.
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Dowéd. Zaktadajac, ze w okresach 74,..,7, <t; zachodzi warunek (1.28)
i postepujac analogicznie jak przy dowodzie twierdzenia 1.10, dochodzimy do

nierdwnosci:
B,y () < a " (aw — 80D, y°)

(zob. (1.31)). Stad, wobec (U2) dostajemy ograniczenie gorne funkcji uzytecznoscei:

u(y"(t) < a(p,y"(t)) < amy ™ “(am — 6P, ¥°), (1.64)
gdzie a jest pewna liczba dodatnia.

Przy przyjetych zatozeniach, podobnie jak w twierdzeniu 1.10, ciag wekto-

row produkc;ji {y(t)}iioz

y(t), t=0,1,..,°¢

oali's, t=1+1,..,t,

-]

tworzy (y°,t;) — dopuszczalny proces wzrostu. Wowczas, w $wietle definicji
(v°, t;, u) — optymalnego procesu wzrostu {y*(t)}?zo, zwazywszy na wlasno$ci
(U1), (U3) funkcji uzytecznosci dochodzimy do nastgpujacego ograniczenia dol-

nego funkcji uzytecznosci:

u(y* ) = u(F®) = u(oal;’5) = cal u(s) > 0. (1.65)

Z (1.64),(1.65) otrzymujemy nieré6wnos¢:

0 < oali "u(®) < aafy ™ (ay — 6)%(5,y°),

aak/(B.y°)
ou(s)

co prowadzi do oszacowania (1.33) liczby k, z tym ze obecnie A = > 0.

Podobnie jak w twierdzeniu 1.10, w charakterze liczby k, wystarczy wziaé naj-

mniejszg liczb¢ naturalng wieksza od max {0, B}, gdzie B = Miiﬁ. [ |
M~ M~O¢
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Aktualne pozostaja uwagi 1-4 do twierdzenia 1.10. W kolejnych dwoch twier-
dzeniach o magistrali w gospodarce Gale’a z funkcja uzytecznosci ogdlnej postaci

obok (U1), (U2) obowiazuje dodatkowo nastgpujacy warunek:
(U3) u(s) = a(p,s) >0,
lub inaczej (rownowaznie):
vy € N(u(y) = a(p,y) > 0).
Zgodnie z tym warunkiem hiperptaszczyzna y, 1 = a{p, - ) aproksymujgca funk-
cje uzytecznosci z gory jest styczna do jej wykresu wzdhuz magistrali N.

Odpowiednikiem ‘silnego’ twierdzenia o magistrali (twierdzenia 1.11) jest

nastgpujace twierdzenie.

m Twierdzenie 1.17. Jezeli w gospodarce Gale’a spetniajacej warunki (G1)-(G9),
(G11) z funkcja uzytecznoéci (U1)-(U3) istnieje taki (y°, £) — dopuszczalny proces
wzrostu {F(0)}_,, I < ty, ze ¥(¥) € N, to Ve > 0 istnieje taka liczba naturalna k.,
niezalezna od dhugo$ci horyzontu T = {0,1, ..., t;}, ze jezeli t; > 2k,, to kazdy

(v°, t;,u) — optymalny proces wzrostu {y*(t)}?:0 spetnia warunek:
vt €k, k. +1,...,t; —k3(dy*(t),N) < &),

gdzie

4™ = [l =3

Dowéd. Zastepujac (v°, t;, p) — optymalny proces wzrostu (rozwigzanie zadania
(1.27)) (¥°, t;, u) — optymalnym procesem (rozwigzaniem zadania (1.63)) i powta-

rzajac dostownie dowodd twierdzenia 1.11, po podstawieniu w warunkach (1.40),
(1.41) u(y*(t)) zamiast (p, y*(t)) oraz u(5) zamiast (p,5), zwazywszy na (U1)-

(U3), dochodzimy do nieréwnosci:

u(y*(ty) = potay " u(3) >0

82 Rozdziat 1



oraz:

u(y () < alp,y* () < aay — 6(e") a2 (ay — 5(2)° (5, y" (X)),

Stad, zwazywszy na (U3), dochodzimy do warunku (1.42). Dalej dowod przebiega

analogicznie jak w twierdzeniu 1.11. [

Aktualne sa uwagi 1-4 do twierdzenia 1.10. Rownie prosta jest nastgpujaca

implementacja ‘bardzo silnego’ twierdzenia o magistrali z punktu 1.7.

m Twierdzenie 1.18. Niech przy zatozeniach (G1)-(G9), (U1)-(U3) sam
(%, t1, u) — optymalny proces wzrostu {y*(t)}?:(, w pewnym okresie czasu f < t;
prowadzi do magistrali:
y*(t) € N.
Wowczas:
vte{t+1,..,t3(y*(t) EN).

Dowéd. Zakladajac, ze istnieje choéby jeden okres czasu T € {f + 1, ..., t;}, w kto-
rym y*(7) € N, i powtarzajac dowdd twierdzenia 1.12, dochodzimy do konkluzji,
ze (y°,t;,u) — optymalny proces {y*(t)}?zo, rozwigzanie zadania (1.63) spehnia

obecnie (wobec (U3)) warunki:
u(y*(tl)) > aa;}_fu(E) >0,

u(y*(t) < a(p, y* (1)) < oar ™" (ay — 5 )u(s),

z ktorych wynika, ze 6, < 0, co jest sprzeczne z lematem 1.1 i tym samym zamyka
dowdd. ]

Aktualna jest uwaga 1 do twierdzenia 1.10. Twierdzenia 1.16-1.18 pokazuja,
ze przejscie od liniowego kryterium oceny jako$ci procesow wzrostu w zadaniu

(1.27) do zgodnej z aksjomatyka teorii preferencji funkcji uzytecznosci w zadaniu
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(1.63) nie pozbawia gospodarki magistralnych wtasnosci. W $wietle udowodnio-
nych twierdzen, w dtugich okresach czasu kazdy (y°,t;,u) — optymalny proces
wzrostu, rozwigzanie zadania (1.63) z ciagla, wklesta i rosngca funkcja uzyteczno-
$ci okreslong na wektorach produkcji w ostatnim okresie t; horyzontu T ,,prawie
zawsze” przebiega w dowolnie bliskim otoczeniu (lub po) magistrali N. Funkcja
uzytecznos$ci jest swoistg miarg racjonalno$ci gospodarczej, zatem w mys$l tych
twierdzen wszystkie optymalne procesy wzrostu w prawidlowo funkcjonujace;j
gospodarce ,,prawie zawsze” (poza skonczona liczbg okreséw czasu, niezaleznie od
dtugosci horyzontu T) powinny przebiega¢ mozliwie blisko magistrali. Powinna je
cechowac swoista magistralna stabilnos¢.

Co wigcej, okazuje si¢, ze magistralna stabilno$¢ jest wlasciwoscig procesow
wzrostu optymalnych nie tylko w §wietle kryterium maksymalnej uzytecznosci
produkcji wytworzonej w ostatnim okresie t; horyzontu T (jak w zadaniu (1.63)),
ale takze procesow optymalnych w $wietle kryterium maksymalizacji zdyskonto-
wanej uzytecznosci produkcji wytworzonej w gospodarce w catym horyzoncie

czasu T. Aby to udowodni¢, zajmiemy si¢ rozwigzaniem nastepujacego zadania:

max YL (1 — ) 'u(y®))

p.w. (1.23), (1.24).

(1.66)

Jest to odpowiednik zadania (1.47), po zastgpieniu w kryterium wzrostu (liniowej)
funkcji (p, +) przez nieliniowa funkcje (zdyskontowanej) uzytecznosci (1 —
Y)tu(-) w okresie t, w ktorej parametr y € (0,1) jest stopa dyskonta (preferencji
czasowej) uzytecznosci produkcji. Zadanie to ma rozwigzanie {y* (t)}?:O przy tych
samych zatozeniach, przy ktorych istnieje rozwigzanie zadania (1.47), ktére podob-
nie nazywamy (y°, T, u) — optymalnym procesem wzrostu (trajektorig produkcji).

Dowdd nastepujacego ‘stabego’ twierdzenia o magistrali jest wzorowany na

dowodzie twierdzenia 1.14.
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m Twierdzenie 1.19. Niech w gospodarce Gale’a spetniajacej warunki (G1)-(G9),
(U1)-(02):

e istnieje taki (y°,f) — dopuszczalny proces {J(£)}_,, £ < t;, ze F() € N,
e zdyskontowane tempo wzrostu produkcji (1 —y)ay na magistrali N

jest wieksze od 1.

Woéwcezas Ve > 0 istnieje taka niezalezna od dtugosci horyzontu T liczba naturalna

k., ze liczba okresow czasu, w ktorych (y°, T,u) — optymalny proces wzrostu

{y* (t)}il= o (rozwiazanie zadania (1.66)) spelnia warunek (1.28) nie przekracza k..

Dowéd. Przy dowodzie korzystamy z faktu, ze zadanie (1.66) jest rtOwnowazne z

zadaniem:

max 2?:1(1 - y)tu(y(t))

(1.67)
p.w. (1.23)-(1.24).
Zgodnie z (1.11), (1.23):
@,y (D) < an(d,y°),
0,y"(2) < an(@,y* (1) < ap(p,y°), (1.68)

(B,y"(t)) < an(py"(t — D) < a3 (5,y°).

Zatézmy, ze w okresach 74, Ty, ..., Ty < t; zachodzi warunek (1.28). Wtedy,

zgodnie z lematem 1.1:

D,y (t+ 1)< (ay —6)P,y (1)), t=14,Ty ., T (1.69)

Z (U2), (1.68), (1.69) wynika nastepujacy uktad nierdéwnosci:
(1=pPu(y* (D) < a = y){F,y* (D) < a1 = )ay(p,y°),

1 -y?u(y*(2)) < a(l —=MAP,y" (D) < a(l —¥)2ak(p,y°).
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1 -y u(y (&, — k) < a(l =) p,y* (&, — k))
< a(l —y)a~*air™(p,y°)

A - y(y (6, —k+ 1) < a(l — ) 1,y (6 -k + 1) <

<a(l—y)" o ™ (ay - 8:)(D,y°),

(1 —-u(y (t)) < a =P,y (D) < a(l —y) ey (ay — 85, y°),
skad otrzymujemy:
(1 =Pu(y ®) <

< ap, YO T = p)taf + (A — ) ka Tk (1 -y (ay — 807
(1.70)

Z zalozenia istnieje (y°, ) — dopuszczalny proces {}7(1:)}5:0 prowadzacy
w okresie t < t; do magistrali N = {A5|1 > 0}, czyli istnieje (y°,t;) — dopusz-

czalny proces {?(t)}?:o:

(o = |ly@®] > 0), a wtedy:
Ziil(l - ]/)tu(y*(t)) = Z (1 y)tu(y(t)) 2 GZt t+1(1 - V)t_iafvi_fu(ﬁ =

=ou@) XA -y af > 0. (1.71)

Z (1.70), (1.71) otrzymujemy nieréwnos$¢:

a@, YO Zi 1 —y)af + A —p)a a3k (1 - y)(ay — 8)7] =
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> ou(3) T (1 - y) e, > 0,
czyli:

YA —p)taf + A=) e T R (1 - y) T (ay — )T 2

ou(s)
— a(py®)

S -p)ag >0

lub inaczej:

(a-ni ka1

g — (1—)/)t1 —k+1 t1

*(aw = 5 A-Pay—89-1 =

(1 -y)ay
(a-pitay -1

(1-y)am-1 > 0.

ou(s)
= 2By 1-v)au

Biorgc taka dostatecznie matg liczbe &, € (0, ay), aby (1 —y)(ay — 8:) > 1, po
przeksztatceniach dochodzimy do warunku:

ou(s)

Ve, < +ooVk <ty (A(t, k) + B(ty, k) 2 € = R

>0), (1.72)

gdzie:

a-phkag -1
(a-pa-taft g’

A(tli k) =

(-1 gy s )[(1-) kK (am -8k -1][(1-p)am— 1]

[(1 ya-tay " -1][a-y)(am-80-1]

B(tli k) =

Przy k = 400 (t; > k):
A(ty, k) » 0+ oraz B(ty, k) » 0 +,

co jest sprzeczne z (1.72). Istnieje wigc taka liczba naturalna k, (niezalezna od t;),

ze liczba okresow, w ktorych zachodzi warunek (1.28), nie przekracza k.. |

Aktualne sa uwagi 1-4 do twierdzenia 1.10. W $wietle udowodnionego twier-
dzenia rowniez w gospodarce Gale’a z kryterium maksymalizacji zdyskontowane;j
uzytecznos$ci produkcji wytworzonej w catym horyzoncie czasu T obserwujemy

‘staby’ efekt magistrali, w my$l ktérego struktura produkcji w kazdym (y°, T, u) —
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optymalnym procesie (rozwigzaniu zadania (1.67)) niezaleznie od dtugosci hory-
zontu T ,,prawie zawsze” (poza skonczong liczba okreséw niezalezng od dlugosci
horyzontu T) r6zni si¢ dowolnie mato od struktury produkcji na magistrali, na kto-

rej gospodarka osigga najwyzsze tempo wzrostu.

O szczegdlnej sytuacji, gdy (y° T,u) — optymalny proces {y*(t)}?:()
w pewnym okresie { < t; prowadzi do magistrali, méwi twierdzenie 1.20 (odpo-

wiednik twierdzenia 1.15).

m Twierdzenie 1.20. Jezeli zachodza warunki (G1)-(G9), (U1)-(U3) oraz

(y°, T, u) — optymalny proces {y*(t)}iio w okresie < t; spelnia warunek:
y*(t) EN
(prowadzi do magistrali N), to:
vte{t+1,..,t3(*(t) €N).

Dowdd. Jezeli trajektoria {y*(t)}iio dociera w okresie £ < t; do magistrali, to

(v°,t;) — dopuszczalny jest proces {37(t)}§1:0 nastepujacej postaci:

~ y (®), t=0,1,..,1
Y(t) ={ t—f— v
oay 'S, t=t+1,..,t,

o=|ly*(®)|| >0.Dlat =0,1,...,{ mamy §(t) = y*(t), co prowadzi do nastepu-

jacego dolnego ograniczenia wartos$ci funkcji uzytecznosci:

S = u(y ©) 2 T = P uF0) = ou®) Sl - iaj > 0.

(1.73)
Z drugiej strony, zwazywszy na (1.11), (1.23), mamy:
@,y" () =o(p,3),
@,y (& + 1) < oay(p,5), (1.74)
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t;—t

(D, y"(t)) < oay (p,5).
Zalozmy, ze w pewnym okresie czasu T € {f + 1, ...,t; — 1}:
y'(@) €N, (1.75)

czyli 3e > 0(d(y*(7),N) = €). Wowczas, zgodnie z lematem 1.1, istnieje taka

liczba &8, € (0, ay), ze:

By (T + 1) < (ay — 8.5,y (@). (1.76)
Z (1.74), (1.76), wobec (U2), (U3), dostajemy uktad:
(1-Niuly®) <a-PHPy D) = oa(l =P, = o(1 — P u(),

A -y E+1) <a@ -NHYp,y E+1D) < oa (1 — ) lay(p,3) =
=o(1—y)*ayu@d),

(1 =) "u(y* (@) < a(l =B, y* (@) < ga(l — y) e 4p,5) =
=o(1—y) i u(d),
A-N™u(y G+ 1) <al-Y)™Np,y (t+ 1) <

< oa(l—y)™*af (ay — 8.)(0,5) = 0 (1 — )™ laf (ay — 6.)u(3),

ty—t-1

(1= Pu(y*(t) < al =@y () < ca(l —y)ay (ay — 8)(5,5) =

= o1 —pal  ay - 5)u),

ktéry prowadzi do gornego ograniczenia wartosci funkcji uzytecznosci:

Tt =Mu(y @) <

<ou@[TiL(1-Pialrt - 6. XA - Hak (1.77)
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Gdy warunek (1.75) zachodzi dla T = ¢4, to zgodnie z lematem 1.1:

D,y (t)) < (ay — 8 )P, y*(t1 — 1)) (1.78)

i rozumujac jak wyzej, dochodzimy do warunku:

T - Ul ®) < ou® [T - ia - 6.1 -hay Y

(1.79)
Z (1.73), (1.77) dostajemy nierownos¢:
u(®)[Tele(1 — N'alr’ = 6 L (1 - N afi ] 2 ou(®) Sy (1 - 1)l > 0.

Podobnie z (1.73), (1.79) wnika, ze:
ou(®) [ S (1 - el = 0.0 -t 2 u® L1 -1 el > 0,

Oba warunki zachodza tylko gdy 6, < 0. Otrzymana sprzeczno$¢ zamyka dowod.

Przy dowodzie nie wymaga si¢, aby zdyskontowane optymalne tempo wzro-

stu byto wigksze od 1. Aktualna pozostaje uwaga 1 do twierdzenia 1.10.

1.10. Minimalnoczasowy problem wzrostu

W tym punkcie odchodzimy od funkcji uzyteczno$ci jako miernika jakos$ci proce-
soOw wzrostu w gospodarce. Kryterium oceny procesdw wzrostu jest czas potrzebny
gospodarce startujacej z okreslonego stanu poczatkowego (wyjsciowego poziomu
produkcji) na jej dojscie do postulowanego/pozadanego stanu koncowego (docelo-
wego poziomu produkcji). Interesuje nas wigc minimalnoczasowy problem wzro-
stu. W formutowanych dalej twierdzeniach dowodzimy, ze mimo tak zasadniczej
zmiany kryterium wzrostu optymalne procesy nadal cechuje ich charakterystyczna,
szczegblna magistralna stabilno$¢.

W celu uproszczenia wywoddéw dotychczasowy warunek (G7) zastapimy wa-

runkiem:
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(GT) al@,y)=ay=y>0& ay > 1.

Nieréwnos$¢ y > 0 oznacza, ze w optymalnym procesie produkcji (%,y) € Z

wytwarzane sa wszystkie towary (warunek regularno$ci gospodarki, zob. pkt 1.3).

|‘<\

Jezeli zachodzi ten warunek, wtedy wektor § = struktury produkcji na magi-

<A

strali N = {A5]|1 > 0} jest dodatni.

Co wigcej, gdy zachodzg warunki (G1)-(G6) oraz (G7’), wtedy w gospodarce
Gale’a istnieje optymalny stan rownowagi von Neumanna niezaleznie od warunku
(G8) (zob. pkt 1.3, twierdzenie 1.5 i komentarz do niego). Natomiast zgodnie z wa-
runkiem a,; > 1 gospodarka moze wytwarza¢ wigcej towarow, niz ich zuzywa.
Moéwimy wowczas, ze gospodarka jest produktywna.

Ponadto zakladamy, Ze poczatkowy wektor produkcji y° jest dodatni. Pozo-
state warunki nie zmieniajg sig.

We wszystkich procesach wzrostu, z ktérymi mieliSmy do czynienia w punk-
tach 1.7-1.9:

— horyzont czasu T (w szczegdlnosci jego okres koncowy t;) byt ustalony,

— nie postulowaliSmy zadnych dodatkowych warunkéw ograniczajacych stany
gospodarki, np. w postaci pozadanej docelowej warto$ci (w wyrazeniu pienigznym)
lub wielko$ci (w jednostkach fizycznych) produkcji w koncowym okresie hory-
zontu T.

Obecnie problem zasadniczo zmodyfikujemy, zaktadajac, ze ustalony jest nie
tylko poczatkowy wektor produkcji y° (stan poczatkowy gospodarki), ale okre-
$lona jest takze pozadana docelowa warto$¢ produkcji V' (mierzona w cenach row-
nowagi von Neumanna), ktora gospodarka powinna osiggna¢ w mozliwie najkrot-
szym czasie. Interesuje nas wigc rozwigzanie nast¢pujacego zadania minimalnocza-
sowego:
znalez¢:

min ¢4 (1.80)

przy ograniczeniach:
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(@), yt+1)€Z t=01,..,t; — 1,

y(0) =y° >0, (1.81)
y(t) €Y,
gdzie:
Y'={y eR(p,y) =V >(p,y°)}. (1.82)

Poczatkowy wektor produkcji y° oraz zbiér docelowych stanéw Y1 (wekto-
row produkeji o wartosci nie mniejszej niz V1) sg ustalone. Zmiennymi decyzyj-
nymi w zadaniu (1.80)-(1.81) sg wektory produkcji y(1),y(2), ..., y(t,) oraz czas

t; (zmienna staje si¢ zatem takze dtugo$¢ horyzontu T).

O kazdym ciagu wektorow {y(t)}?:o, t; < 4o spelniajagcym uktad (1.81)
moéwimy, ze opisuje/tworzy (y°,Y1,t,) — dopuszczalny proces wzrostu. Dopusz-
czalny proces wzrostu {y*(t)}?:o bedacy rozwigzaniem zadania (1.80)-(1.81) na-
zywamy (y°,Y1,t}) — optymalnym procesem wzrostu. W (y°, Y1, t;) — optymal-
nym procesie wzrostu gospodarka w najkrotszym czasie osigga poziom produkcji
y*(t7) o warto$ci nie mniejszej niz V1.

m Lemat 1.5. Przy zatozeniach (G1)-(G6), (G7’), (G8), (G9):
(i) istnieja (y°, Y1, t;) — dopuszczalne procesy wzrostu,

(2i) zadanie (1.80)-(1.81) ma rozwigzanie.

Dowéd. (i) Przy przyjetych zatozeniach, wobec tego, ze y° > 0, V1 > (p,y°),
ay > 1 oraz wektor § struktury produkcji na magistrali N = {A5|A > 0} jest

dodatni, istnieje (y°,Y?1,t;) — dopuszczalny proces wzrostu {y(t)}?:o postaci:

o= O

1.83
aa,t\,,s_‘, t=1,..,t, ( )
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0
w ktorym o = m.inJ;—‘ > 0 oraz t; jest najmniejszg liczba naturalng nie mniejsza
i i

InA vt

od >0, gdzie A= e

> 1. W procesie tym:

Inay
y(t;) eyt (1.84)
oraz §(t; — 1) ¢ Y1,

(2i) Niech, podobnie jak dotad, R, o, bedzie zbiorem wektorow produkcji mozli-

yot
wych do wytworzenia w okresie t przez gospodarke startujaca (w okresie poczat-

kowym t = 0) z poziomu produkeji y(0) = y°:
Ryoo={°" ... Ryo, ={ylIx €Rpo 4}, t = 1,2,..., 5.

Zbiory Ryo, sa zwarte (oraz wypukle, zob. pkt 1.6, lemat 1.2). Wektor ¥(t,)
w (y°, Y%, t;) — dopuszczalnym procesie (1.83) nalezy jednoczesnie do R0,

(z definicji) oraz do Y (zgodnie z (1.84)), czyli:
3ty > 0( Ryo, NY' % 0).
Z drugiej strony:
vy eYI((p,y) 2V > (p,y°) > 0),
wiec Ryo’oﬂY1 = (. Istnieje zatem taka liczba naturalna t; < t,, ze:
Ryo‘tiﬁY1 0 & Ryo,t;_lﬂY1 = Q.

Liczba t; jest jednocze$nie najwczes$niejszy okresem, w ktorym gospodarka

osigga docelowy zbior Y. Wobec tego, ze y° & Y1, jest to liczba dodatnia. [

W lemacie warunki (G8), (G9) (jednoznacznosci magistrali N) mozna zastg-
pi¢ warunkiem (G10). O ‘stabym” oraz ‘bardzo silnym’ efekcie magistrali w sta-
cjonarnej gospodarce Gale’a z minimalnoczasowym kryterium wzrostu mowia

twierdzenia 1.21, 1.22.
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m Twierdzenie 1.21. Zat6zmy, ze zachodzg warunki (G1)-(G6), (G7’), (G8), (G9).
Wtedy dla dowolnej liczby € > 0 istnieje taka liczba naturalna k., ze liczba
okresOw czasu Ty, Ty, ..., Tg, W ktorych (y°,Y1,t;) — optymalny proces wzrostu
{y*(t)}io (rozwigzanie zadania (1.80)-(1.81) ze zbiorem standéw docelowych
(1.82)) spelnia warunek (1.28) nie przekracza k.. Liczba k. nie zalezy od

postulowanej docelowej wartoéci produkcji V! ani od t;.

Dowéd. Z (1.11) oraz definicji (y° Y?1,t;) — optymalnego procesu {y*(t)}go

mamy:
P,y @+ D) <ay@y), t=01,.,t;—1, (1.85)

a stad (p,y*(t])) < aﬁ(ﬁ,yo). Jezeli w okresach 14,7y, ..., T, < t; zachodzi

warunek (1.28), to zgodnie z lematem 1.1 istnieje taka liczba &, € (0, ay), ze:

Py (t+ 1) <(ay =8P,y (1)), t=73,7Tp .., 7.  (1.86)
Z (1.85), (1.86) dostajemy goérne ograniczenie warto$ci produkcji wytworzonej

w okresie t7:

B,y (t)) < ali ™ (ay — 6.)%p,y°). (1.87)

Zgodnie z lematem 1.5(i) istnieje (y°, Y1, t;) — dopuszczalny proces wzrostu
{37(1:)}?:0 postaci (1.83). W procesie tym wektor produkcji ¥(t;) w okresie t; = t]
spetnia warunek (1.84), czyli (p, 7(t;)) = V1. Jednoczesnie t; jest najwczesniej-
szym okresem, w ktorym warunek ten zachodzi, a to oznacza, ze (t; — 1) € Y1,
czyli (p, y(t; — 1)) < V1. Wowczas, wobec (G5), istnieje rowniez (y°,Y1,t,) —

dopuszczalny proces wzrostu {ff(t)}?:o:

y°, t=0,
}:; (t) = aaﬁlgi t = 1; "'Jtl - 11 (188)
aaf\,,l_1§ +y, t=1ty,
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w ktorym J(t;) = y(t; — 1) + y', gdzie y’ jest wektorem spetniajgcym warunek

0<y =olay - 1)0611:\,,1_15 (> 0) oraz:

(B.y'y =V = (D, y(t, — 1)) >0, (1.89)
co daje nastepujace dolne ograniczenie wartosci produkcji w okresie t;:

By D)) =V = (},F(t)) = B3ty — 1D +y') =oay (5,5 +(p,y') > 0.
(1.90)
Z (1.87), (1.90) otrzymujemy warunek:

ag " (ay — 8%, ¥°) = oali M B,35) + (B,y') > 0,

z ktérego (wobec tego, ze t; = t1 , ay > 1 oraz (p,y’) > 0) wynika nierownos¢:

( am )" < m@y®)

ap—8¢ a(p,3) *
Pozwala to na oszacowanie liczby k:

InA
In ay—In(apy—56¢) °

k<B=

ap(p,y°

gdzie A = (5.5) 5N 1, czyli B > 0. Jezeli B jest liczba naturalng, wtedy w celu

zakonczenia dowodu wystarczy przyjac k., = B. Gdy B nie jest liczbg naturalng,
w charakterze liczby k., o ktorej mowa w tezie twierdzenia, wystarczy wziac naj-
mniejsza liczbg naturalng wigksza od B. Liczba B, a zatem takze liczba k, nie za-

lezg od V1 ani od t;. ]

Warunek (1.89) zapewnia, ze w (y°, Y1, t;) — dopuszczalnym procesie wzro-

stu postaci (1.88) gospodarka w ostatnim okresie t; osiagga warto$¢ produkcji
@, y(t)) =V

Jezeli Vt € T(f/(t) = ﬁ(t)) (czego nie mozna wykluczy¢), wowczas

Byt =V, y' = olay — Day 5 oraz (5,y") = o(ay — Day (5,5 >
> 0. Aktualne pozostaja ponadto uwagi 1-3 do twierdzenia 1.10.
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m Twierdzenie 1.22. Jezeli przy zatozeniach twierdzenia 1.21 w pewnym okresie

t <t; (y° YLt —optymalny proces {y*(t)}io prowadzi do magistrali:
y*(t) EN
oraz rozwigzanie zadania (1.80)-(1.81) jest jednoznaczne, to:
vte{t,t+1,..,t;3(y*(t) € N).

Dowéd. Przy zalozeniach twierdzenia istnieje (y°, Y1, t;) — dopuszczalny proces:

y*(8), t=0,1,..,%
J@O =agy(@®, t=i+1.,t-1 (1.91)
Ty D+ t=t,

(por. 1.88), w ktorym:

e t; jest najmniejsza liczbg naturalna, nie mniejsza od t + A, gdzie

InV!-In(p,y*®)
Inay

A= > 0,

© 0=y = (aw—Day Y@ (>0),
o zachodzi warunek (1.89).

Wowczas:
By (D) 2V = @,y)) = Byt —D+y') =
=ap "TNEY ) + By > 0. (1.92)
Zgodnie z (1.11), (1.21) (¥° Y1, ¢t;) — optymalny proces {y*(t)}iio spetnia
w szczegolnosci warunek:
B,y (D) < @y By (D).

Jezeli y*(7) € N w pewnym okresie T € {f + 1,...,t; — 1} lub y*(¢t]) € N,

wowczas w $wietle lematu 1.1 istnieje taka liczba 8, € (0, ay), Ze:

@,y (T + 1) < (ay — 68X,y (D)),

co prowadzi do nieréwnosci:
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t1-t-1

@y Dy <ay  (ay—6)B,y D). (1.93)

7 (1.92), (1.93) dostajemy:

t1—t-1 t,—t-1

ay  (am=8)P,y (D) > ayy B,y ) >0, (1.94)

gdzie t; > t;. Jezeli t; = t;, to sam proces {J(t)}iL, jest (¥, Y1, t}) — opty-

malny. Gdy t; > t], to z (1.94) wynika, ze:
ay — 6, > a,tv,l_t;.

Dla t; = t; + 1 mamy wowczas @y — 8; > @y, zatem 6, < 0, wbrew zatozeniu.
Gdy t; —t] = k > 1, wtedy ay, — 8, > al;, gdzie k > 2, co jest sprzeczne z wa-

runkiem «a,, > 1. Otrzymane sprzecznos$ci zamykajg dowod. [

Uwaga. Gdy t; = t{, wtedy §; < a — 1. Sytuacji takiej nie mozna wkluczy¢,
gdyz ay > 1. Zatem, gdy t; = t;, moze istnie¢ inny (y° Y1, t}) — optymalny
proces {y*(t)}zio z trajektorig produkcji w ostatnim okresie r6zng od {}zl(t)}ilzo
(mianowicie gdy w (1.91) wektor y' # (ay — 1)a§,}_5_1y*(f)). Dlatego w tezie
twierdzenia zawarty jest warunek jednoznacznosci rozwigzania.

Przebieg (y° Y1,t;) — optymalnego procesu {y*(t)}?:o , Tozwigzania
zadania (1.80)-(1.81) ze zbiorem stanéow docelowych (1.82) ilustruje nastepujacy

rysunek.
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Y2

Yt={y eR @ y)=V">(p,y°) >0}

0 —>
Y1

Rysunek 1.7. Ilustracja rozwiazania zadania (1.80)-(1.81). Przebieg (¥°,Y?,t}) — optymalnego
procesu wzrostu {y*(t)}?:0 w otoczeniu magistrali N = {A5|1 > 0} c R?

W zadaniu (1.80)-(1.81) do zbioru stanéw docelowych Y nalezg wszystkie

wektory produkcji lezace na lub powyzej hiperptaszczyzny:
Hy ={y €R"[(p,y) =V},

z wektorem kierunkowym p > 0 i parametrem (wyrazem wolnym) V1 > (p, y°) >
> 0 (zob. rys. 1.7). Z ekonomicznego punktu widzenia jest to stosukowo stabe
ograniczenie. Tak zdefiniowany zbidr nie uwzglednia spotecznych oczekiwan/po-
stulatow/potrzeb formutowanych pod adresem docelowej wielkosci produkcji
(przynajmniej niektorych) towarow w gospodarce, wynikajacych choéby z potrzeb
konsumpcyjnych spoteczenstwa. Warunek ten uwzglednimy obecnie. Zajmiemy si¢
rozwigzaniem zadania (1.80)-(1.81), w ktérym dotychczasowy zbidr stanow doce-

lowych (1.82) zastagpimy zbiorem:

Y'={yeR}yzy'}, (1.95)
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gdzie y* jest minimalnym, spotecznie pozadanym poziomem produkcji (y* > y©).
Aktualny pozostaje lemat 1.5, z tym ze obecnie zbior Y! ma postaé (1.95),
a okres t;, w ktorym zachodzi (1.84), jest najmniejszg liczba naturalng spetniajaca
warunek (1.96); zob. ponizej (lemat 1.6). O wektorze y! > y° ograniczajacym
z dohu zbiér stanéw docelowych Y1 zaktadamy, ze:

max y}
1 EIM(L 1SIW).

min y;
13

Zgodnie z tym warunkiem, wektorem y! (determinujagcym postaé zbioru sta-
néw docelowych Y1) moze by¢ kazdy wektor produkcji wiekszy od poczatkowego
wektora y°, w ktorym rozpieto$é¢ (odlegtoéé) miedzy wartosciami wspotrzednych
nie ros$nie ,,zbyt gwattownie” ( ro$nie nie szybciej niz liniowo). Przy przyjetych
zatozeniach liczba M > 1.

m Lemat 1.6. Jezeli spetnione sg warunki (G1)-(G6), (G7’), (G8), (G9), (C1), to:

(i) Vy* > y° istnieje nastepujacy (¥°, Y1, t;) — dopuszczalny proces {F(t)}iL,:

5@ =" (=

oays, t=1,2,..,t

0
(zob. (1.83)), w ktorym ¢ = m,inS;—i, §(t1) = ¥ (czyli (t;) € Y1) oraz t; jest
i i

najmniejsza liczbg naturalna spetniajaca warunek:

1
DAL 0, gdzie A; = o~ max 2L > 1. (1.96)

t, =
1 Inapy i Si

(2i) istnieje taka liczba naturalna [ niezalezna od y* (ani od t;), Ze jezeli t; > [,
to y(t; — 1) = yt.

Dowéd (i) otrzymujemy powtarzajac dostownie dowdd lematu 1.5(i), z tym ze
obecnie t; jest najmniejszg liczbg naturalng spetniajaca warunek (1.96).

(i) Oznaczmy przez 1 taka najmniejszg liczbg naturalna, ze:

7t~ L) = o, '3

A

yl. (1.97)
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Liczba taka istnieje, gdyz 7(0) = y° < y! = $(t;). Z (1.97) otrzymujemy:

1
4 4, =0 TminZ > 1 (1.98)

L=t —
1 Inay i Si

yl =

(A, < A;). Poniewaz t; jest najmniejsza liczba naturalng speilniajacg warunek

(1.96), zatem:

InA
ty < —
Inay

+1. (1.99)

Podobnie, skoro [,1 jest najmniejsza liczba naturalng spetniajaca warunek (1.98),

to:
lnA2
Li<t - o (1.100)
7 (1.99), (1.100) wynika nierowno$¢:
ln%
Ly Slna;+2. (1.101)
Z konstrukeji liczb A;, A, oraz (C1) dostajemy:
1 m_axyl-1
Vi L 5. 1 1
A1 m{:\xg— m]m Sj mjax S] max yi max yl.
l=r= iSmin1= — 1:Cl- 1SC'M7
Ay m,inji—‘: | Jil- mjms]- milnyi ml_lnyi
LoSi m]axsj
maxs;
gdzie C = m]in§- = 1 oraz liczba M > 1 spetlnia warunek (C1). Stad i z (1.101)
j J
ptynie wniosek, ze:
__In(c-M)
lyl <Q-= Inaa + 2.

W charakterze liczby [, o ktdrej mowa w tezie lematu, wystarczy wzia¢ naj-

mniejszg liczbe naturalng nie mniejsza od Q. ]

Odpowiednikiem ‘stabego’ twierdzenia 1.21 o magistrali jest twierdze-

nie 1.23.
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m Twierdzenie 1.23. Niech stacjonarna gospodarka Gale’a spetnia warunki (G1)-
(G6), (G?’), (G8), (GY), (C1) oraz {y*(t)}?=0 bedzie (y° Y1 t;) — optymal-
nym procesem wzrostu — rozwigzaniem zadania (1.80)-(1.81) ze zbiorem standéw
docelowych Y postaci (1.95). Wowczas dla dowolnej liczby & > 0 istnieje taka
liczba naturalna k., ze liczba okresow czasu, w ktorych zachodzi warunek (1.28),
nie przekracza k.. Liczba k, nie zalezy od minimalnej docelowej wielkosci pro-

dukeji y?! (4j. postaci zbioru stanéw docelowych Y1) ani od t;.

Dowéd. Postepujac jak przy dowodzie twierdzenia 1.21 i zaktadajac, ze w okresach
T1, T2, -, T < ti zachodzi warunek (1.28), dochodzimy do warunku (1.87). Przy
przyjetych zatozeniach, zgodnie z lematem 1.6, istnieje taka liczba naturalna [ i taki
(¥°, Y1, t;) — dopuszczalny proces {5(t)}iL, postaci (1.83), ze j(t;) = caji5 €
eYLt;>1, orazy(t; — 1) = Oa;}_li‘ < y! (liczba [ nie zalezy od y* ani od t;).
Poniewaz Y?! 3 y*(t}) 2 y! 2 §(t; — 1), wige:

t1-1

@y (t)) =@yt — D) = oy (p,35) > 0. (1.102)

Laczac (1.87), (1.102), dostajemy nier6wnos¢:
ti—k k{7 10 ti—ly= <
ay (ay = 8)D,y°) =2 oay (p,5) >0,

z ktorej wynika (wobec tego, ze t; = t7), iz:

0 <( aum )" Safww,y%’

ay—be a(p,5)
czyli:
InA
k=B = Inapy—In(ay—356g) °
. aly(B,y°) . -
gdzie A = o) >1 ( B>0). W charakterze liczby k, wystarczy przyjac
najmniejsza liczbe naturalng wigkszg od B. Liczba B, podobnie jak [, nie zalezy od

yl aniod t;. n
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Aktualne sg uwagi 1-3 do twierdzenia 1.10. Twierdzenia 1.21, 1.23 pozostaja
prawdziwe takze wowczas, gdy w zadaniu (1.80)-(1.81) warunek poczatkowy

y(0) = y° > 0 zastgpimy stabszym warunkiem:

y(0)=y°=0
oraz jednym z nastepujacych postulatow:

e istnieje taki (y°, &) — dopuszczalny proces {)7(1:)}5:0, ze y(f) > 0 (prowa-
dzacy do dodatniego wektora produkeji),

e istnicje taki (v°, &) — dopuszczalny proces {(¥(t)}i,, ze J(¥) € N (prowa-
dzacy do magistrali).

Na zakonczenie tego punktu zostanie przedstawiony dowodd, ze rOwniez po

zmianie postaci zbioru stanéw docelowych ((1.82) na (1.95)) optymalna trajektoria

{y*(t)}io prowadzaca w okresie { < t; do magistrali N pozostaje na niej do
konca horyzontu T* = {0,1, ..., t;}. Aktualne sg wszystkie zatozenia obowigzujgce

w twierdzeniu 1.23 poza (C1), ktory zastapimy obecnie warunkiem nastepujacym:

(C1°) Wektor y* > y° ograniczajacy w (1.95) (z dohu) zbior stanéw docelowych

Y1 spelnia warunek:

< ay,.

Podobnie jak w (C1) wektorem y! moze by¢ kazdy wektor produkcji wigkszy od
poczatkowego wektora y°, w ktorym przy ||yt|| — +oo rozpietos¢ miedzy warto-
Sciami jego wspolrzednych (obecnie zrelatywizowana wzgledem wspotrzednych
wektora S struktury produkcji na magistrali) rosnie nie szybciej niz liniowo ze
wspotczynnikiem ay,.

Ponizszy lemat jest (czesciowo) odpowiednikiem lematu 1.6.
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m Lemat 1.7. Jezeli zachodzg warunki (G1)-(G6), (G7’), (G8), (G9), (C1’) oraz
(y°, Y1, t;) — optymalny proces wzrostu {y*(t)}iio (rozwigzanie zadania (1.80)-
(1.81) ze zbiorem stanéw docelowych (1.95)) w pewnym okresie £ < t; dociera do
magistrali:

y*(f) €N,

to istnieje taki (y°,Y?1,t;) — dopuszczalny proces {y(t)}?:o:

5@ = {y*(t), t=0,1,..,°¢ (1.103)

alty (D), t=1+1,..,t,
t; = t, ze:

jt) 2y &yt — 1) =yl

Dowéd. Przy zaloZeniach lematu istnieje taki (y°, Y2, t;) — dopuszczalny proces
postaci (1.103) (poczawszy od t =t biegngcy po magistrali N), ze y(t;) = y*

oraz t; jest najmniejszg liczbg naturalng spetniajaca warunek:

InAq
In aM’

ty=>1, =+ (1.104)

y (@)
[ly*@®II

1 1 v _
gdzie 4y = max~2-= o 'max2 > 1,0 = ||y D] >0, 5 =
i yi@® i Si

W proce-

sie tym Vt € {f, +1,...,t;} (J(t) € N). Oznaczmy przez 1 taka najmniejsza

liczbe (niekoniecznie naturalng), przy ktorej spetniona jest nierownos$¢:

T,—t-1_1

a, Ty@© =y (1.105)

Liczba taka istnieje (gdyz y' > 0 oraz ay > 1) oraz:

_ oy InA,
lyl =T t Inay = 0,
1 1
gdzie A, = min yf&) = ¢t mjn?—‘ >0 (4, < A;). Z (C1°) wynika, ze:
i i l i

11’1A2 > lnA1

A .
= < ay, czyli -1,
Az

Inay = Inay
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a stad, wobec (1.104) dochodzimy do konkluzji, ze:

v InA y InA v InA
li=1,—t——2={+—"—-f——2<1.
y In ay In ay In ay

Kazdemu docelowemu wektorowi produkcji y! spelniajagcemu warunek (C1°)
odpowiada wigc taka nieujemna liczba l,1 <1, ze zachodzi warunek (1.105).
W szczegdlnosci:

_i_ Y ty—-t-1 .
Jt - = al Ty DS a Ty sy

co zamyka dowod. [ ]

‘Bardzo silne’ twierdzenie o magistrali w stacjonarnej gospodarce Gale’a,
w ktorej optymalny proces wzrostu jest rozwigzaniem minimalnoczasowego pro-

blemu (1.80)-(1.81) ze zbiorem standw docelowych (1.95), brzmi nastgpujaco.

Twierdzenie 1.24. Jezeli:

e zachodza warunki (G1)-(G6), (G7’), (G8), (G9), (C1’),
e (y° Y1, t}) — optymalny proces wzrostu (rozwigzanie zadania (1.80)-(1.81) ze
zbiorem stanéw docelowych (1.95)) w pewnym okresie < t; dociera do magi-

strali,
y'@®EN,
e rozwigzanie zadania (1.80)-(1.81) jest jednoznaczne,

to:

vte{t+1,..,t53(y*(t) € N). (1.107)

Dowéd. Wezmy dowolny taki (y°, Y1, t;) — optymalny proces {y*(t)}io, ktory
w okresie f < t; dociera do magistrali. Z definicji (y°,Y?,t;) — optymalnego pro-

cesu wzrostu, wobec (1.11), otrzymujemy warunek:

@,y (t+ 1) < an(p,y (D), t=01,..,t -1,

a stad, w szczeg6lnosci:
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@y () < a7 P,y (D). (1.108)

Jezeli y*(t) ¢ N dlapewnego 7 € {{+1,...,t; — 1} lub y*(t;) € N, to podob-

nie jak w twierdzeniu 1.22:
e > 0(d(y*(v),N) =2 evd(y (t}),N) =€),
co prowadzi do warunku:

@,y (t+ D) < (am — 6:)(p,y" (D), (1.109)
gdzie 6, > 0.

Z (1.108), (1.109) otrzymujemy gérne ograniczenie wartosci produkcji wy-
tworzonej w okresie t;:

ty—t-1

@y Dy <ay  (am—8)D,y D). (1.110)

W $wietle lematu 1.7 istnieje (y° Y1, t;) — dopuszczalny proces postaci

(1.103) spetniajacy warunek:
§(t: =D = ay "y (B Syt

Woéwczas:
By (D)) = B,y = 3,5t - D) =at T Hp,y (B (111)
Z (1.110), (1.111) (zwazywszy, ze t; = t7) dostajemy nierownos$¢:
ti—t;

ay — 8 = a (1.112)

Dalej dowod przebiega jak w twierdzeniu 1.22. Jezeli t; = t{, to sam proces
FOIL, jest (¥, Y, t]) —optymalny. Gdy t; = t; + 1, wowczas ay — 8 =

> ay, zatem 6, < 0, wbrew zalozeniu. Gdy t; —t; =k = 2, wtedy z (1.112)
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dostajemy ay; — 8, > al;, co jest sprzeczne z warunkiem a, > 1. Otrzymane
sprzecznosci zamykaja dowdd. [
Aktualna jest uwaga do twierdzenia 1.22. Przykladowy przebieg

(y°, Y1, t}) — optymalnego procesu wzrostu w R? spetniajagcego warunki twierdze-

nia 1.24 ilustruje rysunek 1.8.

Y2
Y'!={yeRilyzy' >y% S
\157
Q°
4
A\
1
0

B4

Rysunek 1.8. Ilustracja twierdzenia 1.24. Przebieg (y°, Y1, t}) — optymalnego procesu wzrostu
(rozwigzania zadania (1.80)-(1.81) ze zbiorem standw docelowych (1.95)) w otoczeniu magistrali
N ={As|]A > 0} cR%



ROZDZIAL 2
Stacjonarna gospodarka Gale’a
z wieloma magistralami

W stacjonarnej gospodarce Gale’a, ktérg zajmowalis$my si¢ w rozdziale 1, magi-
strala produkcyjna byta okreslona jednoznacznie, a jej obrazem byta potprosta N
w przestrzeni wektorow produkcji R} zwana promieniem von Neumanna. Nie ma
zadnych szczegolnych argumentow przemawiajacych za istnieniem w gospodarce
tylko jednej magistrali. W tym rozdziale przyjrzymy si¢ stacjonarnej gospodarce
Gale’a z calg rodzing (wiazka) magistral, ktérg dalej umownie nazywamy magi-
stralg wielopasmowgq.

Ustalone zostang warunki wystepowania w gospodarce wielopasmowej ma-
gistrali oraz jej niektore wiasnosci, ale gldéwnym celem jest dowod, ze rdwniez
w gospodarce Gale’a z magistralg wieclopasmowa obserwujemy charakterystyczng
stabilno$¢ optymalnych proceséw wzrostu.

Prezentowane w rozdziale wyniki badan nawigzuja do artykutow [72], [73].

2.1. Wielopasmowa magistrala produkcyjna

Jezeli zachodza warunki (G1)-(G7) z rozdziatlu 1, wowczas istnieje taki optymalny

proces (X,y) € Z, ze:

a(x,y) = (x;l)neazﬁ{o}a(x, y)=ay >0, 2.1

gdzie a(x,y) = max{a|ax = y} (zob. rozdz.1, pkt 1.2, twierdzenie 1.2). Gdy do-
datkowo zachodzi warunek (G8), to zgodnie z twierdzeniem 1.6 w gospodarce

Gale’a istnieje optymalny stan rownowagi {ay, (X, ¥), p}, w ktorym:

auxX =y, (2.2)
V(x, J’) €Z ((ﬁ' Y) - a}v[(ﬁ; X) < 0): (23)
(p,y) > 0. (2.4)
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Kazdy z warunkéw (G9), (G10) zapewnia, ze proces produkcji (X,¥)
w rownowadze jest okreslony jednoznacznie z dokladnoscig do struktury
(mnozenia przez stata dodatnig). W gospodarce Gale’a istnieje wowczas doktadnie

jedna zwiazana z takim procesem magistrala produkcyjna N = {A5|1 > 0}, gdzie

”x?” = % > 0. Bez warunku (G9) (lub (G10)) rozwiazanie zadania (2.1)

moze by¢ niejednoznaczne (z doktadnos$cig do struktury), tzn. nie musi spetniac

S =

warunku:

vixLyh ez vix3,y?) ez
(a6t yh) = aGe? y?) = ay = 32> 0 (1D = A6%y))

Taka sytuacja interesuje nas obecnie. Dana jest przestrzen produkcyjna Gale’a
Z c R?" spehiajaca warunki (G1)-(G8). Przez Zopt © Z\{0} oznaczamy zbiér
wszystkich optymalnych procesow produkcji w takiej przestrzeni:

Zopt = {(fr}_}) € Zl a(f'y) = aM}-

W rozdziale 1 (przy zatozeniach (G1)-(G9)) (lub (G1)-(G8), (G10)) zbior ten byt
potprosta w R%™ niezawierajacg 0. O jego obecnym ksztalcie moéwi nastepujacy

lemat.

m Lemat 2.1. Jezeli zachodza warunki (G1)-(G8), to zbior Z,,, € Z < R2™ jest
stozkiem wypuklym (z wierzchotkiem w poczatku ukladu wspotrzednych)

niezawierajagcym O.

Dowéd. Wezmy dowolng pare optymalnych proceséw (fi, 37i) € Zopt, L =1,2,
oraz takie liczby A;,A, =0, ze A; +1, >0 . Niech (%,y) =1,y +
+1,(x?,y2). Wowczas przy przyjetych zatozeniach (%,7) € Z \ {0}, czyli:

a(x.y) < ay. (2.5)

Poniewaz (%', ¥') € Zypy, i = 1,2, wige a(¥, 1) = a(¥%,¥%) = ay, zatem:
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ayxt =y oraz ayx? = y?

i wobec tego:
ayX = ay(Ax + 1,x%) S Lyt + L,y%2 =73,
skad wnioskujemy, ze:
a(x.y) = ay. (2.6)
Z(2.5), (2.6) otrzymujemy a(X.y) = ay , zatem (X,y) € Z,;. ]

De facto lemat pozostaje prawdziwy takze bez warunku (G8). Natomiast przy
zatozeniach (G1)-(G8) kazda trojka {ay, (%,y),p} z dowolnym procesem
(X,¥) € Zyp tworzy optymalny stan rownowagi von Neumanna. W rownowadze

takiej ceny P sg dodatnie (zob. uwagg do twierdzenia 1.6, s. 39).
%

Niech S bedzie zbiorem wektorow struktury naktadow e lub produkecji

¥
71l

we wszystkich optymalnych procesach (X,¥) € Zp,:

S = {s| 3(X,Y) € Zope (s = %Vs = %)}

Poniewaz v ((3?, V) € Zopt ((J_C, ayx) € Zope & (¥,ayy) € Zop: )), wigc rOwno-
waznie:

S = {s| A7) € Zope (s = ”i—”)} 2.7)

W rozdziale 1, w gospodarce Gale’a z pojedyncza magistralg N, zbioér S redukowat

si¢ do jednego punktu. Obecnie o jego wtasnosciach mowi lemat 2.2.
m Lemat 2.2. Jezeli zachodzg warunki (G1)-(G8), to zbidr S jest zwarty i wypukly.

Dowéd. (Zwartosé) Wezmy dowolny cigg wektorow st € S,i = 1,2,... . Ponie-
waz S © ST(1) = {s € R}|||s|| = 1} i simpleks S}(1) jest zbiorem zwartym,

wiec:
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El{sif};il (sii 7 = SI}(l)).
Niech 1% = ay;s4. Wowczas:
(sY,nY) = (sY,ays) €z, j=12,..,
(s"0) = G, = Graw) € Z.

Skoro a(§,1) = ay, to (5,7) € Zyp, oraz — =5 € SF(1),czyli5s € S.

(Wypuktosé) Wezmy dowolne wektory st,s? € S oraz liczby a,f =0, a+ f =

= 1. Pokazemy, ze s = as'+fs? € S. Z zalozenia s',s? € S, zatem:

(%L, 7') € Zopt (si > ”) i=1,2.

Oczywiscie, a(x1,¥1) = a(x?,¥%) = ay. Z (G1) oraz dodatniej jednorodnos’ci
stopnia 0 funkcji a(-) wynika, ze (x S ) € Zopt» gdzie =% = &l L” >0,

i=1,2. Stozek Z,py jest zbiorem wypuklym, wiec (x',y") = a(®',s') +
B(x?%,5%) € Z,p, oraz:

1 ast+ps? y'
S =as +Ls —_— = —
ps? " Ylast+gs?l Iyl

tj.s €S, cn.d. u

Wprost z definicji zbioru S wynika, ze jezeli w gospodarce Gale’a spetniajg-
cej warunki (G1)-(G8) struktura naktadéw i/lub produkcji w dopuszczalnym pro-
cesie (x,y) € Z rozni si¢ od magistralnej, to efektywnos¢ technologiczna takiego
procesu jest nizsza od optymalne;j:

vy €Z (Zmesv LES = aly) < ).

Z kazdym (unormowanym) wektorem s € S zwigzany jest promien von Neu-

manna Ng = {As|A > 0}. Zbior:
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N = UsesNg = {As|A >0, s € S}

nazywamy wielopasmowg magistralg produkcyjng w stacjonarnej gospodarce
Gale’a. Tworzy jg wigzka promieni (pojedynczych magistral) Ng, s € S, gdzie S
jest zbiorem unormowanych wektoréw struktury produkcji na wielopasmowej ma-
gistrali. Wielopasmowa magistrala N c R} jest stozkiem wypuklym niezawieraja-

cym 0.

2.2, Dopuszczalne i stacjonarne procesy wzrostu

Podobnie jak w rozdziale 1 zakladamy, ze czas zmienia si¢ skokowo, t € T =
={01,..,t;}, t; <+o. Przez (x(t),y(t)) oznaczamy dopuszczalny proces
produkcji w okresie t. W gospodarce Gale’a naktady ponoszone w okresie nastgp-
nym pochodza z produkcji wytworzonej w okresie poprzednim, x(t + 1) = y(t),
stad (wobec (G4)):

(O, yt+D)€Z t=01,..,t;—1. (2.8)

(réwnowaznie: y(t + 1) € a(y(t), t =0,1,...,t; — 1). W okresie poczatkowym
t = 0 wektor produkgcji jest dany:

y(0) =y°=0. (2.9)

O ciggu wektorow produkcji {y(t)}ilzo spetniajgcych warunki (2.8),(2.9) mé-
wimy tradycyjnie, ze opisuje (v° t;) — dopuszczalny proces wzrostu (zob.

rozdz. 1, def. 1.3).
Jezeli (y°, t;) — dopuszczalny proces ma szczegdlng postaé:
y(t) = aly® t=01,..,t, (2.10)

wtedy, podobnie jak w rozdziale 1, nazywamy go optymalnym stacjonarnym pro-
cesem wzrostu (z tempem a,,). Przy zalozeniach (G1)-(G7), w §wietle twierdze-

nia 1.8 procesy wzrostu postaci (2.10) istnieja, gdy y° jest wektorem produkcji
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w takim (optymalnym) procesie (x°,y°) € Z, ze a(x° vy°) = ay. W gospodarce

Gale’a z wielopasmowa magistrala N kazdy optymalny stacjonarny proces
_
~ yen &

Podobnie jak w gospodarce Gale’a z pojedyncza magistrala, przy przyjetych

wzrostu (2.10) biegnie po magistrali (promieniu) Njo € N, s°

zatozeniach nie ma stacjonarnych procesow wzrostu z tempem y > a@,;. Dowolna
dodatnia A-wielokrotno$¢ optymalnego stacjonarnego procesu jest optymalnym
stacjonarnym procesem (z poczatkowym wektorem produkcji Ay°®) . Suma
dwoéch optymalnych stacjonarnych procesow yl(t) = ak,y°l, y2(t) = al,y°?
0i i
(W =st €S, i =1,2) jest optymalnym stacjonarnym procesem (z poczatko-
wym wektorem produkeji y° = y°! + y02). Reasumujgc, w gospodarce Gale’a
z wielopasmowa magistralg optymalne stacjonarne procesy wzrostu tworza stozek
wypukty N c RT\{0} (niezawierajacy 0). Poniewaz po wielopasmowej magistrali

biegng wszystkie optymalne stacjonarne procesy wzrostu:

|‘<|

V(&) = ay, edzie ;= =5 €S, czyli (F(0), ¥(t + 1)) = (¥, i 'y) € Z

<A

oraz {p,y) > 0 (zgodnie z (2.4)), wiec:

t+1

e~ o _ B+ _ (paif'y) _ _ B
B(y(t)' y(t + 1)' p) - (13,37(15)) (zi’afwy) aM: t 0! 11 ey tl 1,

co pokazuje, ze procesy takie wyrdzniajg si¢ nie tylko maksymalng efektywnoscig
technologiczna, ale takze najwyzsza efektywnoscia ekonomiczna.

Wprowadzmy nastepujaca miare odlegtosci (katowej) wektora z € RT\{0}
od wielopasmowej magistrali N:

z z'
llzll - liz"ll

d(z,N) = min

z'eN

I 2.11)

Jezeli w dopuszczalnym procesie (x,y) € Z zachodzi warunek x ¢ N
lub y ¢ N, tj. d(x,N) >0 1lub d(y,N) >0, to technologiczna efektywnos¢
takiego procesu a(x,y) < ay, a wtedy wobec (G8) rowniez jego efektywnosé

ekonomiczna (x,y,p) < ay.Odpowiednikiem lematu 1.1 jest obecnie lemat 2.3,
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w ktorym nie jest obecnie potrzebny warunek (G9) zapewniajacy jednoznaczno$é
magistrali (zamiast pojedynczej magistrali N mamy bowiem teraz pasmo magistral

N).

m Lemat 2.3. Jezeli zachodzg warunki (G1)-(G8), to:

Ve > 036, € (0,a,)V(x,y) EZ(d(x,N) =2 evd(y,N)=e=B(x,y,p) <ay —5:).
(2.12)

Dowéd. Podobnie jak w lemacie 1.1 przy dowodzie wystarczy ograniczy¢ si¢ do

dopuszczalnych proceséw produkeji (x, y) ze zbioru:
V(&) ={(x,y) € Z|llx,yll = 1 & (d(x,N) = e vd(y,N) > ¢)}.

ZI
IIZII izl

Z definicji mamy d(z,N) = mlnf(z z"), gdzie f(z,z") =

, lub

1naczej :

d(z,N) = rglelbp f(z,s).

Poniewaz f € CO(R%} \ {0} x R} \ {0}) oraz zbiér S jest zwarty, wiec:
Vz=>035€S (f(z,§)) = rgleiglf(z,s).

Ustalmy dowolng liczbe € > 0. Pokazemy, ze zbior V(&) jest zwarty (ogra-
niczony i domknigty w R?™). Zbidr jest ograniczony z zatozenia, gdyz V(&)
c S2"(1) (zawiera sie w simpleksie jednostkowym w R%"). Aby wykazaé, ze
jest domkniety w R?™, wezmy ciag {xi, yi}zl proceséw ze zbioru V(&) zbieznym

do granicy (X, y). Wowczas:

v () ez ol = 1

yiooo
[yl
oraz:

@y ez, llxyll=1, (2.13)
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przy czym X # 0. Nie mozna jednak wykluczy¢, ze y = 0 (wtedy ||X|| = 1). Roz-
patrzymy kolejno dwa przypadki.

0 . i i . i i _ [R— - . —
1° vi ((x‘,y‘) € V(s)) &lllm(xl,yl) =(Xy) orazx#0 i y#0.

Niech & = Wobec cigglosci funkeji f(+) oraz zwarto$ci zbioru S

l i
T H ‘H

stwierdzamy, ze Vi:

35t e S(f(xi,E};) = ||Ei — §}C|| = rgleisnf(x",s) = d(xi,N) > g)

lub:
35y € S(f(58) = [In' = bl = min F(v',5) = A", N) 2 )
oraz:
3 {Eij}j=1 (EJLC’ 2 §x) & Vj (f (xii,§ij) rglelglf(xll s)=d(xY,N) = s)
lub:

(5, (5= 5) & vk (F(y5)) = minf(y'ks) = d(y%,N) = ).
Wowczas:
f(x,5) =dXxN)=e¢ (2.14)
oraz:
f(#.5,)=d@N) =« (2.15)
20 vi ((xi'yi) € V(f)) & lilm(xi,yi) = (%,7) oraz ¥ # 0, natomiast y = 0.

Rozumujac jak w p. 1°, stwierdzamy, ze zachodzi warunek (2.14). Nie zachodzi

|‘<\

wprawdzie warunek (2.15), gdyz nie istnieje wektor 5, = ale alternatywa:

<A

dx,N)=evd(@,N) =¢ (2.16)
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pozostaje prawdziwa. Na podstawie (2.13)-(2.16) wnioskujemy, ze zbior V (€) jest

domknigty. Jest takze ograniczony, wigc jest zwarty.
Dalej dowdd przebiega podobnie jak w lemacie 1.1. Wobec (G8):
V(x,y) € V(e) (0 < (p,y) < au(p, x)),
a to znaczy, ze:
v(x,y) €V (0= pCey.p) = 22 < ay).
Funkcja B( -, p) jest ciggta na V(e), wiec istnieje rozwigzanie zadania:
wmax  f(xy,p) = b(e) <a,

czyli:

36, € (0, ) V(x,y) € V(e)(B(x, ¥, D) < ay — b¢).

Biorac §, = %(aM - b(e)) > 0, dochodzimy do konkluzji, ze:

V(x,y) € V(e)(P,y) < (am — 6:)(P, X)),

c.n.d.

Uwaga 1. Wezmy dowolny (y°,t;) — dopuszczalny proces {y(t)}?zo. Wowczas

para wektorow (y(t), y(t+ 1)) jest dopuszczalnym procesem produkcji w okresie

t + 1 (z wektorem naktadow y(t) oraz wektorem produkcji y(t + 1)). Jezeli

y(t) €N lub y(t+1) € N we wszystkich okresach czasu t €T, to przy

przyjetych zatozeniach zarowno technologiczna, jak i ekonomiczna efektywnos$é

takiego procesu produkcji jest zawsze nizsza od optymalne;.

yO

Uwaga 2. Jezeli poczatkowy wektor produkcji y° spetnia warunek Iyl

to istnieje (y°,t;) — dopuszczalny proces wzrostu {y(t)}?:(,:

y(t) =y%a, ENo €N, t=0,1, ..., t;
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(optymalny stacjonarny proces biegnacy po magistrali Ngo), w ktorym technolo-
giczna oraz eckonomiczna efektywno$¢ wszystkich procesow produkcji

()7(15), y(t+ 1)) jest zawsze maksymalna:

a(¥y®),yt+1))=pFWO, 5t +1),p) =ay, t=01,..,t — 1.

0
Uwaga 3. Jezeli poczatkowy wektor produkeji y° spetnia warunek IIi"II =s%¢S§S

oraz (y°,t;) — dopuszczalny proces {y(t)}i;0 w pewnym okresie { < t; dociera

do wielopasmowej magistrali N, czyli:
3s € S(y(f) € Ny €N),
to istnieje takze (y°,t;) — dopuszczalny proces {7(15)};1:0:

. y(t), t=01,..,1%
y( ) = t—E v _ Y
ay Ly (D), t=t+1,..,t,

ktory w okresach £,  + 1, ..., t; biegnie po magistrali Ns (por. uwage 4 do twier-
dzenia 1.8). Technologiczna i ekonomiczna efektywno$¢ proceséw produkcji
(y(t),y(t + 1)) w poczatkowych okresach t = 0,1, ..., — 1 jest nizsza od opty-
malnej, natomiast poczawszy od t = £ do kofica horyzontu oba te wskazniki osig-
gaja maksymalny poziom.

Uwaga 4. Wezmy dwie magistrale Ny, Ny € N, s #5s’. Jezeli w pewnym
(¥°,t,) — dopuszczalnym procesie wzrostu {J(t)}iL, gospodarka w okresie

T < t; znajduje si¢ na magistrali (promieniu) N; (wytwarza wektor produkcji

(1) € Ny) oraz istnieje taki dopuszczalny proces:
@), y) ez, 2.17)

ze y' € Ny, wowczas gospodarka moze juz w nastgpnym okresie ~ wytworzy¢
produkcje y(t+1) =y’ , przechodzac (z technologiczng efektywnoscia

a (37(1), Jy(t+ 1)) < ay) z promienia Ng na promien Ny. Wezmy dla przyktadu
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(¥°,t,) — dopuszczalny proces {F(t)}:L,, ktory w okresie f < t; prowadzi do
magistrali Ng. Jezeli obok magistrali N; istnieje magistrala Ny z takim wektorem
y' € Ny, ze w pewnym okresie T € {f + 1, ..., t; — 1} zachodzi warunek (2.17), to

(v°,t;) — dopuszczalny jest takze nastepujacy proces {f/(t)}?:O:

y(&) =y(@), t=01,..,1%
§) =35 = a5y, t=t+1,..,1, (2.18)
aly Ty, t=1+1,..,t,

ktory w okresach t = 0,1, ..., — 1 lezy poza wielopasmowa magistrala N, potem
w okresach t = {,{ + 1, ..., T biegnie po magistrali Ny, a nastepnie w koAcowych
okresach t = 7 + 1, ...,t; po magistrali Ny (rys. 2.1). Takich ,,przej$¢” miedzy

magistralami moze by¢ oczywiscie wigcej.

a2t Ny

y(ty)

L 4

Rysunek 2.1. Przyktadowy przebieg (y°, t;) — dopuszczalne;j trajektorii {f/(t)}iio postaci (2.18)
w otoczeniu wielopasmowej magistrali N  R2
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2.3. Problem wzrostu docelowego.
‘Staby’ efekt magistrali

Interesuje nas zadanie maksymalizacji warto$ci produkcji mierzonej w cenach von

Neumanna w koncowym okresie t; horyzontu T

max (p,y(t1))
(2.19)
p-w. (2.8), (2.9).
Bedacy jego rozwigzaniem ciag {y*(t)}ilzo nazywamy (y°,t;,p) — optymalnym
procesem wzrostu. W rozdziale 1, pkt 1.6 pokazalismy, ze jezeli przyjmiemy

oznaczenia:
Ryoo={ LR, ={yl3x€R0, 4 (y€a®)} t=1,2,..,1,
gdzie a(x) = {y|(x,y) € Z}, to zadanie (2.19) jest rtOwnowazne z zadaniem:

jdnax @) (2.20)

¥o.t1
w tym sensie, ze wektor y* € Ryo . jest rozwigzaniem zadania (2.20) wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje taki (y°,t;,P) — optymalny proces wzrostu {y*(t)}?zo (roz-
wigzanie zadania (2.19)), w ktorym y*(t,) = y*. Zbior R0, tworza wszystkie
wektory produkcji mozliwe do wytworzenia w koncowym okresie t; w gospodarce
Gale’a startujgcej w okresie poczatkowym t = 0 z poziomu produkcji y°. Przy
przyjetych zatozeniach, zgodnie z twierdzeniem 1.9, zadanie (2.20) ma rozwiaza-

nie. Tym samym takze zadanie (2.19) ma rozwiazanie.

m Twierdzenie 2.1. (‘Stabe’ twierdzenie o wielopasmowej magistrali) Zat6zmy,
ze zachodza warunki (G1)-(G8) oraz istnieje taki (y°, ) — dopuszczalny proces
F®)¥_, I < ty, ze () € N. Wtedy dla dowolnej liczby € > 0 istnieje taka
liczba naturalna k,, ze liczba okresow czasu, w ktorych (y°,t;,p) — optymalny

proces wzrostu {y*(t)}il=0 (rozwiazanie zadania (2.19)) spetnia warunek:

diy*(t),N) > ¢ (2.21)

18 Rozdziat 2



nie przekracza k.. Liczba k. nie zalezy od dlugo$ci horyzontu T. Metryka d(-) ma
postaé (2.11).

Dowéd (przebiega podobnie jak d-d twierdzenia 1.10, po zastgpieniu pojedynczej
magistrali N przez wielopasmowa magistrale N). Z definicji (y°, t;, p) — optymal-

nego procesu wzrostu {y*(t)}?:o, wobec (2.3), (2.8) mamy:

@,y t+1) <ay@py®) t=01,.,t;—1 (2.22)

Zaléozmy, ze w okresach 74,..,Ty <t; zachodzi warunek (2.21). Woweczas,

zgodnie z lematem 2.3, istnieje taka liczba 8, € (0, ay), ze:

@y t+ D)< (ay=86)py (0), t=1p,.., 7.  (223)

Laczac (2.22), (2.23), dostajemy:
(B,y"(t)) < e (am — 8P, ¥°). (2.24)

Z zalozenia istnieje (y°, ) — dopuszczalny proces {)V/(t)}gzo prowadzacy
w okresie f < t; do wielopasmowej magistrali N. Istnieje zatem taki promien
N; € N i taka liczba o = ||[y(D)|| > 0, ze os = ¥(f) € N, oraz cigg wektorow
produkcji {}7(t)}§1=0:

y (1), t=0,1,..,°¢

; . 2.25
oalits, t=t+1,..,t, (223)

y@) = {

tworzy (y°t;) — dopuszczalny proces utworzony ze ,sklejenia” pro-

cesu {y(t)}LO i stacjonarnego procesu postaci (2.10) z tempem a,, (dla t > f).
Woéwczas:
ti—t

@,y (t)) = (P, ¥(t)) =oay (p,s)>0. (2.26)

Z (2.24), (2.26) wynika nier6wnos¢:

oa27Hp,s) < a M (ay — 6%, y°),
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a stad, po przeksztatceniach, otrzymujemy nastgpujace gorne oszacowanie liczby k:

< InA _
Inap—In(apy—56¢)

B, (2.27)

t >.0
gdzie0 < A = max 22

nax-=_"- < +oo. W charakterze liczby k, wystarczy wzia¢ naj-

mniejszg liczb¢ naturalng wigksza od max {0, B}. ]

Twierdzenie glosi, ze jezeli choéby jeden dopuszczalny proces wzrostu pro-
wadzi ze stanu poczatkowego y° do wielopasmowej magistrali N, to w dhgich
okresach czasu kazdy optymalny proces wzrostu ,,prawie zawsze” przebiega w jej

dowolnie bliskim otoczeniu (katowym).

Uwaga 1. Podobnie jak w gospodarce z pojedyncza magistrala, rowniez obecnie
liczba okresow czasu, w ktorych ekonomiczna efektywnosé g(y*(t), y*(t + 1),p)
procesOw (y*(t),y*(t + 1)) €Z, t=1,2,..,t; — 1, jest nizsza od optymalnej
0 co najmniej 8, zalezy od rozmieszczenia poszczegdlnych elementow ciggu
T4, ..., T W horyzoncie T. Okresow takich jest jednak zawsze nie wigcej niz k,

(zob. uwagg 2 do twierdzenia 1.10, rozdz. 1, pkt 1.7).

Uwaga 2. Gdy wsrod pojedynczych magistral (promieni von Neumanna) tworza-
cych wielopasmowg magistrale N znajdzie si¢ taki promien N, ktorego dodatnim
wspotrzednym odpowiadaja w zadaniu (2.19) takze dodatnie wspotrzedne poczat-
kowego wektora produkcji y° (w szczegodlnosci gdy y° > 0), wowczas warunek
istnienia (y°, £) — dopuszczalnego procesu prowadzacego do wielopasmowej ma-
gistrali N jest spelniony juz w okresie £ = 1 (por. uwage 4 do twierdzenia 1.10

w rozdziale 1).

Uwaga 3. Twierdzenie pozostaje prawdziwe rowniez gdy (y°,t;,p) — optymalny
proces wzrostu zastgpimy (y°, t1,p) — optymalnym procesem z dowolnym dodat-

nim wektorem cen p (zob. analogiczng uwage 5 do twierdzenia 1.10).
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Wezmy standardowg funkcje uzytecznosci u: R} — R} zrozdziatu 1, pkt 1.9,
spetniajgcg warunki (U1), (U2). Niech {y*(t)}:l=0 bedzie rozwigzaniem zadania:
max u(y(t;))

(2.28)
p.w. (2.8), (2.9).

Przy przyjetych standardowych zatozeniach zadanie to, podobnie jak zadanie
(2.19), ma rozwigzanie. Nazywamy je tradycyjnie (y° t;,u) — optymalnym
procesem wzrostu. O jego magistralnych wlasnosciach mowi ponizsze twierdzenie.
m Twierdzenie 2.2. Jezeli zachodza warunki (G1)-(G8), (U1), (U2) oraz istnieje
(y°,¥) — dopuszczalny proces {¥(t)}_, prowadzacy w okresie { < t; do
wielopasmowej magistrali N, to dla dowolnej liczby € > 0 istnieje taka liczba
naturalna k., ze liczba okresow czasu, w ktorych rozwigzanie {y*(t)}iio zadania
(2.28) spetnia warunek (2.21) nie przekracza k.. Liczba k. nie zalezy od dtugosci

horyzontu T.

Dowéd. Postepujac podobnie jak przy dowodzie twierdzenia 2.1, dochodzimy do
warunku (2.24):

(B,y"(t) < @y (am = 8P, ¥°).
Stad, wobec (U2), otrzymujemy gorne ograniczenie wartosci funkcji uzytecznosci:
u(y*(t) < a(p,y* (t) < aayt " (aw — 8%(p,y°) (2.29)

gdzie a jest pewna liczbg dodatnig. Z drugiej strony, zwazywszy na definicjg

(¥°,t1,u) — optymalnego procesu wzrostu {y*(t)}?:O, wiasnosci (U1) funkcji

uzytecznoéci oraz postaé (2.25) (y°,t;) — dopuszczalnego procesu {y(t)}iio,

dochodzimy do ograniczenia dolnego:
u(y*(tl)) > u()?(tl)) =u (aaf,tv}_f ) = aa;}_fu(s) > 0. (2.30)

Z (2.29), (2.30) otrzymujemy nieréwnos$¢:
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oatu(s) < aal *(ay — 6.)%(p,y°),

t (54,0
co daje oszacowanie (2.27) liczby k, z tym ze obecnie 0 < A = max 2Py
ses  ouls)

< 400, Podobnie jak w twierdzeniu 2.1 w charakterze liczby k., wystarczy wziaé

InA

najmniejszg liczbe naturalng wigksza od max{0, B}, gdzie B = Y ———
M~ M~O¢

Aktualne sg uwagi 1, 2 do twierdzenia 2.1.

2.4.‘Silny’ oraz ‘bardzo silny’ efekt magistrali

Wezmy liczbg € > 0 i oznaczmy przez Z(¢) zbioér dopuszczalnych procesow pro-
dukcji (x,y) # 0 z naktadami i/lub wynikami odlegtymi o co najmniej € od wielo-

pasmowej magistrali N (w metryce d(-), zob. (2.11)):
Z(e) ={(x,y) € Z| d(x,N) = e vd(y,N) = &}

(por. podobny zbidr (1.34) w gospodarce Gale’a z pojedyncza magistralg N;
rozdz. 1, pkt 1.7). Zgodnie z lematem 2.3 efektywno$¢ ekonomiczna B(x, y, p) kaz-
dego procesu (x,y) € Z(¢) jest nizsza od optymalnej o co najmniej §; > 0. Dowod
‘silnego’ twierdzenia o wielopasmowej magistrali poprzedzimy trzema faktami —
odpowiednikami lematow 1.3, 1.4 w gospodarce Gale’a z pojedyncza magistrala

(rozdz. 1, pkt 1.7).

m Fakt 1. Jezeli zachodza warunki (G1)-(G8), wtedy funkcja S( -, D) jest ciggla
na Z(g).

Dowéd. Funkcja B(-,p) jest ciagta na zwartym zbiorze V(¢) =
= {(x,y) € Z(&)|llx, yll = 1} (zob. lemat 2.3). Jest dodatnio jednorodna stop-

nia 0, wiec jest ciggla takze na Z(¢). [ ]
m Fakt 2. Gdy zachodza warunki (G1)-(G8), to:

Ve >0 3 ,y,D) = b(e), 2.31
3 (x,ryr)lg%(g)ﬁ(x v,p) = b(e) (2.31)
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przy czym b(e) < ay.

Dowdd: zob. lemat 1.3 (2i) — po zastgpieniu zbioru Z(&) przez Z(¢) oraz zbioru

V (€) przez V(e). m

Przyjmijmy oznaczenie &(g) = ay — b(¢), gdzie funkcja b(-) ma postaé

(2.31). Zgodnie z lematem 2.3:

Ve > 035(e) € (0,ap) V(x,y) € Z(e) ((ﬁ,y) < (aM - 6(5))(ﬁ, x)). (2.32)

Odpowiednikiem warunku (G11) w gospodarce Gale’a z pojedyncza magistrala jest

obecnie nastepujacy warunek:

(G11°) Efektywno$¢ ekonomiczna procesu (x,y) € Z\{0} maleje w miare oddala-
nia sie (w sensie metryki d(-)) naktadéw x i/lub produkcji y od wielopasmowej
magistrali N. Réwnowaznie funkcja b(+) maleje (czyli funkcja §(-) ro$nie) na ob-
szarze okreslonosci.

Warunek jest spetniony w szczegdlnosci, gdy wszedzie poza Z,,,; graniczna
przestrzen produkcyjna Gale’a jest stozkiem silnie wypuklym: dla dowolnych
liczb a, B > 0 ikazdej pary liniowo niezaleznych procesow (x!,y1), (x2,vy?) €
€ Z \ Zop¢ ich kombinacja liniowa (x,y) = a(x',y') + B(x?,y?) jest punktem
wewngtrznym przestrzeni produkcyjnej Z.

O zbiorze S wektorow struktury produkeji w optymalnych procesach (x,y) €

€ Zop: zaktadamy, ze spetnia nastgpujacy warunek:
(G12) 31={iyip ...l 0<k<n}VseS(i€l=>5>0&j&I=>s=0).

Poniewaz (x,y) € Z,,, wtedy i tylko wtedy, gdy s = ﬁ € S, warunek ten

mowi, ze w kazdym optymalnym procesie produkcji (x,y) € Z,,; Wytwarzane s3
wylacznie towary iy, i, ..., Ix. Nie wyklucza to w szczegdlnosci przypadku, gdy

k = n, tj. gdy w kazdym optymalnym procesie wytwarzane sg wszystkie towary.
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m Fakt 3. Jezeli zachodza warunki (G1)-(G8), (G12) i technologiczna efektywnos¢
produkcji a(-) jest funkcjg ciaggly na zbiorze S,,, = {(s, ays)| s € S} < Q(1)

(rownowaznie, na Z,,; C Z), to:
Vs € SH(1) V5 € S3a(s,5) € (0,1]VS € (0,ap) &' >0
(Ils —Sll<e = ((s,a(s, Says) € QD) Aa(s,o(s,5ays) = ay — 6)),

gdzie:
¥ = {x e RElIxll = 1}, (1) ={(x,y) € Z|Ix|l = 1}.

Dowod. Wezmy wektor 5 € S € ST(1). Niech I = {i| 5; > 0}. Pokazemy, ze

istnieje takie £-otoczenie wektora § € S w S¥(1):

Ue(5) = {s € ST(D| s — 5l < &},
7ze Vs€Uz(5)Viel(s;>0). Niech €= T?EIID 5;=5,>0 oraz s € U:(3).
Wowczas:

Vi€ I(ls; — 5 < ls — Sl < 5),
tzn. =5, < 5; — §; < 5y, czyli:

Viel(s;>5 —5, =0).

Zwazywszy ze ||s|| = ||5]| = 1 stwierdzamy, Ze istnieje liczba:

A(s,3) = min{A|As = 5} = max % > 1.
i€l S

Poniewaz (5,ayS5) € Q(1) c Z, wiec z (G4) dostajemy (A(s,5)s, ayS) € Z,
czyli:
(s,0(s,5)ays) € Q(1), (2.33)

1
165 <1

gdzie a(s,5) =
Funkcja o (+, §) jest ciagta w punkcie 5, d(5,5) = 1, funkcja a(-) jest ciagta
w punkcie (5, ay5) oraz:
a(s,ays) = max a(x,y) = ay,

(x,y)eq(1)
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wigc:
Vi€ (0,ay)Ae’ >0(|ls—5|l <& <&€=a(s, a(s,5ays) = ay —6). (2.34)

Z (2.33), (2.34) wynika teza. [

Fakt 3 dowodzi, ze jezeli unormowany wektor naktadow s lezy dostatecznie
blisko ktoregokolwiek wektora § € S struktury produkcji na wielopasmowej
magistrali N (oraz a(-) jest funkcja ciaggla na S,,.), to istnieje proces, ktéry
z efektywnos$ciag dowolnie bliska optymalnej z naktadéw s prowadzi do wielo-
pasmowej magistrali. Rownowaznie: jezeli wektor nakladow w dopuszczalnym
procesie (x,y) € Z lezy dostatecznie blisko wielopasmowej magistrali N (w sensie
metryki d(-)) oraz funkcja a(-) jest ciagta na Z,,, , to istnieje dopuszczalny proces

y

(x,¥y) € Z z wektorem produkcji y € N; € N, 5 = T ktorego technologiczna

efektywno$¢ rozni si¢ niewiele (,,dowolnie malo”) od ay,.

Ponizsze twierdzenie jest odpowiednikiem twierdzenia 1.11 po zastgpieniu
pojedynczej magistrali N wielopasmowg magistralag N. Dla zapewnienia przejrzy-
stosci wywodu caty dowod przytaczamy w pelnym brzmieniu, mimo ze po czgsci
jest on powtorzeniem dowodu twierdzenia 1.11.

m Twierdzenie 2.3. (‘Silne’ twierdzenie o wielopasmowej magistrali) Niech
{y*(t)}?zo bedzie (y°, t;, p) — optymalnym procesem wzrostu (rozwigzaniem za-
dania (2.19)) w stacjonarnej gospodarce spetniajacej warunki (G1)-(G8), (G11°),
(G12). Jezeli istnicje taki (y°,&) — dopuszczalny proces {¥()}i_,, & < t;, ze
y(t) € N oraz technologiczna efektywno$é produkeji a( - ) jest funkcijg ciagla na
zbiorze Sy, = {(s, ays)| s € S}, to dla dowolnej liczby € > 0 istnieje taka nieza-

lezna od dtugosci horyzontu T = {0,1, ..., t; } liczba naturalna k,, ze:
vty > 2k, Vt € {kg ke + 1, ..., t; — k 3y (t),N) < g)

(metryka d(-) ma posta¢ (2.11)).
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Dowéd. Pokazemy najpierw, ze:
3> 0V5 € S(s € Us(3) > Vi € I(s; > 0)), (2.35)

gdzie Uz(5) = {s € SH||Is — 5|| < &}, I = {iy, iy, ..., i }. Istotnie, poniewaz zbidr

S c R% jest zwarty, to wobec (G12):
Vi EIEIvizr?Ei?El->0.
Niech & = nlqelln Vi=Vv,=v>0,5€ Sorazs € Uz(5). Woéwczas (podobnie jak
przy dowodzie faktu 3) stwierdzamy, ze:
viel(s;— 5| <lls—5ll <v),
tzn. —v < s; —5; <v,czylis; >5,—v =0, i €l.

Wezmy dowolng liczbe € > 0, liczbe §(¢) € (0, ay) spetniajgcg warunek
(2.32), liczbe 6 € (0,8(8)) oraz odpowiadajacg jej liczbe &' € (0, min{g, £})
z faktu 3. Zgodnie ze ‘stabym’ twierdzeniem o magistrali istnieje taka liczba natu-

ralna ks, ze jezeli t; > k,/, to:
diy*(t),N) < ¢’ (2.36)

co najmniej w jednym okresie t < t;. Niech t; > 2k,s oraz t, bgdzie pierwszym,
a T, ostatnim okresem, w ktorym w horyzoncie T = {0,1, ..., t; } zachodzi warunek

(2.36). Wowczas:

35 € S(d(y"(r1),N) = |Is™(r1) — 5l < &),

gdzie s*(tq) = Hzi%ill > 0. W swietle (2.35), zwazywszy ze €' < &, mamy:
1
si(r) =28 S0 e
P Tyt el T ’

natomiast w mysl faktu 3:

y*(rl) * =
(ny*(rl)n"f “MS) € aQ),
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czyli:
(v (tr1),po*ays) € Z, (2.37)
oraz a(s*(t1), 0% ays) = ay — 6, gdzie 6* = a(s*(11),5), p = lly*(z)|l > 0.
Poniewaz (5, ayS) € Z, zatem (wobec (G1)):
(po*ays,po*azs) € Z,
(po*a?s, po*ays) € Z,
itd. Stad i z (2.37) ptynie wniosek, ze (y°,t;) — dopuszczalny proces {y(t)}?:o:

N y (0, t=0,1,..,1,
y(t) = { x =T =

pora, 'S, t=1,+1,..,t.

Dalej dowdd przebiega podobnie jak dowod twierdzenia 1.11. Z definicji op-

tymalnego procesu {y*(t)}?:O otrzymujemy warunek:
B,y" () = (B, 7(t)) = po*ay "(p,5) > 0. (2.38)
Zatozmy, ze k' jest liczbg okresow miedzy T, i T,, w ktorych:
d(y*(t),N) = e.
Woéwezas z (2.3), (2.8), (2.32) dostajemy:
— * 14 t1— -1k’ kr, _ *

B,y () < (an —8(€)) " Pagp T (ay — () B,y (11)).  (2.39)

Laczac (2.38), (2.39), dochodzimy do warunku:
0 < poay (5,5 < (awm — 8(N)" ag ™ (an — () By (),

czyli:

(am—s(e))k' >( an )‘-‘1"2 pa*(5,5)
am — \ay-6(") (D,y*(T1)) ’

lub inacze;j:
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(252" 2 (o) > 0 (2:40)

am apy—58(") (P,s*(71)) '
Zgodnie z faktem 3:
a=a(s*(ty),0*ays) = ay — 6,
zatem as*(t,) < o"ay§, awicc takze (ay — 6)s*(11) < o*ay5. Wowcezas:
(ay — 8)(p,s™ (1)) < a7 ay(p,5),
czyli:

O'*<ﬁ,§) > apy—98
(D,s*(11)) am

> 0. (2.41)

Z (2.40), (2.41) dostajemy:

(aM-a(s))k' - ( - )tl—fz s o .

apm aM_(S(S’) am

a poniewaz 0 < §(&") < 6(¢) < ay (gdyz 0 < &' < ¢), funkcja §(+) jest rosngca
zgodnie z (G11°) oraz § € (0, 1) (e)) it; —1, = 0, wiec ostatecznie dochodzimy

do warunku:

(aM—6(£))k’ S ( ay )tl_f? ay—56(e) >0,

ay apy—56(g") am
z ktorego wynika, ze:

(aM—a(s>)k"1 -1,

apm
lub réwnowaznie:

ay — 6(¢) - >aM".
K'-1 -1

Jedyng nieujemng liczbg calkowitg spetniajacg ten warunek jest k' = 0. Aby za-

konczy¢ dowdd, wystarczy przyjaé k., = k. ]
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Aktualne sg uwagi 1, 2 do twierdzenia 2.1. ‘Silne’ twierdzenie o wielopasmo-
wej magistrali pozostaje prawdziwe po zastgpieniu kryterium maksymalizacji war-
tosci produkcji kryterium maksymalizacji uzytecznosci produkcji wytworzonej
w koncowym okresie horyzontu T. O funkcji uzytecznosci u(-) zaktadamy, ze poza

standardowymi warunkami (U1), (U2) spetnia nastgpujacy warunek:
(U3”) Vs € S(u(s) = a{p,s)),
bedacy modyfikacjg warunku (U3) z rozdz. 1. pkt 1.9 i gloszacy, ze hiperptaszczy-
zna y,+q = a{p, - ) aproksymujaca funkcj¢ uzytecznosci z gory jest na wielopa-
smowej magistrali (dla kazdego y € N) styczna do jej wykresu. Pozostate warunki
nie ulegaja zmianie.
Twierdzenie 2.4. Zat6zmy, ze:
e zachodzg warunki (G1)-(G8), (G11°), (G12), (U1), (U2), (U3’),
e trajektoria {y*(t)}?zo jest (y°,t;,u) — optymalnym procesem wzrostu (rozwia-

zaniem zadania (2.28)),
e istnieje taki (y°, ) — dopuszczalny proces {F(t)}i_,, ze f < t; oraz ¥(f) € N,
e funkcja a(-) jest ciggtana S,,, = {(s, ays)| s € S}.
Wtedy dla dowolnej liczby € > 0 istnieje taka liczba naturalna k. (niezalezna od
dhugosci horyzontu T), ze:

Vt, > 2k, Vt € {kg, ke + 1, ..., t; — k3d(y*(t),N) < ¢).
Dowdéd. Podstawiajac w warunkach (2.38), (2.39) u(y*(t)) zamiast (p, y*(t,))
oraz u(s) zamiast (p, s) i powtarzajgc dowod twierdzenia 2.3, dochodzimy do pary
nierownosci:
u(y*(t) = potay "u(s) > 0,

u(y* () < alp,y (t)) < a(ay — 6N)* a2 (ay8()* B,y (2)).
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taczac je, po uwzglednieniu (U3’), dochodzimy do warunku (2.40). Dalej dowod

przebiega jak w twierdzeniu 2.3. ]

Aktualne sg uwagi 1, 2 do twierdzenia 2.1. O szczegdlnym przypadku, gdy
w gospodarce Gale’a z wielopasmowa magistralg sam (y°, t;, p) — optymalny pro-
ces w pewnym okresie t < t; dociera do wielopasmowej magistrali, moéwi kolejne

twierdzenie.

m Twierdzenie 2.5. (‘Bardzo silne’ twierdzenie o wielopasmowej magistrali) Je-
zeli zachodza warunki (G1)-(G8) oraz (y°,t;,p) — optymalny proces {y*(t)}?zo
(rozwigzanie zadania (2.19)) w pewnym okresie £ < t; dociera do wielopasmowej
magistrali N:

y () €N, (2.42)

to:

vte{t+1,..,t}* () €N).

Dowdd. Inkluzja (2.42) oznacza, ze istnieje promien Ng € N, do ktérego w okresie

t < t, prowadzi (y°, t;,p) — optymalny proces {y*(t)}?:O:
y*(f) € N € N,

Dalej dowod przebiega analogicznie jak dowod twierdzenia 1.12, po podstawieniu

N = N;. [

Przy zatozeniach (G1)-(G8) ‘bardzo silne’ twierdzenie o wielopasmowej ma-
gistrali pozostaje prawdziwe takze po zastgpieniu (y°,t;, p) — optymalnego pro-
cesu wzrostu procesem (y°, t;,u) — optymalnym, w ktérym funkcja uzyteczno$ci
spetnia warunki (U1), (U2), (U3”). Dowdd przebiega podobnie jak dowod twier-

dzenia 1.12 po zastgpieniu pojedynczej magistrali N przez promien Ng € N.
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2.5. Wzrost optymalny w gospodarce

z kryterium maksymalizacji uzytecznosci produkgji
wytworzonej w catym horyzoncie T

Zastepujac w zadaniu wzrostu docelowego (2.28) funkcj¢ uzytecznos$ci zdefinio-
wang na wektorach produkcji wytworzonej w koficowym okresie t; horyzontu T
ogolniejszym kryterium oceny procesdOw w postaci zdyskontowanej uzytecznosci
produkcji wytworzonej w gospodarce we wszystkich okresach horyzontu, otrzymu-

jemy nastepujacy problem optymalnego wzrostu:

max Yot (1 — Niuly (@)

pw. (2.8), (2.9).

(2.43)

Jest to zadanie (1.66) z rozdziatu 1, w ktorym nie obowigzuje obecnie zato-
zenie o istnieniu w gospodarce Gale’a tylko jednej magistrali produkcyjnej. Para-
metr y € (0,1) jest stopa dyskonta uzyteczno$ci produkcji. Kazdy ciag wektorow
produkcji {y(t)}?:O spetniajacy warunki (2.8), (2.9) nazywamy tradycyjnie
(v°,t;) — dopuszczalnym procesem wzrostu. Ciag {y*(t)}iio bedacy rozwigza-
niem zadania (2.43) nazywamy (y°, T, u) — optymalnym procesem wzrostu. Przy
zatozeniach (G1)-(G7), (U1) zadanie to ma rozwigzanie.

Ponizsze twierdzenie jest odpowiednikiem ‘stabego’ twierdzenia 1.19 o ma-
gistrali w stacjonarnej gospodarce Gale’a z pojedynczg magistralg i kryterium mak-
symalizacji zdyskontowanej uzytecznosci produkcji wytworzonej w catym hory-

zoncie T.
m Twierdzenie 2.6. Zat6zmy, ze:

e zachodza warunki (G1)-(G8), (U1), (U2),
e istnieje taki (v°, ) — dopuszczalny proces (¥(£)}io, < t;, ze ¥(f) € Ny €
EN,

e zdyskontowane tempo wzrostu produkcji (1 — y)a,, jest wigksze od 1.
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Wtedy dla dowolnej liczby € > 0 istnieje taka niezalezna od dlugosci horyzontu T
liczba naturalna k,, Ze liczba okreséw czasu, w ktorych (y°, T,u) — optymalny
proces wzrostu {y*(t)}?zo — rozwigzanie zadania (2.43) — spelnia warunek (2.21)

nie przekracza k..

Dowod przebiega podobnie jak dowdd twierdzenia 1.19 po uwzglgdnieniu lematu
2.3 zamiast lematu 1.1, zastapieniu warunku (1.28) przez warunek (2.21) oraz ma-

gistrali N przez promien Ng € N, do ktérego z zalozenia w okresie t < t; prowadzi

(y°, ) — dopuszczalny proces {7 (t)}_,. [

Aktualne sg uwagi 1, 2 do twierdzenia 2.1. Twierdzenie pozostaje prawdziwe
po zastgpieniu kryterium maksymalizacji zdyskontowanej uzytecznosci produkeji
w zadaniu (2.43) przez kryterium maksymalizacji wartosci produkcji wytworzonej

w catym horyzoncie T (mierzonej w cenach von Neumanna):

max Y.Ly (P, y(£))
pw. (2.8),(2.9).
Dowod przebiega podobnie jak dowod twierdzenia 1.19. Nalezy przyja¢ y = 0,

a warunki (1.70), (1.71) zastgpi¢ warunkami:
TPy () <@ YOZ" ah + ay " B (an — 87),

Y A5,y () = o, 5 X af > 0.

Przy dowodzie, w warunku (1.72) parametr C przyjmuje woOwczas wartos¢

_ a(33)
(D.yo)°

Uzupehiajac zalozenia twierdzenia 2.6 o warunek (U3”), otrzymujemy naste-
pujaca ‘bardzo silng’ wersje efektu magistrali w gospodarce Gale’a z wieloma ma-
gistralami oraz ogdélnym kryterium maksymalizacji zdyskontowanej uzytecznosci

produkcji wytworzonej w horyzoncie T.
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m Twierdzenie 2.7. Jezeli zachodza warunki (G1)-(G8), (U1), (U2), (U3’) oraz
sam (y°, T,u) — optymalny proces {y*(t)}ilzo w pewnym okresie { < t; prowadzi
do wiclopasmowej magistrali N (spelnia warunek (2.42)), to pozostaje na niej do

konca horyzontu T

Dowdd przebiega podobnie jak dowod twierdzenia 1.20, po zastgpieniu pojedyn-
czej magistrali N przez promien Ny € N, do ktérego w okresie £ < t; dociera
(¥°, T, u) — optymalny proces oraz uwzglednieniu lematu 2.3 zamiast lematu 1.1.

W twierdzeniu nie wymaga si¢, aby zdyskontowane tempo wzrostu produkcji

(1 — y)ay, byto wicksze od 1.

Podobnie jak ‘stabe’ twierdzenie 2.6, réwniez ‘bardzo silne’ twierdzenie 2.7
o wielopasmowej magistrali pozostaje aktualne po zastgpieniu kryterium maksy-
malizacji zdyskontowanej uzytecznosci produkcji w zadaniu (2.43) przez kryterium
maksymalizacji wartosci produkcji wytworzonej w calym horyzoncie T. Dowod
przebiega analogicznie jak dowdd twierdzenia 1.20 po zastgpieniu pojedynczej ma-
gistrali N przez promien Ns € N, do ktérego dociera (y°, T, p) — optymalny pro-
ces, uwzglednieniu lematu 2.3 zamiast lematu 1.1 oraz zamiast (U3) warunku

(U3°), z ktorego w szczegdlnosei wynika, ze u(s) = a(p, $).






ROZDZIAL 3
Niestacjonarna gospodarka Gale’a
z graniczng technologia

Zatozenie stacjonarno$ci gospodarki, ktore mozna usprawiedliwi¢ w krotkich
okresach czasu, w diluzszej perspektywie jest nie do przyjecia. Jest bowiem
niezgodne z obserwacja realnych procesé6w gospodarczych, a ponadto (co wydaje
si¢ co najmniej rownie wazne) jest sprzeczne z zasadg racjonalnego gospodarowa-
nia. Nowe technologie sprzyjaja generalnie racjonalnemu gospodarowaniu zaso-
bami, ochronie s$rodowiska, etc. W gospodarce Gale’a syndromem postgpu
technologicznego jest dynamika w czasie przestrzeni produkcyjnych.

Szczegolna wersja niestacjonarnej gospodarki Gale’a z przestrzeniami
produkcyjnymi bedacymi ucielesnieniem zmiennej technologii zbieznej z czasem
do pewnej technologii granicznej jest przedmiotem naszego zainteresowania w tym

rozdziale, zob. [61], [70], [71], [74-76].

3.1. Przestrzenie produkcyjne w niestacjonarnej

gospodarce Gale’a. Graniczna przestrzen produkcyjna

Czas zmienia sie¢ skokowo, t =0,1,.. .Przez x(t) = (x1 (), ...,xn(t)) ozna-
czamy nieujemny wektor towaréw zuzywanych, a przez y(t) = (y1 ®, ..., yn(t))
nieujemny wektor towaréw wytwarzanych w gospodarce w okresie t. Jezeli z na-
ktadow x(t) mozliwe jest wytworzenie produkcji y(t), wtedy o parze (x(t), y(t))
moéwimy, ze opisuje technologicznie dopuszczalny proces produkcji w okresie t.
Niepusty zbior Z(t) wszystkich technologicznie dopuszczalnych procesow
produkcji z dowolng metrykg p: Z(t) X Z(t) - RL (miarg odlegtosci miedzy
procesami z!, z2 € Z(t) (zob. rozdz. 1, pkt 1.1) tworzy przestrzefi produkcyjng
gospodarki w okresie czasu t. Inkluzja (x,y) € Z(t) oznacza, ze w $wietle
technologii, jaka dysponuje gospodarka w okresie t, z wektora naktadéw x moz-

liwe jest wytworzenie wektora produkcji y. W razie potrzeby zamiennie stosujemy
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zapis (x(t),y(t)) € Z(t) . Przestrzenie produkcyjne Z(t), t = 0,1, ..., spelniaja

nastgpujace warunki:
(GL1) VA= 0V(x,y) € Z()(A(x,y) € Z(t)).

(GL2)  V(x'yD ez v(x*y®) € Z(t) ((x'y") + (x%,y*) € Z(1)).

(GL3) (x,y) €Z(t) &x=0=>y =0.
(GL4) V(x,y) € Z(t) Vx' = x ((x',¥) € Z(D)).
(GL5) V(ix,y) eZOVOsy <y((x,y) € ZQ®)).

(GLo6) Przestrzenie produkcyjne Z(t) sg zbiorami domknigtymi w R?™.

(GL7) Z(t) € Z(t+1) S Z i Z jest takim najmniejszym zborem domknietym
w R?™ zawierajacym wszystkie przestrzenie produkcyjne Z(t), ze jezeli

(x,y) € Z orazx = 0, to y = 0 (tj. zachodzi warunek (GL3)).

Przestrzenie produkcyjne Z(t) spetniajace warunki (GL1)-(GL6) nazywamy
gale’owskimi. Zgodnie z inkluzjg Z(t) € Z(t + 1) rozwdj technologii w gospo-
darce zwicksza z czasem jej mozliwosci wytworcze. Zapis (x,y) € Z oznacza,
ze graniczna technologia, ktorej ucielesnieniem jest graniczna przestrzen produk-
cyjna Z , umozliwia wytworzenie wektora produkcji y z wektora naktadow x.
Gospodarke z przestrzeniami produkcyjnymi spetniajacymi warunki (GL1)-(GL7)
nazywamy niestacjonarng gospodarkg Gale’a 7 graniczng technologig. Warunki
(GL1)-(GL6) sa odpowiednikami warunkow (G1)-(G6) w stacjonarnej gospodarce

Gale’a z rozdziatu 1.

Przestrzenie produkcyjne Z(t), t = 0,1, ..., oraz graniczna przestrzen pro-

dukcyjna Z sg stozkami domknietymi w R?™ z wierzchotkami w 0.
m Twierdzenie 3.1. Jezeli zachodza warunki (GL1)-(GL7), to:

i (x,yeZe El(x(t),y(t)) eZ(t),t=0,1,.. (li{n(x(t),y(t)) = (x, y)),
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(2i) graniczna przestrzen produkcyjna Z jest gale’owska, tj. spelnia warunki

(GL1)-(GL6).

Dowéd. (i) (Koniecznosé) Niech (x,y) € Z. Utworzmy ciag {(x(t), y(t))}:io, w

ktorym Vt (x(t) =x& (x(t),y(t)) € Z(t)) oraz:

t) = i "—l. 3.1
y(t) arg(x’yrgler}(t)lly yll (3.1)

Ciag taki istnieje, gdyz Vt zadanie (3.1) ma rozwigzanie (norma ||| jest bowiem
funkcja ciagla, a zbidr a.(x) = {y'|(x,y") € Z(t)} jest niepusty i zwarty, zob.
tw. 3.3 (6i)). Pokazemy, ze tak zbudowany ciag jest zbiezny do granicy (x, y). Fak-

tycznie, poniewaz Vt (x(t) = x), wystarczy wykazaé, ze li{n y(t) = y. Z inkluzji

Z(t) € Z(t+1) € Z = dom U2, Z(t) wnioskujemy, ze:
lyt+1) -yl (3.2)

tj. ciag {y(t)}iZ, jest ograniczony, wiec zawiera podciag {y(t;)}y-, zbiezny
do pewnej granicy y°. Zatozmy, ze y° # y. Z definicji przestrzeni Z(t) oraz
Z = dom U2, Z(t) wynika, Ze:

yo<y. (3.3)

0

Niech j = %(y0 +y). Wowczas y° <y <y oraz (x,7) € Z (zgodnie

z (GLS)). Jednoczesnie:
(x,7) & dom(UZo Z(1)).
Istotnie, gdyby (x,¥) € dom U;Z,Z(t), to istniatby ciag procesow (x, 37(t)) €

€Z(t), t =0,1,..., zbiezny do (x, 7), gdzie 7 > »° i zgodnie z (3.3) mieliby$my:

Iy =yl <lly® =yl,
wbrew definicji (3.1) ciggu {y(t)}{Z,. Zatem li;n y(tx) = y. Wowczas na podsta-

wie (3.2) wnioskujemy, ze lim y(¢) = y.
t
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(Dostatecznosé) Poniewaz (x(t), y(t)) €eZ(t)cZ t=0,1,.., oraz
li{n(x(t),y(t)) = (x,y) i graniczna przestrzen produkcyjna Z jest domknieta
w R?™ zatem (x,y) € Z.

(2i) Pokazemy, ze graniczna przestrzen produkcyjna spetnia warunki (GL1),
(GL2), (GL4) oraz (GL5). Wezmy dowolne dwa procesy (x!,y1), (x2?,y%) € Z
oraz dowolne liczby 44,4, = 0. Zgodnie z definicja zbioru Z istniejg ciagi proce-
sow (x1(1),y1()), (x2(t),y*(t)) € Z(t), t = 0,1, ..., zbiezne (odpowiednio)

do (x1,y1), (x?% y?). Jednoczesnie:
(x(@®,y(®) = 21(x*(@®), y*(©)) + 2(x*(®), y*(®)) € Z(1),

czyli li{n(x(t),y(t)) =20t yY) + 2,(x%,y?) € Z. Tym samym spetione s
warunki (GL1), (GL2). Podobnie, jezeli (x,y) € Z, to istnieje cigg procesow
(x(t), y(©)) € Z(t), t =0,1, ..., zbiezny do (x,¥).Niechx' Zx, 0=y’ =y,

X(t) = x(t) + x' — x oraz:
y(t) = (maX{O' yl(t) + y{ - }’1}' [ maX{O, yn(t) + yrll - yn})

Wowezas #(t) Z x(t), 0 = 5(t) = y(£),(%(6), () € Z(1), 1itm(f(t),37(t)) =

= (x',y") € Z (gdyz przestrzen produkcyjna Z jest zbiorem domknietym w R?™)
1 spelnione sg warunki (GL4), (GLS5).

Warunki (GL3), (GL6) sa spetnione na mocy zalozenia. u
3.2. Technologiczna i ekonomiczna efektywnos¢ produkgji.

Rownowaga von Neumanna w gospodarce
z graniczna technologia

Ustalmy okres czasu t. Z kazdym niezerowym procesem (x,y) € Z(t)\{0}

zwigzany jest wskaznik a(x,y) = max {a| ax = y} technologicznej efektywno-
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$ci procesu (x,y) w okresie t. O wybranych wlasnosciach okre$lonej na przestrze-
niach Z(t), t =0,1,..., Z, dodatnio jednorodnej stopnia 0 funkcji a(-) mowi

nastepujace twierdzenie.

m Twierdzenie 3.2. Jezeli zachodzg warunki (GL1)-(GL7), to:

() vt 3(2(0), 7(®) € Z(t) (a(x(t),y(t)) = a(x,y) = ay; > o)

max
(x,y)ez(t)\{o}

oraz:

A(x, y EZ(O{JZ,‘ = max a(x,y)=a 20).
(%,¥) (%) . . (x,y) = ay

(2i) Vt (amt < Ayee1 < ay).
(3i) Jezeli graniczny proces (¥,y) € Z z maksymalng technologiczng efektywno-
Scig a(X,y) = ay jest dodatni, to:

llgn C{M’t = ay > 0

oraz istnieje taki okres czasu t’, ze Vt >t (ap . > 0).

Dowéd. (i) Dowdd przebiega analogicznie jak dowdd twierdzenia 1.2(i) (rozdz. 1,

pkt 1.2; po zastapieniu przestrzeni Z przez Z(t), Z).
(2i) Zgodnie z (GL7) Z(t) € Z(t + 1) € Z, stad:

A a(x,y) =a(X®),7(0) < ayen = a(x,y) =

= max max
(x,y)ez(t)\{0} (x,y)ez(t+1)\{0}

=a(x(t+1,7t+1D)<ay= max a(xy)=alxy).
(x,y)ez\{o}

(3i) Ciag {aM't}ZO:o jest niemalejacy i ograniczony, wigc istnieje li{n Ayt =a <
< ay. Zatdozmy, ze @ < a, .Wowczas:
Vt (ape < Qpppr o < @ < ayy)- (3.4)

Zgodnie z twierdzeniem 3.1:
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A (x(), y(®)},_ vt (x(©), y(®) € Z() &(li{n(x(t),y(t)) =(xy) € Z).
W punkcie (X,y) > 0 funkcja a(-) jest ciagta, wigc:
Ve > 0 3t, (t >t =y, = a(x(t),y(t)) > ay — s).
Biorac € = ay — @ (> 0) dostajemy:
vVt > t, (aM,t > a(x(t),y(t)) >ay—€= d),

co przeczy (3.4) i konczy dowdd. |

Proces (J_C(t), y(t)) nazywamy optymalnym procesem produkcji w niesta-
cjonarnej gospodarce w okresie t.

Proces (X,y) nazywamy optymalnym procesem produkcji w niestacjonar-

nej gospodarce 7 graniczng technologig (granicznie optymalnym procesem pro-

dukcji). Procesy te sg okreslone z doktadnos$ciag do struktury.

Liczby:
Ay p = max a(x,y) =alx(t),y(t)), ay= max a(x,y)=a(Xy
ME = (B NO) (x,y) ( @), y( )) M e o) (x,y) xy)

nazywamy optymalnym wskaZnikiem technologicznej efektywnosci produkcji
(odpowiednio) w niestacjonarnej gospodarce w okresie t oraz w niestacjonarnej

gospodarce 7 graniczng technologiq.

W celu uproszczenia dalszych wywodow zaktadamy, ze graniczna przestrzen
produkcyjna spetnia nastepujacy warunek regularnosci (zob. rozdz. 1, pkt 1.3;

komentarz do twierdzenia 1.5):
(GL3) V(x,y) € Z (a(X,y) = ay = 7 > 0).
Jezeli zachodza warunki (GL1)-(GLS), to:

3(x,y) € Z(ayx =y > 0). (3.5)
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Moéwiac dalej o granicznie regularnej gospodarce, mamy na mysli gospodarke
spelniajaca ten warunek. Niech (X,¥) € Z bedzie granicznie optymalnym proce-

sem produkcji (spetniajagcym warunek (3.5)). Wowczas:

X ay'y _
el flaatll 1

|‘<|

=5>0.

<

Wektor 5 charakteryzuje strukture produkcji (naktadéw) w granicznie optymalnym
procesie (X,y). Polprosta:

N = {A5]1 > 0}

nazywamy magistralg produkcyjng (promieniem von Neumanna) w niestacjonar-

nej gospodarce Gale’a 7 graniczng technologiq.

Zastepujac w twierdzeniu 1.5 przestrzen produkcyjng Z graniczng przestrze-
nig Z oraz warunki (G1)-(G7) na (GL1)-(GL8), dochodzimy do konkluzji, ze
w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczng technologig spetniajacg warunki
(GL1)-(GLS) istnieje taki granicznie optymalny proces (X,¥) € Z oraz takie ceny

p, ze zachodzg warunki:

aux =y, (3.6)
V(x,y) € Z (P, y) — an(p,x) < 0), (3.7
(p,y)>0, (3.8)
czyli:
By
B(ny'p) - (ﬁ,x) S (247

(wszedzie, gdzie (p, x) # 0) oraz:

ﬁ(x:}_/:ﬁ) = ay > 03
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gdzie a(x,y) = ay. O trojce {ay, (%,¥),p} moéwimy, ze charakteryzuje niesta-
cjonarng gospodarke Gale’a 7 graniczng technologiq w optymalnym stanie row-

nowagi von Neumanna (tworzy granicznie optymalny stan réwnowagi).

3.3. Optymalne procesy wzrostu w gospodarce

z graniczng technologia i pojedyncza magistrala

Wezmy optymalny proces produkeji (X,¥) € Z. Niech N = {A5|1 > 0} bedzie od-
powiadajgca mu magistralg produkcyjng. W celu zapewnienia jednoznacznosci ma-

gistrali zaktadamy, ze:
(GL9) V(x,y) €Z\{0}(x € NVy &€ N = B(x,y,P) < au),

czyli:

V(x,y) €Z\{0}(x € NVy & N = (p,y) < ay(p,x)).

Jest to odpowiednik warunku (G10) z rozdziatu 1. Aktualne pozostaje twierdze-
nie 1.7 o jednoznaczno$ci magistrali produkcyjnej po zastapieniu przestrzeni pro-
dukcyjnej Z przez graniczng przestrzen Z oraz warunkow (G1)-(G7), (G9) przez
warunki (GL1)-(GL9).

Nietrudno zauwazy¢, ze jezeli zachodza warunki (GL1)-(GL9), to w niesta-

cjonarnej gospodarce Gale’a z graniczng technologia:

e ceny p w rownowadze von Neumanna sg dodatnie,

o V(x,y) €eZ\{0}(x € NVy & N = a(x,y) < ay).

Istotnie, niech trojka {a,,, (X,¥), p} tworzy stan rdwnowagi w niestacjonar-
nej gospodarce z graniczng technologia. Zgodnie z (3.5) istnieje w szczegolnosci
taki (optymalny) proces (¥,7) € Z, ze ayx =y > 0 (tj. X,y € N). Zalozmy, ze
p; = 0. Woweczas (wobec (GL4)):

&y)=(x+e'y) ez,
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gdzie e = (0, ...,1,...,0)) jest wektorem n-wymiarowym z jedynka na i-tym
miejscu, X € N. Jednocze$nie:

@) _

s oy B9 _
PEY D) =5 = o = BEVD) = an,

co jest sprzeczne z (GL9). Do podobnego wniosku dochodzimy biorac
zamiast procesu (% y) €Z proces (x,7) €Z =z wektorem produkcji
yz(}_/l""’yi""’yn)3 Osyl<}_]l'

Wezmy teraz dowolny proces (x,y) € Z\{0}, w ktorym x ¢ N lub y ¢ N.
Zalézmy wbrew tezie, ze a(x,y) = ay. Wowczas ayx = y oraz:

n

"o x' X = Y _
oY) = awn) €2, (Y = (v awy) € Z, = o # 5, L=
_amy _ ¥
lepmyll vl

czylix’,y' & N oraz x"',y"" & N. Natomiast:

(py ) (P, aMx) "o = (ﬁ'y") (p:aMY) —
By p) = Bx"y  (Bx) ay, 7y, T Xy By A

co pozostaje w sprzecznos$ci z (GL9).
Roéwnie tatwo zauwazy¢, ze gdy zachodzi warunek (GL9), to:
a(X,y)=ay © ayx =5.

Wezmy graniczny proces produkeji (x,y) € Z. Z (GL1)-(GL9) wynika na-
stepujaca wlasnos¢ niestacjonarnej gospodarki z graniczng przestrzenig produk-
cyjna Z (charakterystyczna takze dla stacjonarnej gospodarki Gale’a ze statg w cza-

sie przestrzenia produkcyjna Z; zob. rozdz. 1, pkt 1.5, lemat 1.1):
Ve > 036, € (0,ay) V(x,y) € Z(d(x,N) = evd(y,N) == B(x,y,p) <

Say— 65),
(3.9)
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gdzie, podobnie jak dotad, przez d(x,N) = ””9;—"—5” , d(y,N) = ””§—”—§”

oznaczamy odleglo$¢ katowa wektora nakladow x oraz produkcji y od magistrali
N = {A5]|4 > 0}. Dowdd przebiega podobnie jak dowdd lematu 1.1 z rozdziatu 1,
po zastgpieniu przestrzeni produkcyjnej Z przez graniczng przestrzen Z oraz wa-

runkéw (G1)-(G9) przez warunki (GL1)-(GL9).

Ustalmy horyzont T = {0,1, ..., t;}, t; < +o0. Niech y° > 0 bedzie danym
poczatkowym wektorem produkcji. Ciag wektorow {y(t)}il=0 spetniajacych wa-
runki:

(yO),y(t+D)eZ(t+1), t=01,..,t; — 1, (3.10)

y(0)=y°=0 (3.11)

tworzy (y°,t;) — dopuszczalny proces wzrostu (trajektori¢ produkcji). Przy przy-

jetych zaloZeniach procesy takie istniejg Vy° > 0 Vt; < +oo.
Niech x =2 0 bedzie dowolnym wektorem naktadow oraz:
a;(x) = {y|(x,y) €€ Z(1)}, a(x) = {y|(x,y) € Z}.

m Twierdzenie 3.3. Jezeli przestrzenie produkcyjne Z(t), t = 0,1, ..., spehniaja
warunki (GL1)-(GL7), to przeksztatcenia technologiczne a,(-), t = 0,1, ..., maja

nastgpujace wilasnosci:

i Vtviz=0vx=0 (at(lx) = Aat(x)).

i) vevx' 20 vx2 20 (a,(x!) + a(x?) € a,(x! + x2)).
@3i) vt (a,(0) = {0}).

(4i) VEVx Z 0 Vx' Zx Vy € a,(x) (¥ € a,(x")).

(5i) VeVyZ0VOSy Sy Vy€eax) (¥ €a(x).
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(6i) vVt Vx = 0 zbiory a;(x) sg niepuste, zwarte (ograniczone i domknigte w R™)

oraz wypukte.
(7i) Przeksztalcenia a,(-) sg pélciggte.
8i) VtVx 2 0(a,(x) S ap1(x)).

(9i) Wtasnosciami (i)-(7i) charakteryzuje si¢ takze przeksztatcenie technologiczne
a(:).

Dowad. (i)-(7i) Dowdd przebiega analogicznie jak dowod twierdzenia 1.1 (po za-
stapieniu multifunkcji a(-) przez multifunkcj¢ a,(-) oraz warunkéw (G1)-(G6)
przez (GL1)-(GL6)).

(8i) Wtasnos¢ jest konsekwencjg inkluzji Z(t) € Z(t + 1), t = 0,1, ... (warunek
(GL7)).

(9i) Gdy zachodza warunki (GL1)-(GL7), wtedy zgodnie z twierdzeniem 3.1(2i)
graniczna przestrzen produkcyjna Z jest gale’owska, tj. spetnia warunki (GL1)-
(GL6), zatem wlasno$ciami (i)-(7i) charakteryzuje sie rowniez multifunkcja a(-),

c.n.d. ]
Wprost z (GL7) wynika ponadto, ze:

Vtvx =20 (at(x) c a(x)).
Niech:
Ryo,o = {yo}:

Ryo, = {yl3x € Ryoyt_l(y € a;(x))} = UXERyO’t_lat(x), t=1.2,..,t.

Przy zalozeniach (GL1)-(GL6) zbiory R0, sa niepuste, zwarte i wypukie
(dowod przebiega analogicznie jak dowod lematu 1.2, rozdz. 1, pkt. 1.6; po zasta-
pieniu przestrzeni produkcyjnej Z przez Z(t), a w konsekwencji multifunkcji a(+)
przez a;(+), t=0,1,..). Innymi stowy Vy° >0 Vt; < +oo istniejg (y°,¢;) —

dopuszczalne procesy wzrostu.
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Rozpatrzmy najpierw zadanie maksymalizacji wartoséci produkcji (mierzonej
w cenach von Neumanna) wytworzonej w ostatnim okresie t; horyzontu T =
={0,1, ..., t; } (zadanie wzrostu docelowego):
max (p, y(t1))
p-w. (3.10), (3.11) (3.12)
(wektor y° ustalony)
réwnowazne z zadaniem:

jdax p,y),

¥ty

ktore przy przyjetych zatozeniach ma rozwigzanie {y*(t)}?:O . Nazywamy je
(¥°, t1, D) — optymalnym procesem wzrostu (trajektorig produkcji) w niestacjo-
narnej gospodarce Gale’a 7 graniczng technologiq.

W twierdzeniach mowiacych o magistralnej stabilnosci optymalnych proce-
sOW wzrostu istotng role gra warunek zapewniajacy mozliwos¢ dotarcia gospodarki
do magistrali (w jakimkolwiek, choéby jednym, dopuszczalnym procesie; zob.
rozdz.1, uwaga 3 do twierdzenia 1.10), ktory w niestacjonarnej gospodarce z gra-
niczng technologia przyjmuje nastepujacg postac:

(GL10) Istnieje taki (y°,f + 1) — dopuszczalny proces {(F(£)}iZd, f < ty, ze:

a(¥(0),y(t + 1) = ay.
Ponizsze twierdzenie jest odpowiednikiem twierdzenia 1.10.

m Twierdzenie 3.4. (‘Stabe’ twierdzenie o magistrali) W niestacjonarnej gospo-
darce Gale’a z graniczng technologia spetniajacej warunki (GL1)-(GL10) dla do-
wolnej liczby € > 0 istnieje taka liczba naturalna k. (niezalezna od dlugosci hory-
zontu T), ze liczba okreséw czasu, w ktorych (y°,t;,p) — optymalny proces
{y*(t)}glzo (rozwigzanie zadania (3.12)) spetnia warunek (1.28) (po podstawieniu

N zamiast N) nie przekracza k,.
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Dowéd (przebiega podobnie jak dowdd twierdzenia 1.10 po podstawieniu granicz-

nej przestrzeni produkcyjnej Z zamiast Z). Zgodnie z (3.10):
@),y t+1D)ezZt+1)CZ, t=01,..,t — 1,
zatem wobec (3.7):
D,y (t+D)<aypy ®)t=01,..,t -1
Po uwzglednieniu (3.11) otrzymujemy nierownos¢:
(B,y* () < &y (B, y°). (3.13)
Jezeli w okresach 7, ..., T, < t; zachodzi warunek (1.28), to w swietle (3.9):
@,y (t+1) < (ay = 6)P,y (D)), t =74, .0, Ty (3.14)
Z (3.13), (3.14) dostajemy:
B,y () < ay " (am = 845, ¥°). (3.15)

Zgodnie z (GL10) (v°,t;) — dopuszczalny jest nastepujacy proces
FO)o:

(o =ly@®Il > 0; 5 jest wektorem struktury produkcji na magistrali N), a wow-

czas:

ti—t

@y (D)) = @, ¥(t)) =oay (p,5)>0. (3.16)

taczac (3.15), (3.16), po przeksztatceniach dochodzimy do warunku:

(aM—as)" S o)
am al(p,y°)

ktory pozwala na oszacowanie liczby k:
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InA _
Inay-In(ay—68s)

B,

£ (54,0
gdzie A = % > 0. W celu zakonczenia dowodu w charakterze liczby k., wy-
starczy wzig¢ najmniejsza liczbe naturalng wigkszg od max {0, B}. ]

Uwaga 1. Podobnie jak w gospodarce z pojedyncza magistrala, rowniez obecnie
liczba okresow czasu, w ktorych ekonomiczna efektywnosé g(y*(t), y*(t + 1),p)
procesOw (y*(t),y*(t + 1)) €Z t=12,..,t; —1 jest nizsza od optymalnej
o co najmniej §,, zalezy od rozmieszczenia poszczegdlnych elementow ciagu

T4, ..., T W horyzoncie T. Okresow takich jest jednak zawsze nie wigcej niz k.

Uwaga 2. Majacy naturalne uzasadnienie warunek (GL10) (zob. uwage 3 do twier-
dzenia 1.10) informuje dodatkowo, Ze w niestacjonarnej gospodarce ze zmienng
technologia magistrala istnieje co najmniej od okresu & (wczeéniej moze istnieé,

cho¢ nie musi).

Uwaga 3. Twierdzenie pozostaje prawdziwe takze bez warunku (GL10), gdy wa-

runek poczatkowy (3.11) zastapimy silniejszym warunkiem:
y(0)=y°>0

oraz zalozymy, ze granicznie optymalny proces produkcji (%, y) € Z spehia nie
tylko postulat regularnosci, ale jest takze dopuszczalnym procesem w gospodarce
Gale’a we wszystkich okresach czasu t = 0,1, ..., czyli Vt = 0 ((D_C, y) € Z(t)).
Warunek (GL10) jest wowczas spetniony dla £ = 1, a teza twierdzenia 3.2(2i)

przyjmuje posta¢: Vt =0 (aM,t = aM)'

Uwaga 4. Podobnie jak ‘stabe’ twierdzenia o magistrali prezentowane w rozdzia-
tach 1, 2, rowniez twierdzenie 3.4 pozostaje prawdziwe, gdy (y°,t;,p) — opty-
malny proces wzrostu zastapimy (y°, t;, p) — optymalnym procesem z dowolnym

dodatnim wektorem cen p.
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Uwaga 5. Twierdzenie pozostaje aktualne, gdy warunek (GL8) zastapimy warun-

kiem stabej regularnosci:

(GL8") (%) € Z&a(%,y) = ay = 3t + 0 A},
(GE-Dy®) €Zt=1,..t; y(0) =7,y(t) > 0)

(zob. rozdz. 1, pkt 1.3, komentarz do twierdzenia 1.5).

Przy tym zalozeniu dodatni wektor 5 struktury produkcji na magistrali zostaje

w twierdzeniu 3.4 zastapiony przez poétdodatni wektor § > 0.

Uwaga 6. Twierdzenie jest prawdziwe takze po zastgpieniu w zadaniu (3.12) kry-
terium maksymalizacji warto$ci produkcji mierzonej w cenach von Neumanna
w koncowym okresie horyzontu T przez kryterium maksymalizacji uzytecznosci
produkcji:
max u(y(tl))
p.w. (3.10), (3.11),

z funkcja uzytecznosci u(+) spetniajaca warunki (U1)-(U2) (rozdz. 1, pkt 1.9).
Przy dowodzie ‘silnego’ twierdzenia o magistrali w niestacjonarnej gospo-
darce Gale’a z graniczng technologig istotng rolg gra lemat 1.4 z rozdziatlu 1. Nalezy
tylko pamigtac, ze obecnie obowigzuja warunki (GL1)-(GL9), wektor 3 struktury
produkcji na magistrali jest w $wietle (GL8) dodatni, zatem I = {1,2, ...,n}, a za-
miast przestrzeni produkcyjnej Z mamy graniczng przestrzen Z. Tre$é¢ i dowod
lematu nie ulegajg zmianie. Aktualne pozostajg rowniez tre$¢ oraz dowody lematow
1.1, 1.3 z tg roznicg, ze zamiast przestrzeni Z (w gospodarce ze stala w czasie
technologig produkcji) obecnie mamy graniczng przestrzen produkcyjng Z, ktorej

zamiast zbioréw Z (&), V(&) odpowiadajg zbiory:

Z(e) ={(x,y) €Z|d(x,N) = e vd(y,N) = ¢},
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——s” >¢ VvV d(y,N) =

7@ ={@yeZllixyl=1& (daM = |4

= [ga=sl =)}

W mys$l lematu 1.1 zbior V() jest zwarty, a zgodnie z lematem 1.3:

ve>03 max x"__ max x,v,p) = b(e) < ay.
(x,y)EZ(s)‘B( Y,P) V()ﬁ( v, D) (&) M

Przy zatozeniach (GL1)-(GL9) funkcja b(+) jest nierosnaca, b(e) € (0, ay) oraz
b(g) - ay przy € » 0. Zatem jezeli 6(&) = ay — b(g), wtedy 6(-) jest funkcja
niemalejgca, §() » 0 gdy € - 0. Analogicznie jak w przypadku stacjonarnej

gospodarki Gale’a (z niezmienng w czasie technologia) zaktadamy, Ze:

(GL11) Funkcja b(+) maleje (rownowaznie funkcja 6 (+) ro$nie) na obszarze
okreslonosci.

Zgodnie z tym warunkiem efektywno$¢ ekonomiczna procesow produkcji ma-
leje w miarg jak struktura naktadéw/wynikéw odbiega w nich coraz bardziej od
optymalne;.

m Twierdzenie 3.5. (‘Silne’ twierdzenie o magistrali) Wezmy (y°,t,,p) — opty-
malny proces wzrostu {y*(t)}ilzo, rozwigzanie zadania (3.12). Jezeli niestacjo-
narna gospodarka Gale’a z graniczng technologia spetnia warunki (GL1)-(GL11)

oraz funkcja a(-) jest cigglta w punkcie (5, ay5), to Ve > 0 istnieje taka liczba

naturalna k. (niezalezna od dtugosci horyzontu T), ze:
Vt, >t+ 2k, Vte{T+ k., t+k.+1,..,t; —kJ(d(y*(t),N) < ¢)
(metryka d () ma posta¢ (1.28), po podstawieniu N zamiast N).

Dowod. Wezmy dowolng liczbe € > 0, liczbe §(¢) € (0, ap) spetniajacg waru-
nek (3.9), liczbe § € (0,5(5)) oraz odpowiadajacg jej liczbe €' € (0, min{e, €})
z lematu 1.4 spehiajagca warunek U,/ (5) = {s € R"|||s — 5|| < €'} (taka liczba
istnieje, gdyz § > 0). Zgodnie ze ‘stabym’ twierdzeniem o magistrali istnieje taka

liczba naturalna k,/, ze jezeli t; > k., to:
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dy" (@, N) = ”nziign _5” <& (3.17)

¥ ()
ly*(@®ll

oczywiscie dodatni. Niech t; > { + 2k, oraz 7, bedzie pierwszym (po i), a T,

co najmniej raz w horyzoncie T = {0,1, ..., t;}. Wektor s*(t) = w (3.17) jest

ostatnim okresem, w ktérym w horyzoncie T zachodzi ten warunek. Dalej dowdd
przebiega analogicznie jak dowod twierdzenia 1.11, po zastapieniu przestrzeni pro-

dukcyjnej Z przez graniczna przestrzen Z. [

Aktualne pozostaja uwagi 1-3 oraz 5 do twierdzenia 3.4. Aktualna jest
rowniez uwaga 6, jezeli funkcja uzytecznosci u(-) obok (U1), (U2) speinia

jeszcze warunek (U3) (rozdz. 1, pkt 1.9).

Prosta konsekwencja twierdzenia 3.4 jest nastgpujace ‘bardzo silne’ twierdze-

nie o magistrali w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczna technologia.

m Twierdzenie 3.6. (‘Bardzo silne’ twierdzenie o magistrali) Niech niestacjonarna
gospodarka Gale’a z graniczng przestrzenia produkcyjna Z spetia warunki (GL1)-
(GL9). Jezeli w gospodarce takiej sam (y°,t;,p) — optymalny proces wzrostu
{y*(t)}?zo w pewnym okresie { < t; prowadzi do magistrali N, czyli spetia
warunek:

a(y @,y +1) = ay, (3.18)
to:

vte{f+1,..,t}(y*(t) €N).

Dowdd przebiega podobnie jak dowod twierdzenia 1.12, po zastapieniu przestrzeni

Z przez graniczng przestrzen produkcyjng Z oraz warunku y*(f) € N przez waru-

nek (3.18), ktory zapewnia istnienie procesu {y(t)}?:O:

~ y*(t)J t = OI1J ) E’
y(t) = t_f_ v
oay S, t=t+1,..,t,
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takiego samego jak (y°,t;) — dopuszczalny proces (1.43) w twierdzeniu 1.12. Dal-

sza cze¢$¢ dowodu — jak w twierdzeniu 1.12. ]

Aktualne pozostajg uwagi 2, 5 do twierdzenia 3.5. Uwaga 6, podobnie jak
w przypadku twierdzenia 3.5, jest aktualna, gdy funkcja uzytecznosci u(-) obok
(U1), (U2) spehia jeszcze warunek (U3) (rozdz. 1, pkt 1.9).

Na zakonczenie poswigcimy jeszcze chwile uwagi zadaniu maksymalizacji
warto$ci produkcji mierzonej w cenach von Neumanna w niestacjonarnej gospo-
darce z graniczng technologiag wytworzonej w calym horyzoncie T:

max ¥,o(p, y (£))

(3.19)
p.w. (3.10), (3.11).

Jest to analog zadania (1.47) z rozdzialu 1. Przy przyjetych zatozeniach zadanie to
ma rozwigzanie, ktore, podobnie jak rozwigzanie zadania (1.47), nazywamy
(v°, T, p) — optymalnym procesem wzrostu. Odpowiednikiem twierdzen 1.14, 1.15

jest nastgpujace twierdzenie.

m Twierdzenie 3.7. (i) Jezeli w niestacjonarnej gospodarce z graniczng technolo-
gia:
e zachodzg warunki (GL1)-(GL10),

e optymalne tempo na magistrali ay; > 1,

to dla dowolnej liczby € > 0 istnieje taka liczba naturalna k., ze liczba okresow
czasu, w ktorych (y°, T, p) — optymalny proces {y*(t)}iio — rozwigzanie zadania
(3.19) — spetnia warunek (1.28) (po podstawieniu N zamiast N) nie przekracza k.

Liczba k, nie zalezy od t;.

(2i) Jezeli zachodza warunki (GL1)-(GL9) oraz (y° T,p) — optymalny proces
wzrostu {y*(t)}iL, w okresie f < t; spenia warunek a(y @,y E+ 1) =ay

(prowadzi do magistrali N), to pozostaje na niej do konca horyzontu T.

152 Rozdziat 3



Dowdd obu czgsci twierdzenia przebiega podobnie jak dowody twierdzen 1.14,
1.15, po zastgpieniu przestrzeni Z przez graniczng przestrzeh produkcyjng Z (na-

lezy pamietaé, ze Z(t) € Z(t+1) € Z,t = 0,1, ...). [

W czescei (i) twierdzenia 3.7 aktualne sg uwagi 1-3, 5 do twierdzenia 1.4. Do
cze¢sci (2i) odnosza si¢ uwagi 2, 5. W obu przypadkach aktualna pozostaje uwaga

6, o ile funkcja uzytecznosci u(+) spetnia warunki (U1)-(U3) z rozdz. 1, pkt 1.9.

3.4. Optymalne procesy wzrostu w gospodarce

z graniczng technologia i wieloma magistralami

O jednoznacznos$ci magistrali produkcyjnej w niestacjonarnej gospodarce z gra-
niczng technologia spelniajacej warunki (GL1)-(GL9) przesadza warunek (GL9).
Przyjrzymy si¢ optymalnym procesom wzrostu, gdy w gospodarce warunek ten nie
obowigzuje. Przy zalozeniach (GL1)-(GLS8) aktualne pozostaja twierdzenia 3.1,
3.2, z tym Ze obecnie, bez warunku (GL9), graniczna przestrzen produkcyjna Z
moze zawiera¢ wigcej niz jeden (okreslony z doktadnos$cia do struktury) optymalny
proces produkeji (X, ). Zbior wszystkich optymalnych proceséw produkcji w nie-

stacjonarnej gospodarce z graniczng technologia oznaczamy przez Z, opt:

alx,y) =ay > 0}.

7 ={)E,_ €Z|la(x,y) = max
opt CA)) | a(x,y) e (0}
Przez S oznaczamy zbidr wektoréw struktury produkcji ”%” w optymalnych

procesach (X, ¥) € Zype:
- - y
S = {s| A(x,y) € Zope (s = ||y_||>}

(por. analogiczny zbidr (2.7) w stacjonarnej gospodarce z wieloma magistralami;
rozdz. 2, pkt 2.1). Zbidr Z,,; jest stozkiem wypuklym w R$" niezawierajacym O,

zbidr S zawiera wylacznie wektory dodatnie, jest wypuktly i zwarty; zob. lematy
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2.1, 2.2 — po zastapieniu warunkow (G1)-(G8) przez warunki (GL1)-(GLS8) oraz

ZbiorOW Zypt, S przez Zopy, S.

Z kazdym granicznie optymalnym procesem (x,y) € Z, opt ZWigzana jest ma-

gistrala produkcyjna:

N, ={As| 1> 0}, s=ﬁ€§.

Zbior:
N=UgsN,={As|1>0,s €S}

tworzy wielopasmowa magistrale produkcyjna (jest stozkiem wypuktym w R} nie-
zawierajacym 0).

Niech {ay, (X,¥), p} bedzie optymalnym stanem rownowagi von Neumanna
w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczng technologia. Przy przyjetych za-
tozeniach stan taki istnieje (zob. (3.6)-(3.8)). Co wiecej, kazda trojka {ay, (X,5), b}
z dowolnym procesem (x,y) € Z opt tWorzy optymalny stan rownowagi w takiej

gospodarce. Warunek (GL9) zastagpimy obecnie warunkiem:
(GL9Y) V(x,y) EZ\{0}(x € NVvy & N= B(x,y,D) < ay).

Na pierwszy rzut oka warunek ten wydaje si¢ nie r6zni¢ od warunku (GL9). Roz-
nica jest jednak istotna: obecnie, zamiast pojedynczej magistrali N, mamy
w (GL9’) wiazke magistral N. Poniewaz warunek a(x,y) < a, oznacza,
7e x¢ Nvy &N, zatem w $wietle tego warunku nie osigga maksymalne;
efektywno$ci ekonomicznej zaden proces produkcji, ktéoremu nie towarzyszy
najwyzsza efektywnosé technologiczna: jezeli (x,y) & Z opt (czyli a(x,y) < ay),
to Blx,y,p) < ay.
Wezmy wektor z € RT\{0} i przyjmijmy oznaczenie:

Z’

izl Nzl

@) =i

Z s” (3.20)

| = min —
ses izl
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Jezeli niestacjonarna gospodarka Gale’a z graniczng technologia i wielopa-
smowa magistralg spelnia warunki (GL1)-(GLS8), (GL9’), to zgodnie z lema-
tem 2.3 (po zastgpieniu przestrzeni produkcyjnej Z przez graniczng przestrzen Z
oraz warunkoéw (G1)-(G8) przez (GL1)-(GLS)):

Ve > 036, € (0,ap)V(x,y) € Z(d(x,N) = evd(y,N) = = B(x,v,p) < ay — 6),
(3.21)

gdzie metryka d(-) ma posta¢ (3.20). Fakt ten gra kluczowg role przy dowodzie

nastgpujacego ‘stabego’ twierdzenia o magistrali w niestacjonarnej gospodarce

z graniczng technologig i wielopasmowa magistrala.

m Twierdzenie 3.8. Niech niestacjonarna gospodarka z graniczna technologia
i wielopasmowa magistralg N spelnia warunki (GL1)-(GLS8), (GL9’), (GL10).
Woéwcezas dla dowolnej liczby € > 0 istnieje taka liczba naturalna k., ze liczba
okresow czasu, w ktorych (y°, t;, p) — optymalny proces {y*(t)}?:O (rozwigzanie

zadania (3.12) spetnia warunek:
diy*(t),N) > ¢ (3.22)
nie przekracza k. Liczba k, nie zalezy od dtugosci horyzontu T = {0,1, ..., t;}.

Dowéd przebiega analogicznie jak dowod twierdzenia 2.1 (po zastgpieniu wielopa-
smowej magistrali N w stacjonarnej gospodarce Gale’a z przestrzenia produkcyjna
Z przez wielopasmowa magistrale N w niestacjonarnej gospodarce z graniczng

przestrzenig Z). [

Po zastapieniu pojedynczej magistrali N przez wielopasmowa magistrale N
aktualne sg uwagi 1, 2, 4-6 do twierdzenia 3.4. Aktualna pozostaje takze uwaga 3,
gdy warunek poczatkowy (3.11) zastgpimy warunkiem y(0) =y° > 0 oraz
zalozeniem, ze istnieje granicznie optymalny proces produkcji (¥X,¥) € Z_opt
spetniajacy postulat regularnosci, bedacy jednoczes$nie dopuszczalnym procesem
produkcji w gospodarce Gale’a we wszystkich okresach czasut = 0,1, ....

Aktualne pozostajg fakty 1, 2 z rozdziatu 2, pkt 2.4, po zastapieniu:
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(i) zbiorow Z, Z,p¢, S przez Z, Z_Opt, S,
(2i) wielopasmowej magistrali N przez N,
(3i) metryki d(z, N) postaci (2.11) przez metryke d(z, N) postaci (3.20),
(4i) zbiorow Z(e), V(¢) przez zbiory:
Z(e) = {(x,y) € Z| d(x,N) = e vd(y,N) > ¢},

V(o) = {(,y) e Z@llx, yll = 1}

oraz warunkow (G1)-(G8) przez warunki (GL1)-(GLS8), (GL9’). Przy tych samych
warunkach (GL1)-(GL8), (GL9’) prawdziwy pozostaje rowniez fakt 3. Wymagany
przy jego dowodzie warunek (G12) jest obecnie spetniony na mocy (GL8) (zgodnie
z (GL8) wszystkie wektory struktury produkcji na wielopasmowej magistrali N sa
bowiem dodatnie). Obowigzuje dotychczasowy warunek (GL11) gloszacy, ze
efektywno$¢ ekonomiczna granicznych proceséow (x,y) € Z\{0} maleje w miare
ich oddalania si¢ (w sensie metryki katowej d(-)) od wielopasmowej magistrali N

(zob. pkt 3.3), z tym ze teraz:
b(e) = max f[(x,y,p).
(&) X ) (x,y,P)

Zgodnie z warunkiem (GL10), poczawszy od okresu , w gospodarce mamy
co najmniej jeden promien Ny € N), na ktéorym moze ona rozwija¢ sie (zwickszaé
produkcj¢) w maksymalnym tempie ay,. Jest to swoisty ,,pas szybkiego ruchu”
gospodarki dostepny na wielopasmowej magistrali od okresu £. Warunek, ktory
sformulowano ponizej, rozszerza t¢ mozliwo$¢ na wszystkie promienie von
Neumanna (pojedyncze magistrale) N;, s € S, skladajace si¢c na wielopasmowg
magistrale N. Dodatkowo stanowi, Zze okresy t, sukcesywnego udostepniania
gospodarce kolejnych ,,paséw szybkiego ruchu” N nie przekraczaja pewnego
granicznego okresu t < 4oo:

(GL12) 3t<+ooVseS3t;<t((s,ays) €Z(t;+1) S-S Z).

Zatem jezeli horyzont T jest dtugi, t; > t, to:
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Vs ESVyS € Ny Vt € {E+1,...,t.}(y°(t) = al; 'y € N, € N).
Po granicznym okresie t wszystkie optymalne procesy produkcji sg w zasiegu moz-

liwosci technologicznych/produkcyjnych gospodarki:
Vt = t(Zope € Z).

m Twierdzenie 3.9. Jezeli niestacjonarna gospodarka Gale’a z graniczna technolo-
gig 1 wielopasmowa magistrala spetnia warunki (GL1)-(GLS8), (GL9’), (GL10),
(GL11), (GL12) oraz:

e funkcja a(:) jest ciagta na zbiorze Sy = {(s, ays| s € §)},
e cigg {y*(t)}ilzg jest (¥°,t;,P) — optymalnym procesem (rozwigzaniem zada-
nia (3.12)),

to:

Vt, >t+ 2k, VtE{T+k,t+k.+1,..,t; — k3 (t),N) < &)
(metryka d(-) ma posta¢ (3.20)).

Dowéd przebiega podobnie jak dowod twierdzenia 2.3, po uwzglednieniu sformu-

towanych wyzej uwag (i)-(4i). ]

Aktualne sg uwagi 1, 2 do twierdzenia 3.4. Aby aktualna byla takze uwaga 3,
nalezy warunek poczatkowy (3.11) zastgpi¢ warunkiem y(0) = y° > 0 oraz zato-
zeniem, Ze istnieje granicznie optymalny proces produkeji (X, 7) € Z,y, spetnia-
jacy postulat regularnosci, bedacy jednoczesnie dopuszczalnym procesem w gospo-
darce Gale’a we wszystkich okresach czasu t =0,1,....

Roéwniez aktualna pozostaje uwaga 5 do twierdzenia 3.4 po uwzglgdnieniu

obok (GL8’) nastgpujacego warunku:
31 ={iy,ip..,ix)|0<k<n}VseS(iel=>s5>0&j¢[=>s=0)

(jest to odpowiednik warunku (G12) z rozdz.2, pkt 2.3).
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Aktualna jest uwaga 6 do twierdzenia 3.4, z tym ze funkcja uzytecznoséci u(-)
zamiast warunku (U3) powinna teraz spetnia¢ warunek (U3’); rozdz. 2, pkt 2.4.

Odpowiednikiem twierdzenia 2.5 o wielopasmowej magistrali w stacjonarnej
gospodarce jest nastepujace ‘bardzo silne’ twierdzenie o wielopasmowej magistrali

w niestacjonarnej gospodarce z graniczng technologia.

m Twierdzenie 3.10. Gdy niestacjonarna gospodarka z graniczng technologia
i wielopasmowg magistralg spetnia warunki (GL1)-(GLS8), (GL9’) oraz optymalny
proces {y*(t)}go — rozwigzanie zadania (3.12) - w pewnym okresie £ < t; pro-

wadzi do wielopasmowej magistrali N:
a(y*®,y*E + 1) = an,
to pozostaje na niej do konca horyzontu T.

Dowéd przebiega podobnie jak dowdd twierdzenia 2.5 (po zastgpieniu wielopa-
smowej magistrali N w stacjonarnej gospodarce Gale’a z przestrzenia produkcyjna
Z przez wielopasmowa magistrale N w niestacjonarnej gospodarce z graniczng

przestrzenia Z). |

Analogiem zadania (2.43) z rozdzialu 2 (oraz zadania (1.66) z rozdziatu 1)
jest nastepujace zadanie maksymalizacji zdyskontowanej uzytecznosci produkcji
wytworzonej w niestacjonarnej gospodarce z graniczng technologia i wielopa-

smowg magistralg w catym horyzoncie T = {0,1, ..., t; }:

max $iLo(1 — 1) u(y ()

pw. (3.10), (3.11),

(3.23)

z funkcja uzytecznosci u(+) spetniajacg standardowe warunki oraz stopa dyskonta

y € (0,1).

m Twierdzenie 3.11. (i) Jezeli w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczng

technologia i wielopasmowa magistralg spelniajacej warunki (GL1)-(GLS),
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(GL9’), (GL10) zdyskontowane tempo wzrostu produkcji (1 —y)ay > 1
oraz funkcja uzytecznos$ci u(-) spetnia standardowe warunki (U1), (U2) (zob.
rozdz. 2, pkt 2.3), to dla dowolnej liczby € > 0 istnieje taka niezalezna od dtugosci
horyzontu T liczba naturalna k. , ze liczba okresow czasu, w ktorych
(yo, T,u(-)) — optymalny proces {y*(t)}?=0 — rozwigzanie zadania (3.23) spetnia

warunek (3.22) nie przekracza k..

(2i) Jezeli gospodarka spetnia warunki (GL1)-(GLS8), (GL9’), (U1), (U2) oraz
(U3’) (po zastgpieniu zbioru S przez S) i rozwigzanie {y*(t)}?:o zadania (3.23)

w pewnym okresie £ < t; dociera do wielopasmowej magistrali N:
a(y*®,y*E + 1) = an,
to pozostaje na niej do konca horyzontu T.

Dowad (i) przebiega podobnie jak dowod twierdzenia 1.19 po zastapieniu pojedyn-
czej magistrali N przez promien N € N, do ktorego zgodnie z (GL10) w okresie
f < t, dociera (y°, ¥ + 1) — dopuszczalny proces {¥(t)}i£d, warunku (1.28) przez

(3.22) oraz uwzglednieniu warunku (3.21) zamiast (1.17).

Dowéd (2i) przebiega podobnie jak dowod twierdzenia 1.20, po zastgpieniu poje-

dynczej magistrali N przez promien Ny € N, do ktorego w okresie t < t; dociera

(y°, T, u) — optymalny proces oraz uwzglednieniu warunku (3.21) zamiast (1.17).
|

3.5. Minimalnoczasowy problem wzrostu

W nawigzaniu do pierwszego z dwoch minimalnoczasowych probleméw wzrostu
w stacjonarnej gospodarce Gale’a przedstawionych w rozdziale 1, pkt 1.10 przesle-
dzimy najpierw przebieg optymalnych proceséw begdacych rozwigzaniem nastepu-

jacego zadania:
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znalez¢
min ¢4 (3.24)
przy ograniczeniach:
(@), yt+1)€Z®), t=01,..,t; -1,
y(0) =y° >0, (3.25)
y(t) €YY,

w ktorym, analogicznie jak w (1.82), zbior stanéw docelowych:

Y'={yeRH @y 2V'>{®y)} (3.26)
tworzg wektory produkcji o warto$ci (mierzonej w cenach von Neumanna) nie
mniejszej niz V1. Réznica polega na tym, Ze obecnie zamiast stalej (niezmiennej
w czasie) przestrzeni produkcyjnej Z mamy ciag przestrzeni Z(t), t = 0,1, ...,
zbieznych z czasem do granicznej przestrzeni Z. Poza tym poczatkowy wektor
produkcji y° w zadaniu (3.24)-(3.25) jest pétdodatni (w zadaniu (1.81)-(1.82) byt

to wektor dodatni).

Kazdy cigg wektoréw produkcji {y(t)}?:o spetniajagcy uktad (3.25) ze zbio-
rem stanéw docelowych (3.26) tworzy (y°,Y1,t;) — dopuszczalny proces wzrostu

w niestacjonarnej gospodarce Gale’a. Dopuszczalny proces {y* (t)}?:o prowadzacy

do zbioru stanéw docelowych w najkrotszym czasie t;  nazywamy procesem
(v°, Y1, t7) — optymalnym. Obowiagzuja warunki (GL1)-(GL7), (GL9’), (GL10)

oraz zamiast (GLS8) nastepujacy (silniejszy) warunek:
(GLS®) VX, YD) €EZ(a(@y) =ay>y>0 & ay > 1)

(jest to odpowiednik warunku (G7°) z rozdz.1, pkt 1.10; wskaznik a, > 1 jest
atrybutem gospodarki produktywne;j).

m Lemat 3.1. Jezeli zachodzg warunki (GL1)-(GL7), (GLS8’), (GL10), to:

(i) istnieja (y°, Y1, t,) — dopuszczalne procesy wzrostu,
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(2i) zadanie (3.24)-(3.25) ze zbiorem stanéw docelowych (3.26) ma rozwigzanie.

Dowdd. (i) W $wietle (GL10) istnieje trajektoria produkcji {y(t)}gié, ktora w okre-
sie £+ 1 prowadzi do wielopasmowej magistrali N i wobec tego, ze V! >

> (p,y°)oraz ay > 1, istnieje (y° Y1, ¢;) — dopuszczalny proces {i(t)}iio

postaci:
~ y(t)l t= 0; 1) 1] fl
(t) - { t—t v v (3.27)
O'(XM S, t:t+1l 1t11
gdzie y(t) = y% o = |ly@®] >0, § = II;EE—gH € N; c N, oraz okres t;, w ktorym

proces (3.27) dociera do zbioru Y1, jest najmniejsza liczba naturalng spetniajaca

warunek:

v . 1
t, > max{t +1, F+ “‘Al}, A =——>0 (3.28)

In ap o(p,$) ’
(2i) Dowod przebiega analogicznie jak dowdd lematu 1.5(2i), po zastapieniu prze-
ksztatcenia technologicznego a(x) = {y| (x,y) € Z} przez a,(x) = {y| (x,y) €
eZ(t)}. u

Warunki (GL1)-(GL7), (GLS8), (GL9’), (GL10) nie wykluczaja przypadku,
gdy (y°, Y1, t}) — optymalny proces prowadzi do zbioru standéw docelowych Y?
w okresie t; < f. Sytuacja taka moze mie¢ miejsce w przypadku ,,mato ambitnego”
celu Y1, gdy docelowa warto$¢ produkcji V! w (3.26) r6zni si¢ nieznacznie (jest
niewiele wyzsza) od wartosci produkcji w poczatkowym okresie t = 0. Jest to

przypadek matlo interesujacy i dalej si¢ nim nie zajmujemy.

Natomiast gdy t; > £, wowczas o przebiegu optymalnych proceséw wzro-
stu w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczng technologia i wielopasmowa

magistrala mowi nastepujace ‘stabe’ twierdzenie.

m Twierdzenie 3.12. Jezeli zachodza warunki (GL1)-(GL7), (GLS8’), (GL9’),

(GL10) oraz proces {y*(t)}io jest takim rozwigzaniem zadania (3.24)-(3.25), ze

t;y > t (gdzie f jest okresem czasu, o ktérym mowa w (GL10)), to dla dowolnej
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liczby € > 0 istnieje taka liczba naturalna k,, ze liczba okresow czasu 74, Ty, ... , Tk,
w ktorych zachodzi warunek (3.22), nie przekracza k.. Liczba k. nie zalezy od do-
celowej warto$ci produkcji V1 ani od ;.
Dowdd. Z definicji (v°, Y1, t;) — optymalnego procesu mamy:
@,y t+1))ezt+1)<cZ t=0,1,..t; — 1.
Woéwczas, zgodnie z (3.10):
@,y (t+ 1)) < ay(dy @) t=01,..,t -1, (3.29)
czyli:
B,y () < a5, y°).
Zatbzmy, ze w okresach 74, .. ,T;, ma miejsce warunek (3.22). Wtedy,

zgodnie z (3.21), istnieje taka liczba &, € (0, ay), Ze:
@,y (t+D)<(ay— 6)P,y (1)), t = Ty, , Ty (3.30)
Stad, wobec (3.29), (3.30), dochodzimy do nieréwnosci:
By (E)) < i~ (aw — 85, ¥°). (3.31)

Zgodnie z lematem 3.1 istnieje (y°, Y2, t;) — dopuszczalny proces wzrostu
{y(t)}ilzo postaci (3.27). W procesie tym wektor produkcji spetnia oczywiscie wa-
runek §(t;) € Y1, zatem (p, §(t;)) = V. Poniewaz jest to proces dopuszczalny,
wiec t; > ti. Z zatozenia t; > T, czyli t; = t; > i skoro s to liczby naturalne, to
t; — 1 > & Z konstrukcji (y°, Y%, t;) — dopuszczalnego procesu {7(t)}L, wynika

wowczas, ze:
J(t) = ocal 5 €Yt oraz J(t, —1) =ga 'sev?

(gdyby zachodzit warunek $(t; — 1) € Y1, wtedy spetniona bytaby nierdéwno$é

(p,¥(t; — 1)) = V1, co przeczytoby jednak temu, Ze t; jest najwcze$niejszym
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okresem, w ktorym gospodarka w procesie (3.27) dociera do Y1). Istnieje wiec
takze (y°,Y1,t;) — dopuszczalny proces {f/(t)}iioz

y(t), t=0,1,..,t; — 1,

3O= {0 ey, e

w ktorym wektor y' spetnia warunek:
0<y = o(ay— Da %

oraz:
BYY=V = @,F(t ~ D)=V = (3t~ D) =V = oai™(5,8) >0,
gdzie (podobnie jak w (3.27):

_I®
Iy @I

o=yl = IyDOIl >0, 3 €N; cN.

Procesy {y(t)}?: o {):/(t)}?: o T0znig si¢ (ewentualnie) tylko jednym (ostatnim) ele-

mentem: y(t;) = §(t;). W procesie {f/(t)}il:o gospodarka w okresie t; osigga
warto$é produkciji (p, ¥(t;)) = V1. Natomiast o wektorze 7(t;) mozemy tylko po-
wiedzieé, ze (p, ¥(t,)) = V1. Zgodnie z definicja (y°, Y1, t;) — optymalnego pro-

cesu:

t;—t-1

@y D)2V =@,yt) = 3,3t - D+y')= oay (B3 +{B,Y)>0.
(3.32)
Laczac (3.31), (3.32), dostajemy:

i (e — 894,y = oay™ B +(B,y) > 0.

Poniewaz t; = t], ay > 1 oraz (p,y') > 0, dochodzimy stad do warunku:

_ InA . _ a;fl(ﬁ,yo)
k <B 5 gdzie A = T

" In apy—In(apy -6

W charakterze liczby k., o ktorej mowa w tezie twierdzenia, wystarczy wzigc
np. najmniejsza liczbe naturalng wicksza od max{0, B}. Liczba B, a wiec takze

liczba k, nie zalezy ani od V1, ani od t]. [
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Aktualne pozostaja uwagi 1-3 do twierdzenia 3.4.

Drugi minimalnoczasowy problem wzrostu, podobnie jak w rozdziale 1, pkt
1.10, r6zni sie od pierwszego postacig zbioru stanéw docelowych Y. Interesuje nas
mianowicie rozwigzanie zadania (3.24)-(3.25), w ktorym (analogicznie jak

w (1.95)):

v'={y€eR}yzy'} (3.33)

Prawdziwy pozostaje lemat 3.1 ze zbiorem stanéw docelowych (3.33).

W szczegdlnosci zadanie (3.24)-(3.25) ze zbiorem Y postaci (3.33) ma rozwigza-

nie. O docelowym wektorze produkcji y* > y° zakladamy, ze spelnia nastepujacy
warunek (C1) z rozdziatu 1, pkt 1.10:

max y}
M >0|——5<M
l’l’lill’lyl-

(przy przyjetych zatozeniach liczba M > 1).

m Lemat 3.2. Jezeli w zadaniu (3.24)-(3.25) zbior standw docelowych ma postac

(3.33) oraz zachodza warunki (GL1)-(GL7), (GLS8’), (GL10), (C1), to:
(i) Vy!>y° istnicje (y° Y1,t,) — dopuszczalny proces {J(t)}iL, postaci
(3.27), w ktorym okres t; jest najmniejsza liczba naturalng spetniajaca warunek:

InA,
Inay

1
t, > max{f +1, i+ } Ay =07 max2 > 0, (3.34)
i i

(2i) istnieje taka liczba naturalna [ > 1, niezalezna od y' ani od t;, ze jezeli
ty>t+1 to y(t; — 1) Syt

Dowéd (i) przebiega analogicznie jak dowdd lematu 3.1(i).

(2i) Zgodnie z konstrukcja (y°, Y1, t;) —dopuszczalnego procesu (3.27) mamy:

~ ti—ty
y(t) = oay $Zy*,
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gdzie o = |ly(®| >0, §= ”ﬁg” € Nsc N, t; >+ 1. Niech L1 bedzie taka

najmniejszg liczba naturalna, ze:

9573
IIA
<

aa,,

Wobec tego, ze o >0, § > 0, y* > 0 oraz a, > 1, liczba taka istnieje i spetnia
warunek:
y InA
L=t —t— m (3.35)
gdzie A, =0~ mm— >0 (0< A4, <A)).

Okres czasu t; jest najmniejsza liczba naturalng spetniajaca warunek (3.34), zatem:

InA4

t1<max{t+1 t+ +1}

Analogicznie, skoro l,1 jest najmniejszg liczba naturalng spelniajacg warunek

(3.35), to:

v InA
Li<t —t——2+1
y1 =" lnaM + >
czyli:
v y InA y InA y InA
[ < max{t+1—t— 241+ —+1-f——2 +1}—
y Inay In ap nay

Aq Aq

In—= In2l

InA na> A

= max4{2 — —=, —2%+ 2t < maxi2, Z 425, (3.36)
Inay ™ Inay Inapy
gdzie:

1
o T

max=t min3; max3; maxy} maxy}!

Aq {5 Ji J g ] ¢ i ¢ i

A vi = miny! ~ ming; miny! ¢ miny.l =C-M, (3.37)

2 minzt [ il T [

iLoSq m]axéj
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maxs$;
, S] > 1 oraz liczba M > 1 spetnia warunek (C1). Poniewaz C,M >
]

gdzie C =

=1, z(3.36), (3.37) otrzymujemy nierownosc:

_In(c-M)
Inay

+ 2.

ly1 <Q

Aby zakonczy¢ dowod, wystarczy w charakterze liczby [ wzia¢ najmniejsza liczbe

naturalng nie mniejszg od Q. |

Analogiem twierdzenia 3.12 mowigcym o asymptotycznych (magistralnych)
wlasnosciach optymalnych proceséw wzrostu w niestacjonarnej gospodarce Gale’a
z graniczng technologia oraz zbiorem stanow docelowych (3.33) jest obecnie twier-

dzenie 3.13.

m Twierdzenie 3.13. Jezeli zachodzg warunki (GL1)-(GL7), (GLS8’), (GL9),

(GL10) oraz (C1) i proces {y*(t)}io jest takim rozwigzaniem zadania (3.24)-
(3.25) ze zbiorem stanéw docelowych (3.33), ze t; > £ (gdzie T jest okresem
czasu,o ktorym mowa w (GL10)), to dla dowolnej liczby € > 0 istnieje taka liczba
naturalna k., ze liczba okreséw czasu 74,7y, ... , T , W ktorych zachodzi warunek
(3.22) nie przekracza k.. Liczba k, nie zalezy od postaci zbioru stanow docelo-

wych (wielkosci wektora produkcji y1), ani od t;.

Dowéd. Poczatkowa cze$¢ dowodu przebiega podobnie jak w twierdzeniu 3.12:
zaktadajac, ze w okresach 74, ... , T zachodzi warunek (3.22), dochodzimy do nie-
rownosci (3.31).

Zgodnie z lematem 3.2 istnieje taki (y° Y?1,t;) — dopuszczalny proces
{y(t)}?:o postaci (3.27), ze y(t;) = aalf,}_fsi €Yl (czyli §(t) 2 y!) oraz
y(t, =1 = aafv;‘f‘ls?* Syl gdziet, >t + L

Wezmy (y°, Y1, t;) — optymalny proces {y*(t)}io. Poniewaz y*(t;) € Y1,

zatem y*(t7) 2 y* 2 §(t; — 1), czyli:
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t,—t-1

@y D)z @yt — D)= oay (P85 >0.

Z (3.31), (3.38) wynika wowczas, ze:
ti—t-1

ayp (ay — 8B, y°) = oali NP, 5) >0,

skad otrzymujemy (zwazywszy, ze t; = t; > ©):

=A

( 2 )" _ o By
Oy — 68 a(ﬁi §)
(A > 0) i ostatecznie:

InA
k<B=———"—.
Inap—In(apy—56¢)

(3.38)

W charakterze liczby k. wystarczy wzia¢ np. najmniejszg liczbg naturalng wicksza

od max {0, B}.

Podobnie jak w przypadku twierdzenia 3.12 aktualne pozostaja uwagi 1-3 do

twierdzenia 3.4.






ROZDZIAL 4
Niestacjonarna gospodarka Gale’a
z graniczna technologia i inwestycjami

Cechg charakterystyczna gospodarki Gale’a, ktorg zajmowalismy si¢ w dwodch
pierwszych rozdziatach, byla jej stacjonarno$¢, czego wyrazem byla niezmienna
(stata w czasie) technologia produkcji. Zmiany technologiczne warunkujace dyna-
mike przestrzeni produkcyjnych zostalty wprawdzie uwzglgdnione w rozdziale 3,
ale przy milczacym zalozeniu, Ze niec wymagaja one zadnych naktadow (inwesty-
cyjnych) — sg swoistym darem Boga, natury. Powstaje naturalne pytanie, czy w mo-
delach dynamiki ekonomicznej z gale’owskimi przestrzeniami produkcyjnymi
efekt magistrali bedzie miat takze miejsce po uwzglednieniu mechanizmu inwesty-
cyjnego? Niniejszy rozdziat daje na to pytanie odpowiedz. Problem byl podjety
m.in. w artykutach [83], [84].

4.1. Zatozenia wstepne

Podobnie jak w rozdziale 3 przez Z(t) € R?" oznaczamy zbidr wszystkich
technologicznie dopuszczalnych procesow produkcji w gospodarce w okresie
t=0,1,... Zapis (x(t),y(t)) € Z(t) (rébwnowaznie (x,y) € Z(t)) glosi, ze
w $wietle technologii, ktorg dysponuje gospodarka w okresie t z wektora
nakladow  x(t) = (x1 (0), ...,xn(t)) mozna wytworzy¢ wektor  produkcji
y(t) = (yl(t), «,Yn(t)) . Lista towaréw jest rozumiana szeroko i obejmuje
wszelkie dobra/towary konsumpcyjne, inwestycyjne, kapitatowe zuzywane i/lub

wytwarzane w gospodarce. Zbiory Z(t) , t =0,1,..., spelniaja nastepujace

warunki:
(GI1) VA= 0V(x,y) € Z()(A(x, y) € Z(1)).
(GI2) v(ixhyY) € Z(t) v(x2y?) € Z() ((x1 y1) + (x%y?) € Z(D).
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(GI3) (x,y)€Z(t) &x=0=>y=0.

(GI4) V(x,y) EZ(t) Vx' = x ((x’,y) € Z(t)).
(GI5) V(ix,y) €Z(OVOsy <y ((xy) € Z(®).
(GIe6) Przestrzenie produkcyjne Z(t) sg zbiorami domknigtymi w R?™.

Analogiczne warunki (GL1)-(GL6) spehniaja przestrzenie produkcyjne Z(t),
t =0,1,.., w rozdziale 3. Podobnie jak w rozdziale 3 nazywamy je przestrze-
niami produkcyjnymi (zbiorami technologicznymi) w niestacjonarnej gospodarce
Gale’a. Z kazdym niezerowym procesem produkcji (x(t), y(t)) € Z(t) zwigzany
jest wskaznik technologicznej efektywnosci a(x(t),y(t)) = max {a]ax(t) =
y(t)}. W kazdej przestrzeni produkcyjnej Gale’a Z(t) (spetniajgcej warunki (GI1)-
(Glo6)) istnieje, okreslony z doktadno$cig do mnozenia przez stalg dodatnig, opty-

malny proces produkcji:

(x(6),¥(t)) = arg (x,y)

max «
(x.y)ez(O\{o}
(rozdz. 3, pkt 3.2, tw. 3.2(i)). Liczbe:

aM,t = a(f(t),}_/(t)) = ( a(x'J’) = 0

max
x,y)EZ(t)\{0}

nazywamy, podobnie jak dotad, optymalnym wskaznikiem technologicznej efek-
tywnosci produkcji w okresie t. Interesuje nas gospodarka z dodatnia optymalna
technologiczng efektywnoscia produkcji. Stosowny prosty warunek zostanie sfor-

mulowany w punkcie 4.2.

4.2. Dynamika. Dopuszczalne procesy wzrostu.
Graniczna przestrzen produkcyjna

Zaktadamy, ze:

o technologia produkcji w okresie t + 1 (jej ucielesnieniem jest przestrzen pro-

dukcyjna Z(t + 1)) zalezy od technologii produkcji w okresie poprzednim oraz
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naktadow inwestycyjnych i(t) = (i1 (©), ., ix(t)) Z 0 skutkujacych w roku
nastgpnym (wspotrzedne wektora i(t) maja wymiar strumienia JN/R; dla
uproszczenia zaktadamy roczny cykl inwestycyjny),

e zrodlem inwestycji i(t) jest produkcja wytworzona w gospodarce w okresie t:

0= i(t) < y (o). 4.1)

Oznaczmy przez o (R3™) rodzine przestrzeni produkcyjnych Gale’a (stozkow
wypuktych i domknigtych w R3™ spehiajacych warunki (GI1)-(GI6)). Dynamike

technologii opisuje réwnanie rekurencyjne:
ZE+ 1) =F(Z®),i®),t=01,.., (4.2)

w ktorym odwzorowanie (multifunkcja) Fy: 0(R2™) X R} - ¢(R?™) ma nastepu-

jace wlasnosci:
(F1) vVt VZ € o(R¥")(F.(Z,0) = 2).
(F2) vt VZ € a(R™) Vil 2 i 2 0(F,(Z,i%) 2 F,(Z,i?)).
(F3) vevzhZ2ea(R¥)Viz 0(Z 22% = F(ZY,1) 2 F.(Z%41)).
Przestrzen produkcyjna Z(0) jest dana:
Z(0) = Z° c R?™, (4.3)

Zgodnie z (4.2) o dynamice przestrzeni produkcyjnych (o technologii produk-
cji) decyduja inwestycje. W szczegdlnosci brak inwestycji sprawia, ze technologia
produkcji nie zmienia sie (w tej wersji modelu wektor i(t) utozsamiamy z inwesty-
cjami netto pomnazajacymi majatek produkcyjny). Im wigksze sa naktady inwesty-
cyjne w okresie t, tym wigksze zdolnosci produkcyjne gospodarki w okresie na-
stepnym. Podobnie, jezeli Z1(t) 2 Z?(t), to przy takich samych naktadach inwe-
stycyjnych i(t) w okresie t + 1 przestrzenie produkcyjne spetniajg warunek

ZY(t+1) 227%(t+1).
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Gospodarka jest zamknigta w tym sensie, ze naktady x(t + 1) (ponoszone
w gospodarce w okresie t + 1) mogg pochodzi¢ tylko z produkcji y(t) (wytworzo-

nej w okresie poprzednim), pomniejszonej o inwestycje i(t):
xt+D)=y@)—i(t), t=0,1,...,
co w swietle (GI4) prowadzi do warunku:
(y(®) — i), y(t+ D) €Z(t+1), t=0,1,... . (4.4)
Ustalony jest poczatkowy wektor produkcji y° w okresie t = 0:

y(0)=y°>0. (4.5)

O ciagach wektorow produkcji {y(t)}iz,, inwestycji {i(t)}i=, oraz przestrzeni
produkcyjnych {Z(t)}2, spetniajacych warunki (4.1)-(4.5) méwimy, Ze opisuja
(Z°,y°, ) — dopuszczalny proces wzrostu w gospodarce Gale’a z inwestycjami.
Cigg {y(t)}2, nazywamy (y° o) — dopuszczalng trajektorig produkcji, ciag
{i(t)}{2, — dopuszczalng trajektorig inwestycji (odpowiadajacg (y°, o) — dopusz-
czalnej trajektorii produkcji), o ciggu przestrzeni produkcyjnych {Z(t)}2,
moéwimy, ze tworzy (Z° 00)— cigg przestrzeni produkcyjnych. We wszystkich
(Z°,y°, ) — dopuszczalnych procesach wzrostu przestrzenie produkcyjne spet-

niajg warunek Z(t + 1) 2 Z(t). Wowczas:

vt (aM,t+1 = aM,t)

i dla zapewnienia dodatniej optymalnej technologicznej efektywnosci gospodarki

w kazdym okresie t wystarczy warunek:
(GI7) apo > 0.

Innym mozliwym warunkiem zapewniajacym dodatnig warto§¢ optymalnych
wskaznikow technologicznej efektywnosci ay ¢, t = 0,1, ..., jest ponizszy odpo-

wiednik warunku (G7) z rozdziatlu 1, pkt 1.2:
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(GIT) Vi€ {1,..,n}3(x,,y") € 2(0) (¥} > 0).

Przyjete dotad reguty wzrostu nie chronia przed taka nierealistyczng sytuacja,
gdy li{n ap e = +oo. Jezeli bowiem li{n apy e =+, to fatwo pokazac, ze bez do-
datkowych zatozen w gospodarce takiej z uptywem czasu z tego samego wektora
naktadow, np. x(t) = e = (1,1, ...,1), mozna wytworzy¢ dowolnie duzy wektor
produkcji y(t):

3@zt ((e.¥(®) € 2()) &Iy (Ol - +eo.

Aby wykluczy¢ taka sytuacje, zakladamy, ze:

(F4) (i) Istnieje wypuktly i domkniety zbior Z € R%" zawierajacy wszystkie zbiory
(stozki) Z(t) nalezace do ktoregokolwiek (Z°, o) — dopuszczalnego ciggu
przestrzeni produkcyjnych w dowolnym (Z°,y°, ) — dopuszczalnym
procesie wzrostu.

(2i) Zbiér Z jest takim najmniejszym zbiorem spehiajacym warunek (i), ze

jezeli (x,y) € Z orazx = 0,to y = 0 (por. warunek (GL7); rozdz. 3).

m Twierdzenie 4.1. Jezeli zbiory Z(t),t = 0,1, ... , sg przestrzeniami produkcyj-
nymi Gale’a oraz zachodza warunki (F1)-(F4), to zbior Z jest rowniez przestrzenig

gale’owska (spelnia warunki (GI1)-(GI6)).
Dowéd podzielimy na kilka etapow.

1°. Oznaczmy przez Z sume (teoriomnogo$ciowa) przestrzeni produkcyjnych we
wszystkich (Z°,y°, 00) — dopuszczalnych procesach wzrostu, Z € Z. Jezeli z € Z,
to istnieje (Z°, ) — dopuszczalny cigg przestrzeni produkcyjnych {Z(t)}{2, oraz
okres czasu T, w ktorym z € Z(t) € Z. Przestrzen Z(t) jest stokiem (wypuktym),

wiec Az € Z(1) € Z, gdzie A jest dowolna liczbg nieujemna. Zatem:

VzeZVA=0(Az € Z).
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2%, Niech convZ bedzie najmniejszym zbiorem wypuktym zawierajagcym Z
(powloka wypukla zbioru Z). Pokazemy, ze conv Z jest stozkiem wypukly spetnia-
jacym warunki (GI1)-(GIS).

(a) Niech z € conv Z. Wtedy:
3zY,z2€Z3a,20,a+ B = 1(z = az' + pz2).

Wezmy dowolng liczbg A > 0. Poniewaz z%,z? € Z, wiec (zgodnie z 1°) rowniez
Az, 2z% € Z i z definicji zbioru conv Z dostajemy: alz' + fAz? = A(az' +
+ Bz?) = Az € conv Z, czyli:

vz €convZ VA >0(Az € convZ). (4.6)
Wezmy teraz dwa dowolne wektory z*,z? € conv Z. Niech z = z' + z2. Jesli

z' = 0,to z = z% € conv Z. Podobnie, gdy z? = 0, to z = z* € conv Z. Zat6zmy

teraz, ze z*1,z? # 0 i przyjmijmy oznaczenia:

=1_ 21 22: Z2 _ 1 _ 1
iz’ Izl " Tzt TR T 22
Woweczas |21 = ||1Z%]| =1, A4, A, >0, z'=1;z' € convZ oraz z22=1,z% €
5 N =zt =22l _ -
€ conv Z. Niech a = izl g = T wtedy a,f > 0, a + f = 1. Ponie-

waz conv Z jest zbiorem wypuktym, wiec:

S =1 —2 _ 2]zt 221z llz | 2* 22 2> _ 2t
Z=aZ B2 = Y T el el T il A e
z2 z1422
= =€ convZ.
lzi+z2  llzi+z2l || I

Zatem:

z z1422

lzll izt +22]

vzl z EconvZ( € convZ).

Biorac A = ||z|| > 0, dostajemy AZ = z € conv Z i ostatecznie:

vzl,z? € convZ(z = z' 4+ z% € conv Z). 4.7)
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Warunki (4.6),(4.7) sa réwnowazne z (GI1), (GI2). Zbiér conv Z jest stozkiem
wypuktym.

(b) Aby udowodnié, ze wypukly stozek conv Z spelia warunek (GI3), zatézmy,
a contrario, ze nalezy do niego wektor z = (0,y) = (0, ...,0,¥y4, ..., ¥p) Z zero-
wymi naktadami i wektorem produkcji y zawierajacym co najmniej jedng
wspotrzedna dodatnig. Wtedy, zgodnie z definicja wypuklego stozka conv Z, ist-
nieja takie wektory z' = (0,y') € Z, z? = (0,y?) € Z orazliczby a,f >0,

ze a + f =1 oraz:
z=(0,y) = az' + Bz% = (0,ay* + By?) € conv Z.

Zbiér Z jest sumg przestrzeni produkcyjnych we wszystkich (Z9,y°, 00) —

dopuszczalnych procesach wzrostu, wigc istniejg takie (Z° o) — dopuszczalne
ciagi przestrzeni {Z i(t)}::ﬂ, i = 1,2, oraz okresy czasu 74, T,, Z¢:
zt = (0,y") = z'(z1) = (0,y"(z)) € Z' (), (4.8)
2% = (0,y%) = 2(12) = (0,y*(r2)) € Z*(12). (4.9)

Poniewaz y =yl +y? # 0 (oraz wektory y!, y? s3 nieujemne), wiec albo
y! =yi(ry) #0, albo y? = y?(1,) # 0 (albo zachodzi jedno i drugie). Jezeli
yi(ry) # 0, to warunek (4.8) pozostaje w sprzecznoéci z (GI3). Podobnie,
gdy y?(1,) # 0, wtedy sprzeczny z (GI3) jest warunek (4.10). Jezeli wiec
z=(0,y) € convZ, toy = 0 i zachodzi warunek (GI3).

(c) Niech z = (x,y) € conv Z. Jezeli przy tym (x,y) € Z € conv Z, to istnieje
taki (Z°, o0) — dopuszczalny ciag przestrzeni {Z(t)}2, oraz okres czasu T, ze

z=(x,y) € Z(t) € Z. Wtedy zgodnie z (GI4), (GI5):
vi'Zx VOSy Sy ((x,y") € Z(1)).

Zatem:
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(x,y)EZ=Vx'ZxV0Sy = y((x’,y’) €Z(r) €cZc convZ). (4.10)
Jezeliz = (x,y) €convZ,z & Z, to:

3zt =(xLyhYeZ 3z2=(x%y>)€eZ3a,f =20,a+p =
=1(z = (x,y) = alx, y1) + B(x%y?) € convZ). 4.11)

Poniewaz (x1,y') € Z, (x%,y?) € Z, wiec, rozumujac jak wyzej, stwierdzamy, ze:

vx'tZxlvosylsy! ((x’l,y’l) € 7 S conv Z),

Vx'?Zx2V0Sy?=y? ((x’z,y’z) € Z S conv Z)

Niech z' = (x",y") = a(x’L,y') + B(x'%,y'?) (z liczbami a, f jak
w (4.11)). Wtedy z’' = (x',y") € conv Z oraz:

x'=ax'+ px"? 2 ax + px? =«x,

0y =ayt+By? = ayl +By? =y.

W ten sposob dochodzimy do konkluzji:
(x,y) € (convZ)\Z = Vx'ZxV0Sy Sy ((x’,y’) € convZ). 4.12)

W mysl (4.10),(4.12) wypukty stozek conv Z spetnia warunki (GI4), (GI5).

3%, Powr6émy do zbioru Z. Z zatozenia jest on jest najmniejszym, wypuktym i do-
mknigtym zbiorem zawierajacym wszystkie przestrzenie produkcyjne nalezace do
jakiegokolwiek (Z°,y%, o) — dopuszczalnego procesu wzrostu, tzn. najmniejszym
zbiorem domknietym zawierajacym conv Z.

Pokazemy, ze zbior Z spetnia warunki (GI1), (GI2), (GI4), (GI5). W tym
celu wezmy dwa wektory z* = (x1,y1) € Z, z? = (x?,y?) € Z, liczby 14, A, =
>0 oraz wektor z=(x,y) = Azt + 2,z = L, (xLyD) + 1, (x3,y2).
Wektory z!,z? sa punktami skupienia zbioru convZ, wigc istnieja ciagi

z1 = (x1,yt), 220 = (x?,y?)) € convZ, i = 1,2,... , zbiezne (odpowiednio)
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1

do z%, z2. Zbiér conv Z jest stozkiem wypuktym, wigc Vi(zi = A,z + 1,22 €

€ conv Z), a wowczas:
limz! =lim(A, 2 + 2,2%)) = 4,20+ 1,22 = 4, (xLyD) + L, x4y =z€Z.
1 L

Zbior Z spetnia wiec warunki (GI1), (GI2) (jest stozkiem wypuktym). Podobnie,
jezeli z=(x,y) €Z , to istnieje ciag z'= (x,,y')€convZ, i=1, 2,..,
zbiezny do z. Niech:

i i /

xX'Z2x, 05y sy, ¥ =x"+x"—x,

yi = max{O,yi +y' - y} = (max{O, yi+ oy — yl}, ...,max{O, Vi 4y — yn}).
Wowezas £ 2 x!, 0= ' =i, 2! = (¥,9") € convZ € Z oraz:
lim 7' = li{n(fi,yi) =(x',y)=2€Z
(gdyz z zatozenia Z jest zbiorem domknigtym), czyli:
V(x,y) EZVx'ZxV 0=y Sy ((x,y)€Z).

Zbior Z spetnia zatem takze warunki (GI4), (GIS). Warunki (GI3), (GI6) zachodza

na mocy zalozenia. u

Alternatywny dowod twierdzenia 4.1 wynika wprost z twierdzenia 3.1. Wa-
runki (GI1)-(GI6) sa bowiem analogiczne do warunkow (GL1)-(GL6), a przy za-
tozeniach (F1)-(F4) przestrzenie produkcyjne Gale’a spelniaja takze warunek
(GL7).

Zbior Z jest znang juz nam z rozdziatu 3 graniczng przestrzenig produkcyjna.
Warunek (x,y) € Z oznacza, ze w $wietle granicznej technologii z nakladow x
mozna wytworzy¢ produkcje y. Liczba:

a(x,y) = max{a| ax = y}
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(gdzie (x,y) € Z\{0}) jest wskaznikiem technologicznej efektywno$ci granicz-
nego procesu (x,y). Aktualne pozostaje twierdzenie 3.2(i), zgodnie z ktorym

(W szczegodlnosci):

A(x,y EZ((XJ_C,_ = max alx,y)=«a )
(x,¥) (x,¥) . . (x,y) = ay

Liczba ay, jest optymalnym wskaznikiem technologicznej efektywno$ci w gospo-
darce Gale’a z graniczng przestrzenig produkcyjng. Z inkluzji Z 2 Z(t + 1) 2
2Z(t),t=0,1,..., wobec (GI7) dostajemy:

vVt ((XM Z aM,t+1 2 aM,t 2 aM,O > 0)

Proces (X,¥) jest optymalnym procesem produkcji w gospodarce Gale’a
z graniczng przestrzenig produkcyjng (granicznie optymalnym procesem produk-
cji).

Gospodarke z przestrzeniami produkcyjnymi Z(t), t = 0,1, ... , Z spehia-
jaca warunki (GI1)-(GI7), (F1)-(F4) oraz reguty wzrostu (4.1)-(4.5) nazywamy
niestacjonarng gospodarkq Gale’a 7 inwestycjami i graniczng technologig.

Niech podobnie jak w rozdziale 3:

Zopt ={(x,¥) € Z| a(X,7) = ay > 0}

bedzie zbiorem optymalnych procesow produkcji w gospodarce z graniczng tech-

nologig (przestrzenig produkcyjng Z), ktéremu odpowiada zbior:

§— {s| 30, Y) € Zope (5 = ﬁﬂ

wektoroéw struktury produkcji ﬁ w procesach (X,y) € Z, opt- P1zy przyjetych zato-

zeniach (podobnie jak w rozdziale 3, pkt 3.4) zbior Z_Opt jest stozkiem wypuklym

zawartym w R2™"\{0}, zbior S jest wypukty i zwarty. Kazdemu wektorowi s € S

towarzyszy pojedyncza magistrala produkcyjna:

N, = {As]1 > 0},
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ktérych suma:
N=UgsN,={As|1>0,s €S}

tworzy wielopasmowq magistrale produkcyjng w gospodarce Gale’a 7 graniczng
technologiq i inwestycjami. Przy przyjetych zalozeniach maksymalng technolo-
giczng efektywnos¢ gospodarka z graniczng technologia osigga oczywiscie tylko na
wielopasmowej magistrali:

V(x,y) EZ\{0}(x ¢ NVy & N = a(x,y) < ay). (4.13)
WeZmy graniczng przestrzef produkcyjng Z. Podstawiajgc:
Z(0)=Zorazi(t)=0, t=0,1,..,
z (4.2), (4.3) otrzymujemy Z(t) = Z = const. Niech y € N, wowczas:
O, aud) € Zope © Z, (aud, aiz¥) € Zope © Z, ...,
i ciag {y(t)}7Zo, w ktorym:
yi)=aly, t = 0,1,..., (4.14)
tworzy (¥, ©) — dopuszczalng trajektori¢ produkcji w gospodarce Gale’a z gra-
niczng technologia i poczatkowym wektorem produkcji y(0) =y € N.
W gospodarce takiej (Z,3,) — dopuszczalny proces wzrostu tworzy trojka
()}, i)} 20, {Z(t)}2, z trajektoria produkcji postaci (4.14), inwestycjami
i(t) = 0 oraz przestrzeniami produkcyjnymi Z(t) = Z, t = 0,1, ... .

Na trajektorii (4.14) gospodarka osigga najwyzsze mozliwe tempo wzrostu

ay > 0 oraz:

O _ 5 _oa
vt (ny(t)n S-S € S)’

dlatego nazywamy jg stacjonarng trajektorig produkcji z maksymalnym tempem
wzrostu (w skrocie: optymalng stacjonarng trajektorig produkcji). Dowolna
dodatnia wielokrotno$¢ oraz suma dwoch takich trajektorii jest znowu optymalng

stacjonarng trajektorig produkcji (kazdorazowo z zerowymi inwestycjami i statymi
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przestrzeniami produkcyjnymi Z(t) = Z, t = 0,1, ...). Wszystkie leza na wielopa-
smowej magistrali N.
Podobnie jak w rozdziale 3 (pkt 3.2) zaktadamy, ze w granicznie optymalnych

procesach wytwarzane sg wszystkie towary:
(GI8) V(%) € Z (a(%7) = ay = 7 > 0).

Zbior S (wektorow struktury produkcji we wszystkich optymalnych procesach

(%,7) € Z,p¢) sklada si¢ wowcezas wylacznie z dodatnich wektorow.

Przy zatozeniach (GI1)-(GI8) w gospodarce Gale’a z inwestycjami i gra-
niczng technologia istnieje stan rownowagi von Neumanna {ay,, (X,¥), p} z opty-
malnym procesem produkcji (X, ¥) i cenami p, w ktorym:

ayx =y,
V(x,y) € Z ({p,y) — an(p,x) < 0), (4.15)

P,y)>0
(zob. rozdz. 1, pkt 1.3, definicja 1.2 oraz twierdzenie 1.5 — po podstawieniu gra-
nicznej przestrzeni Z zamiast Z). W stanie takim dochodzi do zréwnania efektyw-
nosci ekonomicznej produkeji (%, y,p) = % (mierzonej w cenach von Neu-
manna p) z efektywno$cig technologiczng a (%, y) na najwyzszym mozliwym do
osiggniecia przez gospodarke poziomie B(X,y,p) = % = ay. Ponizszy warunek
zapewnia, ze stan taki moze mie¢ miejsce tylko w rownowadze; wyklucza miano-
wicie sytuacj¢, w ktorej gospodarka mogtaby osiagnagé maksymalng efektywnosé

ekonomiczng, mimo ze nie towarzyszy jej najwyzsza efektywno$¢ technologiczna:
(G19) V(x,y) € Z\{0}(x € NVy &€ N= B(x,y,P) < ay)
(jest to odpowiednik warunku (GL9’) z rozdz. 3, pkt 3.4).

Jezeli zachodza warunki (GI1)-(GI19), to podobnie jak w rozdz. 3 w optymal-

nym stanie rownowagi ceny p sa dodatnie. Istotnie, zalozmy ze istnieje taki
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stan rownowagi {ay, (X,7),p}, w ktorym p; = 0. Niech ¥ =x +e'; el=
=(0,..,1,...,0). Woéwczas (X%,y) €Z, (%,y) >0, ¥ € N i (zgodnie z (4.13))

a(%,y) < ay, co jest sprzeczne z (GI9).

4.3. Optymalne procesy wzrostu.

‘Staby’ oraz ‘bardzo silny’ efekt magistrali

Definicja (Z°,y°, ) — dopuszczalnego procesu w gospodarce Gale’a z inwesty-
cjami i nieskofczonym horyzontem T = {0,1, ... } formutowana w punkcie 4.2 byta
niezbedna dla ustalenia warunkow istnienia oraz niektorych wlasnosci graniczne;j
przestrzeni produkcyjnej Z. Zasadniczo jednak, podobnie jak w rozdziatach wcze-
$niejszych, interesuje nas gospodarka funkcjonujgca w skonczonym horyzoncie
T ={0,1,..,t;}, t; < +oo. O (skonczonych) ciggach produkcji {y(t)}?:o, inwe-
stycji {i(t)}?::)l oraz przestrzeni produkcyjnych {Z (15)};1=0 spetniajacych warunki
(4.1)-(4.5) moéwimy, ze opisuja (Z°,y°, t;) — dopuszczalny proces wzrostu w go-
spodarce Gale’a z inwestycjami. Jezeli trojka {y(t)}i2o, {i(t)}i20, (Z(t)}{Z, two-
rzy (Z°,y° o) — dopuszczalny proces wzrostu (w nieskonczonym horyzoncie
czasu), to trojka {y(£)}iLy, {i()}ihy', {Z(D)}L, tworzy oczywiscie (Z2°,y°,t;) —
dopuszczalny proces wzrostu w skonczonym horyzoncie T.

Ciag {y(t)}?:O nazywamy (y°,t;) — dopuszczalng trajektorig produkcji,
ciag {i(t)}?zz,l — dopuszczalng trajektoriag inwestycji (towarzyszacych (y°,t;) —
dopuszczalnej trajektorii produkcji). O sekwencji zbioréw {Z (t)}?zo moéwimy, ze
tworzy (Z°,t,) — dopuszczalny cigg przestrzeni produkcyjnych. Przy przyjetych
zatozeniach (Z°,y°,t;) — dopuszczalne procesy istniejg V t; < +oo.

Podobnie jak dotad, przez u(:) oznaczamy funkcj¢ uzytecznosci produkcji
w gospodarce Gale’a okreSlong na wektorach produkcji w ostatnim okresie

t; < 400 horyzontu T, spehniajaca standardowe warunki (U1), (U2) (zob. rozdz. 1,
pkt 1.9).
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Zajmiemy si¢ nastepujacym zadaniem wzrostu docelowego (maksymalizacji
uzytecznos$ci produkcji wytworzonej w koncowym okresie ustalonego horyzontu

T=1{01,..,t)):
max u(y(tl))
p.w. (4.1)-(4.5) (4.16)
(przestrzen Z° oraz wektor y° — ustalone).
Ciag wektoréw produkcji bedacy rozwigzaniem tego zadania oznaczamy przez
{y*(t)}il=0 z i nazywamy (y°,t;,u) — optymalng trajektorig produkcji. Towarzy-
szy mu ciagg wektoréw inwestycji {i*(t)}?::)l (optymalna trajektoria inwestycji)
oraz optymalny cigg przestrzeni produkcyjnych {Z *(t)}?:O . O trdjce ciggdw
{y*(t)}?zo, {i*(t)}?::)l, {Z*(t)}?:0 spetiajgcych warunki (4.1)-(4.5) méwimy, ze
opisuja ( Z%y°,t;,u) — optymalny proces wzrostu.
Multifunkcja Fy: 0(R3™) X R} — a(R%™) w (4.2) spelnia nastgpujacy waru-
nek potcigglosci (z gory):
(F5) Jezeli {y*(£)}ity, (¥ (OIS (ZF (YL, (k = 1,2, ...) jest takim
ciggiem (Z°,y°, t;) — dopuszczalnych proceséw wzrostu, ze:
y*(t) >y(0), t=01,..,1, i*(t) 210), t=0,1,..,t -1,
oraz:

Zt+ 1D =F(Z®,1®), t=01,..,tt—1

F(0) = y°, Z(0) = 2°), to trdjka {F(E)}iLo, (H(ED};Lq > (Z(0D} L, jost

(Z°,¥°,t,) — dopuszczalnym procesem wzrostu.

Warunek (F5) glosi, ze granica ciggu (Z° y°,t;) — dopuszczalnych proce-
p

sOw wzrostu jest tez procesem dopuszczalnym, a wiec jezeli:

(Kt = O,y (t + D) € 2+ 1), t=0,1,... ,t; -1,

0= k@) sy*@®), t=0,1,..,t; — 1,
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Z*(@t+1) = Ft(Zk(t), ik(t)), t=01..,t—1,
Z¥(0) = 2°, y*(0) = y°

oraz:
vt€{0,1,..,t} (lilgn yE@®) = 3(0); y(0) = yo)

vte{0,1,..,t; — 1} (lilgni"(t) =1(t))

i utworzymy taki ciagg przestrzeni produkcyjnych {Z (t)}?:O, ze:
vt€{0,1,..,6 — 1} (Z(t + 1) = F(Z(©),1(0)); Z(0) = 2°),
to:
GO -1, yt+1D)€eZ(t+1), t=01,..,t—-1
(gdzie 0 S 7(t) S ¥(t), t =0,1,...t; — 1; Z(0) = Z°, 7(0) = y°).

m Twierdzenie 4.2. Jezeli zachodza warunki (GI1)-(GI6), (F1)-(F5) oraz funkcja

uzyteczno$ci u(-) jest ciggta (zgodnie z (U1)), wowczas zadanie (4.16) ma rozwig-

zanie, tj. istnieje taka (y°, t;, u) — optymalna trajektoria produkcji {y*(t)}?:(,, ze:

u(y*(t1)) = u(}’(t1))

(tutaj y(t,) jest wektorem produkcji mozliwej do wytworzenia w okresie t; w do-

wolnym (Z°,y°,t;) — dopuszczalnym procesie wzrostu).

Dowéd. Wprowadzmy oznaczenie:
Ryo, = {y°}
orazdlat > 1:
Ryo, = {y = y(®O| 3{i()}52h Hy(0)}h=oHZ(0)}h=p VO € {0,1, ... , L —
13 (0= i(®) = y(©6), (y(0) —i(0),y(0+1D)€Z(O+1) =
= Fy(2(6),i(8)); y(0) =y°,2(0) = 2°)}.
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Przez R0, oznaczamy zbidr wszystkich wektorow produkcji mozliwych do wy-
tworzenia przez gospodarke w okresie t w pewnym (Z°,y%,t;) — dopuszczalnym
procesie wzrostu. Pokazemy, ze Vt < +oo zbiory R0, g zwarte (ograniczone i do-
mknigte).

Jednoelementowy zbior Ry, jest oczywiScie zwarty. Dowod zwartosci

zbioréw Ry, dla t = 1 przeprowadzimy metoda indukcji.
(D Udowodnimy, ze zwarty (ograniczony i domknigty) jest zbior R0 ;.

(Ograniczonoscé) Zatdzmy, ze zbior:

Ryoq = {¥13i(0) 2 0 (i(0) = y°, (y* = i(0), ) € Z(1) = Fy(2°,i(0)) )}

jest nieograniczony. Zatem:

314 ()}, 30y (0 5 (0) S y° &(Y° - i*(0), y¥) € Z5(1) =
Fo(2°,i(0)) € Z; lly*Il > + o)
(Z jest graniczng przestrzenig produkcyjng spetniajaca warunki (GI1)-(GI6), po
podstawieniu Z(t) = Z). Niech:
k oky— (Y010 y_")

= (e )

Wowczas:
v ((€5,0%) €2, §4 >0, lIn*ll = 1),

wigc:

H{Ekj,nkj}jzl (fki 7 0,1]kf 777 * 0).

Graniczna przestrzen produkcyjna Z jest zbiorem domknigtym, wiec (0,7) € Z, co

jest sprzeczne z (GI3). Zbior R, 1 jest wige ograniczony.

(Dombknietosé) Wezmy ciag {y*}5_, wektorow y* € Ry0 ; zbiezny do y. Wow-

czas:

184 Rozdziat 4



IO (0 5 (0) £ %8 (0° = K(0),3%) € 24 (D) = Ry(2°, () ) ).
Nieujemny ciag {i*(0)}7-, jest ograniczony, wiec zawiera podciag zbiezny:

3{ik (), (0 =%(0) ST S y°).

Niech x%i = y° — iki(0). Wtedy:
vj ((,y41) € 291) = o (2°,19(0))

oraz x¥i - x = y° —1,y% > y. Zgodnie z (F5):
j

@y =0°-1y) €Z) = (D,
czyliy € Ryo ;. Zbior Ryo; jest zatem domknigty, a poniewaz jest takze ograni-

czony, wigc jest zwarty.

(II) Udowodnimy, ze jezeli zwarte (ograniczone i domknigte) sg zbiory

Ryo9, .. , Ryo, to zwarty jest rOwniez zbidr Ryo ., 1.
(Ograniczonosé) Zatbzmy, ze zbidr R0 ., 1 jest nieograniczony:
AN (Y € Ryoein&Ily<ll - +o0).
Woéwczas:
vk 3(i* (0} I (O)I52h IZH(O))5h VO € {0.1,..., £} (0 S i*(0) =
= y4(0), (y(6) —i*(0),y* (6 + 1)) € 2“6 + 1) = Fo(2"(6),i(6)) <

€ Z; 2¢(0) = 2° y*(0) = y% lly*(e + DIl = lly*Il +°°)-

4.17)
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Niech x* = y*(t) —i*(t). Zbior Ryo, jest zwarty z zalozenia, wigc ciag
{y*(t)}7-, jest ograniczony, a poniewaz 0 = i*(t) = y*(t), wiec ograniczony jest
k=1

takze cigg {x*}., oraz:
vk {0, y%) = (Y50 — (), ¥4t + D) € Z¥( + 1) € Z,

gdzie (przypominamy) Z jest graniczng przestrzenig produkcyjng. Przyjmujac

oznaczenie:

k ply= (X5 y_"> _ (M y_">
€= (2 BT
dochodzimy, podobnie jak w (I) do wniosku, ze:
a{fkj,nkj};il <(§kj,nkj) € Z &(&4,1%) > (0,7) € z‘>,
= j
gdzie 7# 0, co jest niemozliwe (sprzeczne z (GI3)). Tym samym zbior Ryo ;4 jest

ograniczony.

(Domknietosé) Niech y* = y*(t+1) €Ryoryq, k =1,2,..., oraz y* 2y =

= y(t +1). Poniewaz zbiory Ryo,,.. ,Ry0, z zaloZenia sg zwarte, wigc

v €{0,1, ..., t} ciagi {i*(0) =1, (¥ (0)}7=, W (4.17) majg zbiezne podciagi:
(@), 3 ), (0 = 49(6) > 1(0),"(0) - y(G))
0=1(0) £5(0), 0=0,1,..,t,
y*i(0) = y(0) = y°.
Zgodnie z (F5):

(76)-10), 70+ 1)) e Z(6+ 1) = Fg(Z(0),1(6)), 6=0,1,.. ,t
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(Z(0) =Z°% ¥(0) =y°), zatem ciggi wektorow produkcji {¥()}5%,
inwestycji {1(8)};_, oraz przestrzeni produkcyjnych {Z(6)}55h tworza
(Z%y% t+ 1) — dopuszczalny proces wzrostu, czyli ¥ = y(t + 1) € Ryotyq -

Zbidr Ry 44 jest ograniczony i domknigty w R™, wigc jest zwarty.

Zadanie (4.16) jest rownowazne z zadaniem maksymalizacji ciaglej funkcji
u(-) na zwartym zbiorze Ryo, :

max u(y)
yERyo't1 ’

ktére zgodnie z twierdzeniem Weierstrassa ma rozwigzanie. Tym samym istnieje
(v°, t;,u) — optymalna trajektoria produkcji {y*(t)}?:0 — rozwigzanie zadania

(4.16). =

Formutowanym dotad twierdzeniom o magistrali zawsze towarzyszyt waru-
nek mowigcy o mozliwosci osiagniecia przez gospodarke magistrali w jakimkol-
wiek dopuszczalnym procesie wzrostu; zob. rozdz.1, pkt 1.7, uwaga 3 do tw. 1.10.

Obecnie warunek ten brzmi nastepujgco:

(GI10) Istnieje (Z°,y°, £ + 1) — dopuszczalny proces wzrostu
FONE, WO oo, ZO}, Ly E < ty, wktorym 1) = 0 oraz:
a(¥(®),yE+ 1) = ay.

Jezeli zachodzi ten warunek, to y(f) € N. Pokazemy, ze umozliwia on nie tylko
dojscie gospodarki do wielopasmowej magistrali, ale takze pobyt na niej (i wzrost
z tempem ;) do konca horyzontu T. Obowigzujg warunki (GI1)-(GI10), (F1)-
(F5).

m Lemat 4.1. Przy przyjetych zatozeniach (w szczegdlnosci, gdy zachodzi waru-
nek (GI10)) istnieje (v°,t;) — dopuszczalna trajektoria produkcji {y(t)}?:o naste-

pujacej postaci:
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w ktorej y(t) E Ndlat = ¢, £+ 1,...,t;.

(4.18)

Dowéd. Z definicji (Z° y°,t + 1) — dopuszczalnego procesu wzrostu mamy:

y(0) = y°,Z(0) = 2°,
(@) —i@®), ¥yt + 1) € Z(t + 1),
2(t+1) = F, (2(),10)),
0=1(t) =¥,
t=0,1..,¢
Jezeli zachodzi warunek (GI10), to:
{(H) = 0oraz ayy(f) = y(E+ 1).
Biorgc i(t) = 0dlat = £+ 1,...,t; — 1, dostajemy:
vte{t+1,..,64}(2Z0®) =21 c2)
i wobec tego:
(B, auy®)€eZ® c Z,
(any(@®), apy®) € ZD € Z,
(a;;‘f‘ly(f), ag;‘fy(f)) e <z,
lub inacze;j:
GO, yt+D)eZB <cZ, t=(E+1,..,4 — 1,

gdzie:
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y(©) = @iy 5D,

Woweczas trajektoria produkcji (4.18) wraz z trajektorig inwestycji:

i ciggiem przestrzeni produkcyjnych:

Z(t) — Z\/(E)ﬂ tV= 0: 1)"')tl
Z(t), t=1t+1,..,t,

tworzy (Z°,y°,t,;) — dopuszczalny proces wzrostu, w ktéorym gospodarka od

okresu t do konca horyzontu T pozostaje na magistrali. [ ]

Warunek (GI10) informuje ponadto, ze w gospodarce Gale’a z inwestycjami

od okresu { istnieje co najmniej jedna magistrala:

ORIR
nﬂ@“EN

Ng = {/1§|/1 >0,8 =
(por. uwage 2 do twierdzenia 3.4 w rozdziale 3).

m Twierdzenie 4.3. (‘Slabe’ twierdzenie o magistrali) Niech {y"(t)}il=0 bedzie
(¥°, t1,u) — optymalng trajektorig produkcji (rozwigzaniem zadania (4.15)). Jezeli
zachodza warunki (GI1)-(GI10), (F1)-(F5), (U1), (U2), to V € > 0 istnieje taka

liczba naturalna k., ze liczba okresow czasu, w ktorych:
d(y*(t),N) > ¢ (4.19)

nie przekracza k.. Liczba k, nie zalezy od dtugosci horyzontu T. Metryka d(-) ma

posta¢ (3.20).

Dowéd. Pamigtajac, ze przestrzenie produkcyjne Z(t), t = 0,1,..., oraz Z spel-
niajg warunek:

Vt(Z(t) € 2)),
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z definicji (y° t;,u) — optymalnej trajektorii produkcji {y*(t)}?:O , zgodnie
z (4.4), (4.15) oraz (F4) mamy:

P,y t+1)<aypy @O —-i"(), t=01,..,t;, -1,
czyli:
By () < ay®@,y"(t — 1) —i"(ts = D) < ajy B,y (61 — 2)) =
—au(@,i"(t = D) = aig (B, 1" (6 = 2)) < - < oy (B,Y°) =
— Ty @B, i (8 = K)). (4.20)
Przy zatozeniach (GI1)-(GI9) aktualny jest warunek (3.21). Oznaczmy przez
A = {14, ..., T} zbidr okresow czasu, w ktorych zachodzi warunek (4.19); 7; <
<1y, << 1 < ty. Wowezas, zgodnie z (3.21):
@,y (t+ 1) < (ay —8)P,y () —i"(D), tEA. (4.21)
7 (4.20), (4.21) wynika, ze:

B,y () < ap™ (ay — 6)%(p,y°) — Z?:E P, i"(1) — Trealay —
T¢

—8)17p, 1" (1)) < ™ (am — 8)%(p, ¥°).

Wobec (U2) dochodzimy do warunku:

u(y*(t) < aapt ™ (an — 8B, y°). (4.22)

Z drugiej strony, w my$l lematu 4.1 istnieje (y°, t;) — dopuszczalna trajek-
toria produkcji {y(t)}?:o postaci (4.18), wiec zwazywszy na dodatnia jednorod-
no$¢ stopnia 1 funkcji uzytecznosci (warunek (U1)):

u(y*(t) = u(3t)) =u (a,f}_fi/(f)) =oa,t u(¥) >0, (4.23)

o=y >0, 5 =23

= 5ar € S.Z (4.22), (4.23) dostajemy nieréwnosé:

0< aa;}_fu(@ < aa;}_k (ap — 8D, y°),
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ktora pozwala na oszacowanie liczby k:

< InA _
Inapy—In(apy—38¢)

B,

t 1=.,0
. _ aay(p,y°)
gdzie A = r?%x Toul)

> 0. Jezeli B<0, to k., =01 (y°t;,u) — optymalna
trajektoria produkcji {y*(t)}?zo we wszystkich okresach czasu t € T pozostaje na
wielopasmowe]j magistrali, takze w poczatkowym okresie t = 0, co oznacza, ze
(v°,t;) — dopuszczalna trajektoria produkcji {y(ﬂ}i;o postaci (4.18) jest jedno-
czesnie (y°,ty,u) — optymalna. Jezeli B > 0, wtedy w charakterze liczby k,,

o ktorej mowa w tezie twierdzenia, wystarczy wzig¢ najmniejszg liczbe catkowitg

wieksza od B. |

Uwaga 1. Liczba okreséw czasu, w ktorych zgodnie z (3.21) ekonomiczna
efektywnos¢ B(y*(t),y*(t + 1),p) proceséw (y*(t),y*(t + 1)) € Z rbzni si¢
od optymalnej o co najmniej 8., zalezy od rozmieszczenia elementéw ciagu
T4, .., T W horyzoncie T. Zawsze okresow takich jest jednak co najmniej k, co

prowadzi do warunku (4.22) (zob. uwage 2 do twierdzenia 1.10, rozdz. 1, pkt 1.9).

Uwaga 2. Jezeli istnieje taki optymalny proces produkcji (X,¥) € Z(0) C Z, ze
a(X,y) = ay,o = ay oraz poczatkowy wektor produkeji y° w (4.5) jest dodatni,
wtedy warunek (GI10) zachodzi dla = 0. Zerowej trajektorii inwestycji i(t) = 0,
t=0,1,.. t; — 1 odpowiada wowczas w (4.18) (v°, t;) — dopuszczalna trajekto-
ria produkc;ji {?(t)}?:O:

0
5 Yo t=0,
t) =
y® {Ga’,f,,i t=1,..,t,

|‘<\

o=min=->0; §= > 0.

i Si I

<L

Uwaga 3. Twierdzenie pozostaje prawdziwe, gdy warunek (GI7) zastapimy warun-
kiem (GI7’), a warunek (GI8) warunkiem stabej regularnos$ci (GLS8’) (zob.
uwage 5 do twierdzenia 3.4, rozdz. 3, pkt 3.3).

Niestacjonarna gospodarka Gale'a z graniczna technologig i inwestycjami 191



Przesledzimy teraz przebieg (y°,t;,u) — optymalnej trajektorii produkcji
{y*(t)}ilzo, ktora w pewnym okresie £ < t; prowadzi do wielopasmowej magistrali

N, tj. gdy warunek (GI10) zostaje zastapiony warunkiem nastepujacym:
(GI10°) At < ty(a(y @),y E+1) = ay).

Jezeli zachodzi ten warunek, wowczas (Z°,v°, t;) — dopuszczalny jest pro-
ces F(ONL,, LONL{ZO),. w ktorym:

y*(t), t=01,..,°¢

o . 4.24
aly ty* (D), t=t+1,..,t, (4.24)

y(@) = {

Z*(b), t=0,1,..,1L
7)), t=t+1,..,t,

2 =
(Z(0) = Z° oraz y(0) = y°)
(dowdd przebiega podobnie jak dowdd lematu 4.1).

m Twierdzenie 4.4. (‘Bardzo silne’ twierdzenie o magistrali) Jezeli zachodzg wa-
runki (GI1)-(GI9), (GI10°), (F1)-(F5), (U1l), (U2) oraz (U3’) (po zastgpieniu
zbioru S przez S; zob. analogiczny warunek w twierdzeniu 3.11(2i); rozdz. 3,
pkt 3.4), to:

vte{t+1,.., t;}(y*(t) EN).
Dowdd. Z definicji (v°,t;,u) — optymalnej trajektorii produkcji produkcji
{y*(t)}?:o, zgodnie z (4.4), (4.15), (F4) (podobnie jak przy dowodzie twierdze-

nia 4.3) mamy:
@y E+D)) <ayPy @®-i"@®), t=01. ,t,—-1,

zatem w szczegolnosci:

192 Rozdziat 4



B,y () < an(p,y (t, — 1) —i*(t; = 1)) < agg(p,y*(t; — 2)) —
—af(p,i*(t; — 2)) —ay(p,i*(t; — 1)) < - < a,i}‘f(ﬁ,y*(f)) -

—yi ek (B, it (8 — ). (4.25)

Jezeli w pewnym okresie t' € {f + 1, ... ,t;} zachodzi warunek:

y*(t') €N, (4.26)
to:
Je > 0(d(y*(t"),N) = &). (4.27)
Istotnie, zaktadajac, ze:
y'(t")

_ _ y'
d(y*(t"),N) = min ||~ —,H=0
Y yen |[lly el 1yl

v oy

oraz przyjmujgc oznaczenia s*(t') = or S =iy otrzymujemy:
. y*(t' ! .
min |2 — 25| = infll s°@) =57l = o.
y'eN Hly*EOI 1yl s'es

co wobec zwartoéci zbioru S i ciagtoéci normy ||-|| oznacza, ze s*(t") = s', tj.

y*(t') € N, wbrew zatoZeniu.

Gdy warunek (4.26) zachodzi dla t’ < t;, to wobec (4.27), zgodnie z (3.21),

istnieje taka liczba &, > 0, ze:
@,y"(t' + 1) < (ay = 8)(p,y*(¢") —i"(t")).
Podobnie, gdy warunek (4.26) zachodzi dla t' = t4, to:
@,y (t)) < (ay = 8)@,y"(t1 — 1) —i"(t; — 1)).

t.aczac te warunki z (4.25), otrzymujemy:
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By () < a2 ay — 8B,y D) - T D, i (t — k) —

kxt;—t'
—(ay — 87 (B, 1" (),
czyli w szczegblnosci:
B,y (t)) < al ™ aw — 8B,y (D),

a stad (wobec (U2)):

u(y*(t) < aal ™ ay — 6B,y (D) = caalr " (ay — 8.)(p,s), (4.28)

Lk O] *(1
gdzie s* = Ilz*(f)ll’ o=y @I > 0.

Trajektoria produkcji {)V/(t)}ilzo postaci (4.24) jest (y°,t;) — dopuszczalna,

wiec:
u(y' () = w(Fe) = u (v ®),
czyli zgodnie z (U1):
u(y* (t) = a2 P u(y*®) = caau(s?) = oaal P57 (429)

Z (4.28), (4.29) otrzymujemy nierdéwnosé:

gaalr N ay — 8.)(p,s*) = oaalt H(p,s*) > 0,
z ktorej wynika, ze 6, = 0. Otrzymana sprzecznos$¢ zamyka dowod. n

Aktualna jest uwaga 3 do twierdzenia 4.3.

4.4. Gospodarka Gale’a z graniczng technologia,
inwestycjami i zmiennym tempem wzrostu
na wielopasmowej magistrali

Twierdzenia o magistrali sformutowane w punktach 4.1-4.3 pokazuja, ze podobnie

jak we wszystkich wersjach niestacjonarnej gospodarki Gale’a z egzogenicznym
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postepem technicznym (bez inwestycji) prezentowanych w rozdziale 3, réwniez
obecnie — w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z inwestycjami — magistrala jawi
si¢ jako swoista ,,droga szybkiego ruchu”, do ktorej zblizajg si¢ (zgodnie ze ‘sta-
bym’ twierdzeniem o magistrali) lub po ktdrej biegna (w $wietle ‘bardzo silnego’
twierdzenia o magistrali) wszystkie optymalne trajektorie produkcji. Podobnie jak
dotad, na wielopasmowej magistrali gospodarka rozwija si¢ w maksymalnym tem-
pie, pozostajac jednocze$nie w neumannowskiej rOwnowadze wzrostu. Staba strong
przedstawionego modelu gospodarki jest natomiast nieuwzglednienie w nim expli-
cite majatku produkcyjnego oraz przyjecie upraszczajacego zalozenia, ze wstrzy-
manie inwestycji (produkcyjnych) w okresie t skutkuje jedynie tym, iz w kolejnym
okresie technologia produkcji nie zmienia si¢. Z formalnego punktu widzenia ozna-
cza to, ze uwzgledniony jest tylko wptyw, jaki na technologi¢ produkcji w gospo-
darce maja inwestycje netto. W tym punkcie zalozenie to zostanie znacznie osla-
bione. Zajmiemy si¢ bowiem taka niestacjonarng gospodarka typu Gale’a z gra-
niczng technologia i inwestycjami, w ktorej zbyt niski poziom inwestycji (w szcze-
g6lnosci ich brak) moze prowadzi¢ do redukcji (kurczenia si¢) majatku produkcyj-
nego, a w konsekwencji do spadku zdolnosci wytworczych. Innymi stowy, obok
inwestycji netto powickszajacych trwaty majatek produkcyjny uwzgledniamy row-
niez inwestycje restytucyjne potrzebne do odtworzenia jego zuzywanej, ulegajacej
deprecjacji czesci. W modelu pojawia si¢ dodatkowa zmienna — trwaty majatek
produkcyjny, ktory utozsamiamy z wektorem k = (ky, ..., k,) = 0 dobr kapitato-
wych w gospodarce (zasob, wymiar: JN).

Bez zmiany pozostaja warunki (GI1)-(G19), (F2)-(F5) oraz (4.1.)-(4.5).
Przez o(R?™) oznaczamy, podobnie jak dotad, rodzine przestrzeni produkcyjnych
(stozkéw wypuktych i domknietych w R3™) speniajacych warunki (GI1)-(GI6).
Kazdej przestrzeni produkcyjnej Z € o(R?*™) odpowiada wektor dobr kapitato-
wych (zasob):

k=K(2). (4.30)
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O odwzorowaniu K: o(R?") — R} zaktadamy, ze spetnia nastepujace dwa proste

warunki:
(K1) K{0}) = 0.
(K2) vZ1,7? € o(RZV\{0}(Z' 2 7% = K(ZY) = K(Z?) = 0)

(odwzorowanie jest monotoniczne, rosngcym zdolno$ciom wytworczym gospo-

darki towarzyszy wzrost zasobéw majatku produkcyjnego).

Uwzglednienie majatku produkcyjnego sprawia, ze zmianie ulega teraz wa-

runek (F1). Zamiast niego obowiazuje warunek:
(F1°) VtVZ € o(R2™) Vi:

iZku=F.(Z,i)27,
i=ku=F(2)=2,
iSku=F.(2,i)cz,

w0
gdzie u = ( R ) jest diagonalng macierza wspotczynnikow deprecjacji
0  Un

majatku, 0 < u; <1, i=1,..,n; k=K(2).

Zgodnie z tym warunkiem ku jest wektorem inwestycji restytucyjnych umoz-
liwiajgcych odtworzenie (reprodukcje) zuzytego majatku produkcyjnego. Wspot-
czynnik y; informuje, jaka czes¢ (utamek) i-tej wspotrzednej wektora dobr kapita-
towych k = K(Z) ulega deprecjacji w ciggu jednego okresu czasu (np. roku) i wy-
maga odtworzenia w postaci inwestycji restytucyjnych (gdyby zachodzita taka ko-
nieczno$¢). Warunkiem utrzymania w okresie t + 1 technologii produkcji analo-
gicznej jak w okresie t jest przeznaczenie na ten cel inwestycji i(t) = k(t)u.
Wowcezas Z(t + 1) = Fo(Z(t), k(t)u) = Z(t), gdzie k(t) = K(Z(t)). Jesli na-
ktady inwestycyjne w okresie t przekraczaja wielko$¢ inwestycji restytucyjnych,
wowczas potencjal produkcyjny gospodarki rosnie, natomiast jezeli sg nizsze,

wtedy jej zdolnoséci wytworcze maleja.
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Jezeli gospodarka Gale’a spetnia warunki (GI1)-(G19), (F1°), (F2)-(F4), to:
e istnieje graniczna przestrzen produkcyjna Z,

e istnieja (granicznie) optymalne procesy produkcji (¥,¥) € Z,p: € Z,

e zbior § = {§ |5 = ﬁ:”, ax,y) =ay > 0} wektorow struktury produkcji we

wszystkich optymalnych procesach (%, ¥) € Z,,; jest zwarty, wypukly i zawiera
tylko wektory dodatnie,
e istnieje wielopasmowa magistrala N = Uges NS, gdzie N = {As |1 > 0},
e istniejg takie (dodatnie) ceny von Neumanna p, ze trojka {ay, (%,¥), p} z kaz-
dym procesem (X,y) € Z opt tworzy optymalny stan rOwnowagi von Neumanna,
tj. spetnia warunki (4.15),
o aktualny jest warunek (3.21).
Rozpatrzmy nastepujace zadanie wzrostu docelowego (maksymalizacji uzy-
tecznosci produkcji wytworzonej w ostatnim okresie horyzontu T):
znalez¢:

max u(y(t,)) (4.31)

przy ograniczeniach:

YO -i@®),yt+1))ezZ(t+1). t=0,1,.. ,t;—1,
0=si(t)=y@), t=0,1,... ,t; —1,
k@) =K(Z®), t=0,1,.. ,ty, (4.32)
Zt+ 1) =F(Z®,i®), t=0,1,.. ,t; — 1,
Z(0) =Z°cR?™, y(0)=y°=>0.

Jezeli spetniony jest warunek (F5) oraz funkcja uzytecznos$ci u(+) charakte-
ryzuje si¢ standardowymi wlasno$ciami (U1), (U2), wowczas zadanie to ma roz-
wigzanie. Cigg wektorow produkcji {y*(t)}ilzo bedacy jego rozwigzaniem nazy-
wamy (y°, t;,u) — optymalng trajektorig produkcji. Odpowiadajacy mu cigg wek-
toréw inwestycji nazywamy optymalng trajektorig inwestycji i oznaczamy przez

{i*(t)}?:?)l. Przez {Z *(t)}?:O oznaczamy bedgcy rozwigzaniem zadania (4.31)-
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(4.32) ciag optymalnych przestrzeni produkcyjnych, a przez {k*(t)}?:o optymalng
trajektori¢ wektorow majatku produkcyjnego (dobr kapitatowych). Ztozony z cia-
gow (" (O} Lo, (O}, {Z'O)ko ('O}, (2°y° 1)) — dopuszezalny
proces nazywamy procesem (Z°,y°, u, t;) — optymalnym.

Ostatni warunek (GI10) potrzebny przy dowodzie ‘stabego’ twierdzenia
o wielopasmowej magistrali w gospodarce Gale’a z regutami wzrostu (4.31), (4.32)
sktada si¢ z dwoch czgsci. W czgsci (GI10)(i) moéwi o istnieniu dopuszczalnego
procesu wzrostu prowadzacego w pewnym okresie £ < t; do wielopasmowej ma-
gistrali, na ktorej nastgpnie gospodarka moze rozwijac si¢ (funkcjonowac) do konca

horyzontu T

(GI10)(@) 3t <t;3s €S 3(Z°%y°¢t,) — dopuszczalny proces wzrostu:

FONL GORLL 2O RO &Vt € {EE+1, .., 3G () € Ny).

Aby wyjasni¢ sens czesci (GI10)(2i), przyjmijmy oznaczenie a;pq =
=a(y®),y(t+1)),t =1 t+1,..,t (tempo wzrostu produkcji na wielopa-
smowej magistrali w (Z°, y°, t;) — dopuszczalnym procesie, poczawszy od okresu

t = t). Poniewaz ¥ (%), ..., ¥(t;) € N, wigc:
A > 0,511 > 0, , A, > 0(F(D) = s, Y(E + 1) = Ay1S, ., Y(81) = A, 5),
czyli:
vte{t,t+1, ...t — 1Haw = a(F(@®),¥(t + 1)) > 0)
oraz:

vee{f+1, ..t} (y(t) = (M5, af+,,)y(z)). (4.33)

Z drugiej strony, trajektoria produkcji oraz inwestycji w (Z°, y°,t,) — dopuszczal-

nym procesie {J()}1L,, {{()}:5y' {Z(©)}

t1

=0’ {k()}iL, spelniaja warunek:
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GO -1, yt+1D)eZt+ 1 CZ t=0,1,.. ,t; — 11,

czyli w szczeg6lnosci:

0 < ap =a(¥(©),yt+1)) <a(y@) —16),y(t+ 1)) < aper < an,
t=1¢..,t;—1 (4.34)

Jezeli zatem zachodzi warunek (GI10)(i), to w dopuszczalnym procesie

FOYL,, (W)L {Z (t)}zlzo, {E(t)}iio gospodarka — poczawszy od momentu
dojécia do magistrali — rozwija si¢ w poszczegdlnych okresach £+ 1,...,t;
w (ogblnie roznym) tempie @4, ..., @, € (0, ay]. Tempo wzrostu produkcji na
magistrali a,,; oraz optymalna technologiczna efektywno$¢ gospodarki ap ;41
(t=£%,..,t; — 1) zaleza od technologii produkcji, ktéra z okresu na okres moze
podlega¢ nawet znacznym wahaniom. Bez dodatkowych warunkéw wskazniki
Qer1, A r+1 MOEY zatem istotnie roznic sig, zarowno miedzy sobg, jak i w czasie.

Regularny przebieg procesow wzrostu na magistrali w gospodarce Gale’a

w okresach t = £ + 1, ..., t; zapewnia nastepujacy warunek:

(GI10)(2i) Niech y(t;) = ]_[t1 1M Zakiadamy, Ze ciagg {y(tl)}t1 41 Jest

ograniczony.

Przy tym zatozeniu wskazniki a1, @y ¢41 Z czasem stabilizujg sig, zmierzajac do
wspoélnej granicy. Istotnie, zgodnie z (4.34) mamy @y < Ay pq1 < Ay, WiEC Ciag
{y(tl)}zzf +1 jest niemalejacy, y(t +1) = y(t), a poniewaz jest ograniczony,
wiec ma granice:

Elhm y(t) =[le;— =M < +o (4.35)

(M = 1). Latwo zauwazy¢, ze:

! Lub inaczej: (¥(t + 1), ¥(t + 1)) € Z(t + 1) € Z, gdzie ¥(t + 1) = y(t) —i(t), t = 0,1, ... ,t; — 1.
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li{n ap = li§n Ay e = Ay

m Twierdzenie 4.5. Jezeli gospodarka Gale’a z inwestycjami i graniczng technolo-
gig spelnia warunki (GI1)-(GI19), (GI10)(, 2i), (F1°), (F2)-(F5), (U1), (U2), to dla
dowolnej liczby € > 0 istnieje taka liczba naturalna k., ze liczba okreséw czasu,
w ktorych (y°,t;,u) — optymalna trajektoria produkcji {y*(t)}?:o (rozwigzanie
zadania (4.31)-(4.32)) spetnia warunek (4.19) nie przekracza k.. Liczba k. nie za-
lezy od dlugosci horyzontu T.

Dowdd. Postepujac analogicznie jak przy dowodzie twierdzenia 4.3, dochodzimy

do warunku:
u(y*(t) < aapt ™ (ay — 8)%(p,y°) (4.36)

(zob. (4.22)). Zgodnie z (GI10)(i) istnieje (v° t;) — dopuszczalna trajektoria
produkcji {)V/(t)}?zo , ktora w okresie t < t; prowadzi do magistrali, pozostajac na

niej do konca horyzontu T (zob. (4.33):

y(©) = (e air0) V() = o(Il5h ais)S t =E+ 1, ., 4,
¥(®)
76]]

§= €S,0=y®OI >0,

czyli (zwazywszy na dodatnia jednorodnosc¢ stopnia 1 funkcji uzyteczno$ci; zob.

(UD)):

u(y (0) = u(¥(t) = u (o (Mg airo ) 3) = o (M5 atro) u(®) > 0.
(4.37)

Z (4.36), (4.37), po uwzglednieniu (4.35), otrzymujemy nier6wnos¢:

InA
<B=—w————
k= Inay—In(ay—=6;) °
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aMal/(p,y°

gdzie A = )> 0. Jezeli B < 0, to k, = 0, czyli (y° t;,u) — optymalna

ou(s)
trajektoria produkcji {y*(t)}il=O we wszystkich okresach horyzontu czasu T pozo-
staje na wielopasmowej magistrali N. Jezeli B > 0, to w charakterze liczby ki,
o ktorej mowa w tezie twierdzenia, wystarczy wziag¢ najmniejszg liczbe catkowitg

wigkszg od B. Liczba k, nie zalezy od dtugosci horyzontu T. [ ]

Jezeli w twierdzeniu 4.5 (y° t;,u) — optymalna trajektoria produkcji

{y*(t)}iio w okresach czasu t € {0, 1, ..., £} speia k, razy warunek (4.19), to:
vte{t+1,..,t3(dy*(t),N) < e).

Jest to prosta konsekwencja twierdzenia méwiaca, ze jezeli optymalna trajektoria
produkcji w poczatkowej fazie wzrostu k, razy co najmniej o € > 0 odbiega od
magistrali N, to nastepnie do konca horyzontu T zawsze pozostaje juz w jej e-oto-
czeniu.

Zgodnie z warunkiem (GI10)(i) istnieje dopuszczalny proces wzrostu prowa-
dzacy w pewnym okresie £ < t; do wielopasmowej magistrali, na ktorej nastgpnie
gospodarka moze rozwija¢ si¢ (funkcjonowac) do konca horyzontu T. Oczywiscie,
nie jest wykluczone, ze do magistrali prowadzi w pewnym okresie £ < t; sam pro-
ces optymalny (" (D}, ((D}15), (Z' O}y {k*(O}L,. Rozpatrzymy
blizej te sytuacje, zastgpujac warunek (GI10)(i) warunkiem nastgpujacym:

(GI10)(i’) It < t;3$ € S 3(Z°% Y t;) — dopuszczalny proces wzrostu
- . 1 (st (7t
FO)Ly QDY {Z0],L, (kD)

(Vt €{0,1,... 80 () =y (®) &Vt e {{,{+1,...t3F@) € Ng)).

Zgodnie z tym warunkiem:
(a) istnieje (y°,t;,u) — optymalna trajektoria produkcji, ktéra w pewnym

okresie { < t; prowadzi do wielopasmowej magistrali, y*(f) € Ns € N, po czym
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(b) poczawszy od okresu t gospodarka moze rozwija¢ si¢ na magistrali, po-
zostajac na niej do konca horyzontu T. Warunek (GI10)(2i) nie zmienia si¢.
Ponizsze twierdzenie jest szczegblnym przypadkiem twierdzenia 4.5 mowia-
cym o przebiegu optymalnej trajektorii produkcji, ktora w pewnym okresie czasu
sama dociera do wielopasmowej magistrali.
m Twierdzenie 4.6. Jezeli:
e zachodza warunki (GI1)-(GI9), (GI10)(i’, 2i), (F1°), (F2)-(F5), (U1), (U2) oraz
(U3”) (po zastgpieniu zbioru S przez S),
e (y°t;,u) —optymalna trajektoria produkcji {y*(t)}ilzo w pewnym okresie
f < t, prowadzi do wielopasmowej magistrali N,
to dla dowolnej liczby € > 0 istnieje taka liczba naturalna kg, ze liczba okresow
czasut € {{ + 1, ..., t;}, w ktorych trajektoria ta oddala si¢ co najmniej o &€ od ma-
gistrali, nie przekracza k. Liczba k; nie zalezy od dtugosci horyzontu T, poczat-
kowego wektora produkcji, cen rdwnowagi ani od postaci funkcji uzytecznosci.
Dowéd przebiega podobnie jak dowdd twierdzenia 4.5. Zaktadajac, ze (y°, t;,u) —
optymalna trajektoria produkcji {y*(t)}?zo w okresie f < t; dociera do wielopa-
smowej magistrali, y*(£) € Ny € N, a nastepnie k' razy (w okresach czasut €
€ {f + 1, ..., t;}) oddala si¢ od niej zgodnie z (4.19), standardowo dochodzimy do

warunku:
B,y ) < ait 7 (an — 8K (B,y* D),
co wobec (U2) prowadzi do nieré6wno$ci:
u(y*(t) < aeyi ™" (an — 8K 5,y (D) (4.38)

(por. np. (4.36)). Z drugiej strony u(y*(tl)) > u()vz(tl)), gdzie {y(t)}iio jest
zgodnie z (GI10)(i’) taka (y°,t;) — dopuszczalng trajektorig produkcji, ze:

§(t) = (M5 e ) y*
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(zob. (4.33)). Wowczas, zwazywszy na (U1), (U2), (U3’), otrzymujemy:
u(y(0)) 2 (M55 aro) v ®) = (M55 @rao) u(y' ®) =
= (155, aeve ) alp,y" (). (439)

Z (4.38),(4.39), po przeksztatceniach, uwzgledniajac (4.35), dochodzimy do nie-
réwnosci:
k' <B InM-tlnay

" Inay-In(ay-8)

Jezeli B < 0,to k = 0, czyli (y° t;,u) — optymalna trajektoria produkcji
{y*(£)}iL, we wszystkich okresach horyzontu czasu t € {f, + 1, ..., t;}, pozostaje
w & — otoczeniu wielopasmowej magistrali N. Jezeli B > 0, to w charakterze
liczby k; wystarczy wzia¢ najmniejszg liczbe catkowita wigksza od B. ]
Uwaga 1. Liczba k] nie zalezy od poczatkowego wektora produkeji y°, cen row-
nowagi p ani postaci funkcji uzytecznosci. Tym twierdzenie to rézni si¢ od po-
przedniego twierdzenia, w ktorym liczba k. zalezy zaréwno od poczatkowego
wektora produkcji ¥°, cen réwnowagi p , jak i postaci (wartosci) funkcji uzytecz-
nosci u()vl(t)) = ou(s).

Uwaga 2. Warunki (F1)-(F3), (K1), (K2) ustalajace wiasnosci odwzorowan
(multifunkcji) F;(+), K(+) uzalezniajacych technologie¢ produkcji (dynamike prze-
strzeni produkcyjnych oraz majatku) od inwestycji, maja bardzo ogdlng postac. Jest
to zabieg zamierzony, ktory pozwala na idace w réznych kierunkach rozszerze-
nia/rozwini¢cia przedstawionej gospodarki Gale’a z inwestycjami, co stwarza inte-

resujaca rozlegla perspektywe badawcza.






ROZDZIAL 5
Niestacjonarna gospodarka Gale’a
bez technologii granicznej

Postulat niestacjonarno$ci (zmiennos$ci technologii produkcji) jest zgodny z obser-
wacja realnych procesé6w gospodarczych. Natomiast hipoteza o istnieniu jakiejkol-
wiek technologii granicznej jest trudna do weryfikacji. Tymczasem w rozdzia-
tach 3, 4 grata ona istotng role, przesadzajac m.in. o istnieniu oraz wlasnosciach
magistrali produkcyjnej. Obecnie odchodzimy od zatozenia, ze w gospodarce zmie-
niajaca si¢ z uptywem czasu technologia produkcji zmierza do pewnej technologii
granicznej.

Poza tym jednym zalozeniem rozpatrywany model nie r6zni si¢ od modelu
gospodarki z rozdziatu 3. Pokazemy, ze rowniez bez zalozenia o istnieniu techno-
logii granicznej gospodarka Gale’a charakteryzuje si¢ magistralnymi wtasno$ciami.
Podobnie jak w rozdziale 3 pominigty zostaje blok warunkow wiagzacych przysztg
technologi¢ produkcji (dynamike przestrzeni produkcyjnych) z przeznaczanymi na
ten cel biezagcymi inwestycjami. Rozbudowany blok tych warunkow bedzie
uwzgledniony w nastepnym rozdziale.

Efektowi magistrali w niestacjonarnej gospodarce Gale’a bez zalozenia o ist-

nieniu technologii granicznej po§wigcone sg m.in. artykuty [64-66], [77], [78].

5.1. Gospodarka z rosnaca efektywnoscia produkgji,
pojedyncza magistrala i chwilowa rownowaga von Neumanna.
Podstawowe zalozenia

Ustalony jest horyzont T = {0,1, ..., t;}, t; < +00, w ktorym przestrzenie produk-

cyjne Z(t) < R2" spetniajg warunki:
(GN1) VA= 0V(x,y) € Z(O)(A(x,y) € Z(1)).

(GN2)  v(xLyYH ez() v(x%y?) € Z() ((xLyYH) + (x%,y?) € Z(1)).
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(GN3) (x,y)€Z(t)&x=0=>y=0.

(GN4) V(x,y) € Z(t) vVx' = x ((x',y) € Z(¢)).

(GN5) V(x,y) eZOVOsy <y((x,y) € ZQ®)).

(GN6)  Przestrzenie produkcyjne Z(t) sg zbiorami domknietymi w R?"™,
(GN7) Z(t) S Z(t+ 1).

Podobne warunki (GL1)-(GL7) (poza warunkiem istnienia granicznej prze-
strzeni produkcyjnej Z) spetniata niestacjonarna gospodarka Gale’a w rozdziale 3).
Przez (x(t),y(t)) €Z(t) (lub (x,y) € Z(t)) oznaczamy dopuszczalny proces

produkcji w okresie t. Liczba:
a(x(t),y(®)) = max{a| ax(t) = y(t)}

jest wskaznikiem technologicznej efektywnoS$ci procesu (x(t), y(t)) w okresie t.
Funkcja a(-) jest w kazdym okresie czasu t okreS$lona oraz dodatnio jednorodna

stopnia 0 na Z(t)\{0}. Jezeli zachodzg warunki (GN1)-(GN7), wtedy:

ve € T3(2(0), 7(0) € Z(1) (a(f(t),y(t)) _ a0, y) =ty > o)

max
(x,y)ez)\{o}

(dowod przebiega analogicznie jak dowod twierdzenia 1.2(i), po zastgpieniu prze-

strzeni Z przez Z(t); rozdz. 1, pkt 1.2).

Zaktadamy wiecej, mianowicie ze:
(GN8) vt eT3(x(),y(®)) € Z(®) (a(x(6), ¥(t)) = ay, & ¥(t) > 0)
(warunek regularno$ci gospodarki). Jezeli zachodzi warunek (GN8), wowczas:

vt €T (ay, > 0),
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a o parze (f(t),)‘/(t)) € Z(t) méwimy, ze tworzy optymalny proces produkcji
w okresie t. Wszystkie optymalne procesy produkcji sa okreslone z doktadnos$cia

do struktury.

Niech (x(t),y(t)) € Z(t) oraz p(t) = (pl(t), ...,pn(t)) > 0 bedzie wek-
torem cen towaréw w okresie t. Liczba:

(p(),y(®))

B®.y(®0,p®) = 570

(tam, gdzie (p(t), x(t)) # 0) jest wskaznikiem ekonomicznej efektywnosci pro-
cesu (x(t), y(t)) przy cenach p(t). W regularnej gospodarce Gale’a spetniajacej
warunki (GN1)-(GN8) w kazdym okresie czasu t € T istnieja takie ceny p(t) = 0,

przy ktorych:
ap,xX(t) = y(0), (5.1
V(x,y) € ZW((B(L), y) < ay (B(D), X)), (5.2)
(p(6),y(®)>0 (5.3)

(dowdd przebiega jak dowod twierdzenia 1.5, rozdz.1, pkt 1.3, po uwzglednieniu
warunku regularnos$ci i zastgpieniu przestrzeni produkcyjnej Z przez Z(t)).

O trojce {aM,t, (J_C(t), )7(t)), ﬁ(t)} mowimy, ze definiuje stan chwilowej réw-
nowagi von Neumanna. Ceny p(t) nazywamy cenami réwnowagi chwilowej (ce-
nami von Neumanna) w niestacjonarnej gospodarce Gale’a w okresie t. Optymalne
procesy produkeji (¥(t), ¥(t)) oraz ceny p(t) w chwilowej réwnowadze sa w kaz-
dym okresie t okre§lone z doktadnoscia do struktury (mnozenia przez statg dodat-
nig).

Zgodnie z (5.1)-(5.3) réwnowaga chwilowa oznacza taki stan gospodarki
w okresie , tj. taki proces (a'c(t), y(t)) i takie ceny p(t), przy ktérych dochodzi do
zréwnania ekonomicznej efektywno$ci produkcji z jej efektywnoscia technolo-

giczng na najwyzszym poziomie mozliwym do osiggnigcia w okresie czasu t. Ceny
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von Neumanna oraz optymalne procesy produkcji w takiej rownowadze sg okre-
slone z doktadnoscia do struktury (mnozenia przez statg dodatnig).
Zaktadamy, ze niezaleznie od dlugosci horyzontu 7 mozliwe jest ustalenie

takich cen p(t), aby byly nierosngce oraz jednostajnie ograniczone (z dotu i z gory):

(GN9) Pt+1)=p(t) &I 0 < Tpin < Mpax < +0 VE, VEET

(T[min < ”ﬁ(t)” < T[max)'

Wezmy proces (x(t), y(t)) € Z(t). Poniewaz w gospodarce Gale’a naktady
w okresie nastepnym pochodza z produkcji wytworzonej w okresie poprzednim,
x(t+ 1) = y(t), wiec w $wietle warunku (GN4) standardowo dochodzimy do
inkluz;ji:
(O, yt+1D))ezt+1), t=01,..,t;—1. (5.4)
Poczatkowy wektor produkcji jest ustalony:

y(0) = y°=0. (5.5)

O ciggu wektorow {y(t)}?=0 spetniajgcym warunki (5.4), (5.5) méwimy
tradycyjnie, ze tworzy (y°,t;) — dopuszczalny proces wzrostu w niestacjonarnej
gospodarce Gale’a. Rozpatrzmy zadanie maksymalizacji warto$ci produkcji

wytworzonej w ostatnim okresie horyzontu T mierzonej w cenach von Neumanna

p(ty):

max (p(t1),y(t1))
(5.6)
p.w. (5.4), (5.5).

Zadanie to ma rozwigzanie (zob. analogiczne zadanie (3.12) w rozdz. 3, pkt 3.3, po
podstawieniu p(t) zamiast p). Rozwigzanie {y*(t)}?:0 zadania (5.6) nazywamy

(yo,tl,ﬁ(tl)) — optymalnym procesem wzrostu w niestacjonarnej gospodarce

Gale’a.
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Zgodnie z (GN8) istnieje taki optymalny proces produkcji (J?(O), )7(0)) €
€ Z(0), ze a(f(O),}_/(O)) = apy > 0 oraz ¥(0) > 0. Wobec (GN4) oraz (5.4)
(zwazywszy, ze wszystkie procesy produkcji, w tym procesy optymalne, sg okre-
$lone z doktadnoscia do struktury) stwierdzamy, ze istnieje optymalny proces pro-
dukgcji (9?(1),37(1)) € Z(1), wktorym 0 < ¥(1) = ¥(0). Rozumujgc analogicznie,
stwierdzamy dalej, ze istnieje ciag (dodatnich) optymalnych proceséw produkcji
{)_c(t),)_/(t)}?:o , w ktorym x(t+ 1) =y(t), t=0,1,...,t; — 1. Postulujemy

nieco wigcej, a mianowicie:

(GN10) Istnieje ciag {x(t), y(t)}?:o optymalnych proceséw produkcji
speliacych warunek (GN8), w ktorym naktady w okresie nastgpnym
sa rowne produkcji wytworzonej w okresie poprzednim:

x(t+1)=y@), t=0,1,..,t; — 1. (5.7)

Jezeli zachodzi ten warunek, wtedy istnieje (¥°,t;) —dopuszczalny proces

wzrostu postaci:

() = (Mh=1 ame)y(0) >0, t=1,..,t (5.8)

(wektora y(0) nie nalezy myli¢ z poczatkowym wektorem y(0) = y° w procesie
(v°,t;) — dopuszczalnym). Proces ten jest okreslony z doktadnoscia do mnozenia
przez stalg dodatniag w tym sensie, ze V 1 > 0 proces {/1}7(t)}§1=0 jest (Ay(0),t,) —
dopuszczalny. Charakteryzuje si¢ tez stalg w czasie (optymalng) strukturg produk-

cji:
) _ 3© _ (Mmem)y© _ 30 _ - _ )
va>0 (W(t)n = ol - ey~ yoi — ° = const.>0). (3.9)
Potprosta:
N = {A5] 1> 0}

(5> 0) jest pojedyncza magistralg produkcyjng (promieniem von Neumanna)

w niestacjonarnej gospodarce Gale’a bez technologii granicznej. Zaktadamy, ze
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magistrala N jest w horyzoncie 7" okre$lona jednoznacznie. Jej jednoznaczno$¢

zapewnia np. warunek:
vt e TVY(x(1),y(t)) € Z(O\[0}(x(t) € NVy(t) € N = a(x(t),y(©) < au,)
(jest to odpowiednik warunku (G9) z rozdz. 1, pkt 1.5). Jezeli zachodzi ten
warunek, to prawdziwa jest implikacja:
a(x(®),y(1)) = ay, = ayx(t) = y(0).

Na magistrali gospodarka rozwija si¢ w maksymalnym, zmieniajacym si¢
W czasie tempie, generalnie rosnagcym ze wzgledu na rozwdj technologii (o ile
zachodzi warunek (GN7)), zachowujac jednoczesnie statg strukturg produkcji. Jest
to zasadnicza r6znica w stosunku do rozdziatow wczesniejszych, w ktorych wpraw-
dzie gospodarka na magistrali osiaga maksymalne tempo wzrostu, ale jest ono state

(niezmienne w czasie) niezaleznie od dtugosci horyzontu T.

5.2. Dwa twierdzenia o magistrali

Zgodnie z (5.2) efektywno$¢ ekonomiczna dowolnego dopuszczalnego procesu
produkcji w okresie ¢ nie przekracza technologicznej efektywnosci procesu
optymalnego. Podobnie jak dotad zaktadamy, ze w kazdym okresie t € T efektyw-
nos$¢ ekonomiczna dowolnego procesu dopuszczalnego lezacego poza magistralg
jest nizsza od maksymalnej technologicznej efektywnosci, ktéra gospodarka osiaga

tylko na magistrali:

(GN11) VteTV(xy)Ee Z(t)\{O}(x ENVyeEN=> ﬁ(x,y,ﬁ(t)) =

_ (@)Y
= o0 S )

(zob. warunek (G10) rozdz. 1, pkt 1.5, (GN9) rozdz. 3, pkt 3.3). Jezeli zachodzi ten

warunek, to:

Ve>0VteT 35, € (0, aM,t) V(x,y) € Z(t)

(=

sl zev| L5 = py.p®) Sami-6)  (510)
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(dowdd przebiega podobnie jak dowod lematu 1.1 w rozdz. 1, pkt 1.5, po podsta-
wieniu Z(t), apy, O P(t) zamiast Z, ay, O, p oraz uwzglednieniu warun-

kow (GN1)-(GN11) zamiast (G1)-(G9)). Liczby 6., , apy . spetniaja warunek

St

aMm,t

0< < 1, co nie wyklucza jednak mato realistycznej sytuacji, gdy przy rosnacej

nieograniczenie dhugosci horyzontu 7= {0,1, ..., t; }:

li{n 6er = 0 dlapewnej liczby € > 0

(tj. gdy z uptywem czasu efektywnos$¢ ekonomiczna procesu produkcji zbliza si¢
do optymalnej, mimo ze struktura produkcji stale odbiega w nim o € od magistral-
nej/optymalnej struktury § ). Dlatego dalej przyjmujemy, ze parametr &, w (5.10)

spelnia nastepujacy warunek:

)
2> vg>.
am,t

(GN12) V£>03vs>OVt1>0VtET(

Warunek ten nie wyklucza wzrostu efektywnos$ci produkcji ay, ¢ (nawet nie-
ograniczonego), ale pod warunkiem odpowiedniego wzrostu &, ;. W sensie geome-
trycznym warunek (GN12) oznacza specyficzny ksztalt — przestrzeni produkcyj-
nych Z(t): stozkéw z uptywem czasu ,,coraz silniej wypuktych” w otoczeniu ma-

gistrali.

m Twierdzenie 5.1. (‘Stabe’ twierdzenie o magistrali) Jezeli niestacjonarna gospo-
darka Gale’a z pojedyncza magistralg N spelnia warunki (GN1)-(GN12) oraz ist-
nieje taki (y°, £) — dopuszczalny proces wzrostu {J(£)}_,, & < t;, ze () € N,
to dla dowolnej liczby € > 0 istnieje taka liczba naturalna k., ze liczba okresow
czasu, w ktorych (yo, ty, ﬁ(tl)) — optymalny proces wzrostu {y*(t)}?:O

(rozwigzanie zadania (5.6)) spelnia warunek:

d(y*(6),N) = ||u§i§3u _§” =& (5.11)

nie przekracza k. Liczba k, nie zalezy od dtugosci horyzontu T = {0, 1, ..., t;}.
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Dowéd. Z zalozenia istnicje (y°,&) — dopuszczalny proces wzrostu {¥(t)}_,

prowadzacy w okresie £ < t; do magistrali N. Wowczas (y°,t;) — dopuszczalny

jest proces {y(t)}?:o:

y(t)l t = 0,1, ...,t,

o(Il52 amire)s t=E+1,..,1,,

-]

o= |ly(@®I| > 0. Z definicji procesu (yo, tl,ﬁ(tl)) — optymalnego {y*(t)}?:O

plynie wniosek, ze:
(Bt y" (1)) = (B(t2), 5(t0)) = (5(t1), 0 (115 awns) 5) =
= o (M55 awrs ) (B(82),5) > 0. (5.12)
Zgodnie z (5.2), (5.4):
(p+1),y (t+1) <aye1(pt+1),y"(t)), t=01,..,t; — 1.
Dla t = t; — 1 mamy:
0 < (B(t), y" (t2)) < @uge, (B(81), ¥ (£ — D).

Przy przyjetych zalozeniach ceny von Neumanna p(t) sa dodatnie Vt € T.
Istotnie, zakladajac a contrario, ze w pewnym okresie t' cena i-tego towaru
p;(t') = 0 oraz biorgc optymalny proces produkcji (J_C(t'),}_/(t’)), w ktorym

()  oy(’) -
el ~ Tyenn — ° > 0» docho

dzimy do inkluzji: ¥(t") € N. Niech £(t") = x(t') + €, gdzie ' = (0, ...,1, ...0))

(zgodnie z (5.7)-(5.9)) ¥(t') = ap (") >0

jest wektorem z jedynkg na i-tym miejscu. Wowczas oczywiscie X¥(t') € N. Zgod-
nie z (GN4) proces ()?(t'),)‘/(t’)) jest dopuszczalny, (J?(t’),)‘/(t’)) e Z(t".

Jednocze$nie:

B(x(), (), p(t)) = @)y _ @)y

BANEE)) (xR | Mt
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co jest sprzeczne z (GN11). Sprzeczno$¢ otrzymaliSmy, zakltadajac, ze istnieje
wektor cen rownowagi chwilowej p(t') » 0. Ceny rownowagi chwilowe]j sg

ponadto okreslone z doktadnoscig do struktury. Zgodnie z (GN9) istnieje wektor
cen p(t; — 1) = p(ty), czyli:
Pt),y" (t1 — D) < (p(ty — 1, y" (&, — D)),

a stad:
(D), Yy (t)) < ape Pty — 1),y (1 — 1)) < ayp ape,—1(0(t — 1), y" (1 — 2)).

Dobierajac ceny p(t; — 2) tak, aby spetniony byt warunek:

Pty — 1),y (t, —2)) < Pty — 2),y"(t1 — 2))
otrzymujemy:
(D), Yy (t)) < anye, e, -1 (Pt — 2),y" (81 — 2)).

Postepujac tak dalej, ostatecznie dochodzimy do warunku:

(B(t),y* () < Tk, an . (5(0),y°). (5.13)

Oznaczmy przez L zbidr (dodatnich) okreséw czasu t; < 7, < -+ Tp < ty,

w ktérych zachodzi k razy warunek (5.11). Wéowczas, zgodnie z (5.10):

1Y i) () PO D) _
ﬁ(y (t 1)’y (t)’ p(t)) - PO.y*(t-1)) < aM,t 6£_t1 te Lg 5

czyli:

B0,y () < (ame — 8 )BO,y" (- D), tEL,
Co, zwazywszy na (5.13), prowadzi do nieréwnosci:

B,y () < (1T awe ) (Teer(@me = SeD) GO (5.14)

€L

Laczac (5.12), (5.14), dochodzimy do warunku:
0 < o (IT5 amero) ), 5) = (ks ame) (Meer, (@ = 8:0)p(0),3°),

z ktorego wynika, ze:
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i i t et a(p(t1),3)
(ITe=1 ame) (Hf;lg(aM,t - 5e,t)> Htlzﬁ.l (1 —— ) 2 B0)y%) >0,

a
téLe teL, M.t
czyli:

8 a(B(t1),5)
C ta (1 — Lt) >————>0
1Htt=€tL+1 ame) = (B(0)y°) >0,

gdzie C; = l‘[i=1 ap ¢ > 0. Zgodnie z (GN9):

U(_ﬁ(tl)»og) > 0||_ﬁ(t1)||§min > anming(;min — C2 > 0,
(p(0),y°) DO NYmax TmaxYmax

Spin =Mins; >0, y%, =maxy? >0 . Jezeli warunek (5.11) zachodzi
L l

9 < k razy w okresach 7, ..., Ty < £, wowczas wobec (GN12):

- 8
G- 2 G, (1-2) 2 6> 0
teLe '
1 dochodzimy do nieréwnosci:
A-v)?=C=2>0, (5.15)
1

z ktorej, zwazywszy ze 9 < L, otrzymujemy oszacowanie liczby k:

k < InC

= vy +t=A.

Gdy warunek (5.11) zachodzi wylacznie w okresach 74, ..., 7, > £, wtedy

. . . InC
9 =01z (5.15) otrzymujemy oszacowanie k < na—vo)

.W obu przypadkach
w charakterze liczby k., o ktorej mowa w tezie twierdzenia, wystarczy wziac naj-
mniejszg liczbe naturalng wieksza od min {0, A}. Liczba ta nie zalezy od dtugosci

horyzontu T. [

Uwaga 1. Liczba okreséw czasu, w ktorych ekonomiczna efektywno$¢ optymal-
nych proceséw (y*(t),y*(t + 1)) € Z(t), t =1,2,..,t; — 1 jest nizsza o §.; od
optymalnej, zalezy od rozmieszczenia elementéw ciagu 7y, ..., T W horyzoncie T.

Jest ich jednak zawsze nie wigcej niz k. (zob. podobng uwage 2 do twierdze-

nia 1.10; rozdz. 1, pkt 1.7).

214 Rozdziat 5



Uwaga 2. Jezeli poczatkowy wektor produkcji y° jest dodatni, wtedy dojécie do
magistrali (w jednym kroku) i dalszy pobyt na niej zapewnia (y°,t;) — dopusz-
czalny proces {y(t)}?:o:

y°, t=0,

o([Tho1amp)s, t=1,..,t,

y@) = {

0 = min —§‘ > 0.
i

Uwaga 3. Twierdzenie 5.1  pozostaje prawdziwe rowniez wtedy, gdy
(y°,t1,p(t1)) — optymalny proces wzrostu zastapimy (v, t;,p(t;)) — optymal-
nym procesem z dowolnym dodatnim wektorem cen p(t;).

Uwaga 4. Gdy:

o warunek (GN8) zastgpimy warunkiem nastgpujgcym:

Al = {iy, .., i, < n}vt e TI(x(), (1)) €Z(t)

(a(x(®), 7)) = ape >0 &¥;(£) >0; i€1),
e kazdy proces (J_C(t),}_/(t)) € Z(t) spemiajacy powyzszy warunek ma dodat-

kowo te wlasnos¢, ze:
3k < +00 3{z(0)}5-, ((2(6),2(0 + 1)) € Z(£), 2(1) = F(2), z(k) > 0)
(warunek stabej regularno$ci gospodarki),
o warunek (GN9) zastagpimy warunkiem:
30< p™in < p™MI* < o0 Vi VE € T(p™M = p(t) S p™),

max

gdzie pmin — (pinin’ ___lp;lnin)’ pmax — (P1

pozostaje aktualne mimo ze gospodarka na magistrali nie wytwarza wszystkich

y e, D), wtedy twierdzenie

towarow (wytwarza tylko towary i € I).

0] (yo, tl,ﬁ(tl)) — optymalnym procesie wzrostu, ktory sam prowadzi do

magistrali, méwi kolejne twierdzenie.

Niestacjonarna gospodarka Gale'a bez technologii granicznej 215



m Twierdzenie 5.2. (Prawie ‘bardzo silne’ twierdzenie o magistrali) Zalozmy, ze
w gospodarce Gale’a spelniajacej warunki (GN1)-(GN12) w pewnym okresie
i<t (yo, ty, ﬁ(tl)) — optymalny proces {y*(t)}ilzo dociera do pojedynczej ma-
gistrali N:

y*(f) € N.

Ustalmy liczbe € > 0 i odpowiadajaca jej liczbg v, spelniajagca warunek
(GN12). Jezeli ceny von Neumanna w okresach t+1,..., t; nie zmieniajg si¢ gwal-
townie i spelniaja warunek:

5(0).5
te{rfl,i)gl}(p( ),3) - 1

min (p(t),5) ~ 1-v.
teft,...t1}

, (5.16)

to:
vte{t+1,..,t3dy (),N) <e)
(metryka d(+) ma posta¢ (5.11)).
Dowdéd. Z definicji (yo, tl,ﬁ(tl)) — optymalnego procesu wzrostu {y*(t)}?zo,
zgodnie z (5.2) mamy:

P+1),y" (t+1) < apye1(pt+1),y" (1)), t=01,...,t; — 1.

Dlat =t — 1:
(P(t1), y™(£1)) < ap,e, (P(E1), y™(t — D).

Postepujac jak przy dowodzie twierdzenia 5.1, dochodzimy do warunku:
= (P(t0), " (t)) < Ty, e (B, y* D)

(por. (5.13)). Poniewaz y*(f) € N, wiec y*(f) = 05 > 0, gdzie 0 = ||y*(©)|| > 0,

czyli:
B, y* () < o([1Ls, , e, )(B(E), 3. (5.17)

Zatozmy, ze y*(t") € N w pewnym okresie t' € {{ + 1, ..., t;}. Wtedy:
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Je>0(d(y*(t"),N) =¢)
i zgodnie z (5.10):

B,y (D) < (aye = 80 )BED, ¥ (' = D). (3.18)

Z (5.17), (5.18) dostajemy:

(Bt y" () < o([Tkeys @me) (@uaer — S0 )P, 5). (5.19)

t=t’

Z zalozenia optymalny proces {y*(t)}?zo w okresie t < t; prowadzi do
magistrali, zatem cigg wektorow produkcji {y(t)}?:o:

v (®), t=01,..,1%
o5 amere)s, t=F+1,..t

o~
(o = ly* DIl > 0), tworzy proces (y°, t;) — dopuszczalny, w ktérym poczawszy
od okresu { trajektoria produkcji {y(t)}?:o biegnie po magistrali N. Zgodnie z de-

finicja procesu optymalnego:

Bt y* () = (P60, 7)) = o [T, ame)(F(2),5) > 0. (5.20)

Z (5.19), (5.20) otrzymujemy nierdéwnos$¢:
O< U(Hi;f+1 aM,t)(ﬁ(tl)r §> S O-(Hfiﬂ-]_ aM,t)(aM,t’ - 5&1")(15(%)1 §>9
t#t!
z ktorej, zwazywszy na (GN12) oraz (5.16), wynika, Ze:

1 < App ! (p(8),5) 1

0< < < .
1-vg aM't,—S&t/ (p(t1),3) 1-ve

Otrzymana sprzeczno$¢ zamyka dowdd. [

Aktualna jest uwaga 4 do twierdzenia 5.1. W twierdzeniach 5.1, 5.2 nie
korzystaliémy z warunku (GN7). Bedzie on potrzebny w kolejnym twierdzeniu.
Przedtem wro¢my na chwilg do twierdzenia 5.2. Ustalmy liczbg € > 0 i odpowia-
dajaca jej liczbe v, > 0 speiniajacg warunek (GN12). Stosunkowo tatwo pokazacé,

ze jezeli:

Niestacjonarna gospodarka Gale'a bez technologii granicznej 217



e zachodzg warunki (GN1)-(GN12),
e ceny von Neumanna nie rosng:
pt+1)=p(), t=0,.,t;—1,

oraz spetniajg warunek:
max(p(t), 5) 1
in(p(©),5) 1- v
min(p(©), :

(nie maleja gwaltownie), to:
Jk, vte{t,+1,...,t; — k3 d(y*(t),N) < €).

Jest to wersja posrednia migdzy ‘silnym’ i ‘bardzo silnym’ twierdzeniem
o magistrali. Przy dowodzie kluczowa role gra fakt, ze jezeli horyzont

T ={0,1,...,t,} jest dostatecznie dlugi, to w $wietle twierdzenia 5.1 optymalna
trajektoria produkcji {y*(t)}ilzo moze znalez¢ sie w dowolnie bliskim & — otocze-
niu magistrali. Przy przyjetych zatozeniach oznacza to, ze istnieje okres czasu
t. < t; oraz dopuszczalny proces produkcji (y*(t‘g),}?(t£ + 1)) € Z(t; + 1) pro-
wadzacy juz w kolejnym okresie t, + 1 do magistrali N. Mozna wowczas utworzy¢
(v°, t;) — dopuszczalny proces wzrostu {ﬁ(t)}i;o, ktory otrzymujemy ,,ze skleje-
nia” poczatkowego segmentu optymalnej trajektorii {y*(t)}gio z trajektoria
{f/(t)}ilzt‘E +1 lezaca na magistrali poczawszy od okresu t = t, + 1. Dalej dowod
przebiega podobnie jak dowdd twierdzenia 1.11 po zastapieniu statej przestrzeni

produkcyjnej Z przez zmienne w czasie przestrzenie Z (t).
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5.3. Optymalne procesy wzrostu w gospodarce

z pojedyncza magistralg i kryterium maksymalizacji

wartosci produkcji wytworzonej w catym horyzoncie T
Rozpatrzmy pokroétce nastepujace zadanie maksymalizacji facznej warto$ci produk-
cji, mierzonej w cenach von Neumanna, wytworzonej w gospodarce w catym
horyzoncie T

max Z?:l(ﬁ(t), y(t))
(521

p.w. (5.4), (5.5).

(jest to odpowiednik zadania (3.19) z rozdz. 3, pkt 3.3).

Dla uproszczenia zaktadamy, ze w zadaniu tym poczatkowy wektor produkcji
w (5.5) jest dodatni. Przy przyjetych zatozeniach zadanie to ma rozwigzanie
{y*(t)}?zo, ktore nazywamy (yo, ti, {p (t)}?zo) — optymalnym procesem wzrostu
(trajektorig produkcji). Warunek regularnosci (GN8) zastgpimy nastepujgcym (sil-

niejszym) warunkiem:

(GN8®) vt e T3(x(0),5(0) € Z(®)(a(x(®), 7)) = am, & ¥(t) >0)

oraz (w okresie poczatkowym t = 0):

a(x(0),5(0)) = ,

max alx,y) =« > 1.
%,)€Z(0)\(0} (%7) = awo

Jezeli zachodzi warunek (GN8’), wowczas gospodarka jest regularna (wy-
twarza wszystkie towary) oraz (wobec (GN7)) produktywna (w kazdym okresie

t € T wytwarza wigcej towaréw niz ich zuzywa):

O ‘stabej’ zbieznos$ci optymalnych proceséw wzrostu do magistrali w takiej
niestacjonarnej gospodarce Gale’a mowi nastepujace twierdzenie, ktorego teza
brzmi analogicznie jak teza twierdzenia 5.1. Inne s3 zatozenia, w tym w szczegol-

nosci kryterium wzrostu.
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m Twierdzenie 5.3. Jezeli w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z pojedyncza
magistralg produkcyjng N:

e poczatkowy wektor produkcji y(0) = y° w zadaniu (5.21) jest dodatni, y° > 0,
e zachodza warunki (GN1)-(GN7), (GN8’), (GN9)-(GN12)

oraz:

o istnieje taki (y°, &) — dopuszczalny proces wzrostu {(F(t)}_,, £ <t;, ze
y(@® €N,

to Ve > 0 istnieje taka liczba k., ze liczba okresow czasu, w ktorych

(yo, ty, {ﬁ(t)}?:o) — optymalny proces wzrostu {y*(t)}?:o spetnia warunek (5.11)

nie przekracza k.. Liczba k. nie zalezy od dtugosci horyzontu T. Poczatkowy

wektor produkeji y° > 0.

Dowdd. Poniewaz poczatkowy wektor produkcji y° oraz wektor § struktury pro-
dukcji na magistrali s3 dodatnie, wiec istnieje (y°,t;) — dopuszczalny proces

wzrostu {y(t)}ilzoz

y°, t=0,

o(Ilkcy am2)s, t=12,..,t,

-]

0

cr=m,in3i—i_>0 . Z definicji (yo,tl,{ﬁ(t)}?:o)— optymalnego procesu

i Si

{y*(t)}?:(), uwzgledniajgc (GN9), otrzymujemy:
T ),y (D) 2T (B, F(D) =0 Tyt (TTh2q aw )(B(), ) =

= O-T[mingmin Zi1=1 H‘i:l Ayp > 09 (5-22)
Smin = min§; > 0. Z drugiej strony, zgodnie z (5.2), (5.4):
L
P@),y" (1) < ape(p(©),y (=1, t=1,.... 1. (5.23)

Wezmy liczbe € > 0 i zatézmy, ze w (dodatnich) okresach 74, 75, ..., T <

< t; zachodzi warunek (5.11). Wowczas, zgodnie z (5.10):

B®,y ) < (apr — 8. )P),y (= 1), t = Ty, e, . (5.24)
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Laczac (5.23), (5.24) i uwzgledniajac (GN9), (GN13), po przeksztalceniach docho-

dzimy do nier6wnosci:

Z§1=1<z7(t),y*(t)> nmaxymax[aM1+aM 10pm,2 + - +H -1 aM‘L'+
+(A =) TS awe + A= v)? T P a . +

et (L= V) I ame s (5.25)

Voax = maxy? > 0.Z (5.22), (5.25) wynika, ze:
l

Be(t1,k)  0(p(1),5)  0minSmi
G.(t, k) == > > MR — (¢ = const.> 0,
E( 1 ) A(tq1) (p(1),y%) T’-'maxygnax

gdzie:
A(ty) = Z?:l [T5o: amzs

k+1
Be(ty, k) = ay1 + ayamz + - +HT 1 aM‘L'+ 1- Ve)l_[ rt+

+ (1= V) TIS " aye + oo+ (1= v )* [T e >0
lub rbwnowaznie, po podstawieniu §, = 1 — v, € (0,1):

A(t1)— Dg(t,k)
G(t, k) = Tﬂl > C, (5.26)

gdzie:
De(ts, k) = (1= 8 T ame + (1 = 8D T2 amye +
et (1= ST, ayz,
gdy t;y =k >0, oraz D.(t;,k) =0 dla k=0 (dla k =0 nierownos¢ (5.26)
jest spetniona zawsze, tj. dla dowolnego t; > 0).

Zatézmy, ze warunek (5.26) zachodzi k razy (t; = k). Dzielac w (5.26) licz-

e . t .
nik i mianownik przez [[;L; ay ; > 0, otrzymujemy:

1 1 1-§ 1-62
- +— +otl- — £ -— £ - .- (1-65)
1 1 1 1
_ Mezpamr Mizzame Mooy k2™t Mooy _py3 M
Ge(ty, k) = T T

+ .. +1

ty + t1
n‘t=2 apm,T Hr=3 aMm, T
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Poniewaz (zgodnie z (GN7), (GN8)) apyep1 =ay:>1,t=01,..,t, -1,
wiec:

Ge(t1, k) <C, (5.27)

gdy liczba k jest dostatecznie duza (oraz t; = k). Istotnie, jezeli k = 400 oraz
t1 —k = +oo,wtedy G.(t;,k) > 0<C. W pozostatych przypadkach, gdy
liczby t; 1 k sag dostatecznie duze, zachodzi warunek (5.27), mimo ze sam ciag
G.(t;, k), t; =1,2,... (k =0,1,... < t;) nie musi by¢ zbiezny. Zawsze istnieje
taka liczba naturalna k., niezalezna od t; (dlugosci horyzontu T), ze liczba okre-

sow czasu, w ktorych zachodzi warunek (5.11) nie przekracza k.. [ ]

Twierdzenie jest prawdziwe rowniez gdy warunek y° > 0 zastapimy zatoze-
niem, ze istnieje (y°,£) — dopuszczalny proces wzrostu {y(t)}ﬁzo prowadzacy
w okresie f < t; do magistrali N. Aktualne pozostajg takze uwagi 1, 4 do twier-

dzenia 5.1.

5.4. Gospodarka z wieloma magistralami.

Problem wzrostu docelowego z funkcja

uzytecznosci ogolnej postaci

W twierdzeniach 5.1, 5.3 magistrala produkcyjna, na ktérej gospodarka rozwija si¢
w maksymalnym (zmiennym) tempie ¢, jest pojedynczym promieniem N =
{A5| 2 > 0} rozpietym na wektorze § struktury produkcji w optymalnych proce-
sach ()E(t),)‘/(t)) € Z(t), t € T, spelniajacych warunek (GN10). Tak by¢ moze,

ale tak by¢ nie musi.

W tym punkcie (podobnie jak w rozdz. 3, pkt 3.4, 3.5 oraz w rozdz. 4) zakla-
damy, ze w kazdym okresie czasu t € T w gospodarce moze istnie¢ wiele okreslo-
nych z dokladnos$cia do struktury optymalnych proceséw produkcji. Zbidr takich

procesow w okresie t oznaczamy przez Z,p, (t):

Zope(®) = {(x(®©), y(@®)) € ZO\{0}a(x(®), y(t)) = ap, > O}.
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Zbiory Zyp (t), t = 0,1, ... t; sa stozkami zawartymi w R3" niezawierajacymi 0
(dowdd, zob. rozdz. 2, pkt 2.1, lemat 2.1, po zastgpieniu stalej przestrzeni produk-
cyjnej Z przez zmienng w czasie przestrzen Z(t)). Jezeli (x,y) = (y(t)y(t)) €

Zope (1), to takze:

(x: aM,tx) € Zopt(t) & (Yv aM,ty) € Zopt(t)-

y()
lly@ll

Unormowany wektor s(t) = charakteryzuje strukture produkcji w op-

tymalnym procesie (x(t), y() € Zopt (t). Przez S(t) oznaczamy zbidr wektorow

struktury produkcji we wszystkich optymalnych procesach w okresie t:

S(t) = {s(t)lﬁ(x(t)'Y(t)) € Zopt (V) (5“) B ||§Egll>}

, . . _ - _ _X®
(rownowaznie, S(t) = {s(t)|5|(x(t),y(t)) € Zopt(t) (s(t) = ||x(t)||)})' Przy zato-
zeniach (GN1)-(GNS8) zbiory S(t),t =0, 1,...,t; sg (niepuste) zwarte i wypukle

(rozdz. 2, pkt 2.2, lemat 2.2, po zastapieniu przestrzeni Z przez Z(t)).

WezZmy dowolny okres czasu t € T oraz wektor (optymalnej) struktury pro-

dukcji s = s(t) € S(t). Polprosta:
N& = {As|A > 0} c R}

jest pojedyncza magistralg produkcyjng (promieniem von Neumanna) w niestacjo-

narnej gospodarce Gale’a dostgpng (co najmniej) poczgwszy od okresu t. Zbior:
N = Ugesoy NE = {As]2 > 0,5 € S(£)} € R?

tworzy wielopasmowa magistral¢ dostgpna w niestacjonarnej gospodarce Gale’a
poczawszy od okresu t. Jezeli y € Nt oraz 1 > 0, to oczywiécie Ay € N, Jezeli
y? y?

y1,y? € Nt, wowczas s = 1 € S(t) oraz s? = 577 € S(t).

Niech y = y! + y2, wtedy:

Niestacjonarna gospodarka Gale'a bez technologii granicznej 223



1 2
y y +y 1 2
§=-—= =As"+ 4,8
Iyl — llyt+y2) — 71 22>

vt _ Al

lyt+y2ll = 7 72 T qlytey2||

gdzie A, = >0, 4 + 1, = 1. Zbior S(t) jest wypu-

kty, wiec s € S(t), czyli y = y' + y? € N'. Kazda wielopasmowa magistrala N¢
jest stozkiem wypuklym niezawierajacym O.

Jezeli w niestacjonarnej gospodarce Gale’a spetniajgcej warunki (GN1)-
(GN8) w pewnym okresie t struktura nakladow —

lub produkcp w jakimkol-

[l [yl
wiek procesie (x,y) € Z(t)\{0} rozni sie od struktury magistralne;j:

— ¢ S(t)v— ¢ S(t)

(rownowaznie, x(t) ¢ Nt lub y(t) & N*), to technologiczna efektywno$¢ takiego
procesu jest nizsza od optymalnej, a(x,y) < ap ;.
Przy zalozeniach (GN1)-(GN8) w kazdym okresie t € T istnieja okreslone
z doktadnoscia do struktury dodatnie ceny p(t) tworzace z kazdym optymalnym
procesem produkcji (J_C(t), y(t)) € Z(t) stan chwilowej rownowagi von Neu-
manna {a’M,t, (x®, y(t)), ﬁ(t)}, tj. spetniajace warunki (5.1)-(5.3).
Dotychczasowy warunek (GN10) zastapimy obecnie nastepujacym warun-
kiem:
(GN10°) Vi <ty V(X(D), (D) € Zppe (D) I(x(E + 1), ¥(E + 1)) € Zppe (F+ 1)
(xE+1D =5®),
zgodnie z ktérym kazdy wektor produkcji ¥(f) wytworzonej w optymalnym proce-
sie (X(8), ¥(D)) € Zype () w okresie f < t jest jednoczesnie wektorem naktadow

w pewnym optymalnym procesie produkcji (¥(f + 1), ¥(f + 1)) € Z,, (£ + 1)

w okresie nastepnym. Wowczas, wobec (5.4):
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vi < t, vs(b) € S() 3O, (”ﬁ—g” = s(® &F®, 7t + 1) €

€Z(t+1), yt+1)= aye7(@), t=1 .. t; — 1).
Jezeli cigg wektoréw produkcji {)7(t)}§1= ; spetnia ten warunek, to:

() = (Mpopsr ame) ¥, t =+ 1, ...t (5.28)
Ciag taki charakteryzuje si¢ statg strukturg produkcji:

. yo _ yD
VEe{t+ 1.t} (ny(t)n @I

= s(f) = const. ),

dlatego mowimy, ze opisuje on (£, t;) — stacjonarny proces wzrostu ze stalq struk-
turg produkcji i zmiennym tempem ., t =t+ 1, ..., t;. Kazda dodatnia wielo-
krotno$¢ (£, t;) — stacjonarnego procesu wzrostu postaci (5.28) oraz suma dowol-
nych dwoch takich procesow jest znowu (f,t;) — stacjonarnym procesem.
Z (GN10’) wynika ponadto, ze:
St)cS(t+1),czyliNt € N*1 t=0,1,..,t; — 1
(rozwoj technologii sprawia, ze na wielopasmowej magistrali z czasem moze ro-
sng¢ liczba tworzacych ja promieni von Neumanna , swoistych kolejnych ,,pasow
szybkiego ruchu”).
Wiazka promieni:
N& (= UL, N9

tworzy najobszerniejsza (,,najszersza”) wielopasmowa magistrale w gospodarce
w calym horyzoncie T. Nazywamy ja umownie wielopasmowq magistralg w nie-

stacjonarnej gospodarce Gale’a (w horyzoncie T). Dlat =0 kazdy (0,t;) —

stacjonarny proces {37(t)}§1=0 postaci (5.28) spelnia warunek:

y(0) e N°&vee{l,..,t;3 (@) = ([Th=, ame)y(0) € N c ... € N'1),
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czyli przez wszystkie okresy czasu t € T (poczawszy od t = 0) lezy na (biegnie
po) wielopasmowej magistrali N1, Dla = 1 kazdy (1,t;) — stacjonarny proces

{F(©)}L, spetnia warunek:

y(1) € N'& vt € {2,...,t:}(F(@®) = ([Th=, ame)¥(1) € N' © --- € N%1),

czyli lezy na (biegnie po) wielopasmowej magistrali N1 poczgwszy od okresu
t = 1. Ogolnie, kazdy (f,t;) — stacjonarny proces {y(t)}ilzf (t < t,) pozostaje
na wielopasmowej magistrali N1 od okresu £ do kofica horyzontu T. Na wielopa-
smowej magistrali gospodarka osigga w kazdym okresie czasu najwyzsze tempo
wzrostu.

Odpowiednikiem warunku (GN11) jest obecnie nastgpujacy warunek:

(GN11°) Vte TV (x,y) € Z(H)\{0} (x €Nt vy ¢ N = B(x,y,p(t)) =

By )
= B = M)

Przy zatozeniach (GN1)-(GN8), (GN10’), (GN11°) aktualny jest lemat 2.3
z rozdz. 2, pkt 2.2 (po zastgpieniu przestrzeni produkcyjnej Z przez Z(t), wektora
cen p przez p(t), wielopasmowej magistrali N przez N! oraz uwzglednieniu me-
tryki (3.20) zamiast (2.11)).

Warunek (GN12) (przypomnijmy) wyklucza nierealistyczng sytuacje, kiedy
efektywno$¢ ekonomiczna procesu produkcji z czasem zbliza si¢ do maksymalnej,
mimo ze struktura naktadéw w takim procesie stale odbiega o € od struktury opty-
malnej (magistralnej). Natomiast dzig¢ki ponizszemu warunkowi:

t
(GN13) 3p >0 (n{nw > p)

Apmt

w gospodarce Gale’a ze zmienng technologia niedopuszczalne sg gwaltowne waha-
nia technologicznej efektywnos$ci produkcji (a w konsekwencji wahania tempa
wzrostu gospodarczego). Ponadto warunek zapewnia, ze technologiczna efektyw-

nos$¢ produkcji ap e, t =0,1,.., nie ro$nie z czasem nieograniczenie. Aby sig

226 Rozdziat 5



M=, am6 .
o tym przekona¢, wprowadzmy oznaczenie [} = 9[;— . Wobec tego, ze

M.t

Ay e+1 = Ay > 0 (zob. (GN7T)), ciag {T};}¢2, jest nierosnacy i ograniczony:

M1 QM2 aAMmt aM,1 apm,2 Mt AMt+1
1>T, = . v ML S . . =T >0,

ame Mt AMEt AMe+1 M+l AM+1 M+l

ma wigc granicg ¢ = 0.

Warunek (GN13) wymaga, aby ¢ = p > 0. Pokazemy, ze przy tym warunku

. . , PR . . . o . .
ograniczony jest rowniez (niemalejacy) ciag {aM,t}t_o. Istotnie, niech yg, = ZM'Q,
= M,t

1 <60 <t Wowczas:
0 <Ty=Tlgo1Ver <Vie
gdyz:
VO €{1,2,...t —1}(0 <Vyor < Vos1: < 1).
Zatézmy, ze ciag {aM,t}:O:O jest nieograniczony, li{n ay: = too. Wtedy li{nyl,t =
=0, tzn. li{n[‘t =0, wbrew (G11). Niemalejacy i ograniczony ciag {aM,t}:O:O

ma wiec granice:

li{n Ay = ay < +o.

Warunek (GN13) zachodzi np. gdy poczawszy od pewnego okresu t gospo-

darka na wielopasmowej magistrali rozwija si¢ w tempie:

Ape = ecqtaM >0, ¢<0,qe(01),

rownowaznie: ay ;. € [ 0 Q ) gdzie ¢; = —c > 0 lub inaczej ln— >cqt.

Istotnie, poniewaz:

o boiame ame flM,e
InT; =1In —aMt Ze 1ln >Ze 11 _am’

wiec jezeli ln% >cqt,tolnT, =c Y5, q%, czyli:
M
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limInT, > ¢ lignz(t,:l q° =cYg..q% = % <0.
t .9 i
Stad et =T, > e20=19" a wowczas:
. B 9 9
llgn [=c= eCLo=14" = pi-q = p €(0,1).

Niech u(-) bedzie funkcja uzyteczno$ci spetniajacg standardowy warunek

(U1) (rozdz. 1, pkt 1.9) oraz:
(U2) Ja > 0Vy = 0(u(y) < a@(t), y).

Zgodnie z (U2’) funkcje uzytecznosci aproksymuje z goéry forma liniowa
f() = a(p(ty), ) z wektorem wspdtczynnikéw ap(t;), gdzie a jest pewna
liczba dodatnia, p(t,) jest wektorem cen w chwilowej rownowadze von Neumanna
w okresie t;.

Rozpatrzmy nastgpujace zadanie wzrostu docelowego (maksymalizacji uzy-

tecznos$ci produkceji w koncowym okresie horyzontu T):

max u(y(tl))
p.w. (5.4),(5.5) (5.29)

(wektor y° ustalony).
(w stacjonarnej gospodarce z pojedyncza magistrala podobne zadanie (1.63)
byto sformutowane w rozdz.1, pkt. 1.9). Jego rozwigzanie nazywamy (y°,t,,u) —
optymalnym procesem ($ciezka) wzrostu i oznaczamy przez {y* (t)};lzo. Przy przy-

jetych zatozeniach rozwigzanie istnieje V y° > 0 Vt; < +oo.

m Twierdzenie 5.4. Jezeli zachodza warunki (GN1)-(GN8), (GN10’), (GN11°),
(GN12), (GN13), (U1), (U2) oraz istnieje taki (y°, &) — dopuszczalny proces
FOM_,, E < t;, ze ¥(f) € NE € N, to dla dowolnej liczby & > 0 istnicje taka
liczba naturalna k,, Ze liczba okresow czasu, w ktérych (y°,t;,u) — optymalny

proces wzrostu {y*(t)}?zo spetnia warunek:

d(y*(t), Nt) > ¢ (5.30)
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nie przekracza k.. Liczba k. nie zalezy od dlugosci horyzontu T. Metryka d(-) ma
postac (3.20).

Dowéd. Poniewaz Vt € T(Z tycz (tl)), zatem z definicji (y°, t;,u) — optymal-

nego procesu wzrostu, zgodnie z (5.2), (5.4) mamy:
<ﬁ(t1)r y*(t + 1)) < aM,t1<p_(t1)! y*(t)>9 t= 0;1; ey tl - 19 (531)

lp(t)]| = 1. Zatézmy, ze w okresach 74, Ty, ..., Ty < t; zachodzi warunek (5.29).

Wowczas, w Swietle lematu 2.3, istnieje taka liczba &, € (0, Ayt 1), ze:
(B(t1),y (¢ + D) < (ame, = e, B, Y O) t = T4, e, Ty,

co tgcznie z (5.31) prowadzi do nierdwnosci:

ti—k

(B(t),y" (6)) < alie (@me, — 8er,) (B(E),¥°).

Po uwzglednieniu (U2’) otrzymujemy nastepujace gorne ograniczenie uzytecznosci

produkcji w ostatnim okresie horyzontu T
% -k k,_
u(y*(t1) < aap (aume, = 8ee,) B, ¥°), (5.32)

gdzie a jest pewna liczbg dodatnig. Jezeli (y° £) — dopuszczalny proces

F(®)¥_, prowadzi w okresic f<t; do wielopasmowej magistrali, to

3 = % € S(£) i nastepujacy ciag wektorow produkcji {F(£)}L,:

)7(t), t = 0, 1, ey f,
(e ame)3(®), t=E+1,...¢t

-]

(o = ly@®Il > 0) tworzy (y°,t;) — dopuszczalny proces wzrostu, ktory otrzymu-
jemy ze “sklejenia” (y°, ) — dopuszczalnego procesu ‘U’(t)}E:o i(E+1,t) -

stacjonarnego procesu postaci (5.28). Wowczas:
u(y*(tl)) > u(y(tl)) = J(HglzfﬂaM,g)u(é(f)) > 0. (5.33)

Z (5.32), (5.33) otrzymujemy nieréwnos$¢:
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acy (@, Ser) B(t2),7%) 2 o([Tgs,, amo)u(3(®) > 0.

czyli:
k vy t1
(aM,t1—5s,t1) > ou(3()) =g ame
amt ~ (Mo ame )00 apd,,

Zwazywszy na (GN12), (GN13) dochodzimy do warunku:

1> —v)k>—L%min_~ g

t
acmax [lf=1 am,e

Conin = Srensi(r%)u(s) >0, Cmax = max (p,y°%) > 0, czyli:

llpll=1
kIn(1—-v,) =2InC,

POCmin

t
ACmax Ht=1 amt

gdzie C = > 0. Stad, wobec tego, ze 0 < 1 — v, < 1, dostajemy

oszacowanie liczby k:

k< InC _
In(1-v,)

W charakterze liczby k, wystarczy przyja¢ najmniejszg liczb¢ naturalng wigksza
od max {0, A}. ]
Aktualne sg uwagi 1, 2 do twierdzenia 5.1. Twierdzenie 5.4 pozostaje praw-

dziwe takze, gdy warunek (GN8) zastagpimy nastepujacym (stabszym) warunkiem:

(G8’) W kazdym okresie czasu t € T istnieje optymalny proces produkcji

()_C(t), )7(1:)) € Z(t) spemiajacy warunek stabej regularnosci:
3k < +00 3{z(0)}s=, ((2(6),2(6 + 1)) € Z(1)] z(1) = F(&) & z(k) > 0)

(jezeli zachodzi ten warunek, wtedy w kazdym okresie t € T ceny chwilowej row-
nowagi p(t) sa dodatnie).
Kolejne twierdzenie 5.5 mowi o przebiegu optymalnego procesu {y*(t)}ilzo,

ktory sam w pewnym okresie £ < t; prowadzi do magistrali, y*(f) € Nf € N1,
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a funkcja uzytecznosci poza warunkami (U1), (U2’) spetnia dodatkowo nastepujacy

warunek:

(U3?)  Jezeli y*(f) € Nf € N, f < t;, to u(¥) = a(p(ty),3),

s I AL (3) N
gdzie $ =s*(f) = T ol € S(f) < S(ty).

Warunek (UN3”’) jest dostosowana do specyfiki problemu wersja warunku
(U3’) zrozdz. 2, pkt 2.4. Glosi, ze hiperptaszczyzna H, z wektorem tworzgcym
p = ap(t;), ograniczajaca z gory funkcje uzytecznosci, jest do niej styczna wzdtuz
pojedynczej magistrali (promienia von Neumanna) Nsvf ={AS|A1 >0} € Nf C Nf1,
Dowdd twierdzenia zyska na przejrzystosci, gdy poprzedzimy je nastgpujacymi

spostrzezeniami (faktami).

t
Niech, tak jak dotad, I, = W orazdlat > t:
M,t

Mgy @,
g, = —0=Ee (5.34)
M,t

Wobec tego, ze ap r4+1 = p ¢ (zob. (GN7)), mamy:

Iii1: 2 T5: >0,

Ff,t 2 Ff,t+1 > O (535)
oraz

12T =T (5.36)
m Fakt 1. vVt < +o0 3 lign ;e =p>0.

Dowéd. Ciag (5.34) jest monotoniczny (nierosngcy) i ograniczony (zob. (5.35)),
wiec ma granice. Teze otrzymujemy zwazywszy na (5.36) i warunek (GN13). =

m Fakt 2. VS € (0,1) 3T < +oo Vi > T (lign G >1- 5). (5.37)

Dowéd. Zgodnie z przyjetymi oznaczeniami mamy:

&
Ty Ty - (245)

am,t
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(t > t). Ciagi {I}}i2,, {I3}{2, maja oczywiscie t¢ sama granice:

limT =liml; = > p >0,

ciag {Ff_t}:oz“l jest nierosnacy i tez ma granicg:
li{nl"gyt =cg=2p>0

aApF t —
(zob. Fakt 1). Niech @z, = (ﬁ) , t > t. Wowczas:

vEve > (0 < @z, < 1). (5.38)
Zatézmy, ze:

35 € (0,1) VE3E > f(li{n Mo =i <1-0).
Wtedy:
vtat > f(li{n(pg,t = Ciz > % > 1),

co jest sprzeczne z (5.38) i tym samym zamyka dowod. [

Fakt 2 uzmystawia, jak wazna rolg¢ gra warunek (GN13). Dzigki niemu
z uplywem czasu, przy t — 40, maleja (asymptotycznie do 0) réznice migdzy
osigganym na magistrali w réznych okresach czasu tempem wzrostu, cho¢ samo
tempo moze (rdwniez asymptotycznie) rosnac.

mFakt3. Ve (01)It<+oovVt>i>F(Tz, >1-90).

[00]

Dowéd wynika bezposrednio z Faktu 2 oraz monotoniczno$ci ciqgu{[‘flt}t:fﬂ.

m Twierdzenie 5.5. Niech gospodarka Gale’a spelnia warunki (GN1)-(GNS),

(GN10°), (GN12), (GN13), (U1), (U2°), (U3”’). Wowezas dla dowolnej liczby

€ > 0 istnieje taka liczba naturalna t, ze jezeli (y°,t;,u) — optymalny proces

wzrostu {y*(t)}?:o w okresie £ > t (< t;) dociera do wielopasmowej magistrali:
y* (1) € N4,

to:

vte{f+1,..,45}dy @) <e).
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Dowéd. Jezeli (y°,t;,u) — optymalny proces wzrostu {y*(t)}iio w okresie T < t;

dociera do wielopasmowej magistrali N, to proces {f/(t)}?:(,:

- y (@), t=0,1,..,1¢
J’(t) = t . ry oy
o([lg=isramp)s™ (), t=t+1,..,t
(o =|ly*®Il > 0,s*() = IIZ’:EZII € S(©)) jest (¥°, t;) — dopuszczalny, a wobec
tego:
u(y*(tl)) > u()vl(tl)) = U(]’[glzf+1 aMyg)u(s*(f)) > 0. (5.39)

Z drugiej strony, poniewaz (y°,t;,u) — optymalny proces wzrostu spetnia

warunek (5.30), prowadzi to do nieréwnosci:
(B(t), " (1)) < oyt (B(ty),s* (D). (5.40)

Wezmy dowolng liczbg € > 0. Wbrew tezie zalézmy, ze w pewnym okresie

T € {f +1,...,t;} zachodzi warunek:

d(iy*(1),N) = ¢.

Zgodnie z lematem 2.3 istnieje taka liczba 6., € (0, Q¢ 1), ze:
(B(t),y" (@ + 1) < (@, = 8, ),y (D) =
= U(“M.t1 - 5s,t1)(ﬁ(t1)'5*(‘f))- (5.41)
Z (5.40), (5.41) wynika nieré6wnos$¢:
(p(t),y (t)) < Uafwl;f_l(aM,tl - 5s,t1)(ﬁ(t1):5*(f)>,
a stad, wobec (U3”):
u(y*(tl)) < Uaaztv;,;f—l(“M,tl - 6£,t1)<ﬁ(tl): s*(D)

= aalf};f_l(aM,tl - S&tl)u(s*(f)). (5.42)

Laczac (5.39) 1 (5.42), dostajemy:
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oy (e, = 8 Ju(s"®) 2 o ([T, ame)u(s ) > 0,
czyli:

t
1> aM'tl(HB:EHaM'B)
- t1-t
(amey=8et; )are,

> 0. (5.43)

. 8 . . . . .
Wezmy liczbg 6§ € (0, ;;11), gdzie a, jest granica monotonicznego (niema-

lejacego) ciagu {aM_t}t=1:
Vt(aM_Hl =y > 0) oraz lign Ay = ay < +oo (5.44)

(zob. (5.29)). Niech t bedzie odpowiadajgcym liczbie & okresem czasu spetniaja-
cym warunek (5.37) oraz £ > t (okres t zalezy od &, gdyz zgodnie z Faktem 2 za-

lezy od liczby § € (O, M)). Wtedy z (5.43), zgodnie z Faktem 3, otrzymujemy

apm
nierOwnos¢:
apm,e;—Oet Set
#ZI‘H1 >1-6>1——=2,
aM,tq ’ am
wiec:

Set Oet
1 -1 51 -8
IM,tq am

Warunek ten zachodzi tylko gdy ay < apy., i jest sprzeczny z (5.44). Sprze-
czno$¢ otrzymaliSmy zakladajac, wbrew tezie, ze co najmniej w jednym okresie
T € {{ + 1, ..., t;} zachodzi warunek d(y*(17),N) > €. Otrzymana sprzeczno$¢ za-

myka dowad. u

Zgodnie z warunkiem (GN10’) w optymalnym procesie (J?(t),}_/(t)) €
€ Zope(t) kazdy wektor produkcji ¥(t) jest jednoczesnie wektorem naktadow
w pewnym optymalnym procesie (J_C(t +1),y(t+ 1)) € Zopt(t + 1) w okresie
nastepnym, t = 0,1, ...,t; — 1. Zatem S(t) € S(t+ 1), czyli N®* € N**1, ¢t =

= 0,1, ...,t; — 1. Oznacza to, ze wigzka magistral z czasem ro$nie (ich liczba nigdy
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nie ulega redukcji). Ztagodzimy to zalozenie, zastgpujac je nastgpujacym warun-
kiem gloszacym, ze w gospodarce istnieje pewna (przynajmniej jedna) technologia

produkcji, ktéra pozostaje optymalng w catym horyzoncie czasu T':

(GN10”)  3{E(), F(O}L, Ve € T ((R(), (1) € Zope(1)) & VE< by
(x(t+ 1) =y(@).
Jezeli zachodzi ten warunek, to:

35 € S(0) AT}, (”zg—gin =5, (5O, ¥+ D) €Z(t+1), y(t+1) =

= aM’t_‘_l)_/(t), t = 0, . tl - 1),
czyli:
y(©) = (Mh=1amp)y(0), t =1,.., ¢ (5.45)
(zob. (5.8)). Proces (trajektoria) (5.45) w catosci lezy na promieniu von Neumanna
(polprostej):
N? = {151 > 0}. (5.46)
Oczywiscie, N € N w kazdym okresie t € T, ale ogdlnie:
-vt €{0,1,..,t; — 1}(N* € Nt*1),

Potprosta (5.46) nazywamy szczytowq magistralg (szczytowym promieniem
von Neumanna) w gospodarce Gale’a spetniajacej warunki (GN1)-(GNS8). Tylko
na szczytowej magistrali gospodarka we wszystkich okresach czasu t € T\{0}
0siaga najwyzsze tempo wzrostu.

Gdy trajektoria (5.45) lezy na szczytowej magistrali:
y)eN, t=0,..,t,

to dla dowolnej liczby 4 > 0 takze:

Ay(t) eNS t=0,..,t,.
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Ponizsze twierdzenie jest odpowiednikiem twierdzenia 5.4, po zastgpieniu

warunku (GN10°) przez (GN10”°).

m Twierdzenie 5.6. Jezeli zachodza warunki (GN1)-(GN8), (GN10”’), (GN12),
(GN13) (U1), (U2) oraz istnieje (y°, £) — dopuszczalny proces {¥(t)}_, prowa-
dzacy w okresie < t; do szczytowej magistrali N? € N° € N%1, to dla dowolne;j
liczby € > 0 istnieje taka liczba naturalna k., Ze liczba okresow czasu, w ktorych
(v°, t;,u) — optymalny proces wzrostu {y*(t)}fl=0 (rozwigzanie zadania (5.29))
spetnia warunek (5.30) nie przekracza k.. Liczba k. nie zalezy od dlugos$ci hory-

zontu T.

Dowéd przebiega analogicznie jak dowod twierdzenia 5.4 (po zastgpieniu wielopa-

smowej magistrali NE przez NO). |
Uwaga 1. Twierdzenie 5.6 pozostaje prawdziwe réwniez gdy warunek (G10°) za-
stapimy (stabszym) warunkiem:
3 <t I{EO), YOI VEELE+T, ..., i) ((a‘c(t),y(t)) € Z,,pt(t)) &
&vtef{t,t+1,.., -1} (X(c+ 1D =y@1))

(W tej wersji szczytowa magistrala Ngf istnieje od okresu t = t, a nie od t = 0)
oraz zalozymy, ze istnieje (y° &) — dopuszczalny proces wzrostu {¥(t)}_,
prowadzacy w okresie czasu { > ze stanu poczatkowego y° do szczytowe;j

magistrali:

NE = {451 > 0}; 5 = Hzgn e S(D).
Aktualne sg uwagi 1, 2 do twierdzenia 5.1.
Uwaga 2. Wszystkie twierdzenia 5.1-5.6 zachowuja moc, gdy w warunkach (GN8),
(GN8’) wektory produkcji w optymalnych procesach ()_C(L'), 37(1:)) € Z(t) sa pot-
dodatnie (a nie dodatnie), o ile gospodarka spetnia nastgpujacy warunek stabej re-

gularnosci:
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vt € T (a(2(1),7(1)) = ap,c & ¥(t) = 0)3k < +o0 3{z(0)}5_,

((z(8),2(6 + 1)) € 2(t), z(1) = 7(¢) & z(k) > 0)

(dzigki temu warunkowi, przy pozostatych zatozeniach bez zmian, ceny réwnowagi

chwilowej p(t) we wszystkich okresach czasu t sg dodatnie).






ROZDZIAL 6
Magistrala produkcyjna, kapitatowa i konsumpcyjna
w gospodarce Leontiefa-Gale’a

Warunki dynamiki inwestycji i kapitatu sformutowane w rozdziale 4 mialy tak
0go6lng postaé, ze juz w jego podsumowaniu podkreslaliémy potrzebe ich dookre-
$lenia. Uczynimy to obecnie. Zajmiemy si¢ gospodarka taczaca ideg przestrzeni
produkcyjnej Gale’a z przeptywami migedzygateziowymi Leontiefa. W gospodarce,
ktorej przyjrzymy si¢ obecnie, sg jasno okreslone reguty akumulacji kapitatu pro-
dukcyjnego, wytwarzania produkcji oraz jej podziatu na inwestycje i konsumpcje,
a wzrost mocy produkcyjnych (zdolnos$ci wytworczych) w gospodarce zalezy od
dynamiki kapitalu i zasoboéw pracy. W calym rozdziale zaktadamy, ze sfera pro-
dukcyjna gospodarki dzieli si¢ na n sektorow. Takie podstawowe zmienne jak ka-
pital, produkcja, inwestycje i konsumpcja wyrazone s w jednostkach pieni¢znych
(w cenach statych).

Wartoscig dodang rozdziatu jest dowdd, ze obok efektu magistrali produkcyj-
nej w gospodarce takiej ujawnia si¢ rowniez efekt magistrali kapitatowej oraz kon-

sumpcyjnej; zob. [45], [46], [48], [49], [51-53] oraz [56, rozdz. 7].

6.1. Gospodarka Leontiefa-Gale’a.

Podstawowe zatozenia. Dopuszczalne procesy wzrostu

Podobnie jak dotad zakladamy, ze czas zmienia si¢ skokowo, t €T =
={0,1,..., t1}; t; < 4oo. Sfera produkcyjna gospodarki dzieli si¢ na n sekto-
réow, a jej technologie uciele$ni  przestrzen (produkcyjna) Z c R2"1;, 7 = @,

ktorej elementami w okresie t sg wektory:

k(t)
(O =1{z@® |
x(t)

gdzie:
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k(t) = (kl(t), ...,kn(t))T; k;(t) oznacza wielko$¢ (wartos¢) kapitatu pro-
dukcyjnego (trwalego majatku produkcyjnego) w i-tym sektorze gospodarki
w okresie t (zasob, wymiar: zt),

x(t) = (xl (), .., xn (t))T; x;(t) oznacza wielko$¢ (warto$¢) produkciji wy-
tworzonej w i-tym sektorze w okresie t (strumien, wymiar: z}/R),

z(t) jest catkowita wielkoscia zatrudnienia w gospodarce w okresie t (zasob,
np. w mln osob).

O kazdej uporzadkowanej trojce:

k(t)
(=21 |€Z (6.1)
x(t)

moéwimy, ze opisuje technologicznie dopuszczalny proces produkcji w okresie t.

Zaktadamy, ze przestrzen produkcyjna Z spelnia nastgpujace warunki:

k k
(LG1) VA=0V <z> €z ()1 (z) € Z)
X X

(warunek proporcjonalno$ci naktadéw i wynikow).

k! k? k! k?
(LG2) Viz1|€eZ V|22 |€Z 7V |+ | 22 EZ
x! x? x! x?

(warunek addytywnosci procesow produkcji).

k
(LG3) <z>EZ&(k=OVZ=O)=>x=O
X

(brak ktéregokolwiek czynnika powoduje wstrzymanie produkcji).

k K’
(LG4) v <Z> €EZVKk' > kVz >z (z) €z

X X

(mozliwo$¢ marnotrawstwa czynnikéw produkc;ji).
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k k
(LG5) V(z)EZVOEx'Sx (z)EZ

X x'

(mozliwo$¢ marnotrawstwa mocy produkcyjnych).

k! k! k k
(LG6) Vizi|€Z i=12,.. ,0 7t —l> 7l=1z1€ez
x! xt X X

(domknigtos¢ przestrzeni produkcyjne;j).
LG7) ZNintR3"1 £ ¢
(mozliwo$¢ wytworzenia dodatniego wektora produkcji x).

Jezeli zachodza powyzsze warunki, to w szczeg6lnosci dopuszczalna jest

dowolna kombinacja czynnikow produkcji:

k
VkZ20Vz>03x=0 <Z>EZ .
X

Wprowadzajac multifunkcje (przeksztatcenie technologiczne) a: Rt — P(R%):

k
a(k,z) = {x| (z) € Z},
X

mozemy warunek (6.1) zapisaé w rOwnowaznej postaci:

x(t) € a(k(t), z(D)). (6.1°)

Obrazem pary (k,z) w odwzorowaniu a(-) jest zbior wszystkich wektorow
produkcji x mozliwych do wytworzenia w gospodarce wyposazonej w kapitat k
1 dysponujacej zasobami pracy (liczba ludnosci aktywnej zawodowo) z. Wiasnosci

przeksztalcenia technologicznego dotyczy ponizsze twierdzenie.

m Twierdzenie 6.1. Jezeli przestrzen produkcyjna Z spelnia warunki (LG1)-

(LG?7), to przeksztatcenie technologiczne a(-) ma nast¢pujace whasnosci:

(i) Vk=Z0Vz=>0vVa=0 (a(lk Az) = Aa(k,z)).
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Qi) Vk'L,k?20vz 22 >0 (a(ktzY) + a(k? z%) < a(k! + k2,2t + 22)).
Gi) Vk Z0Vvz > 00a(0,2) = a(k,0) = {0}).

i) Vk,zZ20Vk' 2kVvz =zVxe€a(k, z) (x € a(k’,z’)).

(5i) Vk,z=20vVx€a(k,z) VOSx'= x(x’ € a(k, z)).

(6i) Vk,z = 0 zbiory a(k, z) sa (niepuste) zwarte i wypukle.

(7i) Multifunkcja a(-) jest odwzorowaniem potciagtym.

Dowéd przebiega analogicznie jak dowdd podobnych wiasnosci przeksztalcenia

technologicznego a(-) w twierdzeniu 1.1. [
Zaktadamy, ze spetniony jest nastepujacy warunek bilansowy:

x(t) = Ax(t) + iP(t) + c(t), (6.2)
gdzie:
A = 0 jest kwadratowa (n, n) macierza wspotczynnikow naktadow biezacych

(nazywang takze macierza naktadow jednostkowych),

iP(t) = (if(t), ...,ifi(t))T = 0; i’ (¢t) jest wielkoscia (wartoscia) produkeji
j-tego sektora przeznaczonej na inwestycje produkcyjne w gospodarce w okresie t
(strumien, wymiar: zI/R),

c(t) = (cl(t), ...,cn(t))T = 0; ¢;(t) jest wielkoscig (wartoscig) produkcji
wytworzonej w i-tym sektorze, przeznaczonej na zaspokojenie popytu konsump-
cyjnego w okresie t (strumien, wymiar: zI/R).

Oznaczajac przez i(t) = (il(t), ) i(t))T wektor, ktorego wspotrzedne
przedstawiajg wielkos¢ (warto$¢) naktadow inwestycyjnych wg sektoréw przezna-
czenia naktadow (strumienie, wymiar: zl/R) oraz przez S > 0 kwadratowg (n, n)
macierz struktury naktadow inwestycyjnych ((i, j)-ty element macierzy S okresla

udzial i-tego sektora gospodarki w jednostce naktadow inwestycyjnych ponoszo-

nych w sektorze j-tym; ¥,;s; j = 1, j = 1, ...,n) dostajemy:
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iP(t) = Si(t). (6.3)

Dalej wektory x(t), i(t), c(t) nazywamy krotko wektorami produkcji, inwestycji
i konsumpcji w okresie t.

W interesujacej nas gospodarce macierz wspotczynnikow naktadow bieza-
cych gra istotng rolg, dlatego poswigcimy jej chwile uwagi. Pominmy czas t
i wezmy dowolny wektor produkcji x = 0. Wowczas z = Ax jest tzw. wektorem
naktadow biezacych towarzyszacych wytworzeniu wektora produkcji x (inaczej:

wektorem biezgcego zuzycia materiatowego). Roznice:
(E-Ax=y
nazywamy wektorem produkcji czystej (lub koncowej; strumief, wymiar: z/R),
E — A nosi nazw¢ macierzy Leontiefa; E jest kwadratowa (n, n) macierza jednost-
kowa.
Mowimy, ze gospodarka (macierz A) jest produktywna, jezeli:
dx = 0(x > Ax).

Produktywna gospodarka jest w stanie wytworzy¢ dodatni wektor produkcji czystej
(méwiac nieprecyzyjnie, ale obrazowo: jest w stanie wytworzy¢ wigcej towarow,
niz ich zuzywa). Macierz A ma szereg wlasnosci. W lemacie zawarte sg te, ktore

beda potrzebne w tym rozdziale [16, rozdz. IX].

m Lemat 6.1. (i) Jezeli macierz wspotczynnikéw naktadéw biezacych A jest pro-
duktywna, to:
VyZ0((E-Ax=y=>x20)

(2i) Jezeli macierz A jest produktywna, to macierz Leontiefa E — A jest nieoso-

bliwa.
(3i) Macierz A jest produktywna wtedy i tylko wtedy, gdy:
(E-A)1>0.

(4i) Macierz A jest produktywna wtedy i tylko wtedy, gdy:
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(E—-A)"'=X7A"
(przez A° oznaczamy macierz jednostkowa; A° = E).
Dowdd. (i) Zgodnie z definicjag macierzy produktywnej 3x = 0(x > Ax), czyli
X > 0. Zatézmy ze:
JyZ20Ix (x —Ax =y & x 2 0).
Niech 6 = max(—ﬁ) =—Z Wtedy 6 >0, x' =x+6%20 orazx; =0.
i Xi Xk
Jednoczesnie:
x' =x+0x>Ax + 0Ax = A(x + 0x) = Ax' 2 0,

co przeczy konstrukcji wektora x’, zgodnie z ktorg x;, = 0. Otrzymana sprzecznos$¢

zamyka dowod (i).

(2i) Niech wektor x bedzie rozwigzaniem uktadu:

(E—A)x=0,
wtedy zgodnie z (i) x = 0. Wektor x' = —x jest rOwniez rozwigzaniem tego
uktadu, a to (zgodnie z (i)) oznacza, ze x' = —x = 0. Okazuje sig¢, ze jedynym roz-

wigzaniem uktadu jest wektor x = 0, czyli det (E — A) # 0.
(3i) (Koniecznosé) Zatbzmy, ze macierz A jest produktywna, czyli det (E — A) +
# 0. Oznaczmy przez x’ rozwigzanie uktadu:
(E—A)x =€,
gdzie et = (0, ...,1,...,0)T jest n — wymiarowym wektorem (kolumnowym) z

jedynka na i-tym miejscu, i = 1,...,n. Wowczas w $wietle (i) (zwazywszy na

nieosobliwo$¢ macierzy E — A):

Vi(x' = (E —A)te! > 0),
czyli (E—A)"1 > 0.
(Dostatecznosé) Jezeli (E — A)~t > 0, to:

x=(E—-A)"te>0,
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wiec (E — A)x = e > 0, gdziee = (1,...,1)T. Zatem X > Ax, czyli macierz jest
produktywna.

(4i) (Koniecznosé) Zatozmy, ze macierz A jest produktywna. Wowczas lim A™ =
n

= (. Istotnie, wobec produktywno$ci macierzy A mamy x > Ax dla pewnego
wektora x > 0. Wowczas 31 € (0,1)(Ax > Ax) i przez indukcje tatwo pokazaé,
ze:
vn (A"x > A™x),
czyli lim A™ x = 0, a poniewaz A > 0 oraz x > 0, wigc takze A™ = 0. Ze zbiezno-
n n

$ci ciagu {A™}5-, wynika zbieznos$¢ szeregu macierzowego Yo A™. Faktycznie,
zatdozmy, ze szereg ten nie jest zbiezny. Wtedy nie jest takze zbiezny szereg
(E-A)Ca0A™) , czyli nie ma granicy ciag {S,}n=o 2z elementami

Sp= (E—A)Q",A%) = E — A", Przeczy to jednak temu, ze A™ - 0. Zatem
n

szereg Y- A™ jest zbiezny. Przyjmijmy oznaczenia L = (E — A)™! oraz P =
=Yoo A™. Wtedy (E — A)L = E oraz:
E-ADP=(E-AD(CroAM)=E+A—-A+A*— A%+ =E,
czyli (E—A)L=(E—A)P, a poniewaz det (E —A) #0, wiec L =P, tj.
(E-A)"t =304
(Dostatecznosé) Jezeli (E — A)™1 = Y% A", to (E — A)~! > 0 i produktywnosé¢
macierzy A wynika z (3i). [
Jezeli macierz naktadéw biezacych A jest produktywna, to w §wietle lematu
rozwigzanie x uktadu:
x—Ax=y

mozna przedstawi¢ w postaci:

x=(E-Aly=y+Ay+ A%y +--.
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Interpretacja tego rownania jest nastgpujaca. Aby dostarczy¢ na rynek wektor pro-
dukcji czystej y, nalezy oczywiscie ja wytworzy¢. Wytworzenie wektora towarow
y wymaga naktadow x’' = Ay. Nalezy zatem wytworzy¢ takze wektor towarow x’,
a to wymaga naktadow x" = Ax' etc. Suma x =y +x'+x" + - to laczna
produkcja towardéw, ktéra bezposrednio lub posrednio towarzyszy wytworzeniu
wektora produkeji czystej/koncowej y = x — Ax. Element (i,j) -ty macierzy
(E — A)~! przedstawia zatem pelny naktad towaréw wytwarzanych w i-tym sekto-
rze gospodarki (umownie: naktad i-tego towaru), ktéry bezposrednio lub posrednio
jest potrzebny do wytworzenia jednostki produkcji czystej w j-tym sektorze
(umownie: produkcji j-tego towaru). Macierz (E — A)~! nosi nazwe macierzy
wspotczynnikow naktadow petnych.
Zaktadamy, ze:
(LG8)  Macierz A jest produktywna oraz spetnia warunek (E — A)™! > 0.

Ustalony jest minimalny poziom spozycia ¢ = (3, ...,C,)T = 0, ponizej
ktorego nie moze spada¢ konsumpcja w przeliczeniu na osobg:
c(t) 2 l(t)e, (6.4)
gdzie I(t) jest liczbg ludnosci w kraju w okresie t.
Liczba ludnosci kraju ro$nie wyktadniczo z dodatnig stopa A:
L&) =1°(1 + )t (6.5)
Zatrudnienie (liczba ludnos$ci aktywnej zawodowo) stanowi czg$¢ ludno$ci ogdtem:
z(t) = ol(t), (6.6)
o € (0,1) jest wskaznikiem aktywnosci zawodowej.

Wielkos$¢ kapitatu w sektorach gospodarki w okresie ¢ + 1 zalezy od wielko-
sci kapitatu oraz inwestycji produkcyjnych zrealizowanych w tych sektorach

w okresie poprzednim:

k(t+ 1) =(E—p)k(t) + 6i(t) (6.7)
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(dla uproszczenia zaktadamy roczny cykl skutkowania inwestycji). Elementy p;
diagonalnej macierzy p = diag(py, ..., p,) wskaznikow deprecjacji kapitatu
w sektorach spelniajg warunek p; € (0,1), i = 1, ..., n. Elementy §; diagonalnej
macierzy & = diag(dy, ..., 8,) wskaznikow skutkowania inwestycji w sektorach
spelniajg warunek p; € (0,1], i =1, ..., n.

W interesujacej nas gospodarce kapitat produkcyjny ro$nie co najmniej ze

stopa wzrostu zatrudnienia (rowng stopie wzrostu ludnosci):
Ak(t) = k(t+ 1) — k(t) = Ak(t) (6.8)
oraz dana/ustalona jest jego poczatkowa wielko$¢ (w okresie t = 0):
k(0) = k° > 0. (6.9)

Warunek (6.8) oznacza, ze przy zatozeniu stalej struktury zatrudnienia w gospo-
darce nigdy nie spada techniczne uzbrojenie pracy (stosunek kapitatu do zatrudnie-
nia w sektorach). O czworce nieujemnych ciagow {i(t), k(t),x(t), C(t)}ilzo
spetniajacych w horyzoncie T = {0,1, ..., t;} warunki (6.1)-(6.9) (rownowaznie,
warunki (6.1°), (6.2)-(6.9)) méwimy, ze tworza (k°, t;) — dopuszczalny proces
wzrostu. Ciag {i(t)}?:o w (k°t;) — procesie wzrostu nazywamy (k° t;) —
dopuszczalng trajektorig inwestycji, ciag {k(t)}?=O nazywamy (k°,t;) — dopusz-
czalng trajektorig kapitatu etc.

Gospodarke spelniajacg warunki (LG1)-(LG8) oraz (6.1)-(6.9) nazywamy
gospodarkq Leontiefa-Gale’a. Zaktadamy, ze w gospodarce takiej, niezaleznie od
dtugosci horyzontu T = {0,1, ..., t;}, istnieja (k°,t;) — dopuszczalne proces wzro-
stu.

Oznaczmy przez Xyo ., Ko, 0., Cyo, zbiory (odpowiednio) wektorow
produkc;ji, kapitatu, inwestycji i konsumpcji w okresie t we wszystkich (k°,t;) —
dopuszczalnych procesach wzrostu w gospodarce z horyzontem T = {0,1, ..., t;},
t; < oo

Xpop = a(k®, 29,
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X = {x|x €a(k®),z(t), k() = (E - p)k(t— 1) + §i(t — 1),
Si(t—1) € [0,(E—-Ax(t—1)—1°1 + )t ¢],

x(t—1) €Xpo, 1, k() Z A+ Dk(t—1), k(t—1) EKpo, 4}, dlat > 1,
Kk°,0 = {ko}a
Kpop={klk=(E-ADk(t-1+ 8i(t-1),k=A+Dk(t-1),
k(t—1) € Kyo,_q,

Si(t—1) €[0,(E — A)x(t — 1) — 1°CL + D)1, x(t — 1) € Xpo 1},
dlat =1,

Lo, ={iliZ2 6§ 'pk,Si € [0,(E —A)x —1°(1 + D'C], k € Koy, x € Xy},
dlat =0,

Crop = {clc € [1°(1 + D'c, (E — A)x — Si], x € Xpo,, i € Ijo, ), dlat > 0.
m Lemat 6.2. Vt > 0 zbiory X0, Kyo,, I, Cyo,sa wypukle i zwarte.

Dowod. (Wypuktosé) Zbior X o , jest wypukly zgodnie z twierdzeniem 6.1(6i).
Niech x1,x? € Xpoe, t = 1. Istnieja wige takie (k°,t) — dopuszczalne procesy
{i/(8),k7(6),x7(8), ¢ (9)};:0 spetniajace warunki (6.1)-(6.9), ze x/(t) =
= xJ, j=1,2 (prowadzace w okresie t do wektorow produkcji x*, x?). Niech:

x(0) = ax'(8) + px*(6),

k(6) = ak'(0) + pk*(6),

i(8) = ai'(8) + pi*(6),

c(8) = ac'(8) + Bc?(0),
a,f =0,a+ f =1. Podstawiajac te trajektorie do uktadu (6.1)-(6.9), latwo
sprawdzi¢, ze w gospodarce spelniajacej warunki (LG1)-(LG8) tworza one
(k°,t) — dopuszczalny proces wzrostu. Poniewaz x = ax! + fx? = ax(t) +

+Bx%(t) € Xyo,, wige takze Vt = 1 zbiory X0, sa wypukle.
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Jednoelementowy zbidr Ko o = {k°} jest oczywiscie wypukly. Dowod wy-
puktosci zbiorow Ko ¢, t = 1 przebiega podobnie jak dowod wypuktosci zbiorow
Xpoe, t 21

Niech teraz i',i? € I;o,, t = 0. Zatem:

Ik, k? € Kpo, Ix1,x% € Xpo, (i 2 67 2pk/,Si/ € [0,(E — A)x/ —1°(1 +
+0te), j=12).
Poniewaz zbiory Ko ., Xy0 . sa wypukle, wigc dla dowolnych liczb a, f = 0, a +
+p =1

ai' + Bi? = 5§ 'pk oraz S(ai' + Bi%) € [0, (E — A)x — 1°(1 + A)t¢e],
gdzie k = ak' + Pk? € Kyo,, x = ax' + Bx* € Xyo, . Zbiory I;o0, sa wige
wypukte YVt = 0.

Dowod wypuktosci zbiorow Co . przebiega podobnie.
(Zwartosé) Jednoelementowy zbior Ko o = {k°} jest zwarty. Dowod zwartodci
zbiorow Xjo.,Io ., Cyo s, Kyo oy 1 przeprowadzimy metodg indukcji. Pokazemy
najpierw, ze lemat jest prawdziwy dla t = 0. Zbiér wektorow produkcji X0, =
= a(k®, al°) jest zwarty na mocy twierdzenia 6.1(6i). Zbior wektoréw inwestycji
Iyoo =1°N1° jest iloczynem domknigtej w R™ polprzestrzeni I° = {i € R"| i 2

> 5 1pk°} oraz zbioru:
I°={ieR™Si€[0,(E—A)x—1°C], x € X0 }.
Pokazemy, ze zbior I° jest zwarty. W tym celu wezmy dowolny ciag {ij }7;1,
i/ € I°. Wowczas istnieje taki ciag {xj};il, x! € Xyo o, 2€ Vj(Sij € [(E - Ax) —

- lOED. Poniewaz kazda kolumna pétdodatniej macierzy S zawiera element do-

datni oraz zbidr X0, jest zwarty, wiec zbior I° jest ograniczony. Zatem:
k%0 J Y, Wig ] g Yy

(i) 3t} 3% € Xyoo 3T € [(E — AT — 1] (le S X & i),
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czyliT € I°, co dowodzi zwartosci zbioru I°. Zbior I k0,0 jest zwarty jako iloczyn
zbioru zwartego i domknietego.
Podobnie przebiega dowod zwartosci zbioru wektorow konsumpcji Cpo .
W dowodzie wykorzystuje si¢ zwartos¢ zbiorow Xyo o, I 0 o . Zbior wektorow ka-
pitatu:
Kpoq, = {klk = (E —p)k®+68i° i €04}

jest zwarty jako ciggte (liniowe) odwzorowanie zwartego zbioru [0 .

Zalézmy teraz, ze twierdzenie jest prawdziwe dlat = 8 = 0, tj. ze zbiory

Xiog:Ikog,Crog,Kpogyq sa zwarte. Pokazemy, ze zwarte sg takze zbiory
. . i) . .

X109+1:1k0 941, Cro g1, Kyo g4 . Jezeli cigg {xl}izl nalezy do X044, to ist-

nieje taki ciag {ki}zl, k' € Kyogiq,2ex' €a (ki, z(0 + 1)). Wowcezas:

ki
vilnt=[z(6+1) |eZ|

xl

Ciag {ni}zl ma podcigg zbiezny w Z. Istotnie, cigg ten jest ograniczony,
poniewaz:

e ki€ Ko g111 zbior Kyo g4 jest zwarty (z zalozenia), zatem cigg {ki}1:1 jest

ograniczony,

. . . . iy . . . . . i
e jezeli ciag {x‘}izl jest nieograniczony, to zawiera podciag ||x‘1 || 7 + oo.

W $wietle warunkow (LG1), (LG6) prowadzi to do konkluzji, ze istnieje proces

0

(0) € Z, w ktorym x # 0, co jest sprzeczne z warunkiem (LG3). Ciag {ni}zl ma

X
. k

wigc podciag {nli }j=1 zbiezny do pewnego wektora 7] = | z(6 + 1) | 1 poniewaz
X

przestrzen produkcyjna Z jest zbiorem domknietym w R?"*1 wiec 7 € Z. Podciag
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{xif};il jest wowczas zbiezny do granicy X € a (IE, z(0 + 1)) C Xy0g41- Tym sa-
mym zbior X0 g, 1 jest zwarty.

Dowod zwartoSci zbioru Iyo o4 przebiega podobnie jak dowod zwartosci
zbioru Iyo o . W dowodzie wykorzystuje si¢ zwartos¢ zbiorow X o 9.4, Kpogiq.
Zwarto$¢ zbioru Cyo g, Wynika bezposrednio ze zwartosci zbiorow Xjo4.4,
I 0 g41. Zbior:

Kyogio = {klk = (E — p)k(8 + 1) +6i(6 + 1),
k(6 +1) €Kpogyr,i(0+1) €Log,q}

jest zwarty jako ciggle odwzorowanie zwartego zbioru Ko g1 X Ix0 9,4 C R*™.
|

6.2. Stacjonarne procesy wzrostu.
Magistrala kapitatowa, produkcyjna i konsumpcyjna

A Definicja 6.1. Niech t; = +o . Wéwczas (k° o) — dopuszczalny proces
{i(t), k(t),x(t), c(t)}Z, (spetniajacy w okresach t = 0,1,2,... warunki (6.1)-
(6.9)) nazywamy procesem stacjonarnym (lub procesem réwnomiernego wzro-
stu), jezeli w procesie tym kapitat 1 produkcja rosna ze statymi, dodatnimi stopami

Ay oraz A,:
k(t) = (1+ A)"k°,
x(6) = (1 +2,)8x0.

A

W stacjonarnym procesie state s3 stopy wzrostu nie tylko kapitatu i produk-
cji, ale wszystkich podstawowych zmiennych, czyli kapitatu, produkcji, konsump-

cji i inwestycji. MOwi o tym ponizszy lemat.

m Lemat 6.3. W stacjonarnym procesie stopy wzrostu wszystkich trajektorii (in-

westycji, kapitatu, produkcji i konsumpcji) sg rowne stopie wzrostu ludnosci A.
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Dowéd. Wezmy (k°, o) — dopuszczalny proces z trajektoriami kapitatu k(t) =
1+ A4)%° (A4 > 0) i produkcji x(t) = (1 + A,)'x° (A, > 0). Wowczas,
zgodnie z (6.7):

A+ 2)k°=(E-p)k°+ (1 + 2,)786i(t), t=0,1,... .

Poniewaz det § # 0, wiec w procesie stacjonarnym inwestycje rosna z ta

sama stopa co kapital:
i(®) =1+ 1),
gdzie i = §71(AE + p)k® > 0. Podstawiajac x(t) = (1 + 4,)'x°, i(t) = (1 +

+ A)ti° do réwnania bilansowego (6.2), zwazywszy na (6.4), otrzymujemy:

0 2.0 > @+ g o 1+t _ _
x° — Ax =—(1+/1x)fSl +1 s = 0,1,...

Aby dla kazdego t zachodzita ta nierd6wnosc¢, musi by¢ spelniony warunek:
Ay = max {4, 1, }.

Zgodnie z (6.1%) Vt (x(t) € a(k(t),z(t))), zatem w $wietle twierdzenia

6.1(i) zwazywszy na postac trajektorii kapitatu i produkcji w procesie stacjonarnym

dostajemy:

0 (A+2p)¢ 0 0 1+t _
x° €a ((1+Ax)fk ,ol (1+/1x)t)’ t=0,1,.. .

Zatozmy, ze A, > max {A, 1, }. Wowczas z warunku potciaglosci przeksztat-
cenia technologicznego wynika, ze 0 # x° € a(0,0), co jest sprzeczne z twierdze-
niem 6.1(3i). Zatem A, = max {1, A;}. Jezeli 2 # A, to albo 0 # x° € a(0, al°),
albo 0 # x° € a(k®0), co w $wietle tegoz twierdzenia znowu jest niemozliwe.
Tak wigc 1, = A, = A, a wtedy z roéwnania bilansowego (6.2) otrzymujemy tra-
jektorig konsumpcji w procesie stacjonarnym:

c(t) = (1 + )0,

gdziec® = (E—-A)x*—-Si®=c. n
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W szczegdlnoscei, jezeli zachodzi inkluzja:

Qk° + (E — A)~cl® € a(k®, al%), (6.10)
gdzie O = (E — A)"1S671(AE + p), wtedy w gospodarce Leontiefa-Gale’a (spet-
niajacej warunki (LG1)-(LG8) oraz (6.1)-(6.9)) istnieje stacjonarny proces
{i(®), k(®), x(1), c(®)}iZo:

i(t) = @+ D40 k@) = @+ DK,

x(t) = 1+ D)%, c(®) =1°(1 + Dte,

t=01,..,
w ktorym kapital, produkcja, inwestycje oraz konsumpcja rosng ze stopg rowng
stopie wzrostu ludnosci, z tym ze w procesie tym konsumpcja startuje z minimal-
nego dopuszczalnego putapu c(0) = ¢. Zauwazmy, Ze procesy takie (spelniajace
warunek (6.10)) sa dopuszczalne takze w gospodarce z wyzszymi sektorowymi
wskaznikami skutkowania inwestycji, nizszymi wskaznikami deprecjacji kapitatu
lub nizsza stopa wzrostu ludnosci. Istotnie, zastepujac w uktadzie (6.1)-(6.9)
diagonalne macierze 8, p oraz stope wzrostu ludnosci A macierzami § > 8,5 < p
oraz stopa A < 1 dostajemy:
@= 0k°+ (E—-A)"'el® < Qk® + (E — A)~telO,
gdzie:
0= (E-A)S5(IE +p).

Z twierdzenia 6.1(5i) wynika, ze:

@ € a(k® ol9).
Woéwczas proces:
{1, 10, 10, WO} Ly,
w ktorym:
i) =(1+2)71 k@) =1+ kK,

#1) = (1+ )%, &) = 1°(1+ D)'e,
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i =85"1(AE + p)k®, %0=(E — A)~1(S1° + &%),

jest (k% t;) — dopuszczalny. Zwickszenie skuteczno$ci inwestowania oraz obnize-
nie wskaznikow deprecjacji kapitalu w sektorach umozliwia w dowolnie dtugich
okresach przynajmniej taki wzrost gospodarki, przy ktorym nigdy nie nastgpi spa-
dek technicznego uzbrojenia pracy (stosunek wartosci kapitatu do liczby zatrudnio-
nych) ani spadek konsumpcji per capita. W $wietle przyjetych zatozen wzrost taki
jest takze mozliwy przy nizszej stopie wzrostu liczby ludnosci. Spadek liczby Iud-
nosci w gospodarce Leontiefa-Gale’a oznacza zmniejszenie zatrudnienia, ktore po-
cigga za sobg ograniczenie produkcji i tym samym spadek inwestycji oraz kon-
sumpcji w kolejnych okresach. Wydawatoby sie, ze jest to zjawisko niekorzystne.
Okazuje sig, ze niekoniecznie — przynajmniej w $wietle wyzej wymienionych kry-
teriow, czyli poziomu technicznego uzbrojenia pracy oraz konsumpcji p.c. Spadek
stopy wzrostu ludnos$ci oznacza bowiem zardwno mniejsze zapotrzebowanie na in-
westycje pozwalajgce na utrzymanie osiggnigtego poziomu technicznego uzbroje-
nia pracy, jak i mniejsze potrzeby konsumpcyjne. W gospodarce przektada si¢ to
na ograniczenie popytu na produkcj¢ sektorow, co sprawia, ze nawet przy nizszym
tempie wzrostu produkcji mozliwe jest osiggnigcie nie gorszych wskaznikoéw tech-
nicznego uzbrojenia pracy oraz konsumpcji p.c.

Warunek (6.10) jest de facto dostatecznym warunkiem istnienia (k°,t;) —
dopuszczalnego procesu w gospodarce Leontiefa-Walrasa, a wigc niesprzecznosci
uktadu (6.1)-(6.9). Dalej zaktadamy, ze w gospodarce Leontiefa-Galea istniejg pro-
cesy stacjonarne.

Niech u: R} - R1 bedzie standardows ciagla, wklesta i rosngceg funkcjg uzy-

tecznosci. Wezmy dowolny okres czasu t > 0 i rozpatrzmy nastepujace zadanie:

maxu(%c(t)) (6.11)

przy ograniczeniach:

x(6) € a(k(8),2(9)),
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x(0) = Ax(0) + Si(0) + c(6),
k(6 +1) = (E — p)k(0) + 5i(6),
c(6) Z I(B)C,
z(0) = al°(1 + 1),
1(0) =1°(1+ 1)°P, (6.12)
x(0) = (1+21)%x°,
k(@) = (14 1)%k°,
i(0) = (1+1)%°,
c(8) = 1°(1 + 1)?c°,
6=01,..,t,..,
k(0)=k°=0.

Jest to zadanie maksymalizacji uzyteczno$ci konsumpcji p.c. w okresie t na
zbiorze (wigzce) wszystkich proceséw stacjonarnych, z dowolnym poczatkowym
zasobem kapitatu k(0) = 0. Latwo zauwazy¢, ze z uwagi na definicje/postaé po-
szczegolnych trajektorii w procesie stacjonarnym oraz wlasno$¢ (LG1) przeksztal-
cenia technologicznego (twierdzenie 6.1 (i)) zadanie to jest rownowazne z zada-
niem:

]

max u (C—) (6.11%)

10
przy ograniczeniach:
x(0) € a(k® al9),
x% = Ax° + Si% + ¢,
A+ Dk = (E - p)k® + 6i°, (6.12°)
c® = 1%,

k® = 0.

W obu zadaniach wektory i°, k°, x°, c® s3 zmiennymi; [° jest dang liczbg dodatnig.

Rownowaznos¢ zadan oznacza, ze:
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e jezeli proces {T(G), k(6),%(0), E(Q)};zo jest rozwigzaniem zadania (6.11),

(6.12), to czworka {1°, k°, x°, €%} jest rozwiazaniem zadania (6.11°)), (6.12”),
o jezeli czworka wektorow {1° k° x°,c°} jest rozwiazaniem zadania (6.11°),

(6.12”), to proces {T(H), k(6),%(0), 6(9)};:0, w ktorym:

1(0) = (1 + 1)1, k(0) = (1 + )Pk,
¥(0) = (1+1)%%° ¢(8) =1°(1+2)%¢c°
jest rozwigzaniem wyj$ciowego zadania (6.11), (6.12). Wobec (L.G8) uktad (6.12”)
jest rownowazny z nastgpujacym:
(E—A)"1c € {a(k® al% — Qk°},
=1, k=0,

gdzie Q= (E —A)"1S67Y(AE + p). Po wprowadzeniu oznaczeh y = lloco,
K= ﬁko zadanie (6.117), (6.12°) mozna zapisaé w nastgpujacej rownowaznej
postaci:

max u(y) (6.13)
przy ograniczeniach:
(E-A) Yy eofalx, 1) — Ox},
Y2 K20, (6.14)

gdzie Q = (E — A)71S671(AE + p).

Oznaczmy przez K, I' odpowiednio zbiory wszystkich wektorow k, y spet-

niajacych warunki (6.14):
K={k20|(E—A)'y €c{alx,1) — Qx} dlapewnego y =¢c}, (6.15)

Fr'={yzc|(E—A)'y €eofalx, 1) — Qx} dlapewnego k = 0} (6.16)

oraz przez Z zbior odpowiadajgcych im wektorow & = ﬁxo (produkcji na jed-

nego zatrudnionego):
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E={f€alx1)|&=A4E+ S5 (AE + p)k + 0~y dla pewnych k € K,y € T}.
(6.17)
Niech ponadto:

r = {717 = argmaxu(n)}
Yer

K

{k € K| (E — A~y € o{a(k,1) — Qk} dla pewnego ¥ € I'},

E={feElf€ali1),f= AE+S6T(AE +p)k+ 071y
dla pewnych k € K,y € T}

oraz:

Lo, = {]/Iy = 110(1 + A)~tc dla pewnego c € Cko't},

gdzie Cyo, jest zbiorem wektorow konsumpcji w okresie t we wszystkich

(k°,t) — dopuszczalnych procesach wzrostu (zob. lemat 6.2).

m Lemat 6.4. Przy przyjetych zatozeniach zbiory K, K, Z,Z oraz T, T sg zwarte

i wypukte. Ponadto Vt > 0(Tyo, S T).

Dowod. Pokazemy najpierw, ze Vt zbiory [0 , zawierajg si¢ w I'. Niech y € To 4.
Istnieje wigc taki (k°, t) — dopuszczalny proces {i(8), k(8),x(8), c(8)}y—,, ze dla
6=01,..,t¢t:
x(6) € a(k(8),2(9)),
x(6) = Ax(0) + Si(0) + c(6),
k(6 + 1) = (E — p)k(0) + 6i(6),
Ak(0) = Ak(6),
c(8) 2 1(O)c,
z(0) = al°(1 + 1),
1(0) =1°(1+ 1)°,
k(0)=k°>0

oraz:
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1 -
1+ te(®) =y.
Wezmy:
i(t) =6 1(AE + p)k(t) (é i(t)),
() = (E-AD7(Si®) +c®) (=x®).
Przy tym poziomie inwestycji I(t) w okresie t kapitat w okresie nastepnym ro$nie
zestopa A, k(t + 1) = (1 + A)k(t). Zwazywszy na wiasnosci (i), (5i) przeksztat-
cenia technologicznego a(-) (twierdzenie 6.1) proces {i(@), k(6),%(0), é(Q)};zo,
w ktorym:
1(6) = (1 + )% k() = (1 + D%,
2(0) = (1+21)%x° ¢(0) =1°(1 +21)9¢°,
jest procesem stacjonarnym z odpowiadajaca mu trajektoria konsumpcji p.c.
7(0) =5 (1+D7E(0), 6.=01,....t,
jesli tylko wezmiemy:
0= +D7t@0), k=1 +D)7k(),
RO=(1+AD)7t%(@), =0+ D) c().

Zatemy € T.

Dowdd zwarto$ci i wypuktosci zbioru I' przebiega podobnie jak dowdd po-
dobnych wlasnosci zbioru a(k, z) w twierdzeniu 6.1(7i). Zwarto$¢ zbioru I’ wynika
ze zwarto$ci zbioru I i cigglo$ci funkcji uzytecznosei u(-). Zbior T jest ponadto
wypukly, poniewaz zbior I jest wypukty, a funkcja uzytecznos$ci wklesta.

Wykazemy teraz, ze zbiory K, K, E, E s3 zwarte (ograniczone i domkniete)
oraz wypukte. Zatézmy, ze zbidor K jest nieograniczony, tzn. zawiera ciag
{Ki}zl,”Ki” - ® odpowiadajacy pewnemu ciggowi {yi}zl w zwartym zbiorze I'.

Wowczas:
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c W E-A)1d'+0g' €a (gﬁﬁ),

gdzie d' = Li”yi 20, gl =——xi, Q= (E—A)"1S571(AE + p) oraz istnieje

Il et
podciag {gii };11 zbiezny do pewnej granicy g # 0. Z potciaglosci przeksztatcenia
technologicznego a(-), wobec tego, ze Q > 0, wynika, ze:
0+Qg€a(g0), (6.18)
co przeczy twierdzeniu 6.1(3i). Domknigtos¢ i wypuklo$¢ zbioru
K wynika bezposrednio ze zwartosci zbioru I' oraz wypuklo$ci i poétciaglosci
przeksztalcenia technologicznego. Dowodd zwartosci i wypuklosci zbioru K

przebiega podobnie.

Niech:
N ={(;)1E -0y € olate 1) -y 260 2 0}
Woéweczas z bilansu produkcji i rownania dynamiki kapitatu wynika, ze:

E={ele =+ o  E-A)y; (;) e N},

Zbiodr N jest zwarty 1 wypukty. Dowod wypukltosci jest prosty (wystarczy skorzy-
sta¢ z potaddytywnosci i dodatniej jednorodnosci przeksztalcenia technologicz-

nego). Pokazemy, ze zbior jest takze ograniczony i domknigty.
. i . .
Niech n* = (;;) eEN,i=1,2,.. oraz ||nl|| — 0o, Zatem albo ”Klj” -+ o0
i J
dla pewnego podciagu {Kij }j=1’ albo ||yi’< || 2 + oo dla pewnego podciagu {yik}k=1
(albo zachodzi jedno i drugie). Zatézmy, ze ”Kij” - + oo, Wtedy z warunku
j

0< QKb € a(rcii, 1) i wlasnosci przeksztalcenia technologicznego wynika, ze
istnieje taki wektor g # 0, iz zachodzi (6.18), co jest niemozliwe (sprzeczne

z twierdzeniem 6.1(3i)). Analogicznie dowodzi si¢, ze ograniczony jest takze ciag
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.y 00 . i
{yl}izl. Zbidr N jest zatem ograniczony. Zatézmy teraz, ze cigg n' = (;;) €N,

i =1,2,..,jest zbiezny do granicy 7 = (;) Woéwcezas ¥ = C, kK = 0 oraz:
Vi ((O'(E - A Oyt + Qki) € a(x'1).
Stad oraz z pélciggltosci odwzorowania a(-) wynika, ze:
(E - A) Yy € ofa(k, 1) — Qk},
zatem 7] = (;) € N. Zbidr N jest domkniety. Wowczas zbior Z jest zwarty 1 wypu-

kty jako liniowe odwzorowanie zwartego i wypuktego zbioru N. Podobnie zbiér £

jest zwarty i wypukly jako liniowe odwzorowanie zwartego i wypuktego zbioru N

par (;;) tworzacych rozwigzanie zadania (6.13)-(6.14), co zamyka dowdd. n

Stacjonarne procesy {T(t), k(t), x(t), E(t)}:ozo, w ktorych:
()= L k() =ikeK
K(t) = c”(t)k(t) =K€K,

Et)=——x(t) = €E,

ol(t)

1 —
v = @E(t) =yer

nazywamy optymalnymi stacjonarnymi procesami wzrostu w gospodarce Leon-

tiefa-Gale’a.
A Definicja 6.2. Promienie:
Ng = {Ak|1 > 0}, N = {112 > 0}, Ny = {Ay|A > 0},

gdzie ik € K, £ € E, ¥ € T, nazywamy magistralami (kapitalowq, produkcyjng,
konsumpcyjng). Zbiory:

Ng = Uxeg Ni» Nz = Ugez N, N = Uyer Ny,
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nazywamy wielopasmowymi magistralami w gospodarce Leontiefa-Gale’a (odpo-
wiednio: kapitalowsg, produkcyjng i konsumpcyjna). A

Wszystkie trajektorie kapitatu, produkcji i konsumpcji w optymalnych stacjo-

narnych procesach leza na (biegna po) swoich magistralach.

6.3. Optymalne procesy wzrostu.
‘Staby’ efekt magistrali

Ustalmy horyzont T = {0,1, ..., t;} (t; < +) irozpatrzmy nastgpujace zadanie
maksymalizacji standardowej ciggtej, wklestej, rosnacej funkcji uzytecznosci kon-

sumpcji na zbiorze wszystkich (k°,t;) — dopuszczalnych proceséw wzrostu:

1
max Z?:o u <@ c(t))

p.w. (6.1)-(6.9) (6.19)
(poczatkowy wektor kapitatu k® > 0 dany).
Przy przyjetych zalozeniach zadanie to ma rozwigzanie. MOwi o tym ponizsze

twierdzenie.

m Twierdzenie 6.2. Jezeli zachodzg warunki (LG1)-(L.G8) oraz funkcja uzytecz-

nosci jest ciagla, to Vt; < +oo zadanie (6.19) ma rozwigzanie.

Dowod. Oznaczmy przez Co 5 zbior (wigzke) trajektorii konsumpcji we wszyst-
kich (k°,t;) — dopuszczalnych procesach wzrostu (spetniajacych warunki (6.1)-
(6.9)). Elementy zbioru Cjor (ciagi) oznaczamy przez cr = {c(t)}?:O. Niech
et — c2]l = XEL,llct(t) — c?(t)|| bedzie miarg odlegtosci miedzy elementami
zbioru. Jezeli ¢y € Cpor , to VL E T(C(t) € Cko_t) . Wezmy ciag {C%}Zl,

ch € Cpor, i=12,.. . Wowczas Vt Vi (ci(t) € Cyo,). Poniewaz zbiory Cyo,

sg zwarte, Crop S Cro g X Croq X ... X Cro, oraz t; < +oo, wige istnieje podeiag
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{C;j }:; ciagu {c%}zl zbiezny do granicy Cp = {E(t)}?:o € Cyo 1. Zbidr trajek-
torii konsumpcji Cyo 1 jest wige zwarty, a zatem (6.19) jest zadaniem maksyma-
lizacji ciaglej funkeji na zwartym zbiorze Cyo ;- wszystkich (k°, t;) — dopuszczal-
nych trajektorii konsumpcji, ktoére zgodnie z twierdzeniem Weierstrassa ma
rozwigzanie ¢y = {c*(t)}?: € Cyo . Istniejg zatem takze trajektorie inwestycji
{ir (t)}t o» kapitatu {k*(t)} o 1 produkcji {x* (t)}t o» ktore tacznie z trajektorig

konsumpcji {c* (t)}?zo tworza rozwigzanie zadania (6.19). [ |

Rozwigzanie {i*(t), k*(t),x*(t), C*(t)}?zo zadania (6.19) nazywamy
(ko, T, u(-)) — optymalnym procesem wzrostu w gospodarce Leontiefa-Gale’a.
Ciagi {i"(O}Lo, (k" (O} (X" (O}L, {c" (O}, nazywamy optymalng tra-
Jjektorig inwestycji, kapitatu, produkcji oraz konsumpcji.

Przyjmijmy nastepujaca miar¢ d () odleglosci wektora z € R™ od (zwartego)
zbioru Z ¢ R™:

d(z,Z) = min|lz — Z'||.
z'ez
m Twierdzenie 6.3. (‘Stabe’ twierdzenie o magistrali) Przyjmijmy oznaczenia:

K'(t) = ——k*(®), §"(t) =

x*(t), v (@) =—=c" ().

l(t) l(t) ! (t)

Jezeli:

e zachodza warunki (LG1)-(LGS),

e proces {i*(t), k*(t), x*(t), C"(t)}gl=0 jest rozwigzaniem zadania (6.19),

o istnicje (k%) — dopuszczalny proces wzrostu {i(t),k(t),x(t),c(t)},,
kt(')ry w okresie { < t; prowadzi do wielopasmowej magistrali Np, tj. y () =

c(t) €T, to Ve > 0 istnieje taka liczba naturalna k,, ze liczba okresow

l(t)

czasu, w ktorych ma miejsce choéby jedna z nierdwnosci:

262 Rozdziat 6



d(x*(t),K) = &, d(&*(t),E) = &,d(y*(t),[) = ¢, (6.20)
nie przekracza k. Liczba k, nie zalezy od t;.
Dowo6d. Wezmy liczbe € > 0. Przy przyjetych zatozeniach zbiory:

K(e) = {k € K|d(x,K) = ¢},
E(e) ={§ €E|d(§,B) = &},
F(e)={yerd®y,D=¢}
sg zwarte jako domkni¢te podzbiory zwartych zbioréw K, E, T. Istniejg zatem takie
dodatnie liczby ¢;, ze u; < u —¢;, i = 1,2,3, gdzie:

u= mxu >0u—maxu U, = max u(y), us;= max u(y).
Ve ) 1 e W), u, e SR () ) 3 Jergies(e) )

Niech ¢/ = ming; > 0. Z zalozenia istnieje (k°, £) — dopuszczalny proces
L

wzrostu {i(t), k(t), x(t), c(t)}§=0, w ktorym trajektoria konsumpcji {C(t)}§=0 pro-

wadzi w okresie ¥ < t; do wiclopasmowej magistrali Np, y(¥) = —c(f) =7 € T

1@
Odpowiadajace jej trajektorie kapitatu {k(t)}t_, i produkcji {x(t)}t_, spetniaja

warunek k() = %k( )=k€eK, &&= Ul—(t)x(t) EEE, a wowczas

(k°,t;) — dopuszczalny jest nastepujacy proces wzrostu {i(t), k(t),x%(t), ¢ (t)}zzo
. i(®), t=01,..,1

l(t) = t—Eiry v
1+ D), t=t+1,..,t,

k(t), t=0,1,..,1
(1 + D)tk (D), t=t+1,..,t,

{x(t) t=0,1,..,1

><1
II

(1+ D) Ex( t=t+1,..,t,

c(b), t=01,..,°%
1+ D), t=t+1,..,t.

jay
||
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Zatézmy, ze w okresach 7, < 7, < -+ < T, zachodzi ktérakolwiek z nier6w-

nosci (6.20). Poniewaz funkcja uzytecznosci jest nieujemna oraz [0, € T', wigc:
(t,—Du<TLouy'®) <t +1-Du+k@-—e),

czylik < (f+ Z)EE, = A. W celu zakonczenia dowodu wystarczy w charakterze

liczby k. wzia¢ najmniejsza liczbe naturalng wieksza od A. ]

Uwaga 1. Gdy w szczeg6lnosci o N F'#0 (czyli k(0) = ﬁko =i € K),
wtedy tatwo zauwazy¢, Ze istnieje rozwiazanie zadania (6.19), w ktorym trajektoria
konsumpcji ¢*(t) = 1°(1 + 1)'y, gdzie ¥ € T. Innymi stowy, jezeli [jo, N T # @,
to optymalna trajektoria konsumpcji lezy zawsze na magistrali niezaleznie od
dhugosci horyzontu T. Wtedy na odpowiednich magistralach lezg takze tworzace
optymalny proces trajektorie kapitatu i produkcji. Jezeli natomiast [0, N r=0,
to optymalne trajektorie kapitatu, produkcji konsumpcji zblizaja si¢ do swoich ma-
gistral w sposob przedstawiony w twierdzeniu. Dowod twierdzenia jest konstruk-
tywny i umozliwia empiryczne wyznaczenie magistrali po skonkretyzowaniu po-
staci funkcji uzyteczno$ci oraz przeksztatcenia technologicznego.

Uwaga 2. Twierdzenie pozostaje prawdziwe takze gdy w okresie £ < t; w pewnym
(k°, ) — dopuszczalnym procesie {i(t), k(t), x(t), c(t)}f:o do magistrali prowa-
dzi ktérakolwiek z trajektorii kapitatu {k(t)}_, lub produkcji {x(£)}i_,, tj. gdy
warunek y () = % c(f) € T zastgpimy jednym z warunkow:

.
ol()

1

K(t) = ol(f)

k(D) eK E@) = x(f) € E.

Uwaga 3. Twierdzenie pozostaje prawdziwe réwniez gdy zadanie (6.19) zastagpimy
nastegpujacym zadaniem maksymalizacji zdyskontowanej uzytecznosci konsumpcji

w horyzoncie T (ze stopa dyskonta v € (0,1)):

max Z?:o(l —v)tu (% c(t))

p.w. (6.1)-(6.9).
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6.4. ‘Bardzo silny’ efekt magistrali

W kolejnym twierdzeniu skoncentrujemy si¢ na szczegodlnej wersji gospodarki Le-
ontiefa-Gale’a, mianowicie z pojedyncza magistrala kapitatowa, produkcyjna i kon-
sumpcyjng. W tym celu, aby zapewni¢ jednoznaczno$¢ magistrali, warunek (LG2)

zastgpimy silniejszym warunkiem:

(LG2’) Vk',k?Z0Vzh 2% > 0(alk! + k%, 21 + z2) 2 a(k!, zt) + a(k?, z2)).
Ponadto, jezeli:
ki20,20>0(=12), k' # k% x* € alk, z%), x? € a(k?,2%),
to:
Va,B > 0(a + B = 1)3x € a(ak® + pk?, az' + pz?)
(x # ax* + px? & (E — A)x = (E — A)(ax* + fx?))

(prawo korzysci skali dla kombinacji czynnikéw o réznej strukturze).

Pozostate warunki nie zmieniajg si¢. Jezeli zachodza warunki (LG1), (LG2’),
(LG3)-(LG8), to podobnie jak dotad Vk = 0 Vz > 0 zbiory wektoréw produkcji
a(k, z) sa zwarte oraz wypukle (twierdzenie 6.1). O funkcji uzyteczno$ci u(-) za-
ktadamy, ze jest ciggta, rosnaca i silnie wklesta.

Pokazemy, ze przy tak zmodyfikowanych zatozeniach rozwigzanie zadania
(6.13)-(6.14) jest jednoznaczne (istnieje dokladnie jeden optymalny stacjonarny
proces wzrostu).

m Lemat 6.5. Jezeli zachodzg warunki (LG1), (LG2’), (LG3)-(LGY) oraz funkcja
uzyteczno$ci u(+) jest ciagla, rosngca i silnie wklgsta, to rozwiazanie zadania
(6.13)-(6.14) istnieje i jest jednoznaczne.

Dowéd. W zadaniu (6.13)-(6.14) poszukujemy maksimum cigglej funkcji na zwar-

tym 1 wypuktym zbiorze:
r={yzc|(E—A) 'y ealalk,1) — Qk] dlapewnego k = 0}
(lemat 6.4). Zgodnie z twierdzeniem Weierstrassa ma ono rozwigzanie i, y. Poka-

zemy, ze rozwigzanie jest jednoznaczne. Zat6zmy, ze istnieja dwa réozne wektory

Magistrala produkcyjna, kapitatowa i konsumpcyjna w gospodarce Leontiefa-Gale'a 265



71,72 bedace rozwigzaniami zadania (6.13)-(6.14). Wowczas y1,72 € T € T. Wo-
bec tego, ze zbidr I jest wypuktly oraz funkcja uzytecznosci silnie wklesta, docho-

dzimy do sprzecznosci:
da,f>0(a+B=1>y=ayl +py? €T &u =u(¥) > au@t) + puy?) = ),
co jest niemozliwe. Zatem:

qly € F(u(?) = r}rllggu(y) > 0).

Zbior T jest jednoelementowy. Zalozmy teraz, ze istnieja dwa rozne wektory
ict, k2 € K € K tworzace wraz wektorem ¥ rozwiazanie zadania (6.13)-(6.14).
Wezmy dowolne dodatnie liczby «, f o sumie rownej 1. Wiasnosci (i), (2i)
przeksztalcenia technologicznego a(+), o ktorych mowa w twierdzeniu 6.1, oraz
inkluzja:

(E -1y eofa(r’,1)—Qk'}, i=1,2
(zob. (6.14)) prowadza do wniosku, ze:

WeEN(E-Dy=2E-D7&E-Dye
€ o{a( ak! + pic?) — Q(aik! + pi?)})

(¥ # 7). Wowczas, wobec (LG8), ¥ = 7. Z monotonicznos$ci funkcji uzytecznosci
dostajemy u(7) > u(¥), co jest niemozliwe. Zbior K jest wiec jednoelementowy.

Jednoznaczno$é wektora & w optymalnym stacjonarnym procesie wynika z jedno-

znaczno$ci odwzorowania:
E=0ik+ 0 Y(E - A)1y.
[ |
Trojke {)Z, &y } nazywamy ziotym trypletem. Ciag {T(t), k(t), x(t), E(t)}::o,
w ktorym:

k() = z(Ok, x(t) = z(t)E, () =117,
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gdzie I1(t) =1°(1 + ), z(t) = ol(t) tworzy optymalny stacjonarny proces

wzrostu biegnacy po magistrali. Promienie:
Ng = {2k|A > 0}, Ng = {2£]1 > 0}, Ny, = {Ay|1 > 0}

wyznaczaja pojedyncza magistrale kapitalowa, produkcyjng i konsumpcyjna
w gospodarce Leontiefa-Gale’a spelniajagcej warunki (LG1), (LG2’), (LG3)-
(LGS), (6.1)-(6.8).

Niech podobnie jak w twierdzeniu 6.3:

k(D) = 75k (0, §'0) = 52O, ¥'(©) =556 ®.

m Twierdzenie 6.4. (‘Bardzo silne’ twierdzenie o magistrali) Jezeli zachodza wa-
runki (LG1), (LG2’), (LG3)-(LG8) oraz sam (ko,tl,u(-)) — optymalny proces
wzrostu {i*(t), k*(t), x*(t), C*(t)}?:0 w okresie £ < t; prowadzi do magistrali Ny,
czyli spetnia warunek:

1

He® =7, (621)

Y@ =
tovVte{f+1,..,t}

* 1 & _
K*(t) =%k (t) =k,

£ =520 =4,

* 1 _
14 (t)=@c ® =7,

gdzie {R, 3 }7} jest ztotym trypletem.

Dowdd. Zatoézmy, ze w pewnym okresie < t; optymalna trajektoria konsumpc;ji

p.c. spetnia warunek (6.21) oraz:

F@=¢Elr@-7wl}>o

Arnax () = max{|le*(7) = &I, |

w pewnym okresie T € {f + 1, ..., t;}. Poniewaz (k°, t;) — dopuszczalny jest pro-

Cces:

Magistrala produkcyjna, kapitatowa i konsumpcyjna w gospodarce Leontiefa-Gale'a 267



i*(t), t=01,..,1%

S = :
1) {z(t)cS‘l(AE +p)k, t=t+1,..,t,

~ k*(t) t=01,..,1%
k t — { ) . ) 7 ) )
© z(OK, t=t+1,..,t,
* =01,..,°¢
() :{x (®), t=01..¢
z(t)¢, t=t+1,..,t,
. c*(t), t=0,1,..,1L
t) = y
¢ {l(t))7, t=t+1,..,t,
wiec:
Lou(y' ) = T, u(# (),
gdzie 7(t) = %E(t). Stad, wobec tego, ze Vt > L(F(t) = ¥), otrzymujemy nie-
rownosc:

S u(y ) = (6 — E+ Du@). (6.22)

Z zalozenia d},,,(7) > 0, funkcja uzyteczno$ci jest silnie wklesta oraz

zgodnie z lematem 6.4 Vt(l‘kolt c F), zatem:
vee{i+1,.., 6} (uly () <u@)
oraz w okresie T > t:
u(y* () < u) - &,
gdzie &; jest pewng liczbg dodatnig. Wowczas:
(ty — £+ Du@®) — & > XL uly™ @) (6.23)
7 (6.22),(6.23) wynika, ze £; < 0. Otrzymana sprzeczno$¢ konczy dowod. ]

Twierdzenie pozostaje prawdziwe rowniez gdy w optymalnym procesie ma-
gistrale osiagga ktorakolwiek z pozostatych trajektorii (kapitatu, produkcji). Aktu-

alna jest uwaga 3 do twierdzenia 6.3.
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ROZDZIAL 7
Magistrale w gospodarce Solowa

Od zdezagregowanej gospodarki n -produktowej/sektorowej przechodzimy do
maksymalnie zagregowanej jednosektorowej gospodarki Solowa [90] z neokla-
sycznym réwnaniem dynamiki kapitatu i dodatnio jednorodng stopnia 1 funkcja
produkc;ji typu Cobba-Douglasa. W odrdznieniu od rozdzialow poprzednich obec-
nie zakladamy, ze czas biegnie/zmienia si¢ w sposob ciagly, t € T = [0,t,],
t; < +o0. Za wyborem tej wersji czasu przemawia nie tylko elegancja matema-
tyczna modelu Solowa z czasem ciaglym, ale (przede wszystkim) aparat teorii ste-
rowania optymalnego, ktory stosujemy do wyznaczenia/konstrukcji optymalnych
procesow wzrostu w tym rozdziale. Wszgdzie wcze$niej (w poprzednich rozdzia-
tach) dowody magistralnych wtasnosci optymalnych proceséw wzrostu miaty abs-
trakcyjng posta¢ twierdzen egzystencjalnych. Obecnie, dzigki prostej strukturze
matematycznej modelu Solowa, mozliwe bedzie otrzymanie na gruncie teorii ste-
rowania optymalnego analitycznej postaci interesujacych nas optymalnych trajek-
torii/procesow wzrostu; zob. [44] oraz [50], [56, cz. 3]. Dwa twierdzenia o warun-
kach optymalnosci, z ktorych korzystamy w tym rozdziale (okreslane jako zasada
maksimum Pontriagina), formutujemy w punkcie 7.1. Z podstawami teorii stero-
wania optymalnego mozna zapoznac si¢ w [56, cz. 3 rozdz. 7]; zob. takze np. [1],

[4], [5], [6, cz. IIT], [29], [85], [87].

7.1. Dwa zadania sterowania optymalnego.
Warunki optymalnosci

Z matematycznego punktu widzenia interesujacy nas neoklasyczny model wzrostu
jest przyktadem tzw. gtadkiego, niestacjonarnego systemu dynamicznego, ktorego

dynamike opisuje uktad réwnan rézniczkowych typu:

Lx(8) = F(x(®O,u(®), 1), (7.1)
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x(®) = (x1(8), 0, %0 (), w(®) = (ug (O, e, (), f = (fr, s fo); %x(t) =

_(a a . g Ofi 0/ pn m 1 1N ;o .
—(dtxl(t),...,dtxn(t)), f“aijC (R"XR™XR'->RY, i,j=1.,..,n;

ueC’(T->U),USR™teT=[0t]cR' t; <+oo.

Zmienna wektorowa x(t) przedstawia stan systemu w momencie t; u(t) jest
tzw. zmienng sterujaca (sterowaniem) w momencie t; U jest zbiorem dopuszczal-
nych sterowan, przedzial czasu T = [0, t;] jest horyzontem funkcjonowania sys-
temu z ustalonym momentem koncowym t; < +oo. Zaktadamy, ze znany jest stan

systemu w momencie poczatkowym t = 0:
x(0) = x°. (7.2)

Kazdg funkcje u z klasy C°(u: T — U) nazywamy trajektorig sterowan
i oznaczamy przez ur. Odpowiadajaca trajektorii sterowan uy funkcje x: T — R™
(rozwigzanie uktadu réwnan (1) z warunkiem poczatkowym (7.2)) nazywamy tra-
jektorig stanéw systemu i oznaczamy przez xy. Rozwigzanie rownania rdzniczko-
wego (7.1) odpowiadajgce dopuszczalnej trajektorii sterowan pojmujemy w sensie
catkowym — jako ciagla, przedziatami gtadka (r6zniczkowalng) funkcje spetniajaca
to rownanie wszedzie poza (co najwyzej) punktami nieciggloSci sterowania u.
Przy przyjetych zatozeniach spetnione sa warunki istnienia i jednoznacznosci roz-
wigzania roéwnania rozniczkowego (7.1), zgodnie z ktorymi kazdej dopuszczalnej
trajektorii sterowan ur odpowiada doktadnie jedna trajektoria standw x; — rozwig-
zanie rownania (7.1). O parze (u, x)r mowimy, ze opisuje dopuszczalny proces ste-
rowania.

Na dopuszczalnych procesach zdefiniowany jest funkcjonat catkowy:

d((w)7) = J;* fole(®),u(t), )dt, (7.3)

ktorego warto$¢ nazywamy wskaznikiem jakosci procesu (u, x)r. O funkcji pod-

catkowej f;(+) zakladamy, Ze ma te same wlasno$ci co funkcja f(-) w rOwnaniu

(7.0, 4. fo, 22 € COR™ x U X T > RY).
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Interesuje nas nastepujace zadanie sterowania optymalnego (wyboru procesu

maksymalizujacego warto$¢ funkcjonatu (7.3)):
max [ fo(x(t), u(t), t)dt, (7.4)
= x(t) = f(x(®),u(®), 1),
u€eCo(w:T - U), T=][0,t], (7.5)
x(0) = x,.
Jego rozwigzanie (u*,x*) nazywamy procesem optymalnym, u; — optymalna

trajektorig sterowan, x;. — optymalng trajektorig stanéw. O warunkach optymalno-

$ci procesu (u*, x*)r mowi nastepujgce twierdzenie.

m Twierdzenie 7.1 (Zasada maksimum Pontriagina; [56], tw. 7.6). Utwérzmy
funkcje H (tzw. hamiltonian) zmiennych x = (xq, ..., %), U = (Uq, e, Upy) , t

oraz dodatkowej zmiennej ¥ = (P4, ..., Pp):

H(lp:x'u: t) = fO(xJ u, t) + (lp'f(x:u: t))

Jezeli proces (u*, x*) 7+ jest rozwigzaniem zadania (7.4)-(7.5), to istnieje takie roz-

wigzanie Y+ = (Y5, ..., Yp) 7+ uktadu rownan:

d OH (), x,u*(t),t)
S VO = ————— lx=x v (7.6)
d d d oH oH oH .
(Ezp = (E”Dl’ ""Ed}”)’ Pl (B_xl' ...,a)), z warunkiem:

Y (ty) =0,

ze w kazdym momencie t € T:

HQ@p* (@), x*(t),u"(t),t) = rgggH(lP*(t),X*(t),u. t).
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Zadanie (7.4)-(7.5) jest tzw. niestacjonarnym zadaniem sterowania optymal-
nego z kryterium catkowym, ustalonym horyzontem i swobodnym koncem trajek-
torii standw. Roéwnanie rozniczkowe (7.6) nazywa si¢ rOwnaniem sprzezonym
z rownaniem dynamiki (7.1). Zmienng ¥ (t) nazywamy sprzezona ze zmienng
stanu x(t).

W drugim tzw. minimalnoczasowym problemie sterowania optymalnego,
ktory formulujemy ponizej, poza stanem poczatkowym x° ustalony jest pozadany,
docelowy zbidr stanéw X < R™ (x° & X). Jezeli ur jest taka trajektorig sterowan
(okreslong na przedziale T = [0, t;], z momentem koncowym t; < +), ze odpo-

wiadajaca jej trajektoria stanéw spetnia warunek:
X (tl) EX 5

wtedy proces (u, x) nazywamy dopuszczalnym, u; nazywamy dopuszczalng tra-
jektorig sterowan, x; nazywamy dopuszczalng trajektorig stanéw systemu. O do-
puszczanym procesie (u, x)r mowimy, ze przeprowadza system ze stanu poczat-
kowego x° do zbioru stanéw docelowych X. W minimalnoczasowym zadaniu ste-
rowania nalezy wskaza¢ proces, ktory w najkrotszym czasie przeprowadza system

ze stanu poczatkowego x° do zbioru stanéw docelowych X. Zapisujemy je naste-

pujgco:
min t; (7.7)
= x(8) = F(x(®), u(®), 1),
uelCT-U),T=][0t], (7.8)
x(0) = x°,
x(t;) € X.

Moment koncowy t; horyzontu T w zadaniu tym jest nieustalony. Jest on,
obok trajektorii sterowan u;, zmienng decyzyjng zadania. Proces dopuszczalny
(u*, x*) 7+ przeprowadzajacy system ze stanu poczatkowego x° do zbioru stanéw
docelowych X! w najkrétszym czasie t; nazywamy procesem optymalnym. Tra-

jektorie up« oraz x;+ nazywamy (odpowiednio) optymalng trajektoria sterowan
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i optymalng trajektorig stanéw systemu, horyzont T* = [0, t{] nazywamy opty-
malnym (najkrotszym) horyzontem.
O zbiorze stanéw docelowych X zakladamy, ze jest gladka rozmaitoscia
w R™, tj.
X={xeR"gx) =0}

gdzie g = (g1, ., gx), gi € CY(R®* > RY), i =1, ...,k <n. O warunkach opty-

malnosci procesu (u*, x*)r+ mOowi nastepujgce twierdzenie.

m Twierdzenie 7.2 ([56], tw. 7.10). Utworzmy funkcje H(-) (hamiltonian) zmien-
nych x = (x4, ...,x,) , u= Uy, ..., Uy) , t oraz dodatkowej zmiennej Y =
W1, - P

H@,x,u,t) = (@, f(x, u, ).

Jezeli proces (u*, x*) - jest rozwigzaniem zadania (7.8),(7.9), to istnieje takie roz-

wigzanie Y7« = (Y3, ..., )+ ukladu rownan:

d _ 0H@@®)xur(®)t)
- Y(t) = - | x=x*t), (7.9)

0H

G = (G gn) 2=

0H
0x4 g

NGER)
H(P" (0,5 (0,0 (0,8 = max H($* (0, % (0, 1,0),

H(y* (), x* (), u*(t]),t]) = 0

OH . . 1.
E)) zeVt € T* = [0,t]:

oraz w momencie koncowym t;:
Vix € Pys(epy (7 (81), x — x7(£7)) = 0),
gdzie Py-(;;) jest plaszczyzng styczng do gladkiej rozmaitosci X w punkcie

x*(t7) € X. n

Uwaga 1. Latwo zauwazy¢, ze w twierdzeniu 7.2 funkcja ™ (rozwigzanie rownan

(7.9)) jest okreslona z doktadnos$cia do mnozenia przez statg dodatnia, tzn. jezeli
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funkcja Y* spelnia warunki twierdzenia, to spelnia je takze kazda funkcja

AY* = (/h/)*(t))tET*, gdzie 1 > 0.

Uwaga 2. Twierdzenia mdwig o warunkach koniecznych optymalnosci, wigc moze
zdarzy¢ sig, ze bez ewentualnych dodatkowych zatozen warunki te mogag spetniac
takze procesy niebedace optymalnymi lub zadania mogg w ogole nie mie¢ rozwig-
zania. Zadna z tych okolicznosci nie zachodzi w przypadku probleméw sterowania
optymalnego wzrostem interesujacych nas w tym rozdziale. Pokazemy, ze formu-
lowane dalej problemy wzrostu optymalnego w gospodarce Solowa maja jedno-
znaczne rozwigzania, a teoria sterowania dostarcza efektywnego narz¢dzia umozli-

wiajacego wyznaczanie optymalnych $ciezek wzrostu oraz analiz¢ ich wtasnosci.

7.2. Optymalny podziat dochodu w gospodarce Solowa’.
Sformutowanie problemu

Zaktadamy, ze czas t zmienia si¢ w sposOb ciagly, t €T = [0,t;], t; < +oo.
Przedzial czasu T jest interesujagcym nas horyzontem funkcjonowania gospodarki.
Przez k(t) oznaczamy wielko$¢ kapitatu (produkcyjnego) w gospodarce w mo-
mencie t (zasob, wymiar: zt), przez z(t) — naktady pracy/zatrudnienie w momencie
t (zaséb, np. w mln 0sdb — L), przez y(t), i(t), c(t) —dochdd (utozsamiany z pro-
dukcjg czystg), inwestycje (produkcyjne brutto) oraz konsumpcje w momencie t
(strumienie, wymiar: z/R, gdzie R jest ustalong jednostkg czasu, np. R= 1 rok)2.
Wszystkie zmienne pieni¢zne (kapitat, dochdd, inwestycje, konsumpcja) wyrazone
sa w cenach statych. Kapitat k(t) oraz praca z(t) sa czynnikami produkcji niezbed-
nymi do wytworzenia dochodu y(t) w momencie t. Wielkosci dochodu wytwa-

rzanego w momencie t zalezy nie tylko od rozmiaréw kapitatu i pracy, ale takze

! Zar6wno w makroekonomii, jak i w ekonomii matematycznej model Solowa zajmuje miejsce szczegdlne,
bedac punktem wyjscia niemal kazdej makroekonomicznej analizy wzrostu; zob. np. [86, rozdz. 1], [92,
rozdz. 5].

2 Poniewaz czas zmienia si¢ w sposob ciggly, zmienne y(t), i(t), c(t) oznaczaja, Scisle rzecz biorac, gestosé
strumienia dochodu, inwestycji i konsumpcji.
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od ,,poziomu techniki”, jakg dysponuje gospodarka w tym momencie. Zaleznos¢ t¢
opisuje uogodlniona, multiplikatywna funkcja produkcji Cobba-Douglasa jedno-

rodna stopnia 1 z egzogenicznym postepem technologiczno-organizacyjnym:
y() = F(k(t),z(t),t) = aeV'ke(t)z*~¢(t) > 0. (7.10)

Sktadnik ae¥t > 0 jest miarg wptywu technologii (oraz organizacji produkcji) na

J0F (k,z,t) 1
at F(k,z,t)

wielko$¢ dochodu wytwarzanego w momencie t. Parametr v =

> 0 nazywamy wskaznikiem (czystego) postgpu technologiczno-organizacyjnego
(wymiar: R™1). Dzieki postepowi technologiczno-organizacyjnemu z tego samego
zasobu kapitalu, przy takim samym zatrudnieniu, dochdd ro$nie z czasem ze stopa
v > 0. Parametr € € (0,1) jest elastyczno$cig dochodu wzgledem kapitatu (wiel-
ko$¢ niemianowana, mowi o ile % wzro$nie dochdd, gdy wielkos$¢ kapitatu wzro-
$nie 0 1%), 1 — ¢ jest elastycznoscia dochodu wzgledem pracy.

Dynamike kapitatu standardowo opisuje rownanie rézniczkowe:

2k = i(0) — k(o). (7.11)
gdzie:
k(0) =ky >0 (7.12)
jest ustalong poczatkowa wielkoscia kapitalu w gospodarce w momencie t = 0;
u > 0 jest wskaznikiem deprecjacji kapitatu (wymiar: R™1).
Na konsumpcje c(t) przeznacza sie cze$¢ dochodu pozostajacg po odliczeniu
inwestycji i(t):
c(®) =y@® - i), (7.13)
c(t),i(t) = 0.

Zauwazmy, ze rozwigzanie réwnania (7.11) z warunkiem poczatkowym (7.12) jest
zawsze dodatnie, bez wzgledu na wielko$¢ inwestycji i(t) = 0. Praca (zatrudnie-

nie) ro§nie egzogenicznie ze stopg A > 0:

z(t) = zpe?t > 0. (7.14)
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Przyjmujac oznaczenia:
i(0)

s®) = y(t)

€ [0,1]

(stopa inwestycji w momencie t, wielko$¢ niemianowana),

k(t)
t) =——
(techniczne uzbrojenie pracy w momencie t, wymiar: zt/L),
c(t)
t) =—=
v() =~ ©

(konsumpcja per capita, wymiar: zt/R- L) z (7.10)-(7.14) otrzymujemy nastgpujace

réwnanie dynamiki technicznego uzbrojenia pracy:
%u(t) = as(®us()e”t — (u+ Du(o), t €T, (7.15)
u(0) = ug (=32 > 0,
ktéremu odpowiada konsumpcja p.c.

y(@® =a(l—s@®)u(t)e", teT.
W réwnaniu (7.15) stopa inwestycji s(t) € [0,1], t € T.

Uzyteczno$¢ chwilowa konsumpcji opisuje funkcja:

U@t =y®e ™ = a(1-s(®)u(t)e "

wyH 1o 0) charakteryzujaca si¢ stala w czasie

(ze stopa dyskonta p = — —=- 7=~

(jednostkowa) elastyczno$cig uzytecznosci konsumpcji p.c.

vt (aua(]):,t) ’ U()]i,t) - 1)'

Interesuje nas nastgpujace zadanie maksymalizacji uzytecznosci konsumpcji p.c.

w horyzoncie czasu T
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znalez¢:
max [,* a(1 - s(t))u® (e ~Ptdt (7.16)

przy ograniczeniach:
Su(t) = as(tus (e — (u+ Hu(®),
seC(T - [0,1]), T =1[0,t,], (7.17)
u(0) =uy (= :—:) > 0.

W celu uproszczenia wywodow o parametrach zadania zaktadamy, ze spet-
niajg nastepujace warunki:
0<p<y, (7.18)
(stopa dyskonta uzyteczno$ci konsumpcji jest nizsza od wskaznika postepu tech-
niczno-organizacyjnego) oraz:

4

1
;> e> (7.19)

Niero6wnos¢ % > ¢ oznacza, ze elastyczno$¢ dochodu wzgledem kapitatu jest
nizsza od elastycznosci dochodu wzgledem pracy. Gospodarka taka jest czulsza
na zmiang¢ zasobow pracy niz kapitatu. Warunek € > ﬁ zachodzi, gdy wstrzyma-

nie inwestycji powoduje spadek (ujemng stope wzrostu) sredniej wydajnosci pracy

w(t) = % Istotnie, jezeli s(t) = 0 na pewnym przedziale [t4,7,] € T oraz
£> ﬁ to u(t) = u(ty)e  WPET) w(t) = qué(ty)evrrtvewtDE=rl
zatem:

d 1
zw(t)-m— v—e(u+ 1) <O0naltqy,715].

W zadaniu sterowania optymalnego (7.16)-(7.17) zmienna u(t) jest stanem
systemu (gospodarki), a zmienna s(t) — sterowaniem w momencie t. Odcinek [0,1]
(przedziat dopuszczalnych wartosci stopy inwestycji) tworzy zbidr sterowan
dopuszczalnych. Rownanie rézniczkowe opisuje przeksztalcenie standow systemu.

Dopuszczalnej trajektorii sterowan sy odpowiada doktadnie jedna trajektoria
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standw uy, rozwigzanie uktadu (7.16)-(7.17). O parze (s, u) mowimy, Ze opisuje
dopuszczalny proces wzrostu. Proces dopuszczalny (s*, u*); bedacy rozwigzaniem
zadania (7.16)-(7.17) nazywamy optymalnym procesem wzrostu.

Roéwnanie rozniczkowe (7.15) z trajektoria sterowan s € CO(T — [0,1])
spetnia warunki istnienia i jednoznacznosci rozwigzan, a zadanie (7.16)-(7.17) po-
siada rozwigzanie. Majac optymalng trajektorie stopy inwestycji st i optymalng tra-
jektorie technicznego uzbrojenia pracy ur, mozemy wyznaczy¢ trajektorie wszyst-
kich pozostalych zmiennych ekonomicznych: kapitatu k*(t) = z(t)u*(t), do-
chodu y*(t) = ak*(t)%z(t)1~%et, inwestycji i*(t) = s*(t)y*(t), konsumpcji p.c.
y*(t) = a(l — s*(t))u*(t)se” oraz konsumpcji c*(t) = (1 - s*(t))y*(t)
(= z(®)y ().

Hamiltonian naszego zadania ma posta¢ nast¢pujaca:
H@W,u,s,t) = a(l —s)ufeV =Pt 4 [asute’t — (u + Duly. (7.20)

Zbiorem sterowan (dopuszczalnych stop inwestycji) jest odcinek [0,1]. Z twierdze-
nia 7.1 otrzymujemy wowczas nastgpujace warunki, ktére spetnia optymalny pro-

ces wzrostu (s*, u*)y, rozwigzanie zadania (7.16)-(7.17).

m Twierdzenie 7.3. Jezeli proces (s*,u*)y jest rozwigzaniem zadania (7.16)-

(7.17), to istnieje takie rozwiazanie Y7 rOwnania:

L) = —[ass" (O (O e = (u+ D] Y(©) — ag(1 = 5" (O)w' ()@

(7.21)
z warunkiem:
Pr(ty) =0, (7.22)
ze w kazdym momencie t € T:
H@*(t), u*(t),s*(t),t) = max H@*(t), u*(t),s,t) . (7.23)
<s<

Nietrudno zauwazy¢, ze bez wzgledu na dlugos¢ horyzontu T oraz postac do-

puszczalnej trajektorii sterowan sy, odpowiadajaca jej trajektoria standw ug jest
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zawsze dodatnia. Istotnie, zal6zmy, ze w pewnym dopuszczalnym procesie (s, u)

w momencie t' € T\{0} zachodzi warunek u(t") = 0. Wowczas jedynym rozwia-

zaniem réwnania (7.15) jest trajektoria ur z warto$ciami u(t) = 0 dla kaz-

dego t €T, co jest sprzeczne z warunkiem poczatkowym u(0) = uy > 0. Podob-
nie, gdyby w pewnym momencie t' € T\{0} zachodzita nier6wnos¢ u(t’) < 0, to
wobec ciggtosei trajektorii u; musiatby istnie¢ moment t” € (0,t"), w ktérym

u(t") = 0, a wtedy znowu jedynym rozwigzaniem rownania (7.15) bytaby trajek-

toria ur tozsamosciowo réwna 0.

Poniewaz:

e kazde rozwigzanie u; réwnania (7.15) z warunkiem poczatkowym u(0) =
= uy > 0 jest dodatnie bez wzgledu na posta¢ dopuszczalnej trajektorii stero-
wan Sr,

e hamiltonian H(+) (zob. (7.20)) jest w kazdym momencie t € T liniowa funkcjg
sterowania s,

e 7zbior sterowan dopuszczalnych jest przedzialem domknigtym [0,1]

oraz:

OH(Y,u,s,t)

= aufeVt (P —e~PY), (7.24)

wigc ostatecznie z twierdzenia 7.3 otrzymujemy nastepujace warunki optymalno-

Sci, ktore spetnia optymalny proces wzrostu — rozwigzanie zadania (7.16)-(7.17).

m Twierdzenie 7.4. Przyjmijmy oznaczenie: ¢*(t) = ¢*(t) — e L. Jezeli proces
(s*,u*)r jest rozwigzaniem zadania (7.16)-(7.17) oraz parametry zadania spetniajg
warunki (7.18), (7.19), to istnieje takie rozwiazanie 7 rownania (7.21) spetniajace

warunek (7.22), ze zachodza nastepujace implikacje:

(i) Jezeli *(t) > 0,to s*(t) = 1.

(2i) Jezeli @*(t) < 0,to s*(t) = 0.
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(3i) Jezeli ¢*(t) = 0 na przedziale [ty,7,] € T, to Vt € [14,7,)3:

e[(1-&)(u+)+v]

s*(t) =5 = FESTOREIYS) € (0,1), (7.25)
1
Kl = %st — _( ag \1=¢
u*(t) =uer-=, u= (u+/1+p) . (7.26)

Dowéd. Warunki (i), (2i) sg oczywiste w $wietle (7.24), zwazywszy na postac
zbioru sterowan oraz fakt, ze kazda dopuszczalna trajektoria technicznego uzbroje-
nia pracy (trajektoria stanéw) jest dodatnia. Aby przekonaé si¢, ze zachodzi
takze warunek (3i), zauwazmy, iz jezeli ¢*(t) = 0 na przedziale [t4,7,) € T, to

V t € [14,T,) spetniony jest uktad rownan:
d * * * - *
SV (© = —laes" Ou* (O e” — (u+ D] P*(6) — ag(1 -
S*(t))u*(t)s—le(v—p)t — _pe—pt,

%u*(t) = as*(Ou*(t)%e"t — (u + D’ (¢).

Rozwiazujac go dostajemy (7.25), (7.26). [

7.3. Pomocnicze fakty

7.3.1. Pokazemy, ze funkcja 7 w twierdzeniu 7.3 (rozwigzanie roéwnania (7.21)
sprzgzonego z rownaniem dynamiki systemu (7.15)) jest w momencie poczatko-

wym dodatnia:

Y*(0) > 0.

Istotnie, rozwigzanie 7 rownania (7.21) odpowiadajace optymalnemu procesowi

(s*,u™) spelnia warunek

3 Przejécie od przedzialu domknigtego[ty, T,] do prawostronnie otwartego przedziatu [z, 7,), z ktérym be-
dziemy mieli takze kilkakrotnie do czynienia dalej, wiaze si¢ z wlasnoscig trajektorii sterowan nalezacych do
klasy C°[T - U].
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W () = P (0)e holass"@u @) ev?~(ur)]a0 -

_ qee-lalags @u @5 10— (u+D]d6 o

X fotefoe[afs*(r)u*(T)‘E_lew-(“"'/D]dT (1-s*(@u (0) eV "% do. (7.27)

Zatozmy, ze P*(0) < 0 (czyli ¢*(0) < —1). Funkcja ¢ jest ciagta, wigc:

at' > 0vt € (0,t") (p*(t) <0),
a to oznacza, ze Vt € [0,t") (s*(t) = 0). Wowczas jednak (zwazywszy na (7.27)):
vt € T\{0} (¥*(t) < 0).
W szczegdlnoscei ¥*(t1) < 0, co jest sprzeczne z (7.22).

7.3.2. Przesledzimy niektdre wlasno$ci rozwigzania uktadu réwnan:

%u(t) = as(Ous(t)e"t — (u + Du(t),

%1.0(0 = —[aes(t)u"()e”" — (u+ D] P(2) — ae(1 — s(&) Ju=~ (t)e™¥ =P,
(7.28)
z warunkiem u(0) = uy > 0 oraz funkcja s € C°(T - [0,1]) na przedziale T =
=[0,t;] z dowolnym momentem koncowym t; < +o, a wiec de facto na
polosi [0, +00), w dwodch przypadkach:
(a) ¥(0) > 1 (rownowaznie, ¢(0) > 0) oraz s(t) = 1 wszedziena T,
(b) Y (0) < 1 (réwnowaznie, ¢(0) < 0) oraz s(t) = 0 wszedzienaT.
Ad (a). Uklad (7.28) przyjmuje postac:
Su(t) = aus(t)e” — (u + Du(t),
(7.29)
() = —[aeus" (B)e — (u+ D] P(8)
(u(0) = uy > 0, Y(0) > 1). Rozwigzaniem pierwszego rOwnania jest funkcja/tra-

jektoria:

1
u(t) = [ce=(1=OWHDL 4 gevt]i-e > 0,
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a(1-¢)

— o, 1-g _ — _
€=U d, d (1—)(u+D)+v

(7.30)

Po jej podstawieniu do rownania drugiego otrzymujemy:

2p(e) = (1) (o),
gdzie:

®(t) = — [%evt —(u+ /1)], y(t) = ce" =W 4 govt = y1-¢(¢) > 0,

a stad:
Y(E) = P(0)elo ?O0

Poniewaz ¥ (0) > 1, wiec funkcja ta jest zawsze dodatnia, niezaleznie od dtugosci

horyzontu T. Analiza przebiegu funkcji @ prowadzi do nastgpujgcych wnioskow.

o Jezeli:

_ a(1-g) as a(l-¢g)
a-e)(u+1)+v utr  (A-)u+)+v

1

(rownowaznie: 0 < uy < (%)1_8), to funkcja Y (rozwigzanie drugiego rownania

w uktadzie (7.29)) ma nastgpujace wlasnosci:
d
317> 0 (Ezp(t)L:T =0),

vVt € [O’T)(%w(t).$<o)&Vt>r(%¢(t).$>0)

oraz:

1 eA-g)u+d)+v]

5= _— +(u+D)=¢>0 (7.31)

lim Z-(6) -

(warunek ¢ > 0 jest konsekwencja zatozenia (719)).

o Jezeli:

_ as a(l-¢)
€= u+ri  (A-o)(u+D)+v
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N

r o . age \1-¢
(rébwnowaznie: ug = (— | ), to:

u+i

d

Yol _ =
a nastgpnie:

Vt>0< Y(t) - 1/;(1:) )
oraz zachodzi warunek (7.31).
o Jezeli:
_ o, 1—e _ __a-¢ as _ a(l-g)
¢ (_ Uo (1—8)(/,L+A)+v) A (1—e)(u+/1)+v( 0)

1

7 cor E 1-¢ .
(rownowaznie: ugy > (u+ /1) ), to:
vt = ( Y(t)  ——> 0)
lP(t)
oraz zachodzi warunek (7.31).
Konkluzja 1. Jezeli para u, 1 jest rozwigzaniem uktadu (7.29) ze sterowaniem
s(t) =1 na potosi czasu [0,+o0) i warunkiem poczatkowym u(0) = u, > 0,

Y(0) > 1, to (przy zatozeniu (7.19)) istnieje nie wiecej niz jeden punkt/moment

T = 0, w ktorym %1/)(1:) = 0 oraz li{nw,l)(t) = 400. Analogiczne wtasnosci ma
t=T

funkcja @(t) = Y(t) — e Pt. W szczegdlnodci prawdziwy jest nastgpujacy waru-

nek:

Zo(t) 2 0=ve>t(p() > 9(t)). (7.32)

Zachowuje on moc takze wowczas, gdy w ukladzie (7.29) podto§ czasu
[0,+00) zastapimy przedziatem [ty, +0) z dowolnym momentem poczatkowym
z momentem t, > 0 oraz warunkiem poczatkowym: u(ty) = ugy > 0, Y(t,) > 1.

Ad (b). Uktad (7.28) przyjmuje postac:
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Su(t) = —(u+ Du(®),
(7.33)

VO = W+ DY) — asut (et

(u(0) =uy > 0,0 < P(0) < 1). Rozwigzaniem pierwszego rownania jest trajek-
toria:

u(t) = uge~ H+DL,
wobec czego drugie rownanie przyjmuje postac:

%lp(t) = (Il + A)lp(t) — aguog—l(t)e[(l—s)(#+l)+v_p]t.

Jego rozwigzaniem jest funkcja:

W(t) = (w(()) n %) e+t _ % elA-a)utD+v—plt
ktorej pochodna ma nastepujaca postac:
SP(t) = eWHDE [, 4 Foel-ewtDv=rle] (7.34)
gdzie:
Wy = (ut ) p(0) + i((ﬁ:i);if__;, g, = _ag[(l__gg)((::)g)::__:]uog_l > 0).

Analiza (prawej strony) rownania (7.34) prowadzi do nastepujacych wnio-

skow (obowigzuja zatozenia (7.18), (7.19)):

o Jezeli:
1

0<uy< [m]”,
wtedy:

Vt=>0 <il[)(t) < 0)

dt
oraz:
li{n%d)(t) = —o0,

o Jezeli:
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to:

a nastepnie:

o Jezeli:

wtedy:

oraz:

o Jezeli:

to:

o Jezeli:

wtedy:

1

u = [l
Tyl _ =0

vVt>0 (%zp(t) < 0) & li{n%d)(t) = —o00,

1 1
el ™ < <ol

3T>0 (%w(t)L:T =0),

vVt € [O,T)(%lll(t) > 0)&\11: > T(%l,l)(t) < 0)

. d _
ll{nalp(t)— o,

e
Yo = [Gurn—vmp@l

vt > 0(%1/)@) > 0) & li{n%d)(t) = 0.

a

1
£ 1-¢
Uo > [(s(uw— +p)w(o)] )

vt >0 (%1/)(1:) > 0) & li{n%d)(t) = +oo.

Konkluzja 2. Jezeli para u, 1 jest rozwigzaniem uktadu (7.33) ze sterowaniem

s(t) = 0 na pdtosi czasu [0,+o0) i warunkiem poczatkowym u(0) = uy > 0,
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0 < (0) < 1, wowczas (przy zalozeniach (7.18), (7.19)) funkcja ¥ spetnia alter-

natywnie jeden z nastepujacych warunkow:

v monotonicznie ro$nie,

v monotonicznie maleje,
T . d
v’ istnieje nie wigcej niz jeden moment/punkt T > 0, w ktoérym Ell}(t) = 0;
t=t1

jezeli punkt taki istnieje, wowczas funkcja rosnie na przedziale [0, 7) oraz ma-
leje do —oo na przedziale (7,4+) . Analogiczne wlasnosci ma funkcja

@(t) = P(t) — e Pt. Zachodzi wiec nastepujgcy warunek:

Lo@| _,=0=ve> (e < o). (7.35)

Warunek ten zachowuje moc takze wowczas, gdy w uktadzie (7.33) potos
czasu [0,+0) zastagpimy przedzialem [t,, +90) z dowolnym momentem poczat-

kowym t, > 0 oraz warunkiem poczatkowym u(ty) = ug >0, 0 < P(t,) < 1.

7.4. Rozwigzanie zadania
sterowania optymalnego wzrostem

W twierdzeniu, ktore formutujemy ponizej, zaktadamy, ze parametry zadania ¢, A,

W, v, p spetniaja warunki (7.18), (7.19).

m Twierdzenie 7.5. Posta¢ rozwigzania zadania (7.16)-(7.17) zalezy od poczatko-

wego technicznego uzbrojenia pracy u, oraz dtugosci horyzontu T.

1

ad )1_5. Jezeli horyzont T jest dtugi, tzn. spetnia warunek:

o U >ﬁ=(
0 ut+p

t; > C11Hd1 + Czlndz,

1
1-¢

_ u+a Ug
T - (utD+v

(>0).d; =u® (E2) = (=2 > 1),

C
1 ag u

1
CZ - £(M+A)—V+p (> 0)5 d2 -

u+i
A-e)(u+D+v—p

>,
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wtedy rozwigzaniem zadania jest proces (s*, u*):

0; t € [OI Tl):
s*(t) =45, t € [11,72),
Ol te [Tz, tl]l
(7.36)
qu_(M-'-A)tl te [OP Tl),
(t_Tl), t e [Tl, Tz),

u(t) = u*(t,)er-—
u(ry)e”WDE-) ¢ € [1,,4],

DD (1), y*(r,) =

gdzie 1, =ciIndy, T, =t; —clndy, §= (1-&)(u+i+p)

= e,
Jezeli t; < ¢qlnd; + c,Ind,, wtedy znika faza srodkowa (przedziat 14, 72))

i rozwigzaniem zadania jest proces (s*, u*)r:

s*() = 0, u*(t) = uge~#*Vt t e T. (7.37)

1
o Uy =1uU= (“:Zp)l_s. Jezeli horyzont T jest dtugi, t; > c,Ind,, to rozwiaza-

niem zadania jest proces (s*,u*):

ern (5 t € [0,1),
s7(6) = {0, t € [t,t4],
(7.38)

Y
llel-¢, t €[0,1),

u'(t) = {
u*(T)e—(‘u+ﬂ.)(t—T)’ t e [T, tl]l

gdzie: T = t; — c,Ind,.

Jezeli horyzont T jest krotki, t; < c,Ind,, wowczas znika faza pierwsza i op-

tymalny proces (s*,u*); ma postaé (7.37).
1
o Yy <u= (M:;ip)l_s Jezeli horyzont T jest diugi, t; > c,Ind, + c,Ind,,

gdzie:

287
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1
= o &0

_cs—upiTE _ a(1-¢)
d4- (> 1)’ Cs = 1-&)(u+D)+v—p (> 0)7

- ae
5— ——

u+a

wtedy rozwigzaniem zadania jest proces (s*, u*):

1, t €[0,7y),
s* () =45, t € [1y,72),
0, t €[5 t4],
(7.39)
( 1

[ce‘(l‘g)(””)t + de”]ﬁ, t €[0,7y),
W= u*(T1)e%(t_Tl); t € [14,72),
t €[5 t4],

u* (Tz)e_(“"'l) (t_TZ)’

gdzie (zob. (7.30)):

—, 1-e _ _ __a(-9
€= d, d=c"%wmnm > %

T = C41nd4, Ty = tl - Czlndz

oraz, podobnie jak w (7.36), u*(1y) = ile1-="* (parametry c,, d, nie zmieniaja
sie).
Jezeli cy;Ind; < t; < cyInd, + ¢4lnd,, gdzie:

_ asuyé?t
ds = asugE~l-e(u+)+v—p D,

wtedy znika faza $rodkowa, T; = 7, = T € intT i optymalny proces (s*,u*)r

przyjmuje postac:

ern (1, t €[0,7),
OB PR A
(7.40)

1

wH () = [ce=1=aOWDE  gevt]T=¢, ¢ € [0,7),

wi () W, te[nt,

moment T jest pierwiastkiem rownania:
Rozdziat 7
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1+ d(r)e"V=P)T = eleutD-v+pl(t-t1) (7.41)

—_ — * 1-&
d(7) = [-e(u+A)+v—plu(z) (< 0).

ae

Jezeli horyzont T jest krétki, t; < c,Inds, wtedy optymalny proces (s*, u*)
redukuje si¢ do postaci (7.37).

Dowéd podzielimy na dwie czesci.
Cze$¢ I. W mysl twierdzenia 7.4 postaé trajektorii optymalnej stopy inwestycji Sy
zalezy od przebiegu funkcji ¢@*(t) = P*(t) — e P, t € T. Rozpatrzymy kolejno
nastgpujace przypadki.
L1. ¢*(0) > 0. Z (7.22) wynika, Ze:

e (t) = P (t) —e P = —e7Ph1 <0, (7.42)
wigc (wobec ciaggltosei funkcji ¢*):

3ty € (0,t) (" (r) = 0) &Vt € [0,74) (9" (t) > 0)

oraz:

vt € [0,7)(s*(t) = 1).

Nie moze zachodzi¢ warunek %q)*(t) > 0. Gdyby zachodzit, wtedy
t=74

z (7.32) wynikaloby, ze Vt # 7,(¢*(t) > 0), czyli s*(t) = 1 wszedzie na T zwa-

zywszy, ze sterowanie s* jest funkcja z klasy CO(T — U). Wtedy w szczegolnosci
P (1) = P*(ty) —e P11 > 0,t. P*(ty) > e Pt > 0, wbrew (7.22).

Niemozliwy jest takze przypadek %tp*(t)L:T1 <0 oraz ¢*(0) >0

w pewnym momencie 6 € (7q,t;]. Istotnie, musialby wowczas istnie¢ moment

t' € (14,0], w ktorym ¢@*(t") > 0 oraz %(p*(t)L:t, > 0, a to, zgodnie z (7.32),

oznacza, ze Vt € [t',t1](@*(t) > @*(t") > 0), w szczegolnosci:
@ (t1) = P*(t) —e 1 = —e™P11 >0,
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co jest oczywiscie niemozliwe. Zatem, jezeli ¢*(0) > 0, to istnieje taki moment
T, €intT, ze ¢*(1,) = 0 oraz:
vt € [0,71)(@"(t) > 0) & Vt € (14, t1])(¢"(t) < 0).

Na przedziale [0, 7,) sterowanie s*(t) = 1. Z (7.32) oraz ciagtosci funkcji ¢* wy-
nika, iz istnieje taki moment 7, € [14,t;), ze Vt € (T4, t1])(@*(t) < 0). Wowczas
(zwazywszy, ze sterowanie jest w punkcie 7, funkcjg ciggla prawostronnie) docho-
dzimy do konkluzji, ze na catym przedziale [, t;] s*(t) = 0.

Na przedziale [14,7,] mamy ¢*(t) < 0.
L.2. ¢*(0) = 0. Rozumujac jak w punkcie 1.1, dochodzimy do wniosku, ze:

JteT\{t;} vVt €[0,7](p*(t) < 0) &Vt € (1,t1](*(t) < 0).
Na przedziale [, t;] sterowanie s*(t) = 0.
L3. ¢*(0) < 0. Wowczas albo ¢*(t) < 0 (czyli s*(t) = 0) wszedzie na T, albo:
d7; €intT(p*(ry) =0) & Vt € [0,71)(@*(t) <0).
Warunek ¢*(t1) =0 & %go*(t) - > 0 jest wykluczony, gdyz wtedy

(zgodnie z (7.32)) Vt € (14,t1](@"(t) > 0), co jest sprzeczne z (7.42). Podobnie

jak w punkcie L1, niemozliwy jest rowniez przypadek ¢*(7;) =0,

%(p*(t)| <0oraz ¢*(8) >0 wpewnym momencie 6 € (tq,t;]. Jednocze-
t=14

$nie AT, € [14,t1) Vt € (15, t1]) (0" (t) < 0), czyli s*(t) = 0 na [T, t;].
Reasumujac, jezeli ¢*(0) < 0, wtedy albo Vt € T(¢*(t) < 0)is*(t) =0

wszedziena T, albo 374,7, (0 <1y < 7, < ty):

vt € [0,7)(@"(t) < 0) &Vt € [11,7,](¢" () < 0) &Vt € (72, t1](p"(£) < 0).
Na przedziatach [0, 1,), [T, t;] sterowanie s*(t) = 0.

I.4. Istnieja momenty 7,,7, ET(0< 1, <7, <t;), w ktorych ¢*(71) =

= ¢*(1,) = 0. Pokazemy, ze wowczas Vt € [14,T,] (¢*(t) = 0), a wtedy:
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% _ - _ ela=-a(p+D)+v] " _ = Lt
vt € [1,,15) (s © =5 =5 e (01), w'(0) = aeis )

. — ae
gdzie u = (u+ TS
wodow wynika, ze ¢@*(t) < 0 na przedziale [14,7,]. Zatézmy wiec, ze IT €

1
)1_8; zob. (7.25), (7.26). Istotnie, z dotychczasowych wy-

€ (11, 72) (" (1) < 0). Wowczas:
A(71,73) © (11, 72) VEE (11, 73) (0" (1) < 0) &

’ r oy (4 * —
&3t e (o) (5 '] _,=0)
(na przedziale (1, T5) sterowanie s*(t) = 0, a funkcja ¢* jest w punkcie t' r0z-
niczkowalna) oraz:

TN I TN
VtE(Tl,t)(E(p (t)|t—‘r <0>&Vt€ (t',t3) (E(p (t)|t_T >0>,
=t0 =to

co jest sprzeczne z (7.35).
Dochodzimy do nastepujacych wnioskow.

Whiosek 1. Jezeli funkcja ¢* w twierdzeniu 7.4 spelnia warunek ¢*(0) > 0, to

albo sterowanie optymalne ma postac:

1: te [OI Tl):
S*(t) =15, t e [Tl,Tz), (743)
0, t € [15,t4]
(11,72 €intT; 1, < 13), albo
telo, (7.44)

* _ 1!
s'(6) = {0 t € [r,t4]

’

(t€intT).
Whniosek 2. Jezeli ¢*(0) = 0, to:
ern _ (S t €[0,7)

s°(®) = {O, t €[1,t,] (7.45)

(t €intT) albo
s*(t) =0, teT. (7.46)
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Whiosek 3. Jezeli ¢*(0) < 0, wtedy:

0, t €[0,71)
s*(t) =45, t €[11,Ty) (7.47)
0, t € [12,t4]

(11,72 €intT; 7, < 1,) albo sterowanie optymalne ma postac (7.46).

Cze$¢ I1. Konkretna postac trajektorii st zalezy wiec od wartosci funkcji ¢*
w momencie t = 0, a o tym decyduje poczatkowy poziom technicznego uzbrojenia

pracy u, oraz dhugos$¢ horyzontu T.

1

2 )1__5 oraz horyzont T jest dhugi (ocene dtugosci horyzontu

u+i+p

L1, > 7 = (

podamy dalej). Zatozmy, ze w pewnym momencie T € T spelnione sg jednoczesnie

warunki:
¢*(t) = 0 oraz u* (1) > Tei=s".

Wowczas:
(i) Jezeli ¢*(t) = 0 (réwnowaznie Y*( 1) = e~ P7), to:

2 (1) =2 Y *(t)| + pe Pt = —[aes* ()u*(1)¢ " teV® —

ac ¥ t=r dt gz P

— (w+ D (@) —aeg(1—s(@)u' ()5 eWV=PT 4 perT =
= —[ass" (Du' (@516 — (u+ D] e —ag(1 — s°(D))u’ () 1e—P)7 4

+ pe Pt =
=e P lu+ A+ p—asu*(r)¥teV’] > pe PT > 0.

(ii) Jezeli @*(t) > 0 (rbwnowaznie Y*(t) > e P?), to s*(t) = 1, czyli:
L@ =Lyr@| +pert = —[asu @ — (u+ DY (@) +
t t=r dt t=t
+pe PT > pe~PT.

W obu przypadkach w swietle (7.32) dochodzimy do sprzeczno$ci z warun-

kiem transwersalno$ci (7.22). Prawdziwa jest zatem implikacja:
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vt € T(u*(t) > fleTs = @*(t) < 0),

1

ad )1_8. Warunek ten nie zalezy od dtugosci horyzontu T. Poniewaz

gdzieu = (,u+/1+p
u(0) = uy > U, wiec w szczegdlnosci ¢*(0) < 0 i wobec tego na pewnym prze-
dziale [0, 7,) sterowanie s*(t) = 0. Trajektoria uy jest na tym przedziale funkcja

malejaca ze stopg —(u + 1) jako rozwigzanie rownania rézniczkowego:
d
Lu(e) = —(u+ Du(),

u(0) = uy,
.. . _ Y
co umozliwia wyznaczenie momentu 7;, w ktorym u*(7;) = tier-¢ *:

T, = Cllndl, (748)
1

)=

1-¢

_ u+A+p
T - (ut)+v

C1 (>0),d; =u, ( P

Taki moment 7; € T istnigje, o ile horyzont T jest odpowiednio dtugi, t; > ¢;Ind;.
Jest to jednocze$nie moment, w ktorym ¢*( t;) = 0. Na przedziale [0, 71) stero-

waniu s*(t) = 0 odpowiada optymalna trajektoria technicznego uzbrojenia pracy:
u*(t) = uge~ WL,

Gdy t; > 71 =c;Ind;, wowczas wobec (7.22) musi istnie¢ moment
Ty € (1, t1), w ktorym @*(1,) = 0 oraz ¢*(t) < 0 na przedziale (1,,t;], tzn.
Vt € [15,t1](s*(t) = 0) i trajektoria technicznego uzbrojenia pracy uy jest w tej
fazie znowu funkcja malejacg ze stopa —(u +1). Moment 7, mozna ustalié,

zwazywszy ze Vt € [T,, t1] spelniony jest uktad rownan:

() = —(u+ (D),

L PO =+ D) P() — aeu (T (D), (7.49)
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PH(3) = e (1. ¢7(1) = 0), Y'(t) = 0, u’(ry) = WerTe2, & =

1
_ ( as )E
T \u+a+p ’

Rozwiazujac ten uktad, dostajemy:

Ty, = tl - Czlndz, (750)

1
CZ - e(,u+/1)—v+p (> 0)5 dZ -

u+i
A-&)(utD+v—p

e 1).

Gdy 1, > 14, wtedy ¢*(t1) = ¢@*(7,) = 0 izgodnie z L.4:

vt € [71, 2] (9" (2) = 0).
Pojawia si¢ wowczas srodkowy przedziat czasu [74, T,), na ktérym optymalny pro-
ces ma postac (7.25)-(7.26). Przejscie od domknietego przedziatu [74, T,] do pra-
wostronnie otwartego przedziatu [t4, 7, ) jest konsekwencja prawostronnej ciggtosci
trajektorii st w punkcie 7,. Z takimi przypadkami bedziemy mieli jeszcze niekiedy
do czynienia w dalszej cz¢sci.

Jezeli wigc poczatkowe techniczne uzbrojenie pracy jest wysokie, ug > i =
1

= (u+a;+p)1_£ oraz horyzont T jest dtugi, t; > c;Ind; + c;Ind,, wtedy sterowanie

optymalne ma posta¢ (7.47) i warunki optymalno$ci spetnia proces (s*,u*)r
postaci (7.36) z momentami przetaczenia 74, T, zdefiniowanymi w (7.48), (7.50).
Jezeli horyzont T jest krotki, t; < c;Ind; + c,Ind,, wowczas warunki opty-
malno$ci spetnia proces (s*, u*); postaci (7.37) ze sterowaniem tozsamos$ciowo
rownym 0. Wraz z rosnacg dtugoscig horyzontu T ro$nie dlugosé fazy srodkowe;j

(przedziat [t,7,]).

2 )1_5. Zatézmy, ze w pewnym momencie T € T zachodz

u+iA+p

2. up =17 =
jednocze$nie warunki:

@*(t) > 0 oraz u* (1) = ier—=".
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Rozumujac podobnie jak w IL.1(ii), dochodzimy do sprzecznosci z warunkiem

transwersalnos$ci (7.22). Prawdziwa jest zatem implikacja:
vee T (uw'(t) =aer = ¢'(t) <0).

W szczego6lnosci ¢@*(0) < 0. Zatem: Vt € T(p*(t) <0), albo ¢*(0)=0 &
&Vt € T\{0}(p*(t) < 0) (W obu przypadkach sterowanie s*(t) = 0 wszedzie
na 7T), albo At €intTVt € [0,7](p*(t) =0) & Vt € (1,t1](¢"(t) < 0) (zob.
L.4); wowczas sterowanie ma posta¢ (7.46). Moment T € int T rozpoczynajacy
koncowg faze wzrostu ze sterowaniem s*(t) = 0 jest identyczny z momentem T,
w (7.50):

T =1t; — cInd,. (7.51)

Moment ten pojawia si¢, gdy t; > c,Ind,. W fazie pierwszej (na przedziale [0, T),
na ktérym ¢*(t) = 0) optymalny proces (s*,u*); ma postaé (7.25), (7.26), nato-
miast w fazie drugiej (na przedziale [z, t;]):

s*(t) = 0 oraz u*(t) = u*(r)e" WD),

1

T . .. _ ag \1-e
Jezeli zatem poczatkowe techniczne uzbrojenie pracy ug = 4 = (#+ ,1+p)1 ¢

oraz horyzont T jest dtugi, t; > c,Ind,, to sterowanie ma postac (7.45) i warunki
optymalno$ci spetnia proces (s*, u*)s postaci (7.38) z momentem przetaczenia T
zdefiniowanym w (7.51). Jezeli horyzont T jest krétki, t; < c,Ind,, wtedy warunki
optymalno$ci spetnia proces (s*,u*)y postaci (7.37) ze sterowaniem tozsamo-
sciowo rownym 0. Wraz ze wzrostem dlugoséci horyzontu T ro$nie dlugos¢ fazy
pierwszej (przedziat [0, 7]).

1

)E. Mozliwe sg wszystkie trzy przypadki:

ae
u++p

IL3.up < 7= (

»*(0) >0, ¢*(0) =0, ¢*(0) <O0.

Jezeli ¢*(0) > 0, to zgodnie z Whioskiem 1 sterowanie optymalne s; ma

postac¢ (7.43) lub (7.44).
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Jezeli ¢*(0) = 0, to wprawdzie zgodnie z Whioskiem 2 sterowanie opty-
malne moze mie¢ postaé (7.45) lub (7.46), ale przy niskim technicznym uzbrojeniu
pracy uy < u dopuszczalna jest tylko posta¢ druga. Faktycznie, zaktadajac, ze

s*(t) = § na pewnym przedziale [0, 7), dostajemy:
2Lt
u*(t) = er-—=", t € [0,7),

czyli, wbrew zatozeniu, u*(0) = ugy = .

Jezeli ¢*(0) < 0, wowczas wprawdzie zgodnie z Wnioskiem 3 mozliwe jest
sterowanie (7.47) lub (7.46), ale przy zatozeniu uy, < & dopuszczalna jest tylko tra-
jektoria (7.46). Gdyby bowiem sterowanie miato posta¢ (7.47), wtedy w optymal-
nym procesie (s*, u*)r w pierwszej fazie (na przedziale [0, T;) mielibySmy:

s*(t) =0,
u*(t) = uge WL,
a nastepnie w momencie 7y:
u’ (Tl) = Uei-e o )

co prowadzi do sprzecznosci z zalozeniem:

Uy = ﬁe(‘”“é) > (>0).

Reasumujgc, gdy uy < U, wtedy sterowanie optymalne s ma posta¢ (7.43)
lub (7.44) Iub (7.46).
Sterowanie ma posta¢ (7.46), gdy horyzont jest krétki. WowczasVt € T:

%u*(t) = —(u+ Du*(t),
% PO =@+ P - aeu*(t)g—l(t)e(v—p)t’
YO = 1@ ¢'(0)=0) ¥'(&) = 0,u’(0) = o,

Rozwiazanie tego uktadu przebiega podobnie jak rozwigzanie uktadu (7.49) (nalezy
postawi¢ 0, u, zamiast T,, u*(7,)). Rozwiazujac go, dostajemy ocen¢ dtugosci
horyzontu:

tq < Czlnd3, (752)
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asutt

d; = 1D

agugét—e(u+A)+v—p

(warto$¢ parametru ¢, nie zmienia sig; zob. (7.50)). Gdy t; < c,Inds, proces opty-
malny (s*,u*) ma posta¢ (7.37).
Jezeli t; > c,Inds, to sterowanie optymalne s ma postaé¢ (7.43) lub (7.44).

Wszystkie trzy fazy wzrostu wystepuja, gdy horyzont T jest dtugi:

tl > Czlndz + C4_1nd4_, (753)
1
4= o, &9
_cs—upiTE _ a(1-¢)
d, = p— >1,¢c = Ao@inivy (> 0).

u+a
(wartosci parametréw c,, d, nie zmieniaja si¢; zob. (7.50)). Wowczas:
T = C41nd4, Ty = tl - Czlndz. (754)

Moment 7, jest punktem przecigcia/potaczenia [0, T;) — segmentu trajektorii ury
z warunkiem poczatkowym u*(0) = u, (odpowiadajacej sterowaniu s*(t) = 1)
z jej [t4, T,) — segmentem postaci (7.26) (odpowiadajacej sterowaniu s*(t) = 5).
Otrzymujemy go, rozwigzujac uktad rownan:

2 1(®) = aut (D™ = (u+ Mu(t), ¢ €[0,7y),

1

LA ag \1-¢
u*(ty) = et u= ( ) .
u+i+p

Ocena momentu T, (przetgczenia sterowania z s*(t) = 5§ na s*(t) = 0) jest analo-
giczna jak w (7.50). Sterowaniu optymalnemu (7.43) odpowiada wowczas opty-
malny proces wzrostu (7.39).

Jezeli cylnd; < t; < cyInd, + cy4lnd,, wtedy znika faza $rodkowa, T, =
=1, = 7 € int T i optymalny proces przyjmuje posta¢ (7.40). Moment 7 jest pier-
wiastkiem réwnania (41), w ktérym u*(7) jest technicznym uzbrojeniem pracy w
optymalnym procesie (s*,u*)y ze sterowaniem s*(t) = 1 na przedziale [0, T) oraz

warunkiem poczatkowym u*(0) = u,.
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Faza $rodkowa (przedziat [, 7,)) pojawia sie, gdy t; > cyInd, + c4lnd,
i ro$nie wraz ze wzrostem dtugos$ci horyzontu T. Jezeli dane jest poczatkowe tech-
niczne uzbrojenie pracy oraz ustalona dtugos¢ horyzontu T, wtedy odpowiada im
doktadnie jeden optymalny proces (s*,u”)r spetniajacy warunki twierdzenia 3.

Proces ten jest rozwigzaniem zadania. ]

7.5. Charakterystyka rozwigzania

Postaé rozwigzania zalezy od poczatkowego technicznego uzbrojenia pracy u, oraz

dtugosci horyzontu, o ktérej mowa w twierdzeniu 7.5.
1

19 uy > (u:;ip)l_g. Jezeli horyzont T jest krotki, wowczas w celu osiagnigcia

maksymalnej uzytecznosci konsumpcji p.c. w catym horyzoncie nalezy wstrzymac
catkowicie inwestycje, a wytworzony dochdd przeznaczy¢ w catosci na zaspokoje-
nie potrzeb konsumpcyjnych. Zaprzestanie inwestycji powoduje kurczenie si¢ ka-
pitatu produkcyjnego (ze stopa - ) oraz spadek technicznego uzbrojenia pracy (ze

stopg —(u + 4)). Dynamike dochodu w tym okresie opisuje rownanie:
d * *
V' (@O =[A-e)A—eu+v]y (D),

zatem (przy zerowych inwestycjach) stopa wzrostu dochodu:

da 1 _ _
Oy =Y (O sy =0 -l—eutv,teT,

zalezy od wartoSci parametrow &, A, i, v. Realistyczny przypadek o,+) < 0 za-
chodzi, gdy:

0< A<=

1-¢

Poniewaz caty dochdd zostaje przeznaczony na konsumpcje, wiec jej dynamika
w catym horyzoncie jest analogiczna jak dynamika dochodu. Przy zatozeniu (7.19)
wydajnos$¢ pracy (dochod p.c.) maleje:

d_, 1
Ow ey = ;W (0) ek e(u+A)+v<0,teT.
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Jezeli horyzont T jest dtugi, to w optymalnym procesie pojawia si¢ faza row-
nomiernego wzrostu wszystkich trajektorii. Techniczne uzbrojenie pracy oraz wy-

dajnos¢ pracy rosng w niej ze stopa:

a . 1 v
O'u*(t)=au (t)'u*—(t)—O'W*(t)—E>0.

Z taka sama stopa rosnie rowniez konsumpcja p.c. Kapitat produkcyjny, dochdd,

konsumpcja oraz inwestycje rosng ze stopa o A wyzsza:

v
Ok*(t) = Oy*(t) = Oc*(v) = Oy = 7 T 4

Fazg t¢ poprzedza oraz zamyka (poczatkowa i koncowa) faza konsumpcyjna z ze-
rowymi inwestycjami, kurczacym si¢ kapitalem, malejacym technicznym uzbroje-
niem pracy i malejaca wydajnoscia pracy.
Wraz ze wzrostem dlugosci horyzontu roénie diugos¢ fazy srodkowej
(rys. 7.1).
u(t) 4

Uy

5

»
»

0 7 T 1 1

Rysunek 7.1. Optymalna trajektoria uy — rozwiazanie zadania (7.16)-(7.17) — w przypadku wyso-
kiego poczatkowego technicznego uzbrojenia pracy u, (dtugi horyzont czasu T')

1

20y, = (M;ip)a. Jezeli horyzont T jest krotki, to podobnie jak poprzednio

maksymalng uzyteczno$¢ konsumpcji p.c. w caltym horyzoncie uzyskujemy,
wstrzymujac calkowicie inwestycje, co powoduje kurczenie si¢ kapitatu, spadek
technicznego uzbrojenia pracy oraz wydajnosci pracy etc.

W dlugim horyzoncie czasu wzrost optymalny przebiega w dwoéch fazach.

W fazie pierwszej obserwujemy réwnomierny wzrost inwestycji, kapitatu, dochodu

Magistrale w gospodarce Solowa 299



oraz konsumpcji ze stopa é + A (analogicznie jak w §rodkowej fazie rOwnomier-

o . . . - L
nego wzrostu w przyp. 1°), a wiec takze technicznego uzbrojenia pracy, wydajnosci
pracy oraz konsumpcji p.c. ze stopa i > 0. Faza druga, konsumpcyjna, przebiega

podobnie jak koncowa faza wzrostu w przyp. 1°.
Wraz ze wzrostem dtugos$ci horyzontu rosnie dhugosc fazy pierwszej — row-

nomiernego wzrostu (rys. 7.2).

A
u(t)

v

Rysunek 7.2. Optymalna trajektoria uy — rozwiazanie zadania (7.16)-(7.17) — w przypadku,

1

)E (dtugi horyzont czasu T)

ag
u+i+p

gdy poczatkowe techniczne uzbrojenie pracy u, = (

1

30 u, < (u+tt1£+p)§' Przy niskim poczatkowym technicznym uzbrojeniu pracy

mamy trzy typy proceséw wzrostu. Jezeli horyzont T jest krotki, wtedy optymalny
proces wzrostu przebiega podobnie jak w krotkim okresie czasu w kazdym z po-
przednio przedstawionych przypadkéw 1°, 2°. Maksymalng uzyteczno$é konsump-
cji p.c. w krétkim okresie daje wstrzymanie inwestycji (z wszystkimi tego konse-
kwencjami) i przeznaczenie catego wytworzonego dochodu na konsumpc;je.

Jezeli horyzont jest §redniej dlugosci, to optymalny proces wzrostu dzieli si¢
na dwie fazy: w fazie pierwszej — inwestycyjnej — caly dochdd zostaje przezna-

czony na zwickszenie kapitatu, w drugiej — konsumpcyjnej — caly dochdd zostaje
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skonsumowany. W fazie pierwszej techniczne uzbrojenie pracy szybko ro$nie.

W momencie poczatkowym jego stopa wzrostu jest rowna:
Owr) =aust—(u+1)>0
1 jest tym wyzsza, im nizszy jest poczatkowy poziom technicznego uzbrojenia
pracy. Wydajnos¢ pracy w tej fazie rosnie ze stopa:
Ow*(t) = E0y*(r) + v >0,
kapitat i dochod rosng ze stopami (odpowiednio):
Ok*(t) = Owr) T A Oprr) = €0y + V+ A

W fazie drugiej, konsumpcyjnej, wzrost przebiega podobnie jak w koncowe;j

fazie w przyp. 1° (rys. 7.3).

h

u(t)’

0 T Iy 4

Rysunek 7.3. Optymalna trajektoria uy — rozwigzanie zadania (7.16)-(7.17) — w przypadku ni-
skiego poczatkowego technicznego uzbrojenia pracy u, i $redniej dtugosci horyzontu T

W dlugim horyzoncie czasu T optymalny proces wzrostu przebiega w trzech
fazach: rozpoczyna go faza (pierwsza) inwestycyjna, po ktérej nastgpuje faza
(druga) réwnomiernego wzrostu, a zamyka faza (trzecia) konsumpcyjna.

Im dhuzszy jest horyzont T, tym dluzsza jest srodkowa faza rGwnomiernego

wzrostu (rys.7.4).
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uit)

Uy

v

Rysunek 7.4. Optymalna trajektoria uy — rozwigzanie zadania (7.16)-(7.17) — w przypadku ni-
skiego poczatkowego technicznego uzbrojenia pracy u, (dhugi horyzont czasu T)

We wszystkich rozwigzaniach, w optymalnym procesie wzrostu w fazie in-
westycyjnej nalezy catkowicie wstrzymac konsumpcj¢, a w fazie konsumpcyjnej
wstrzymac¢ inwestycje. Poza tym, kazdorazowo przejsciu od jednej fazy do drugiej
towarzysza gwaltowne skoki w poziomach inwestycji i konsumpcji. Z ekonomicz-
nego punktu widzenia sg to rozwigzania nierealne. W realnej gospodarce niemoz-
liwe jest ani catkowite wstrzymanie konsumpcji, ani inwestycji. Zadna gospodarka
nie wytrzyma tez tak gwaltownych skokéw inwestycji miedzy poszczegdlnymi fa-
zami wzrostu, jakie sugeruje rozwigzanie zadania.

Rozwiazanie jest naturalnie tylko konsekwencja przyjetych zatozen o mecha-
nizmie funkcjonowania gospodarki. Do zatozen tych wrécimy w punkcie 8, gdzie
wyjasnione zostang powody ich przyjecia. Przedstawiona bedzie takze postaé op-
tymalnych proceséw wzrostu otrzymywanych przy dodatkowym zalozeniu, ze
stopa inwestycji s(t), a tym samym takze stopa konsumpcji 1 — s(t), w zadnym
momencie czasu t € T nie moze przyjmowac skrajnych wartosci 0 ani 1. Pokazane
zostanie, ze uwzglednienie tego zatozenia daje rozwigzania realne w §wietle naszej
wiedzy o funkcjonowaniu gospodarki, wskazujac uprzednio, ze w dlugich okresach
czasu wszystkie optymalne procesy wzrostu w gospodarce Solowa charakteryzuja

si¢ magistralnymi wtasnos$ciami.
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7.6. Efekt magistrali

Niezaleznie od poczatkowego technicznego uzbrojenia pracy u,, w optymalnym

procesie wzrostu (s, u") w dlugim okresie czasu pojawia si¢ faza rownomiernego

1

wzrostu. Gdy uy # 4 = ( )E jest to faza srodkowa, gdy uy, = u jest to faza

U+A+p
poczatkowa. Wszystkie zmienne per capita (techniczne uzbrojenie pracy, wydaj-
no$¢ pracy, inwestycje p.c., konsumpcja p.c.) rosng w niej z takg samg stopg ﬁ
Kapital, dochdd, inwestycje, konsumpcja rosng ze stopa odpowiednio o A wyzsza.
Faza ta dominuje w dtugich okresach czasu (w dlugim horyzoncie T). Jej dtugosc
ro$ne nieograniczenie, gdy t; = 400,

W ekonomii matematycznej tego rodzaju procesy (trajektorie) wzrostu ze sta-
tymi dodatnimi stopami nazywamy procesami stacjonarnymi lub trajektoriami roéw-
nomiernego wzrostu. Aby w gospodarce Solowa dynamike technicznego uzbroje-
nia pracy uy oraz na przyktad konsumpcji p.c. yr opisywaty trajektorie rOwnomier-
nego wzrostu, czyli funkcje postaci:

u(t) = upet, y(t) = yoe™* (7.55)
(cru, o, > 0), muszg jednoczes$nie zachodzi¢ warunki (7.15) i (7.55). Podstawiajac
(7.55) do (7.15), stwierdzamy, ze:
vt € T (ouge’t = as(ufe @t Mt — (u + Dugest)
oraz:
vt € T (yoe?t = a(1 — s(t))ufeEoutV)t),
astagd oy =0, = O'=é> 0 oraz:

ud~Ev+(1—-e)(u+)]
a(1-¢)

s(t) =s= € (0,1). (7.56)

7 taka sama stopg ¢ = i w stacjonarnym procesie rosnie takze wydajno$¢ pracy.
Kapital, dochdd, inwestycje i konsumpcja rosng ze stopa o 4 wyzsza. Nie ma

innych stacjonarnych proceséw ze stopami o # 1L_£ Natomiast stacjonarnych
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procesow z trajektoriami technicznego uzbrojenia pracy i konsumpcji postaci (7.55)
oraz stopami wzrostu o, = 0, =0 = é > 0 jest nieskonczenie wiele. We

wszystkich stopa inwestycji s oraz poczatkowe techniczne uzbrojenie pracy u,
zwigzane sg warunkiem (7.56). Do rownomiernego wzrostu ze stopg inwestycji
o= %_E w gospodarce Solowa prowadzg zatem rozne strategie akumulacji spetnia-
jace warunek (7.55). Réznym strategiom akumulacji (stopom inwestycji s) odpo-
wiadajg (z doktadnoscia do stanu poczatkowego u,) rdzne trajektorie rownomier-
nego wzrostu technicznego uzbrojenia pracy, a w konsekwencji wydajnosci pracy,
konsumpcji p.c. etc.

Powr6émy do rozwigzania (s*,u*) zadania (7.16)-(7.17). W dhugich okre-
sach czasu w optymalnym procesie zawsze pojawia si¢ faza rOwnomiernego wzro-
stu. Z jaka regula akumulacji kapitalu mamy do czynienia w tej fazie? Odpowiedz
daje rozwigzanie nastepujacego zadania (w dowolnie wybranym momencie czasu
teT):
znalez¢:

max {y(t) — (u + 1+ p)k()}
przy zatozeniach:
y(6) = ak*(D)z'~*()e”", k() = u(0)z(0),
u(t) = uoeét, z(t) = zpe™t, uy > 0.
Jest to zadanie wyboru w zbiorze wszystkich stacjonarnych proceséw wzrostu
w gospodarce Solowa (z poczatkowym technicznym uzbrojeniem pracy uy > 0)
takiego procesu, ktory w kazdym momencie czasu t zapewnia maksymalng nad-
wyzke dochodu ponad jego czes$¢ potrzebng na odtworzenie zuzytego kapitatu (in-
westycje restytucyjne) oraz jego wzrost:
e przeciwdziatajacy spadkowi konsumpcji p.c.,

¢ rekompensujacy dyskonto uzyteczno$ci chwilowej konsumpcji p.c. w czasie.
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Techniczne uzbrojenie pracy u, jest w nim zmienna decyzyjna. Zatrudnienie
zy, > 0 w momencie poczgtkowym jest dane. Zadanie to jest rownowazne z naste-
pujacym prostym zadaniem wyznaczenia maksimum warunkowego funkcji wkle-
stej:

max {au§™" — (u+ 2+ pug},

1

)1__5 > 0. Odpowiada mu zgodnie z (7.56)

ae
u+i+p

ktore ma rozwigzanie iy = U = (

stopa inwestycji:
-8+ +v]
Q-8p+1+p)

(zob. (7.25)). Proces (5, i) ze stopg inwestycji 5(t) = 5 oraz trajektorig technicz-

€ (0,1)

S

nego uzbrojenia pracy:

a(t) = deis, teT, (7.57)
nazywamy optymalnym stacjonarnym procesem wzrostu (lub procesem maksymal-
nego rownomiernego wzrostu). W gospodarce Solowa jest on identyczny z opty-
malnym procesem (s*, u*); w fazie rownomiernego wzrostu i ma szczegolnie kla-
rowng, prostg interpretacj¢ w przypadku statycznej funkcji produkcji Cobba-Dou-

glasa (ze wskaznikiem postgpu techniczno-organizacyjnego v = 0) oraz zerowym

1

dyskontem uzytecznosci konsumpcji p.c. (p = 0). Woéwczas § = ¢, u = (:%)1_8 i

w kazdym momencie t € T cata nadwyzka dochodu ponad jego czg$¢ kierowana
na inwestycje przeciwdziatajace spadkowi technicznego uzbrojenia pracy zostaje
przeznaczona na konsumpcje. W ekonomii matematycznej regula ta jest nazywana
zlotg reguta akumulacji.

Trajektoria Uiy postaci (7.57) jest w gospodarce Solowa znang nam z poprzed-
nich rozdziatéw magistralg technicznego uzbrojenia pracy. Majac ja, mozemy wy-

znaczy¢ magistrale kapitatowa ky:

k() = ke e (7.58)
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( k = 1iz,), produkcyjng yr:

5(6) = ye@ ) e (7.59)
(¥ = au®z,), konsumpcyjng Cr:

(@) = ce = rer (7.60)

(¢ = a(1 — 5)uczy), inwestycyjng Ip:

v
i) == ter (7.61)
(T = asufz,) etc.
Ponizsze twierdzenie pokazuje, ze rowniez w gospodarce Solowa magistrale

graja kluczowa role jako swoiste drogi optymalnego, a jednoczesnie stabilnego,

roéwnomiernego wzrostu gospodarczego.

m Twierdzenie 7.6. Jezeli spelnione sg warunki (7.18), (7.19), to:
Yu,>0360>0Vt >20Vte [0t —0](u () =u®), (7.62)

gdzie ur jest optymalng trajektorig technicznego uzbrojenia pracy w zadaniu
(7.16)-(7.17), Uy jest trajektorig technicznego uzbrojenia pracy w optymalnym sta-
cjonarnym procesie wzrostu (magistrala). Whasnos¢ (7.62) majg takze wszystkie

pozostate magistrale.
Dowéd jest prosty, wystarczy przyjac:

0 = 6, = max {c;Ind,, c, Ind,}, gdy uy > 1u,

0 =06, =c,Ind,, gdy uy = 1,

0 = 6; =max {c,Ind,, c,Ind,}, gdy uy < u.
Wartosci parametrow ¢;, d; (i = 1,2,4), u podaje twierdzenie 7.5. Ocena parame-
tru 6 pozostaje aktualna po zastapieniu optymalnej trajektorii technicznego uzbro-
jenia pracy uy:
e optymalng trajektorig kapitatu k*(t) = u*(t)z(t),
e optymalng trajektorig dochodu y*(t) = au*(t)%z(t),
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etc. oraz zastgpieniu magistrali Uy postaci (7.57) (odpowiednio) magistralg kapita-

towa (7.58), produkcyjng (7.59) etc. (zob. rys. 7.5). [

a)
u(t) 4

=
_

=
3

N .

(=

)
Kl
o
-

b)
u(t) &

iy (= 1)

S
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©)
u(t) 4 _

i
Uy

v

Rysunek 7.5. Optymalna trajektoria uy — rozwigzanie zadania (7.16)-(7.17) — i magistrala iy

(linia przerywana) w przypadku: (a) wysokiego (u, > ), (b) sredniego (u, = u) oraz (c) niskiego
(uy < 1) poczatkowego technicznego uzbrojenia pracy

Na zakonczenie tego punktu przedstawiona zostanie jeszcze jedng ‘magi-
stralna’ wlasno$¢ gospodarki Solowa mowigca o zbieznosci w procesie optymal-

nym — w miar¢ wydtuzania horyzontu T — $redniej stopy wzrostu technicznego

uzbrojenia pracy do jego stopy wzrostu na magistrali.

m Twierdzenie 7.7. Jezeli gospodarka Solowa spetnia warunki (7.18), (7.19), to:

8u; = —przy t; = +oo,

gdzie

u;' 0 dt ( ) *(t)

Dowéd. Niech*:

4 Nieciaglos¢ trajektorii s; sprawia, ze liczby Jé%é‘,’e‘] Sy o) » Sy (t) » podobnie jak tg[l(g,%] Surp) »

tE[t t -0]

tE[{ngn 8] 8y (r) moga nie istnie¢. Natomiast liczby a4, a;, f1, B, istniejg zawsze.
bOLS
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ay = Sup Oy+), Ay = SU Oy ey, B1 = Inf Oy o), B2 = inf S+,
1 te[o%] u*(t) X2 tE[ti,tI:—G] u*(t) b1 tel0,0] u*(t) B reletb 6] u*(t)

gdzie parametr 0 jest taki jak w twierdzeniu 7.6 oraz:

1
u*(t)’

iu*(t) .

Sur) = ;

Jezeli t; > 20, to:

1 1

(B + 20+ 25 (6= 20)) < 81 < 2 (@ + )0 + 25 (6~ 20) ),
wiec:

Oy

v
» = 1> gdyty = +oo.

Podobnie przebiega dowdd, ze wraz ze wzrostem dtugosci horyzontu T $red-
nie stopy wzrostu kapitatu, dochodu etc. w procesie optymalnym sa asymptotycznie

zbiezne do ich stop wzrostu na magistrali:

6k*

T

v v
_)E-l_/l’ 5k;—>;+/1,gdyt1—>+00,

gdzie:
6k*

T

y () -

fo L (t) - ——dt, 8y

dt K* (t) - 0 ac” *(t)

7.7.Inna wersja modelu

Przy budowie modelu matematycznego realnego zjawiska/procesu ekonomicznego
stosujemy wilasciwe dla matematyki ujecie aksjomatyczne. Matematyczny model
wzrostu jest ukladem zatozen (matematycznych), z ktorych staramy si¢ wyciggnaé
interesujgce wnioski na temat funkcjonowania gospodarki. Opowiadajac si¢ za wy-
korzystaniem okreslonej teorii matematycznej do rozwigzania problemu ekono-
micznego, musimy rozstrzygna¢, czy przyjmowane zalozenia nie upraszczaja zbyt

mocno problemu, czynigc go nierealnym, a wigc praktycznie nieciekawym. Jedno-
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czesnie, aby problem moéglh by¢ efektywnie rozwigzany na gruncie teorii matema-
tycznej, powinien zosta¢ sformutowany w mozliwie prostej postaci. Pytanie o przy-
datnos¢ teorii sterowania do budowy optymalnych proceséw wzrostu gospodar-
czego sprowadza si¢ wigc w szczegolnosci do tego, czy na jej gruncie mozliwe jest
takie sformutowanie problemu, aby pomimo mocnych zatozen byt on interesujacy
takze z punktu widzenia rzeczywisto$ci pozamatematycznej. Z tego wzgledu, aby
otrzyma¢ mozliwie prostg posta¢ rozwigzania zadania (7.16)-(7.17), w punkcie 7.2
przyjeliSmy m.in. zatozenie, ze w gospodarce dopuszczalne jest zardwno catkowite
wstrzymanie inwestycji (s(t) = 0), co oznacza przeznaczenie calego dochodu na
konsumpcje, jak i skierowanie catego dochodu na inwestycje(s(t) = 1), co ozna-
cza z kolei catkowite wstrzymanie konsumpcji. Dzigki temu ,,mocnemu” zalozeniu
wszystkie optymalne procesy w twierdzeniu 7.5 mogli$my przedstawi¢ w postaci
analitycznej. Zmienimy je obecnie, zaktadajac, Ze stopa inwestycji s(t) w zadaniu
(7.16)-(7.17) moze przyjmowaé warto$ci tylko z pewnego przedziatu [sq, s1] €
[0,1], gdzie:

e[(1-&)(u+)+v]

0 <50 <=5 qeren

s <1, (7.63)

So > 0 jest minimalna, a s; < 1 maksymalng dopuszczana stopa inwestycji w go-
spodarce.

Postgpujac podobnie jak w punkcie 7.2, otrzymujemy zadanie:

znalez¢

max fotl a(1 —s(®))ué(t)eV=Prdt (7.64)
przy ograniczeniach:
S u(t) = as()u(t)e” - (u+ Du(t),
s € COT - [sp,511), (7.65)

u(0) = u (= ?) > 0.
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Jego rozwigzanie prezentujemy ponizej przy zalozeniu, ze istnieje moment £ < 400
oraz (ug, t) — dopuszczalny proces (3,1) 5, T = [0, £], prowadzacy do magistrali:
a(h) = nes,

1

)E > 0. W zadaniu (7.16)-(7.17) warunek ten jest spetniony.

ag
u+A+p

gdzie u = (
Obecnie, bez tego zatozenia, mogtoby si¢ zdarzy¢, ze przy pewnym uktadzie para-
metrow zaden proces dopuszczalny nigdy nie prowadzitby do magistrali.
Rozwigzanie zadania (7.64)-(7.65) jest podobne (co do struktury) do rozwig-
zania zadania (7.16)-(7.17), ale poza $rodkowg faza rownomiernego wzrostu tra-
jektoria ur ma zasadniczo inng posta¢. W wickszosci przypadkoéw (poza jednym)
nie mozna tez wyznaczy¢ analitycznie dtugosci poszczegdlnych faz wzrostu w op-
tymalnym procesie (momentdéw ich rozpoczecia i zakonczenia). Wyjatkiem jest
moment 7, konczacy pierwsza faze wzrostu, gdy horyzont T jest dtugi, a poczat-
kowe techniczne uzbrojenie pracy wysokie. Obowiazuja zalozenia (7.18), (7.19)
oraz (7.63). Posta¢ rozwigzania zalezy od poczatkowego technicznego uzbrojenia

pracy ug i dtugosci horyzontu T.
1

2 )1_8. Istniejg takie momenty 74,7, > 0, Ze jezeli horyzont T

u+A+p

1°.u0>17=(

jest dhugi, tzn. spetnia warunek t; > 7, + 7,, wtedy rozwigzaniem zadania jest pro-
ces (s*,u®)r:

So, te [01 Tl);
S*(t) = §, t E [Tl’ tl - Tz),
So, t €[ty — 72 t4],

1
[cle‘(l‘g)(’”’m + de"t]l‘g , t €10,7,),
* LA
u (t) = Iu*(rl)el_g(t 71)' t e [Tll tl - TZ):
1
k[Cze—(l—s)(u+/1)(t—t1+12) +deVttr|T=E, t e [1; — 1y, 4],

e[(1-&)(u+)+v]
(1-8)(u+A+p)

Cy = u*(tl - Tz)l_g - d

€ (0,1), L= uol—s —d d= a(1-¢€)s,

gdzie § = T @~
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Jezeli t; < 14 + T4, wtedy znika faza srodkowa (przedziat [t4, T,)) i rozwia-

zaniem zadania jest proces (s*, u*)y:

1
s*(t) = s, u'(t) = [c eI OWHVE 4 gevt|i-e t €T, (7.66)

1

v )1_8- Istnieje taki moment T > 0, ze jezeli horyzont T jest

u+A+p

20. uO =u= (
dhugi, t; > T, to rozwigzaniem zadania jest proces (s*, u*)r:

5, te[0,t;—1),
SOP te [tl -1 tl]:

s ={

v
. Tel-¢, tef0,t; —1),
wi(®) = 1
[Ce—(l—s)(u+l)(t—t1+r) + dev(t—t1+r)]1—g' t e [tl -1, tl]'

gdzie c =u*(t; — 1)1 ¢ —d.
Jezeli horyzont T jest krotki, t; < 7, wtedy znika faza pierwsza i optymalny
proces (s, u*)r ma postaé (7.66).
1

as
u+A+p

30 uy <= ( )1_8. Istniejg takie momenty 1,74, T, > 0 (7 < 171 + T3), Z¢

jezeli horyzont T jest diugi, tzn. spetnia warunek t; > 7, + 7,, wtedy rozwiaza-

niem zadania jest proces (s*, u*):

S1, te [Ol Tl);
S*(t) = §I te [Tlltl - TZ)J
so, tE[ty =T t4],

1
f[Cse—(1—s)(u+/1)t +det|T¢, t € 10,7y,
* YV _(t—
w(t) = { ur(ry)et=e"™), t €[y, t; — 72),
1
[C4e—(1—s)(u+/1)(t—t1+rz) + dev(t—t1+‘rz)]§, t e [t1 -1, t1];

gdzie c3 = uol_g _ d, d = a(l-¢)s;

el Sl S — % _ 1-¢ _ —
- (1-&)(u+)+v > 05 CL=1U (tl TZ) d (_ CZ)'

Jezeli 7 <ty £ 1+ 1,, wtedy znika faza §rodkowa i optymalny proces

(s*,u*) przyjmuje postac:
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ern (S0 t €[0,1),
s'®= {50, teft; -6,
1
X [c3e~(1-OWHDE 4 gevt]T-e, t €[0,t; — 1),
u (t) = 1

[Ce_(l_é‘)(/i"‘/l)(t_tl“'f) + dev(t_tl"'f)]ﬁ’ te [tl -1, tl]!
gdzie c = u*(t; —1)1"% —d.

Jezeli horyzont T jest krotki, t; < T, wtedy optymalny proces (s*, u*)r redu-
kuje si¢ do postaci (7.66).

W $rodkowej fazie rdwnomiernego wzrostu rozwigzanie zadania (7.64)-
(7.65) jest analogiczne do rozwigzania zadania (7.16)-(7.17). Ich rozwigzania r6z-
nig si¢ postacia trajektorii sterowan i stanow poza ta faza. Ponadto, w odréznieniu
od rozwiazania pierwszego zadania, obecnie w optymalnym procesie (s*,u*)r we
wszystkich fazach wzrostu, niezaleznie od dtugosci horyzontu T, mozliwy jest
wzrost technicznego uzbrojenia pracy, a w $lad za tym wszystkich pozostalych
zmiennych ekonomicznych — z dodatnia stopa.

W zadaniu (7.16)-(7.17) optymalna stopa wzrostu technicznego uzbrojenia
pracy w fazie poczatkowej (dochodzenia do magistrali) oraz fazie koncowej (odda-
lania si¢ od magistrali) byta zawsze ujemna (réwna —(u + 1)). Obecnie moze by¢
ujemna, ale nie musi. W obu przypadkach zalezy to od poziomu minimalnej stopy
inwestycji Sg.

Aktualne pozostajg wszystkie magistralne wlasnosci optymalnych procesow

wzrostu, o ktérych mowig twierdzenia 7.6, 7.7.

7.8. Minimalnoczasowy problem wzrostu

w gospodarce z endogenicznym postepem
techniczno-organizacyjnym

W gospodarce Solowa, ktora byta przedmiotem naszego zainteresowania w po-
przednich punktach, zalezno$¢ wytwarzanego dochodu od kapitatu i pracy opisy-

wala jednorodna stopnia 1 multiplikatywna funkcja produkcji Cobba-Douglasa:

Magistrale w gospodarce Solowa 313



F(k,z,t) = ae"'ké(t)z'~¢(t)

z egzogenicznym postgpem techniczno-organizacyjnym reprezentowanym przez
sktadnik ae"t (zob. (7.10)). Obecnie zakladamy, ze zalezno$é wytwarzanego w go-
spodarce dochodu y(t) od kapitatu k(t) i zatrudnienia (pracy) z(t) opisuje jedno-
rodna stopnia 1 funkcja produkcji Cobba-Douglasa:

y(®) = a(®k*(O)z' (1) (7.67)
z endogenicznym postgpem techniczno-organizacyjnym reprezentowanym przez
sktadnik a(t) ucielesniajacy wptyw technologii oraz organizacji produkcji na wiel-
ko$¢ wytwarzanego dochodu (bedacy miarg tzw. tacznej produktywnos$ci czynni-
kéw produkeji; TFP). Aktualne sg warunki (7.11)-(7.14).
i(t)

Z (7.11)-(7.14), (7.67) po wprowadzeniu oznaczenia s(t) = ol otrzymu-

jemy réwnanie dynamiki kapitatu:

%k(t) = a(t)s(OkE) 21 8(t) — uk(t). (7.68)

Podobnie jak w punkcie 7.7 zaktadamy, Ze ustalona jest minimalna (sy) oraz mak-

symalna (s1) stopa inwestycji w gospodarce (0 < 55 < 51 < 1):

vt € T(s(t) € [sg, s1]).

Po zastapieniu zmiennej k(t) w (7.68) przez zmienng u(t) = % otrzymu-
jemy rownanie dynamiki technicznego uzbrojenia pracy:
Su(t) = a(®)sOue(t) — (u + Dut). (7.69)

Aby wykluczy¢ gwaltowne skoki stopy inwestycji, zaktadamy, ze jej dynamike opi-

suje rownanie:
= 5(8) = w(a(®) — s(®), (7.70)
gdzie:
a € CO(T - [sg,51]) (7.71)

(w > 0) z warunkiem poczgtkowym:
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s(0) = s° € [sg, 51]. (7.72)
Role sterowania w (7.70) petni zmienna a(t) przyjmujaca zgodnie z (7.71)

warto$ci z przedziatu [s,, s1]. Jezeli a(t) > s(t), wtedy %S(t) > 0 1 w otoczeniu

momentu t stopa inwestycji ros$nie. Jezeli a(t) < s(t), woéwczas as(t) <0

i stopa inwestycji w otoczeniu momentu t maleje. Kazde rozwigzanie réwnania
(7.70) z warunkiem poczatkowym (7.72) odpowiadajace trajektorii sterowan
a € C°(T - [sg,s1]) jest ciagla (przedziatami gtadka) funkcja spetniajaca
warunek: Vt € T(s(t) € [so, S1]).

Zaktadamy ponadto, ze stopa inwestycji s(t) decyduje o dynamice zarowno
technicznego uzbrojenia pracy u(t) (a w konsekwencji takze o dynamice kapitatu,
dochodu, inwestycji i konsumpcji), jak i o dynamice tacznej produktywnosci czyn-

nikéw produkceji a(t), zgodnie z rownaniem:

~a(t) = os(ta(t). (7.73)
a(0)=a’>0 (7.74)

(o > 0). W $wietle (7.73),(7.74) %a(t) -% = os(t) > 0, zatem stopa wzrostu
tacznej produktywnosci czynnikéw produkcji jest proporcjonalna do stopy inwe-
stycji.

Konsumpcja c¢(t) = (1 - S(t))y(t) = (1 — s(t))a(t)kg(t)zl_g(t) , wiec
konsumpcja p.c. y(t) = a(t)(l — s(t))ug (t). Oznaczmy przez y* pozadang, do-
celowa wielko$¢ konsumpcji p.c.

yt = a(t)(1-s))ud(t) >y° = a®(1 - )"

kO . . .. . .
(u° == > 0). Interesuje nas nastepujace minimalnoczasowe zadanie sterowania

optymalnego wzrostem:

min t;

Su(t) = a(®)sOu(t) — (u + Du(b),
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= 5(t) = w(alt) - s(b),
< a(t) = os(t)a(t), (7.75)
a € CO(T - [so,s11), T =[0,t4],
u(0) = u° > 0,5(0) = s° € [s,5,],a(0) = a® > 0,

(u(t), s(t) € X, = {(w,9)]a(t;) (1 — s)uf =y}

7.9. Charakterystyka rozwigzania
Zastgpujac w zadaniu (7.75) zmienng u(t) przez zmienna:
— @ — a1 1-¢
k(t) = SO =@ (HOu'~e(t)
otrzymujemy rownanie dynamiki kapitatochtonnosci produkc;ji:
d
Ek(t) = —[os(t) + (1 — &) (u+ D]x(t) + (1 —&)s(t)
oraz rdwnanie konsumpcji p.c.:
1 £
y(®) = ai==(6)(1 - s(O)xi==(1),

co prowadzi ostatecznie do nastepujacego minimalnoczasowego zadania sterowa-

nia wzrostem (rownowaznego z (7.75)):
min t; (7.76)
% k() = —[os(®) + (1 — )+ D]x(®) + (1 - &)s(0),
= 5(t) = w(al) - s(®).
a € CO(T - [sg,511), T = [0,t4] (7.77)
k(0) = K° <= —(u?:_g > 0),

s(0) = s° € [sq, 511,

(k2. 5(6) € Ky, = {0 9)|am2 () (1 - e = 2]

316 Rozdziat 7



(@ >0, y! >y°%. W zadaniu (7.76)-(7.77) funkcja a; z warto$ciami w [sg, s;]
peni funkcje trajektorii sterowania. Odpowiada jej ciagta, przedziatami gladka tra-
jektoria stopy inwestycji S (rozwiagzanie réwnania (7.70) z warunkiem poczatko-
wym (7.72)). Para réwnan rozniczkowych w uktadzie (7.77) opisuje przeksztatce-
nie stanow gladkiego, dwuwymiarowego systemu dynamicznego, ktorego wspot-
rzednymi sg kapitatochtonno$¢ produkcji x(t) oraz stopa inwestycji s(t).
Trojka (a, k, s)r spetniajaca uktad (7.77) tworzy dopuszczalny proces wzrostu.
Odpowiadajaca mu trajektoria tacznej produktywnosci czynnikéw produkcji ar
jest rozwigzaniem rownania (7.73) z warunkiem poczatkowym (7.74). Dopusz-
czalny proces wzrostu prowadzi gospodarke w horyzoncie czasu T = [0,t,],
t; < +oo do takiego poziomu jej rozwoju, ktory w momencie koncowym t; hory-
zontu T zapewnia konsumpcje p.c. na postulowanym poziomie y > y°. Proces
wzrostu (a*, k", s*)~ prowadzacy w najkrotszym czasie t; od poczatkowego po-
ziomu konsumpcji y° = (ao)i(l - SO)(KO)é do postulowanego docelowego
poziomu y! = a*(tf)ﬁ(l — s*(ti"))zc*(t{)l_fe > y° nazywamy procesem opty-
malnym. Funkcje k7« nazywamy optymalng trajektoria kapitatochtonnosci
produkcji, funkcje sy« — optymalna trajektoria stopy inwestycji; przedzial czasu
T* = [0, t;] nazywamy optymalnym horyzontem.

Kazda dopuszczalna trajektoria kapitatlochtonnosci x; w uktadzie (7.77) jest

rownomiernie ograniczona na horyzoncie T = [0, t;] dowolnej dtugosci:
Vi, >0vte[06](k) €[k x]),

0 (1-¢)sg
" (1-&)(u+N)+os,

0 (1-¢)s,

,m}. Nie dOtyCZY to ]uZ

5=min{x },k=max{lc
jednak ani technicznego uzbrojenia pracy (produkcji p.c.), ani konsumpcji p.c.
Dzigki endogenicznemu postgpowi technicznemu zaréwno techniczne uzbrojenie
pracy, jak i konsumpcja p.c. w dtugich okresach czasu, przy t — +oo, rosng nieo-
graniczenie (szybciej lub wolniej, w zaleznosci od realizowanej stopy inwestycji).

Kapital, dochdd, inwestycje i konsumpcja rosng odpowiednio szybcie;j.
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Dla uproszczenia dalszych wywodow przedstawimy rozwiazanie zadania

(7.76)-(7.77), gdy jego parametry spetniajg nastepujace warunki:
0<o<=5, (7.78)
w>1-e)(u+2A)+os;. (7.79)

Sa to zatozenia realistyczne. Warto jednak zauwazy¢, ze zadanie ma rozwigzanie

takze gdy warunki te nie zachodzg. Nalezy wtedy rozpatrywac¢ kolejno przypadki:

S1

1-¢ 1-¢
0=—orazk’ < —, 0 >—oraz k% < ——,
K |3 u+a

S 1-¢ S .
L o >—oraz k% = =L itd.
u+a K u+i

Z twierdzenia 7.2 otrzymujemy nastepujace warunki optymalnosci.

Utworzmy funkcje:

HW1, Y2,k 5,0, ) = Pi{=[os + (1 = &) (u + D] + (1 = &)s} + ¢, w(a = s).

Jezeli spetnione sg warunki (7.78), (7.79) i proces (a*, k*,s*)+ jest rozwigzaniem
zadania (7.76)-(7.77), to istnieje takie rozwiazanie Y7+ = (Y7, ¥P3) uktadu row-
nan:

= 4y (8) = [o5" (1) + (1 — &) (u + D]y (0),
(7.80)

2 9,0 = [ox" (1) — (1 - ]P1(8) + i, (©),
zeVt €T =[0,t{]:
() = (Y1), ;) £ 0,

PiO)[~(os"®) + (1 = )+ D)k () + (1 = &)s* )] + Y3 (D w(a(®) —
—s*(t)) = aén[sil’)gl]{v,bi(t)[—(as*(t) +(1-9)u+ A))k*(t) +(1- s)s*(t)] +
+yPs(Dw(a—s ()} (7.81)

W zadaniu (7.76)-(7.77) zbioér stanéw docelowych th jest w kazdym mo-

mencie czasu t; > 0 gtadka rozmaitoécig w R?:

X, = {0, 9)g, (x,5) = 0},
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1 £
gdzie g, (x,5) = ar==(t;)(1 — s)ki=—y' . Zgodnie z twierdzeniem 7.2,
wektor ¥ (¢) = (i), ¥3(t])) jest gradientem funkcji ge; W punkcie
(k,s) = (k™ (¢1), s*(tD)), cayli:

(pi(e) (D) =
= ((a (tl))l_SE(l —-S (t1))k (t1) 1‘82—(61 (t1))1_£k (t1)1‘5)- (7.82)
Poniewaz w naszym zadaniu hamiltonian jest w kazdym momencie t liniowa funk-

cja sterowania a(t), a zbior dopuszczalnych sterowan przedzialem [s, s1], wigc

warunek maksimum hamiltonianu (7.81) mozna zastapi¢ nastgpujacym:

o Jezeliy,(t) > 0,to a*(t) = s;.

(7.83)
o Jezeli;(t) < 0,toa*(t) = s,.
Zgodnie z (7.82) w momencie koncowym t; mamy:
Pi(t1) > 0 oraz 3 (t7) <0,
a to oznacza, ze:
t N _
vee T (pi( = pipels™ @A ) 4
oraz:
Je>0VteU;(t))W5(t) <0),
czyli:
vt € Uz (6))(@ (®) = so)-
Zatem albo 3 (t) < 0 na T*\{0} i wowczas V t € T*(a*(t) = s,), albo:
At €intT*(P;(r) = 0). (7.85)

Gdy zachodzi warunek (7.85), wtedy wobec (7.77) (zwazywszy na (7.84)) dosta-
jemy:

d % * *

— V2Ole= = [ox™ (1) = (1 = ]Y1(7) <O0.

Optymalna trajektoria a7+~ ma wigc jedna z nastgpujacych postaci:

e albo:

Magistrale w gospodarce Solowa 319



a*(t) =sy, tET, (7.86)

e albo:

51, t E [0, T):
S, t € [1,t7],

a'(t) = { (7.87)

gdzie T € int T*. Pokazemy, ze dtugo$¢ optymalnego horyzontu ro$nie wraz ze
wzrostem docelowego poziomu konsumpcji p.c., a moment 7 € int T pojawia si¢,
gdy horyzont T* jest odpowiednio dtugi. W tym celu wezmy dwa docelowe po-
ziomy konsumpcji y! oraz 1 > y1. Oznaczmy przez (a*, k*,s*)p+ rozwigzanie
zadania (7.76)-(7.77) z docelowym poziomem konsumpcji p.c. y1 i optymalnym
horyzontem T* = [0, t7], a przez (07*, k*, §*)T* jego rozwigzanie z docelowym po-
ziomem konsumpcji p.c. #* > ¥ i horyzontem T* = [0, £]]. Zatézmy, ze £} < t].
Proces (c"x*,l?*,s?*)f* prowadzi zatem w momencie £; < t; do konsumpcji p.c.
7' > y'. Trajektoria konsumpcji p.c. 77 jest funkcja ciaglta, 7(0) =y° <y!<
< 71, wigce:
It <@ ) =yH.

Wowczas jednak t7 nie jest najwczesniejszym momentem, w ktorym gospodarka
osigga docelowy poziom konsumpcji p.c. ¥, czyli proces (a*, k*,s*)r+ nie jest
procesem optymalnym, wbrew zalozeniu. Nietrudno réwniez pokazaé, ze gdy
y! - +oo, wtedy takze t} — +oo.

Analiza uktadu (7.80) z warunkiem transwersalnosci (7.82) prowadzi do
whniosku, ze jezeli w optymalnym procesie (a*, k¥, s*)+ moment koncowy t spet-
nia warunek:

t;>6=-InB, (7.88)
gdzie:
A=—[oso+ (1 —-&)(u+ 1) — w],

£(1 —sp)[ok — (1 — )]

SRR G S P Py ¢ wps Y rgray y pupry
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(przy zatozeniach (7.78), (7.79): A > 0 oraz B > 1), to istnieje doktadnie jeden
moment T € [t; — 0,t]), w ktérym 15(7) = 0 i sterowanie optymalne ma postac¢

(7.87). Moment T spelnia zawsze warunek:

T>tr -0, (7.89)

wigc przy t; — +oo ros$nie dlugos¢ pierwszego przedziatu [0, 7), na ktorym stero-
wanie optymalne a*(t) = s;. Dhugo$¢ drugiego przedziatu [7,t;] (na ktérym

a*(t) = sg) jest zawsze ograniczona: Vt; > 6(t; — 7 < 6).

Konkluzja. Jezeli horyzont T jest dlugi (wystarczy t; > 8; zob. (7.88)), wtedy ist-
nieje taki moment T = t; — 6, ze rozwigzaniem zadania (7.76)-(7.77) jest proces
(a*, K", 5" ) =

Sy, t €[0,1),

So, tE€|[rt]]

@) =

(s%—s)e @t + 54, t €[0,1),
(s*(0) —sp)e @D+,  te[r,t]],

s*(t) ={

t
K0eA) 4 eA(t)f e~ A B(0)de, t €[0,7),
0

(

(0 = t
Ikrc*(r)ec(”) + eC@0) f e~ CEND(r,0)de,  te[rtl],

A = 0 10(s° = 5) (et — 1) — [, + (1 — &) (u + D]t

B(t) = (1 —&)[(s° — s1)e™% + 541,

C(r,t) = 0 o (s* (1) — so) (e~ — 1) — [a50 + (1 — &) (u + D](t — 1),

D(1,t) = (1 — &)[(s* (1) — sp)e =t + 4],

Jezeli horyzont jest krotki, wtedy rozwigzanie 5 (t) w uktadzie (7.80)
z warunkiem (7.82) jest wszedzie na T*\{0} ujemne i optymalny proces
(a*, k*, s*) ¢+ redukuje sie do postaci:

a*(t) = So»

s* () = (s° - So)e_w(t_r) + So,
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t
K*(t) = k%W + ec(t)f e~ ¢@Dp(6)do
0

wszedzie na T*, gdzie C(t) = C(t,t), D(t) = D(z,t) dlat = 0 oraz s*(1) = s°.
Wraz ze wzrostem dtugos$ci horyzontu T* (tj. w miar¢ podwyzszania docelowego
poziomu konsumpcji p.c.) wydtuza si¢ pierwsza faza wzrostu (przedziat czasu
[0,7)). Faza druga (przedziat [, t]]) niezaleznie od dtugosci horyzontu jest zaw-
sze ograniczona (jej dtugos$¢ nigdy nie przekracza 6; zob. (7.89)). Optymalnemu
procesowi (a*, k™, s*)+, odpowiadaja optymalne trajektorie wszystkich pozosta-

tych zmiennych:

o lacznej produktywnos$ci czynnikow produkc;ji:

aleds1t t €[0,7),
a*(t)eot-1), t € [1,t{],

a’(t) = {
gdy t; > T oraz:
a*(t) = a®e?t, t € T*,
gdy t; <7,
e technicznego uzbrojenia pracy:

1 1
w*(t) = a*(t)1—= k*(t)1-s,t € T",

kapitatu:
1 1
k*(t) = a*(t)1=s k*(t)1== z(t), t € T,

dochodu:

() = a" (e (7= z(t), t € T,

inwestycji ip+:

i*(6) = s*(Da* ()7 k' (OT= 2(0). t € T,

konsumpc;ji:

() = (1 - 5°(0)a" (O k" ()= 2(b), t € T,
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e konsumpcji p.c.:
1 &
Y@ =(1-s"@®))a" )k (t)i-s, t € T".

Postaé rozwigzania zalezy od poczatkowej kapitatochtonnosci produkeji k°,

0

poczatkowej stopy inwestycji s° oraz docelowego poziomu konsumpcji

p.c. y1. Przyktadowo, gdy poczatkowa kapitalochtonnoéé produkcji jest niska,

0 (1-¢)sq

. .. O — _
CoGinioss poczatkowa stopa inwestycji maksymalna, s° = s; oraz po

K

ziom konsumpcji y! na tyle wysoki, Ze mozna go osiaggnaé¢ w dwoch fazach wzro-
stu — podtrzymujac maksymalna stope inwestycji w fazie pierwszej, a nastepnie ob-
nizajac ja (tym samym zwigkszajac stopg konsumpcji) w fazie drugiej — woéwczas
przebieg optymalnego procesu jest nastepujacy. Maksymalnej stopie inwestycji
w fazie pierwszej towarzyszy gasnacy wzrost kapitatochtonnos$ci produkeji, ktora

(1-¢)s,

zbliza si¢ do poziomu Aot tos,

(jednak go nie osigga). Powoli ro$nie tech-

niczne uzbrojenie pracy. W fazie drugiej stopa inwestycji maleje, w rezultacie ka-
pitatochtonnos$¢ produkcji oraz kapitat rosng coraz wolniej; przy pewnej konfigura-
cji parametrow kapitatochtonnosé produkceji moze w koncowej czgéci tej fazy ma-
le¢. Laczna produktywnos$¢ czynnikdéw produkciji w obu fazach ros$nie (w pierwszej
fazie szybciej, ze stopa ws,, w drugiej fazie wolniej, ze stopa wsg). Dzigki temu
kapital, dochdd, inwestycje, konsumpcja, techniczne uzbrojenie pracy oraz kon-

sumpcja p.c. rosng w catym horyzoncie T*.

7.10. Magistrala kapitatochtonnosci produkgji

W gospodarce spetniajacej uktad rownan:

= 1) = =[os(t) + (1 — &) (1 + D]we(®) + (1 - )s(1),
(7.90)

d
Es(t) = w(oz(t) — s(t))
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(zob. (7.77)) interesuja nas takie procesy wzrostu, w ktorych kapitatochtonno$¢ pro-
dukcji x(t) oraz udzial inwestycji w dochodzie s(t) (zmienne stanu systemu) rosng

ze stalymi stopami:

- = > —_—= >
() () const.> 0, s(t) (t) const.> 0.

Poniewaz w uktadzie powyzszym wszystkie trajektorie kapitatochlonnosci
produkcji oraz stopy inwestycji sg rtOwnomiernie ograniczone (na dowolnej dtugo-
$ci horyzoncie T), dostajemy:

(1-¢)s
(1-&)(u+A)+os

k(t) =

= const.> 0,

s(t) = s = const. € [sg, 51].
Odpowiadajgca tym procesom tgczna produktywnos$é czynnikéw produkcji a(t)

ro$nie rownomiernie z dodatnig stopa:

—a() - E_ as (7.91)

(zob. (7.73)). Sa to tzw. procesy stacjonarne. Sposrod nich wyrdznia si¢ proces:

Ea]

= _ (1-8)s4 _
K(t) - (1-&)(u+A)+os, -

>0, (7.92)
5(t) =5 = sy,

ktoremu towarzyszy maksymalna taczna produktywnos¢ czynnikoéw produkc;ji:
a(t) = aleosit

(rosnaca z najwyzszg mozliwa stopg as; > 0). Trajektoria (7.92) jest okreslona na

horyzoncie T dowolnej dtugosci, w szczegdlnosci takze dla T = T*. Nazywamy ja

magistralg kapitatochlonnosci produkcji i oznaczamy przez K.

Sledzac przebieg optymalnego procesu (a*, k*,s*)p+ (rozwigzanie zadania
(7.76)-(7.77)), mozna zauwazy¢, ze im dtuzszy jest horyzont T*, tym dhuzej opty-

malna trajektoria kapitatochtonnos$ci produkcji k7« prawie zawsze — poza pewnym
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ograniczonym okresem na poczatku i pod koniec horyzontu T* — przebiega w bli-
skim otoczeniu trajektorii K7+. Obserwujemy zatem swoistg zbiezno$¢ optymalnej

trajektorii kapitatochtonnosci produkcji do jej poziomu na magistrali.
m Twierdzenie 7.8. Jezeli spetnione sg zatozenia (7.78), (7.79), to:
Ve>0360,>0VteE (O,t; —0)(k*(t) — K| <e¢),

gdzie k7« jest optymalna trajektoria kapitatochtonnosci produkeji (rozwigzaniem

zadania (7.76)-(7.77)), K jest kapitalochtonno$cig produkcji na magistrali.

Dowod w ogdlnym przypadku jest zmudny i sprowadza si¢ do przesledzenia prze-
biegu optymalnej trajektorii kapitatlochtonnosci produkceji w dhugim okresie czasu
(w pierwszej fazie wzrostu, na przedziale [0, 7)) przy wszystkich mozliwych kom-
binacjach poczatkowej kapitatochtonnosci k° i stopy inwestycji s°, tj. k* <k,
0

S9<a;; kKO=Rs<a;;k°>k,s%°<a;;k =k, s"<a;;k° =K, s

=k, s">a;; k" >k, s°<a;;k" >k, s°=a;; kKO > K, s° =a; k° >k,
sO> a;.
Prosty dowdd lokalnej stabilnosci otrzymujemy natomiast po przejsciu od

uktadu (28) ze sterowaniem a(t) = s; do jego liniowej aproksymacji:
= x(t) = Ax(®), (7.93)

x(0) = (20), 1® =K@ & x0) = s0) - a.

(1-€)sy

w otoczeniu stanu roéwnowagi (k,5) = (m, 51), gdzie:
- 1

Az(—[asl+(1—£)(u+/1)] —aﬁ+1—g)
0 =) '
Macierz A ma dwie rzeczywiste, ujemne warto$ci wiasne:
11:_[631+(1_£)(“+A)]1 AZ =—-w,

zatem aproksymacja liniowa (7.93) jest globalnie asymptotycznie stabilna w 0,

czyli wyjsciowy uklad (28) ze sterowaniem a(t) = s; jest co najmniej lokalnie
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asymptotycznie stabilny w otoczeniu stanu (%, §). Istnieje wiec taka liczba € > 0,
ze jezeli (k° s°) € U,o (K, 5), to wraz ze wzrostem dtugo$ci horyzontu T* = [0, t;],
przy t = t{ — 0, optymalna trajektoria kapitatochtonnosci produkcji k*(t) — K
oraz stopy inwestycji s*(t) — 5. Wowczas:

Ve>030,>0Vt; >0, +0 Vte (O,t; —0)(k"(t) — k| < ¢&). [

Wiasnosci magistralne — podobne do tych, o ktérych mowa w twierdze-
niu 7.8 —wykazuja takze optymalne trajektorie technicznego uzbrojenia pracy, kon-

sumpcji p.c. kapitalu, dochodu inwestycji oraz konsumpcji. Jezeli przez

Up+, Y+, kp+, Y=, Tp+, Cp+ 0znaczymy odpowiadajace K, S magistralne trajektorie
(odpowiednio) technicznego uzbrojenia pracy, konsumpcji p.c., kapitatu, dochodu,

inwestycji i konsumpcji:
a(t) = (%)« Fer e%t, 7(®) = a®z°(1 — 5)us(t)est,
k(t) = G(t)z%*, F(t) = a2 (t)e@sitAe,

() = a®2°50c(t)e@s1tVt  F(t) = a®2°(1 — 5)TE(t)e@s1+Mt
to przy zatozeniach (7.78), (7.79) maja miejsce nastgpujace prawidtowosci:
Ve>036,>0Vte(b,t; —0):

lu'(®) — u(®O)] <& |y () - y(OI <e,

k() — k()] <e |y ® - §®l<e,

[i*(t) — 1()| < &, |c*(t) — ¢(t)]| < e.

W odroéznieniu od statego magistralnego poziomu kapitatochtonnosci pro-

dukcji K, obecnie techniczne uzbrojenie pracy oraz konsumpcja p.c. na magistrali
rosng ze stopa % > 0. Kapitat produkcyjny, dochdd, inwestycje i konsumpcja ro-

sng ze stopg odpowiednio wyzszg o stopg wzrostu ludnosci A.
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PODSUMOWANIE
Proba syntezy. Idea ¢ — rownowagi dynamicznej’

Kazdy z przedstawionych w ksigzce modeli wzrostu zawiera warunki (inkluzje i/lub
réwnania) wigzace zmienne ekonomiczne z réznych okresow/momentéw czasu,

poczawszy od prostej inkluzji:
(y(@©), yt+D)€Z, t=toto+1,..t;—1,
(réwnowaznie: y(t + 1) € a(y(t)) = {y|(y(t),y) € Z}) lub inacze;j:

Ay ed(y@®) ={y—y®ly ealy®)}, t=toto+1,.. t; — 1,

(Ay(t) = y(t + 1) — y(t)) uzalezniajacej wielko$¢ wektora produkcji y(t + 1) =
= (yl (t+1),..,y.(t+ 1)) mozliwej do wytworzenia w stacjonarnej gospodarce
Gale’a w okresie t + 1 od rozmiaréw produkcji y(t) = (y1(£), ..., ¥a(£)) wytwo-

rzonej w okresie t (rozdz. 1, wzér (1.23)), konczac na rownaniu rézniczkowym:
u(® = as@uE e — u+ Du(t), ¢ € [to, ],

dynamiki technicznego uzbrojenia pracy u(t) w zaleznosci od stopy inwestycji
s(t) (oraz czasu t) w gospodarce Solowa (rozdz. 7, wzor (7.17)) oraz uktadzie
réwnan:

= 1) = —[os(®) + (1 — ) + D) + (1 - £)s (1),

%g(t) = w(a(t) — S(t)), t € [to, t4],

dynamiki kapitatochtonnos$ci produkcji i stopy inwestycji w gospodarce typu
Solowa z endogenicznym postgpem techniczno-organizacyjnym (rozdz. 7, wzor

! Prezentowana idea o —réwnowagi byta po raz pierwszy przedstawiona przez autora w [50]; zob. takze [56,
rozdz. 7, p. 7.1].
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Z matematycznego punktu widzenia modele te sg przyktadami systemow dy-
namicznych opisywanych (w zaleznosci od sposobu ujecia czasu) za pomocg roéw-

nan réznicowych typu:

Ax(t) = F(x(t), u(®), 1), (1)
lub inkluzji:

Ax(t) € & (x(t),u(t),t), 2
gdy czas zmienia si¢ skokowo, badz réwnan rdézniczkowych typu:

Sx(8) = F(x(®),u(®), ©), 3)
lub inkluzji:

= x(t) € p(x(), u(t), t) )

w przypadku czasu ciggtego [56, rozdz. 7, pkt 7.1].

W warunkach (1)-(4) x(t) € X € R™ (n = 1) jest tzw. stanem wewnetrz-
nym systemu w okresie/momencie t € T, u(t) € U € R™ (m = 1) jest wielkoscia
wejsciowa systemu w okresie/momencie t € T (sterowaniem, za pomocg ktérego
otoczenie oddzialuje na system), X jest zbiorem dopuszczalnych stanéw wewngtrz-
nych, U — zbiorem dopuszczalnych sterowan. Przez T oznaczamy horyzont funk-
cjonowania systemu. Jezeli czas zmienia si¢ skokowo, wowczas T = {t,, t, +
+1,...,t1}; gdy zakladamy czas ciagly, wtedy T = [ty t1]; 0 < t, < t; < +oo.
Odwzorowania F(+), f(+) sg funkcjami, natomiast @ (-), ¢(+) multifunkcjami. Gdy
odwzorowania te zdefiniowane s3 wylacznie na stanach wewnetrznych systemow
(nie zalezg ani od czasu t, ani od sterowah u(t)), ich dynamike opisuja uktady

réwnan albo inkluzji réznicowych:
Ax(t) = F(x()) lub Ax(t) € &(x(1)), t = to, to+, 1, , t1 — 1, (5)

badz r6zniczkowych:

d

2 X(®) € p(x(0), t € [to, t1]. (6)

Lx(t) = f(x(D) lub
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Systemy dynamiczne opisywane przez takie uktady nazywamy stacjonarnymi. Sys-
tem stacjonarny jest w rownowadze, gdy znajduje si¢ w takim stanie X, w ktérym:
F(xX) =01ub f(x) =0,

(gdy ich dynamike¢ opisujg uktady réwnan réznicowych lub rézniczkowych), albo:
0€d(x) lub 0 € p(x)

(w przypadku inkluzji).

Stacjonarny system, ktory cho¢by w jednym okresie/momencie t’ jest w row-
nowadze, pozostaje w niej zawsze (zarowno przed, jak i po okresie/momencie t").
Jest to rownowaga statyczna systemu pozostajagcego w swoistym ,,stanie spo-
czynku”. Takie rozumienie rownowagi jako stanu gospodarki wyrazajacego si¢
m.in. w wielkoéci produkcji, czynnikow wytworczych oraz poziomie cen, przy ktod-
rych popyt na produkcj¢ i czynniki jest réwny podazy, obowiazuje m.in. w teorii
rownowagi konkurencyjnej L. Walrasa (zob. np. [43, rozdz. 5], [56, rozdz. 3, 4]).
W technice odpowiednikiem walrasowskiej rownowagi jest stan rownowagi auto-
nomicznego obiektu wyposazonego we wlasne ,,prawa ruchu”, na ktory nie dzialaja
zadne sity zewnetrzne. Jest to np. potozenie wahadta, do ktérego dochodzi ono sa-
moczynnie, bez jakiejkolwiek wymuszajacej sity i w ktorym pozostaje ono tak
dlugo, dopoki nie zadziala okreslony impuls zewngtrzny. W systemach niestacjo-
narnych, z przeksztatceniami F(-), f(-), @(-), () zaleznymi w (1)-(4) od czasu
oraz wrazliwymi na wptyw otoczenia, tak rozumiany stan rownowagi X musiatby

by¢ rozwigzaniem (odpowiednio) uktadu réwnan lub inkluz;ji:
vVt =ty to+1,..,t — 1(F(%,0,t) =0V 0 € @(%,0,1))
badz:
vt € [0,t](f(%,0,t) =0V 0 € ¢(¥,0,t)).

Takie rozwigzania, poza trywialnymi przypadkami, nie istnieja. R6wnowaga sta-
tyczna jest wlasciwoscia/cecha systemow stacjonarnych. Walrasowska teoria row-

nowagi konkurencyjnej opiera si¢ na fatszywej hipotezie, ze istnieja gospodarki:
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a) stacjonarne, b) bezwzglednie odosobnione, mogace funkcjonowaé w izolacji od
otaczajacego $wiata, niewymagajgce zewnetrznych zasilen energetyczno-informa-
cyjnych (ze zmienng wej$ciowa/sterowaniem u(t) = 0).

Realne gospodarki nie s ani stacjonarne, ani bezwzglednie odosobnione. Nie
oznacza to, ze s3 pozbawione zdolnos$ci/mozliwosci funkcjonowania i rozwoju
w réwnowadze. Potrzebne jest natomiast szersze spojrzenie na istote rOownowagi.

Przyjrzyjmy si¢ trzem najblizszym nam koncepcjom rownowagi w ekonomii
matematycznej, tj. rownowadze konkurencyjnej Walrasa, rdwnowadze von Neu-
manna w systemach input-output oraz tzw. rownowadze wzrostu w gospodarce So-
lowa. We wszystkich rownowaga oznacza istnienie pewnych ,,niezmiennikow”
ekonomicznych, swoistych stanéw inwariantnych gospodarki. W rownowadze kon-
kurencyjnej niezmienne w czasie sa m.in. rozmiary wytwarzanej produkcji, wiel-
ko$¢ podazy czynnikéw (w tym pracy), rozmiary popytu konsumpcyjnego i ceny.
Odmienna jest idea rownowagi neumannowskiej, zgodnie z ktora gospodarka jest
w rownowadze, gdy moze dowolnie dtugo rownomiernie (ze stalym tempem)
zwigkszac produkcje, zachowujac jej strukture oraz swoistg zgodnos$¢ wzrostu tech-
nologicznego ze wzrostem ekonomicznym. W neoklasycznej gospodarce Solowa
w rownowadze ma miejsce rOwnomierny wzrost wszystkich podstawowych wiel-
kosci ekonomicznych: czynnikéw produkcji, produkcji (dochodu) i konsumpcji
przy zachowaniu stalej stopy inwestycji.

Mowiac o rownowadze w modelach wzrostu, zawsze mamy na mysli pewien
okres, w ktorym stwierdzamy jej wystepowanie lub brak. Zbior cech — atrybutow
réwnowagi systemu — moze zmienia¢ si¢ w czasie zar6wno pod wptywem czynni-
kéw zewnetrznych (adaptacja), jak 1 czynnikow wewngtrznych (samoregulacja).
Dotyczy to zwlaszcza systemow tak ztozonych jak gospodarka. Zmiana cech, atry-
butéw réwnowagi, oznacza de facto zmian¢ typu rownowagi. W odniesieniu do
ztozonych systemow spoteczno-ekonomicznych nalezy zatem raczej mowic o r6z-
nych typach réwnowag niz o jednej rownowadze absolutnej. W $wietle przedsta-

wionych uwag potrzebna jest definicja, ktora:
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¢ uogolniataby klasyczng definicj¢ rownowagi statycznej,
¢ relatywizowalaby pojecie rownowagi, nie utozsamiajac jej z pojedynczym ,,sta-
nem spoczynku” systemu oraz nie wykluczajac wplywu otoczenia systemu na
proces ksztattowania/kreowania okreslonej rownowagi,
o stosowalaby si¢ w réwnej mierze do systemow stacjonarnych i niestacjonarnych.
Przyjmujac, ze symptomem réwnowagi powinna by¢ niezmienno$¢ pewnych
charakterystyk systemu, nie wymagamy, aby charakterystyke te tworzyl bezwarun-
kowo jego stan wewnetrzny odpowiadajacy zerowemu sterowaniu, a wigc najprost-
szy, klasyczny stan rOwnowagi statycznej, z jakim mamy do czynienia w systemach
stacjonarnych. ,,Niezmiennikami” moga by¢ nie same stany wewngtrzne systemu,
lecz warto$ci pewnych funkcji zdefiniowanych zaréwno na tych stanach, jak
i ewentualnie na sterowaniach, np. stopa wzrostu (oraz struktura) produkcji, kon-
sumpcji (a nie ich wielko$ci bezwzgledne), odpowiadajace okreslonej stopie inwe-
stycji etc. Mysl t¢ zawrzemy w nastepujacej definicji.
A Definicja. Oznaczmy przez T interesujagcy nas horyzont funkcjonowania
systemu (w zalezno$ci od sposobu ujecia czasu T = {ty, to + 1,..,t;} lub T =
= [to,t1]; 0 <ty < t; <+o0). Niech odwzorowanie ¢:X X U x T — RF
bedzie okre$lona w horyzoncie czasu T na stanach wewngtrznych systemu
x(t) € X € R™ oraz sterowaniach u(t) € U S R™ miarg tych jego charaktery-
styk, ktorych utrzymanie na statym poziomie uznajemy za symptom réwnowagi
systemu. Mowimy, Ze system z trajektorig stanow X(t) odpowiadajacy trajektorii

sterowan u(t) pozostaje w horyzoncie T w o — rownowadze, jezeli:

vt € T(o(x(t),u(t),t) = const.).
A
Bezwzglednie odosobnione stacjonarne systemy (5), (6) pozbawione sg ste-
rowania u(t), wigc w $wietle powyzszej definicji systemy takie z trajektorig x(t)

beda w horyzoncie T w o — rdwnowadze, gdy:

vt € T(o(x(t),0,t) = const.).
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W szczegolnosci, postulujac o(x, 0,t) = x, otrzymujemy klasyczng definicj¢ row-
nowagi statyczne;.

Syndromem réwnowagi w stacjonarnej gospodarce Gale’a w rozdziatach 1-3
oraz w rozdz. 4, pkt 4.1-4.3 jest (odpowiadajgce zerowemu sterowaniu) state, mak-

symalne tempo (rownowaznie: stopa) wzrostu produkcji oraz jej niezmienna struk-

tura:
Ay@®) y(@©)
o(¥(t),0,t) = (_—_— = (ay,5), t€T
g 7@ Ty@l) ~
LAy (A byny ¥ _ ()N Yn ce
(tutaj: . (yl ,...,—yﬂ), e (_Ilylll""'_llynll))' Gospodarka w takiej o — row

nowadze pozostaje przez caly czas na magistrali N = {A5|1 > 0} zwigkszajac pro-
dukcje w maksymalnym (statym) tempie a;,:
y)=ayy,t€T.
W rozdz. 4 pkt 4.4 gospodarka z trajektoria produkcji y(t) §1=to (odpowiada-
jaca dopuszczalnej trajektorii inwestycji {T(t)}?:_t;) nie zmienia w rownowadze

struktury produkcji, tj. spetnia warunek:

N - G
a(y(t),1(t),t) = o= teT
(inwestycje graja role sterowania).
W rozdz. 5 gospodarka Gale’aw o — réwnowadze rozwija si¢ w maksymal-
nym (ale ogdlnie ré6znym) tempie:
¥(©) =lt=o am, ¥,
zachowujac (przy zerowym sterowaniu) stala strukture produkcji:
y(@)
Iyl

a(¥(t),0,t) = 5, teT.

Atrybutem o — réwnowagi w gospodarce Leontiefa-Gale’a w rozdz. 6 jest
1

- . N G
v k(t) i produkcji £(t) = x(t)

stata wielko§¢ (wartos¢) kapitatu k(t) = v
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w sektorach gospodarki w przeliczeniu na zatrudnionego oraz konsumpcji p.c.

7(0) = e (®);

o(k(t),x(t),c(®),1(0), t) = (gl(t)k( ), Jl(t)x(t) l(t)c(t)> (c,&7),teT

(inwestycje graja role sterowania).
W rozdz. 7 pkt. 7.2-7.7 gospodarka Solowa w ¢ — rownowadze charaktery-
zuje si¢ stalg stopg wzrostu technicznego uzbrojenia pracy oraz statg stopg inwesty-

cji:
a(@(t),5(6), ) =< ZGRET Y ()) =(=.5), teT,

_ -+ +v]
C (A-9u+i+p)

9]

€ (0,1)

(stopa inwestycji gra rolg sterowania). Trajektorii technicznego uzbrojenia pracy
oraz stopie inwestycji w rownowadze odpowiadajg — rosngce ze statymi stopami —
trajektorie kapitatu, produkcji (dochodu), konsumpcji oraz inwestycji.

Wp. 7.10 syndromem ¢ — rownowagi w gospodarce jest stata kapitatochton-

no$¢ produkcji (przy stalej, maksymalnej stopie inwestycji):
a(R(1),5(1),t) = (R(1),5(t)) = (R, 5),t €T,

= (1—e)s; =
=A@+ tos, - -5

(s; jest maksymalng dopuszczalng stopg inwestycji w gospodarce).

Konkluzja. W $wietle przytoczonej definicji bezzasadne staje si¢ poszukiwanie
,,absolutnej” rownowagi ekonomicznej. Atrybutem, a zarazem niewatpliwa zaletg
definicji jest mozliwo$¢ jej stosowania na gruncie dowolnie ztozonych zaréwno

stacjonarnych, jak i niestacjonarnych systeméw spoteczno-ekonomicznych.
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